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Grkokatolitka konkatedrala svetih Cirila i Metoda na zagrebackom Gornjem Gradu sa
sjemeniStem ¢ini dio kompleksa koji potjece iz druge polovine 18. stolje¢a. Sadasnja
crkva izgradena je nakon potresa 1880. prema projektu Hermanna Bolléa. Isti je arhitekt
projektirao i ikonostas, najvazniji dio namjestaja sakralne gradevine kr§¢ana bizantskog
obreda. Ikonostas je oslikana pregrada koja odjeljuje svetiste crkve od prostora za vjernike.

Slika 1: Grkokatolicka konkatedrala u Zagrebu

Proucit ¢emo dvije teme inspirirane arhitekturom i unutras$njim uredenjem crkve svetih
Cirila i Metoda. U ovom ¢emo radu promatrati neke geometrijske probleme povezane s
upisanim kruznicama. U idu¢em ¢lanku klasificirat ¢emo tipove frizova, tj. ornamenata na
traci koji ostaju nepromijenjeni pri uzduznom pomicanju te trake. Izdvojit ¢emo primjere
frizova koje prepoznajemo na podu, zidovima, svodu i ikonostasu ove crkve.

1 Jednostavniji problemi

Za pocetak promotrimo jedan zadatak inspiriran rozetom na procelju crkve. Na Slici 2
lijevo je fotografija te rozete iznutra, dok je desno pojednostavljeni geometrijski prikaz.



Slika 2: Fotografija i skica rozete

Ako je Sirina prozora a, treba odrediti visinu prikazanog dijela prozora te polumjere
svih kruznica koje se pojavljuju na slici.

Ocito je da je polumjer polukruznica jednak ¢,
od Sest kruznica koje dodiruju veliku kruznicu ima isti radijus koji oznac¢imo 7.

a polumjer velike kruznice 5. Svaka

Slika 3

Trokut istaknut na Slici 3 lijevo je jednakokracan, a sredisnji kut, tj. kut nasuprot
osnovici, jednak je % = 60°. Stoga je taj trokut jednakostranican te vrijedi § —r = 2r,

pa dobivamo da je radijus svake od sedam malih kruznica jednak .
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Primijenimo li Pitagorin teorem na pravokutni trokut na Slici 3 desno, vidimo da je
visina tog dijela prozora jednaka

sy Gri) - ()=

Prijedimo sada na kruznice koje susre¢emo na ikonostasu. Naglasimo da su nasi pro-
blemi inspirirani onim §to vidimo na ikonostasu, ali smo situaciju pojednostavnili. Pri-
mjerice, zanemarujemo Sirine rubova i okvira. éitatelji koji to zele, lako ¢e dodavanjem
takvih elemenata dobiti nesto realisti¢nije, ali ne nuzno i kompliciranije zadatke za vjezbu.

Slika 4: Tkonostas grkokatolicke konkatedrale

Prije nasih problema, promotrimo na Slici 4 ikonostas koji je oslikao Epaminondas
Buczewski. Nas trenutno zanima samo arhitektura ikonostasa koju je, kako smo rekli,
osmislio Bollé.

U njegov originalni nacrt [2] na Slici 5 ucrtali smo crveni kvadrat koji obuhvaca glavni
dio ikonostasa i njegovo srediste te plavu kruznicu koja je odredena lukom iznad ikonos-
tasa. Os simetrije ucrtana je zelenom bojom, a ostale pomoc¢ne duzine Zutom. Ove duzine



vjerojatno su i Bolléu posluzile da odredi klju¢ne tocke za rasclambu pojedinih dijelova
ikonostasa.
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Slika 5: Bolléov nacrt ikonostasa na kojemu smo bojom oznacili najvaznije linije

Jedan od najveéih protivnika Bolléovih projekata u Hrvatskoj (pogotovo obnove stare
zagrebacke katedrale) bio je povjesni¢ar Gjuro Szabo koji u [6] ironi¢no komentira Bolléa:
“Pa uzmi lineale i §ablone i udri restauriraj...!” Ostavljamo drugim strukama da prosude
tko je u tom sukobu bio u pravu, a mi samo primje¢ujemo da Szabo nije bio sasvim
korektan jer je Bollé u svom radu osim ravnalom, ¢esto baratao i Sestarom. Barem za
geometrijske zadace koje mi promatramo, to je vrlo pogodno.

Na Slici 6 je isjecak ikonostasa koji obuhvaéa gornji dio sredisnjih vrata, tzv. car-
skih dveri, te zabat iznad njih. Na istoj slici prikazan je i raspored geometrijskih likova
motiviran tim centralnim dijelom ikonostasa.

Zadana je duljina 2a koja predstavlja Sirinu carskih dveri i zabatni kut mjere 2« koja
je u stvarnosti oko 110°. Treba odrediti polumjere kruznica oznacenih s 1, 2, 3 i 4 pri
¢emu je odmah uzeta u obzir osnosimetri¢nost slike. Oznac¢imo s r; radijus kruznice ¢ za
1=1,2,3,4.

Na Slici 7 uocavamo kvadrate sa stranicama duljine r; 1 a, pa vrijedi

7’1\/§+T1+CL: a\/§,
V2 -1

Za odredivanje 7 i r3 posluzimo se formulom koja kaze da je polumjer upisane kruz-
nice trokuta jednak kvocijentu povrsine i poluopsega tog trokuta. Treba nam jo§ visina
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Slika 6: Isjecak iz srediSnjeg dijela ikonostasa

(]

Slika 7

3
4
2a
/1

pravokutnika u kojemu su kruznice 2, 3 i 4, a ona je actga. Zato je

(a-actga)/2 @ CoS o
To = =
" (a+actga+a/sina)/2  sina+cosa+ 1’
(2a -actga)/2 a cos «
ry = = :
°7 (2a+2a/sine)/2  sina+ 1
< ’r3
!
T3 u
T4
45°—%
Slika 8

Sa Slike 8 vidimo da je

s 7 _ (450 _ g)’
7“3—|—’l“4 2
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pa dobivamo

1 — sin (45° —
3 :
1 4+ sin (45° —

rqy =

IR [ro]R

) acosa 1 —sin (450—%)
3

_ 1

)  sina+1 1—|—sin(45°—

2 Konstruktibilnost i napredniji problemi

U svim prethodnim zadacima mogli smo pomod¢u ravnala i Sestara iz danih veli¢ina lako
konstruirati polumjer trazene kruznice, pa onda i samu kruznicu. U tim zadacima moglo se
dati i ¢isto geometrijsko rjeSenje (probajte sami). Ipak, algebarska metoda u kojoj najprije
izrazimo trazene veli¢ine preko zadanih, a zatim nizom standardnih koraka konstruiramo
trazenu duljinu ili kut, omogucuje nam da razumijemo koje su konstruktivne zadace uopce
rjesive ravnalom i Sestarom. Takve zadace nazivamo elementarno rjesivima i sada ¢emo
re¢i nesto viSe o njima.

Radi jednostavnijeg zapisa, u nastavku ¢emo pretpostaviti da nam je dana duzina jedi-
ni¢ne duljine, ali to ne predstavlja nikakvo smanjenje opéenitosti. Ako su nam dane duzine
duljina a i b te prirodni brojevi m i n, onda mozemo ravnalom i Sestarom konstruirati
duzine sljede¢ih duljina

a m
a+b, a—b, ab, -, ma, —a, +a.
n

Konstrukeije su prikazane na Slici 9, a ¢itateljima ostavljamo da dopune detalje i dokazu
ispravnost.

a-+b a
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Slika 9: Primjena osnovnih operacija za dane duljine a i b.

Uvedemo li u ravninu Kartezijev koordinatni sustav, koriste¢i jednadzbe pravaca i
kruznica, nije se tesko uvjeriti (vidi npr. [4, §6]) da se ravnalom i Sestarom mogu kons-
truirati samo duljine, tj. brojevi koji se iz zadanih brojeva dobivaju kona¢nim nizom



sljede¢ih operacija: zbrajanje, oduzimanje, mnozZenje, dijeljenje i uzimanje kvadratnog
korijena. Zapoc¢nemo li samo s danim brojem 1, sve brojeve koje mozemo dobiti zovemo
konstruktibilnima. Napomenimo da negativan broj smatramo konstruktibilnim ako je
njemu suprotan pozitivan broj konstruktibilan.

Uskoro ¢emo promatrati i konstruktibilne kompleksne brojeve $to samo znaci da su i
realni i imaginarni dio tog broja konstruktibilni realni brojevi. Za vjezbu pokazite da i za
kompleksne brojeve mozemo ravnalom i Sestarom izvesti sve prije spomenute operacije.
Primjerice, drugi korijeni kompleksnog broja a + b7, gdje su a i b realni, oblika su ¢ + di
pri cemu je

a++va?+ b? b

=\ —F d=—
c 2 Y Y

pa uz dane a i b, o¢ito mozemo konstruirati c i d.

Pogledajmo sada sljedeci konstrukcijski problem na Slici 10 potaknut gornjim dijelom
malih vrata na ikonostasu (dakonske dveri).

g

2

Slika 10: Gornji dio manjih vrata na ikonostasu

Neka je polumjer polukruga jednak 1. Treba nac¢i polumjer sedam manjih sukladnih
kruznica i polumjer dviju velikih. Oznac¢imo trazene polumjere redom r i R.

Na Slici 11 uo¢avamo pravokutni trokut s hipotenuzom duljine 1 —r i katetom duljine
r nasuprot koje je kut mjere 1 . 182 — g. Dakle,

27
roo . 90°
T, —¢sin -
_ sin g
~ 1 +sin g
Stoga duljinu » mozemo konstruirati ako i samo ako mozemo konstruirati kut mjere g.

Na istoj Slici 11 vidimo i trokut sa stranicama duljina Rv/2, 1 —r, R+ r te kutom

nasuprot stranice duljine R + r jednakim 45° — 3 182 — 45° " Teorem o kosinusu za taj

27 7
trokut daje

77
45°
= )+1—2r:O,

(R+1)2 = (RV2)? + (1 — 1) — 2RV3(1 — 1) cos -

tj.

R? — 2R<r + (1 —7)V2cos
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Slika 11: Uvec¢ana desna polovica polukruga s bitnim kruznicama

v . . v . . v .o . . o
pa R mozemo konstruirati ako mozemo konstruirati duzinu duljine r i kut mjere 25° =

7
% g. Zakljuc¢ujemo da su r i R oba konstruktibilni brojevi ako i samo ako mozemo kons-
truirati kut g, a bududi da svaki kut znamo raspoloviti i udvostruciti, to je ekvivalentno

. v . . v ° v . . .
uvjetu da se moZe konstruirati kut veli¢ine 362 Zato se na$ problem svodi na pitanje

7
konstruktibilnosti cos 2% ili, ekvivalentno, konstruktibilnosti od sin @.

7
360°

o o . o .. — .
Oznac1mox:2cos@ 122008@-#251117. Imamoxzz—i—z:z—i—%, pa je

x konstruktibilan ako i samo ako je konstruktibilan z. Prema de Moivreovoj formuli je
2T = cos 360° + isin 360° = 1 iz ¢ega zbog 2z # 1 i z # 0 redom dobivamo
2T —1=0
(=) + 2+ 2+ 24224+ 24+1)=0
S+ P+ A+ B+ 24 241=0
1 1 1
P+l + 1+ -+ 5+ 5 =0.
z oz z

Iz x =2+ 1 slijedi

1
=24 5 +2,
z

3 3 11 .
P =2"4+32+3-+ =5 =2"+ < + 3z,
z 23 23
pa uvrstavanjem u zadnju jednadzbu za z, dobivamo
2 —3r+2?—2+2+1=0,
2?4+ 2? — 20— 1=0. (2.1)

Sada ¢emo iskoristiti sljede¢i teorem o konstruktibilnosti rjesenja kubne jednadzbe
koji se moze dokazati i koriStenjem samo elementarnih algebarskih ¢injenica, vidi npr. [4,
Teorem 6.3].

Teorem (o konstruktibilnosti rjeSenja kubne jednadzbe). Kubna jednadzba s racionalnim
koeficijentima ima konstruktibilna rjeSenja ako i samo ako ima rjedenje koje je racionalan
broy.



Jedini kandidati za racionalno rjeSenje (2.1) su djelitelji slobodnog ¢lana, tj. —11i 1.
Uvrstavanjem odmah vidimo da to nisu rjeSenja, pa iz prethodnog teorema zaklju¢ujemo

da 2 cos 2% nije konstruktibilan, pa nisu konstruktibilni ni r i R.
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Bududi da je @ sredi$nji kut nad stranicom pravilnog sedmerokuta upisanog u kruz-
nicu, ovim smo pokazali i da ravnalom i Sestarom nije moguée konstruirati pravilni sedme-
rokut ako nam je dan polumjer opisane kruznice. Zbog jednostavne primjene homotetije,
oCito je da isto vrijedi i ako nam je dan samo polumjer upisane kruznice ili samo duljina
stranice tog sedmerokuta. Pravilni sedmerokut je pravilni mnogokut s najmanjim bro-
jem stranica koji nije moguce konstruirati ravnalom i Sestarom. Potpunu karakterizaciju

konstruktibilnih pravilnih mnogokuta dali su Gauss i Wantzel.

Zadnji problem koji ¢emo promatrati u ovom ¢lanku motiviran je gornjim dijelom
biskupskog trona koji se nalazi na kraju crkve, u prostoru iza ikonostasa i oltara.

Slika 12: Gornji dio naslona biskupskog trona

Na Slici 12 desno prikazan je polukrug u koji je upisan krug i dvije pravilne Sesterokrake
zvijezde. Neka je, radi odredenosti i jednostavnijeg zapisa, promjer danog polukruga
jednak 4. Treba odrediti visinu upisanih zvijezda.

Primijetimo da je svaka od ovih zvijezda dobivena preklapanjem dvaju sukladnih jed-
nakostrani¢nih trokuta s istim centrom. Oznacimo li duljinu stranice tih jednakostrani¢nih
trokuta s a, lako vidimo da je duljina svake stranice zvijezde a/3, polumjer kruznice opi-
sane zvijezdi a\/§/3, dok je visina zvijezde 2a\/§/3. Zato je u rjesavanju postavljenog
problema dovoljno odrediti jednu od navedenih veli¢ina.

Spomenimo najprije jedan mogudi pokusaj rjeSavanja ovog zadatka. Ideja je da prvo
odredimo radijus kruznice koja dodiruje rubove polukruga iznutra i veliku kruznicu pro-
mjera 2 izvana. Zatim u tu malu kruznicu upisemo zvijezdu.

o (D

Slika 13: Pokus$aj rjeSavanja problema s upisanom zvijezdom




Ova ideja ilustrirana je na Slici 13 lijevo. U sredini iste slike opazamo cetverokut
kojemu su vrhovi sredista kruznica i polukruznice te noziste okomice iz srediSta male
kruznice na promjer polukruznice. Taj je trapez izdvojen na Slici 13 desno te su oznacene
neke duljine pri ¢emu je r trazeni polumjer male kruznice. Sada dvostrukom primjenom
Pitagorinog teorema odmah dobivamo

-1 —r*=10+7r)?*-(1-7)

4 — 4r = 4r,
1

r=—.

2

Za visinu Sesterokrake zvijezde upisane maloj kruznici tako dobivamo upravo vrijed-
nost 1. Nazalost, ovo nije to€no, nego samo aproksimativno rjesenje naseg problema jer
upisana zvijezda uopce ne dodiruje polukruznicu i veliku kruznicu. U to se nije tesko
uvjeriti primjerice uvecavsi sliku koju dobijemo slijede¢i ovu konstrukciju u programu
GeoGebra.

Da bismo ispravno rijesili zadani problem, uvodimo Kartezijev koordinatni sustav kao
na Slici 14.

LY

Y=

Slika 14

Napomenimo jos jednom da je dovoljno upisati jednakostrani¢ni trokut koji dodiruje
polukruznicu i njezin promjer te veliku upisanu kruznicu, a jedna stranica mu je paralelna
s promjerom polukruznice. Citavu Sesterokraku zvijezdu dobit ¢emo tada kao uniju ovog
trokuti¢a i njegove centralnosimetri¢ne slike s obzirom na njegov centar.

Jednakokrac¢ni trokut s bazom na pravcu y = v bit ¢e jednakostranican ako i samo ako
mu se baza i visina na tu bazu odnose u omjeru 2 : /3. Drugim rije¢ima, odsje¢ak pravca
y = v koji se nalazi u prvom kvadrantu izmedu kruznica z2 + (y — 1)? = 12 i 22 + y? = 22
mora biti duljine 22}/\/5. Dakle,

2v
Vi—v2—/1—(v—12= ",
V1= ( ) NG
V12 — 3v2 — V6v — 302 = 20
12 — 30 + 6v — 3v% — 4v? = 64/ (4 — v2)(20 — v2)
(6 + 3v — 507)% = 9(4 — v?)(2v — v?)
16v* — 12v° — 150 — 360 + 36 = 0 (2.2)
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Dobili smo da je v korijen polinoma P(z) = 162* — 122% — 152? — 362 + 36.

Za korijene polinoma ¢etvrtog stupnja pitanje konstruktibilnosti nesto je teze od istog
pitanja za polinome tre¢eg stupnja gdje nam Teorem o konstruktibilnosti rjesenja kubne
jednadzbe daje potpuni odgovor. Svest ¢emo pitanje konstruktibilnosti korijena polinoma
P(z) na analogni problem za njemu pridruzeni kubni polinom koji se naziva rezolventa
od P(z).

Prije toga trebamo pokazati da je polinom P(z) ireducibilan, tj. da se ne moze pri-
kazati kao umnozak dva polinoma s racionalnim koeficijentima stupnja barem jedan. Na
ovaj polinom ne mozemo primijeniti poznati Eisensteinov kriterij ireducibilnosti, a isto
vrijedi i za sve polinome oblika P(z — k), gdje je k cijeli broj. Stoga ¢emo primijeniti
sljedeci jednostavan, ali koristan kriterij iz ¢lanka Ram Murtyja [5]

Teorem (o ireducibilnosti polinoma). Neka je f(x) = @™ + @pm_12™ 1 + -+ -+ a1 + ag
polinom stupnja m s cjelobrojnim koeficijentima i neka je

Q;

Am

H = max
0<i<m—1

Ako je f(n) prost broj za neki cijeli brojn > H + 2, onda je f(x) ireducibilan polinom.

Prethodni teorem dokazuje se koristenjem jednostavne leme koja daje gornju ogradu
H + 1 na apsolutnu vrijednost svakog korijena od f(x).
Za nas polinom P(z) imamo
36 36 15 12 9

H= {—,—,—,—}:—:2.2.
MaX176°16°16° 16~ 4 g

Krenimo redom provjeravati je i P(n) prost za n > 4.25

P(5) = 7981 = 23 - 347,
P(6) = 17424 = 2 - 8712,
P(7) = 33349,

te dobivamo da je P(7) prost broj jednostavnom provjerom na rac¢unalu (ili ru¢no provje-
rimo djeljivost s prostim brojevima < 181). Dakle, P(x) jest ireducibilan. Drugi nadin
kako pokazati ireducibilnost P(x) je promatrati Sto se dogada modulo 7.

Sada nam neki bazi¢ni rezultati iz teorije prosirenja polja (vidi npr. |1, Corollary 1.3]
i [3]) govore da su ili svi korijeni od P(x) u skupu kompleksnih brojeva konstruktibilni ili
nijedan od njih nije takav.

O¢ito su korijeni polinoma P(z) konstruktibilni ako i samo ako su konstruktibilni
korijeni od

16P(z/4) = a* — 32° — 152 — 144z + 576. (2.3)

Rezolventa polinoma
Qr) =2 +ar® +br* + cx +d = (v — a)(z — B)(z —7)(z = §),

s korijenima «, (3,7, 6 u skupu kompleksnih brojeva, je polinom R(z) s korijenima a5 +~0,
ay + B, ad + B, tj.

R(z) = (z — aff = 70)(z — ay = Bo)(z — ad — B7).
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Koristec¢i Vieteove formule za polinom Q(x)

a+fB+v+d=—-a
af+ay+ad+py+p0+v0=0
afy 4+ afd+ ayd + fyd = —c¢
apyd =d,

moze se pokazati da je
R(x) = 2 — ba® + (ac — 4d)x — (a*d — 4bd + c?).

Direktno iz definicije vidimo da ako su korijeni «, 8,7,6 od Q(x) konstruktibilni, onda
takvi moraju biti i korijeni od R(x). Drugim rije¢ima, ako je Q(z) ireducibilan i ako neki
korijen od R(x) nije konstruktibilan, onda ni Q(x) nema konstruktibilnih korijena.

U naSem slucaju, ako je v konstruktibilan, onda su zbog ireducibilnosti od P(x) svi
korijeni od P(z) konstruktibilni, pa su takvi i korijeni od (2.3). Rezolventa tog polinoma
je

2% 4 1522 — 1872z — 60480. (2.4)

Budu¢i da je prethodni polinom normiran, svi njegovi racionalni korijeni moraju biti
cjelobrojni. Za svaki cijeli broj x imamo

2% + 152 — 1872x — 60480 = 2° — 42° + 9r — 3 (mod 19).

Uvrstimo redom z = 0, 1,2, ..., 18 i dobivamo da je uvijek 2° —422+92x—3 # 0 (mod 19),
Sto znacéi da polinom (2.4) nema cjelobrojnih, pa ni racionalnih korijena.

Sada iz Teorema o konstruktibilnosti rjesenja kubne jednadzbe zaklju¢ujemo da (2.4)
nema konstruktibilnih korijena. Stoga se ni duzina duljine v koja zadovoljava (2.2) ne
moze konstruirati koriste¢i samo ravnalo i Sestar. Dakle, nasa konstruktivna zadaca s
upisivanjem Sesterokrake zvijezde nije elementarno rjesiva.

No, lako je pomoéu racunala dobiti da je v priblizno jednako 0.7609, pa je visina
zvijezde %v = 1.0145.... Na$ pocetni pokuSaj rjesavanja problema dao je za visinu
zvijezde 1, §to je ne samo ocito konstruktibilno, nego i s relativnom pogreskom manjom
od 2% vjerojatno prihvatljivo za pribliznu konstrukciju.

Za kraj ostavljamo jednu vjezbu ¢itateljima. Kada se u geometrijskim zadacima pojavi
viSe kruznica, Cesto pomislimo na primjenu inverzije. U problemima s kojima smo se
susretali u ovom c¢lanku, pokusSajte na¢i najprikladniji centar i radijus inverzije te odredite
u Sto se preslikavaju svi likovi s odgovarajuceg crteza pri toj inverziji. U kojima od tih
problema bi nam inverzija mogla pomoé¢i u konstrukciji nekih kruznica?

Zahvaljujem 7zupniku o. Nenadu Krajaci¢u koji mi je omoguéio fotografiranje svih
dijelova unutrasnjosti crkve.
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