Nenad Antoni¢ Parcijalne diferencijalne jednadzbe

2. Separacija varijabli

Op¢éi postupak separacije varijabli

Polazimo od linearnog parcijalnog diferencijalnog operatora (pdo) reda m:

Lu = i Z ca0%u

k=0 | =k

pri Gemu su opéenito cq funkcije u varijabli x € R%. Zanimaju nas operatori koji se mogu zapisati
u obliku
L=1IL1Ly + MMy,

pri ¢emu s Ly, My ozna¢ujemo linearne pdo po jednoj (od disjunktnih) skupina varijabli (npr. po
Z1,...,2k), a s Lo, My pdo po drugoj skupini varijabli (npr. po xgy1,...,2q).
Na primjer, za L = 92 + 85 imamo: Ly =02, Lo =1, My =1i My = 85. U ovom se slucaju
namede trazenje rjeSenja u obliku u(z,y) = ui(x)ua(y), jer je tada Lu = Liuy + Maus.
Opcenito zapisujemo u = ujug, pri éemu uy (ug) ovisi samo o prvoj (drugoj) skupini varijabli,
pa je: LiLa(ujug) = (Liug)(Loug) i My Msa(ujue) = (Miug)(Mausz), odakle slijedi da se Lu = 0
moze zapisati u obliku:
Lyuy Mauy
Miu;  Lous

Kako prvi (drugi) razlomak ovisi samo o varijablama iz prve (druge) skupine, to je g nuzno
konstanta. Time smo dobili dvije odvojene jednadzbe:

L1u1 = /LMlul i MQUQ = —/LLQUQ .

Ako ih rijesimo, produkt rjeSenja u = ujus je rjeSenje polazne jednadzbe Lu = 0. Stovise, zbog
linearnosti je i linearna kombinacija takvih rjesenja (za razli¢ite p!) ponovno rjesenje polazne
jednadzbe.

Primjer. Rijesimo separacijom varijabli zadatak iz Uvoda (7....7): Rijesiti pocetno-rubnu

zadacu: )
Ut — C Ugye = 0

u(-,0) =0
u(+, 1) =

u(0,z) = Asin 7771‘
u

)
t(ov )

Potrazimo rjesenje u sljede¢em obliku: w(t,x) = T'(t) X (x). Gore opisani postupak vodi do dviju
jednadzbi, kojima prirodno pridruzujemo rubne, odnosno pocetne, uvjete:

0
=0.

X" —uX=0 T —uT =0
X(0)=0 i T0)=A
X()=0 T(0)=0.

Zaista, T(t)X(0) = 0 ima za posljedicu da je X(0) = 0 (T = 0 daje samo trivijalno rjesenje
u=0); slicno i za X(I) =01 7T'(0) = 0. Za T(0) imamo samo uvjet da nije nula, dakle A # 0.

Za funkciju T imamo Cauchyjevu zadacu, koja uvijek ima rjeSenje, neovisno o vrijednosti
konstante p. S druge strane, za X uvijek imamo trivijalno rjeSenje X = 0, koje nas posebno ne
zanima. Opéenito rjesenje jednadzbe za X (bez rubnih uvjeta) je X(x) = c1eVF® + cpe VHT 7a
w# 0, odnosno X () = 1z + o za p = 0.
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2. Separacija varijabli

Za p > 0 samo ¢; = co = 0 nam omoguéuje da gornja rjeSenja zadovoljavaju rubne uvjete,
pa ne dobivamo netrivijalnog rjesenja.

Za pu < 0, gornje opée rjeSenje mozemo izraziti i preko (realnih) trigonometrijskih funkcija:
X(x) = dicos/—pux + dysiny/—pz. Rubni uvjeti vode na d; = 0 i siny/—pl = 0, sto daje

V—pl = km, za k € Z. Dakle, samo za prebrojivo mnogo ur = — (?)2 dobivamo opce rjesenje
jednadzbe i rubnih uvjeta: Xy(x) = sin kT’Tm Uoc¢imo da za k = 0 dobivamo nulu, dok za k < 0
zbog neparnosti sinusa dobivamo X = —X_j, pa je dovoljno gledati samo rjeSenja za k € N i

njihove linearne kombinacije.

Ako tako dobivene ui uvrstimo u jednadzbu za T', dobivamo za pojedini ux opcée rjeSenje
oblika Ty(t) = ki cos CkT”t + ko sin CkT”t, za koje pocetni uvjet T77(0) = 0 daje ko = 0. Time smo
dobili da je rjeSenje linearna kombinacija

N

k k
u(t,x) = Zak cos %t sin wa .
k=1
Za k = 1 posebno dobivamo rjesenje koje zadovoljava i posljednji pocetni uvjet: u(t,z) =

Acos Ftsin T, $to se podudara s ranije dobivenim rjesenjem preko d’Alembertove formule.

U prethodnom Primjeru mogli smo traziti rjesenje i za opéenitiji pocetni uvjet: w(0,-) = f, i
tu bi se postavilo pitanje mozemo li funkciju f prikazati kao linearnu kombinaciju funkcija oblika
sin kT”x Prakti¢no, dovoljno nam je da f mozemo po volji totno (u nekom prikladnom smislu,
tj. u prikladnoj normi) aproksimirati takvim linearnim kombinacijama. To vodi na pitanje kon-
vergencije Fourierovog reda ) 7~ | aj sin kT”x prema funkciji f, za neki povoljan izbor koeficijenata

ar. Tim ¢emo se pitanje nesto kasnije podrobnije pozabaviti.

Primjer. Provodenje topline u tankom stapu duljine [ opisujemo na sljedeéi nacin (za detaljniji
prikaz v. [Aganovié-Veseli¢]). S u(t, z) oznac¢imo temperaturu Stapa u trenutku ¢, a na mjestu z:
u:R§ x [0,1] — R.

A

v

Fourierov zakon provodenja topline tvrdi da je promjena temperature proporcionalna toku
(fluksu); to nam daje sljedeéi zakon (nema izvora topline) za temperaturu:

Ut = Klgy -

Pored toga, uzmimo da se krajevi stapa odrzavaju na stalnoj temperaturi 0. To nam daje sljedece
rubne uvjete: u(-,0) = u(-,1) = 0.

Da bi zadac¢a bila dobro postavljena, potrebno je jos zadati i pocetnu razdiobu topline:
u(0,+) = ug.

Kako primijeniti separaciju varijabli na ovu zadacu?

Uvrstavanjem u(t,z) = T'(t) X () u jednadzbu dobivamo:

T/ X/l
PR
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2. Separacija varijabli
Sto pak vodi na sljedece dvije obi¢ne diferencijalne jednadzbe:
T — kuT =0 i X" —puX=0.

Ovisno o vrijednosti p (uzimamo A € R™):
a) p=—-\2<0: u(t,z) = e (¢ sin Az + c3 cos Az),
b) 1= A2 > 0: u(t,z) = X" (creM 4 cpe ),
c) p=0: u(t,x) =crx + ca.
Svako rjesenje jednadzbe provodenja u obliku produkta nuzno je jednog od navedenih oblika,

ali postoje rjesenja jednadzbe provodenja koja nisu u obliku produkta, na primjer (v. Zadatak
77):

(1) u(t,x) = e ant |

Gornje se rjeSenje ne moze prikazati niti kao (konacnal!) linearna kombinacija rjeSenja oblika kao
u (a)—(c), jer nije definirano u ¢t = 0, a takva rjesenja jesu.

Zbog rubnog uvjeta na X: X (0) = X(I) = 0, u obzir dolaze samo rjesenja oblika (a), dakle:
X(z) = ersin Az + cpcos Az, 1 to uz ca = 0, te sin A\l = 0. Time dobivamo jednadzbu za A:
Al = nm, odnosno A\, = “F, zan € N (jer £n daju isto rjeSenje, do na predznak, sto lako
uklju¢imo u konstantu).

Time smo dobili prebrojivo mnogo rjesenja: X, () = sin “Fx. Uvrstavanjem tih A, u jed-

nm 2
nadzbu za T dobivamo rjesenja T'(t) = e~ () At odnosno za u rjedenje kao linearnu kombinaciju:

N
nm 2
u(t,z) = ane_(T> "t sin nwa .
n=1

Za t = 0 posebno dobivamo 25:1 by sin % = ug(x), i to je oblik pocetnog uvjeta za koji sada
znamo rijesiti pocetno-rubnu zadacu.
Uoc¢imo da taj pocetni uvjet zadovoljava i uvjet kompatibilnosti, da je u(0,0) i «(0,1) dobro

definirano. .

Zadaci.

1. Koristeéi logaritamsku derivaciju (In f)’ = f’/f provjeriti da je formulom (1) zaista dano
rjeSenje jednadzbe provodenja.

Ortonormirana baza u unitarnom prostoru

Podsjetimo se iz Linearne algebre definicije unitarnog prostora kao realnog ili kompleksnog
vektorskog prostora opskrbljenog skalarnim produktom, koji éemo oznacavati s (u | v). Norma
se definira preko skalarnog produkta ||ul| := y/(u | u).

Potpun unitaran prostor zovemo Hilbertovim prostorom. (Naravno, svaki kona¢nodimenzion-
alan unitaran prostor je potpun; razlike se javljaju tek kod beskona¢nodimenzionalnih prostora.)
Svaki se unitarni prostor moze upotpuniti do Hilbertovog prostora.

Hilbertov prostor H je separabilan ako ima prebrojiv gust podskup, odnosno ako ima prebro-
jiv podskup ¢ija je linearna ljuska gusta u H. Beskonacan skup vektora u Hilbertovom prostoru
je ortogonalan (ortonormiran), ako je svaki njegov kona¢an podskup takav, odnosno ako su svaka
dva vektora iz tog skupa medusobno okomita (i jedini¢na).

Teorem 1. (Besselova nejednakost) Za ortonormiran skup {ey,...,e,} C H vrijedi

(VheH) D |(h]ex) <|[hl?.
k=1
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2. Separacija varijabli

Dem. Vektor z := h— Y ;_,(h | e )e je okomit na svaki od vektora e;, pa lakim ra¢unom
slijedi:
n S —
0<(z]z)=(h|h)= (hley){hler) .

k=1

Q.E.D.

Ako je (ey) ortonormiran niz u H, to prelaskom na limes u gornjem teoremu dobivamo
o0
(Vhe H) Y [(h|e)l><|nl*,
k=1

Sto ima za posljedicu da je Fourierov red za h: > 72 (h | ej )er apsolutno konvergentan. Zaista,
pripadni niz parcijalnih suma je Cauchyjev, a zbog potpunosti H i konvergira k nekom limesu.
Pitanje je konvergira li k h, na Sto nam odgovor daje sljedeéi:

Teorem 2. Sljedeca su svojstva ekvivalentna:
i) Potprostor [{e1,ea,...}] je gust u H.
ii) Za svaki vektor h € H njegov Fourierov red konvergira k h.
iii) Za svaki h € H vrijedi Besselova jednakost: 3.2 [(h | e )]? = ||hl3-
iv) Ako je svaki Fourierov koeficijent nekog vektora nula, onda je taj vektor nuzno nul-vektor.

Ukoliko ortonormiran niz (e,) u H ima jedno od gornjih svojstava, onda kazemo da je taj
niz potpun, odnosno ortonormirana ili Hilbertova baza za H. Napomenimo da Hilbertova baza
u beskona¢nodimenzionalnim prostorima nije i (algebarska) baza.

U svakom beskona¢nodimenzionalnom separabilnom Hilbertovom prostoru postoji potpun
ortonormirani niz.

Primjer. Na predavanju je intuitivno definirana diferencijabilna struktura kruznice. Sada
¢emo to pokusati naciniti rigoroznije.

Polazimo od aditivne grupe realnih brojeva, s pripadnom topoloskom i diferencijalnom struk-
turom. U (R,+) je (Z,+) podgrupa, pa je dobro definirana kvocijentna grupa T := R/Z. Na
T uvodimo topologiju kao kvocijentnu topologiju, preko preslikavanja g : R — T (namatanja
pravca na kruznicu). Skup U C T je otvoren ako i samo ako je njegova praslika, ¢~ (U) otvoren
skup u R. Lako se provjeri da je na taj nacin zaista zadana topologija na T. Moze se pokazati
da je T kompaktan topoloski prostor.

Ako je f : T — X proizvoljna funkcija s T u bilo koji skup X, onda povlacenjem definiramo
funkciju g o f : R — X. Moze se pokazati da je takva funkcija f neprekinuta (dakle, uzimamo
da je X topoloski prostor) ako i samo ako je g o f neprekinuta.

Istu ideju koristimo za definiciju diferencijabilnosti odgovarajuée klase.

Integral funkcija po T mozemo definirati kao integral njihovih povlacenja g o f po [0,1). Na
taj nac¢in mozemo doé¢i i do prostora L?(T), upotpunjenja prostora C°(T) u normi dobivenoj iz
sljedeCeg skalarnog produkta:

@) <u\v>::/Tuv.

U L2(T) je funkcijama e,, ¢ija povlacenja glase t +— €™ n € Z, zadan ortonormiran niz, za
koji se moze pokazati da je potpun.

Te se funkcije mogu zamijeniti i s 1,v/2cos 2n7t,v/2sin2nnt, n € N, koje ponovno ¢ine
prebrojiv ortonormiran skup.

Povlacenjem funkcija s T na R dobivamo sve 1-periodi¢ne funkcije na R, i obratno, polazeéi
od 1-periodi¢nih funkcija na R dobro je definirana neka funkcija na T.

Posve analogno smo mogli (za [ € RT) gledati i podgrupu (2IZ,+) u (R, +), te pripadnu
kvocijentnu grupu R/2{Z. Umjesto skalarnog produkta (2) uzmimo % fT uv, gdje je 2l upravo
it

mjera (duljina) T, dobivamo da funkcije ¢ — e’T * &ne ortonormiranu bazu za L2(T).
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2. Separacija varijabli

Simetriéne obi¢ne diferencijalne jednadzbe drugog reda

Separacijom varijabli u klasiénim jednadzbama matematicke fizike ¢esto dolazimo do linearnih
obi¢nih diferencijalnih jednadzbi sljedeé¢eg oblika:

(3) 2"+ pra’ + poxr =0,

gdje su pg i p1 funkcije u varijabli t. Tu jednadzbu mozemo zapisati u obliku ekvivalentnog sustava
prvog reda (v. poglavlje o obi¢nim diferencijalnim jednadzbama; zamjena je z1 := x, x9 := 2'):

x/:[ 0 1 ]x:Ax,
—bo —P1

pri ¢emu je x = [il ] , dok bi pripadni pocetni uvjeti z(to) = a, 2'(tg) = b glasili x(tg) = [a] .
2

b
Definiramo da je sustavu X' = Ax adjungiran sustavy = —A*y (A* = AT za realne matrice).
Lako se moze provjeriti da je sustavu y = —A*y adjungiran upravo polazni sustav. U daljem

¢emo radi jednostavnosti gledati samo realne funkcije i matrice, osim ako posebno ne naglasimo.
Posebno, sustavu pridruzenom jednadzbi (3) adjungiran je sustav

o 0 po
y_|:_1 p1:| 9

kojem mozemo pridruziti linearnu obi¢nu diferencijalnu jednadzbu drugog reda (vh, = —y1 + p1y2
deriviramo i uvrstimo ¥ izrazeno iz prve jednadzbe sustava, te zamijenimo oznaku ya s y)

Y — (my) +poy =0

Kazemo da je ta jednadzba adjungirana (3). Kad bi u polaznoj jednadzbi koeficijent uz z” bio
p2 umjesto 1, adjungirana bi joj jednadzba po definiciji glasila (p2y)” — (p1y)’ + poy = 0.
Definirajmo diferencijalne operatore

2

L:=p +p d +p
‘=Pp2o5ctPig; PO,
(4) dt dt

M=) - Lo+
= dt2 b2 dt b1 bo-

recimo L, M : C?(I) — C%(I), ukoliko su funkcije p; dovoljno glatke na intervalu I. Jednadzbe
Lxr =01 My = 0 su medusobno adjungirane, pa to motivira da kazemo kako su i operatori L i
M medusobno adjungirani.

Lema 1. (Lagrangeev identitet) Postoji funkcija @@ u varijablama t,z,x',y,y" takva da
vrijedi

d
yL(‘T) - ﬂ?L(y) = %Q(ﬂ x, .T/, Y, y/) .
Dem. Lakim rac¢unom se moze provjeriti da je yL(z) — zL(y) = % (pg:v’y — x(pay) + xply).
Q.E.D.

Korolar 1.
to

/t " (L)~ 2Lw) = (paa'y — alpay) +ap1v)

1

t1

Posebno, ako su x i y funkcije koje iS¢ezavaju van nekog zatvorenog segmenta u intervalu I,
onda iz Korolara slijedi da su operatori L i M adjungirani operatori na L?(T).
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2. Separacija varijabli

Primjer. Sljedece se jednadzbe ¢esto dobivaju kao rezultat separacije varijabli:
2"+ Xx =0,
Bessel) t22”" + ta' + (\t? — p?)z = 0,
( f
(Euler) #22" + 2tx’ + Az =0, i
(Legendre) (1 —t2)z" — 2ta’ + Az = 0.

Zanimljivo je da se svi gornji primjeri mogu zapisati u posebnom obliku

d
() Lz = — (p2') +qz =0,

T odt
pri ¢emu je p funkcija t, a ¢i¢i A (u je unaprijed zadana konstanta).
Kazemo da je diferencijalni operator L simetrican ako je adjungiran samome sebi.

Lema 2. Operator L u (4) je simetrican ako i samo ako je oblika (5).

Dem. Racunom se lako vidi da je operatoru (5) zaista adjungiran on sam. Neka je sada zadan
operator L u (4), te neka je on jednak sebi adjungiranom operatoru M; nakon kracenja to daje

d d
My — — ol L =,
D1 dt D2 dt Py ™D
Taj diferencijalni operator prvog reda ¢e biti nula ako i samo ako je p1 = p) i pj = ph, a to ée
upravo vrijediti ako je ispunjen prvi od njih, sto daje trazeni oblik za L.
Q.E.D.

Uoc¢imo da smo u Lemi 2 implicitno pretpostavili da su p;, odnosno p, dovoljno glatki (koliko
je to dovoljno?). Takoder uoc¢imo da za simetri¢ne operatore Lagrangeev identitet poprima oblik:

yL(z) —zL(y) = %(p(w'y - y':v)) :

U daljem pretpostavljamo da je p diferencijabilno i istog znaka (recimo, p > 0), a ¢ neprek-
inuto na intervalu I na kojem gledamo diferencijalnu jednadzbu (5). Ukoliko uvedemo oznaku
y := pz’, jednadzbu moZemo zapisati u obliku linearnog sustava prvog reda

, 1
T =—y
b

/

Yy = —qx,

za koji Cauchyjeva zadaca ima jedinstveno rjesenje.
Prijedimo na polarne koordinate (H. Priifer):

(t) cos ¢(t)
(t) sin () ,

Sto je regularna zamjena varijabli za (z,y) # (0,0). UvrStavanjem gornjeg oblika za x i y u sustav,
dobivamo sljedeédi sustav za r i @:

=r
=r

r
r’cosp —rsing ¢ = Esingp
r'sinp +rcospyp’ = —qreosy,
odakle algebarskim rjesavanjem po ' i ¢ (Cramerov sustav) dobivamo

1
o = —<f sin? ¢ + ¢ cos? <p>
p
(6) X
r = (f - q)’rcosgosingp .
p
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2. Separacija varijabli

Prva od tih jednadzbi ne sadrzi nepoznanicu 7, pa postoji njezino rjesenje, funkcija ¢ u varijabli
t. Uvrstivsi takvo rjeSenje u drugu jednadzbu, lako separiramo varijable

1
— = (7 — q) cos psinydt ,
p

odakle integriranjem dobivamo

r(t) = Ce? JE/p(r)—q(r)) sin 2¢(r) dr

(pritom smo uzeli pocetni uvjet r(0) = C # 0).
Uocimo sljedece svojstvo rjesenja ¢: Ako je ¢ rjesenje za (61), onda je i o+nm,n € Z takoder
rjeSenje. Stoga za zadani k € Z, i danu tocku ¢y € I, mozemo izabrati rjeSenje tako da vrijedi

g+(k—1)7r<tp(to)<g+kﬂ'.

Zadaci.

1. Pokazati da ako su xj, xo dva linearno neovisna rjesenja prvog sustava, dakle ako je X = [x1x2]
elementarno (fundamentalno) rjesenje (tada je ta matrica regularna u svakoj tocki, ako je u barem
jednoj!), onda je Y := X~ * elementarno rjesenje adjungiranog sustava.

2. Ako jednadzbu psz” + p12’ + poxr = 0 moZemo podijeliti s po, pokazati da tako dobivenoj
jednadzbi adjungirana jednadzba ne mora biti ekvivalentna s (p2y)” — (p1vy)’ + poy = 0.

3. Po analogiji s definicijom adjungirane jednadzbe drugog reda, definirati adjungiranu jed-
nadzbu jednadzbi n-tog reda. Pokazati anologon Lagrangeevog identiteta.

4. Neka su p i ¢ neprekinute funkcije na [0, ].
a) Zamjenom u(z) = y(:v)e_%foz PE) S syesti jednadzbu

(%) u +pu' +qu=0

na kanonski oblik " + Ay = 0.
b) Mnozenjem jednadzbe (x) s a(z) := elo P& % gyesti je na Sturm-Liouvilleov oblik (au') —
bu = 0.

5. Napisati sljedeée jednadzbe u kanonskom i Sturm-Liouvilleovom obliku:
a) z%u" + zu' + (2% — n?)u = 0.
b) v’ + (ctgz)u’ +u = 0.
c) (1 —2®)u” —2zu' + n(n+ 1)u = 0.
d) v’ + p(x)u = 0.
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2. Separacija varijabli
Razni zadaci
Slijedi niz razlicitih zadataka o separaciji varijabli.
Zadaci.

1. Kruzna ploca jedini¢nog polumjera u x,y-ravnini ima izolirane stranice. Na dijelu ruba gdje
je y > 0 odrzava se temperatura uy € R, dok se na preostalom dijelu ruba odrzava u_ € R.
Odrediti stacionarnu razdiobu temperature.

2.  Odrediti stacionarnu razdiobu temperature unutar kruznog isjecka p < a i ¢ € (0,), za
a € RT i« € (0,27); ukoliko se na dijelu ruba koji ¢ine polumjeri kruga odrzava temperatura 0,
dok je na dijelu kruznice temperatura zadana s u(a, ¢) = f(¢).

3. NaK(0, R) C R? rijesiti sljede¢u rubnu zadaéu:

Au =0
u(R, @) = asin® p + beos® ¢
gdje su a i b realne konstante.

4. Na jedini¢nom krugu u R? rijesiti sljedeéu rubnu zadaéu:

Au=0
u(1,¢) =120 4 60 cos 2y .

5. Nadi funkciju u, harmoni¢ku unutar jedinicnog kruga, za koju vrijedi u(1, ) = sin® ¢4 cos® .
6. Na krugu D...z? + 4% + 22 < 0 rijesiti Dirichletovu zadaéu za Laplaceovu jednadzbu
(Au = 0), ako za (z,y) na pripadnoj kruznici vrijedi

u(z,y) = 423 + 62 — 1.

7. Na K(0,a) C R? rijesiti sljede¢u rubnu zadacéu:

Au =10
_ [ sing ,zal0<p <
u(a, ) = %singnp yzam < <2

8. Nadi harmonicku funkciju u, na krugu radijusa R sa srediStem u ishodistu, ako je

%(R, ) = sin® ©.

9. Naédi harmonic¢ku funkciju u na kruznom vijencu 1 < r < 2, ako vrijedi
u(1,¢) =14 cos® ¢
u(2,¢) =2 +sin’ ¢ .

10. Rijesiti Poissonovu jednadzbu Au = A unutar kruznog vijenca R; < r < Rs, uz rubne
uvjete: u =uiu = u9; pri ¢emu su A, uq i us zadani brojevi.
|7‘:Rl |7’:R2

11. Rijesiti Poissonovu jednadzbu Au = —Azy (A je realan broj) u krugu polumjera R sa
sredistem u ishodistu, uz rubni uvjet U, = 0.
r=

12. Rijesiti Dirichletovu zadaéu za Laplaceovu jednadzbu u jedini¢énoj kugli sa sredistem u
ishodistu trodimenzionalnog euklidskog prostora, ako je na dijelu polusfere gdje je z > 0, u = ug
(up € R); dok je na preostalom dijelu sfere u = 0.
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2. Separacija varijabli

13. Rijesiti Dirichletovu rubnu zadaéu za Laplaceovu jednadzbu u polukugli polumjera R, u
kojoj je z > 0; ako je na polusferi u = ug (up € R), dok je na bazi u = 0.

14. Rijesiti Dirichletovu zadacu za Laplaceovu jednadzbu u kugli polumjera R, ako je (u= i u_

su konstante):
uy 0 < th< %

15. Rijesiti Dirichletovu zadacu za Laplaceovu jednadzbu u kugli polumjera 2, ako je:
u(2,th, ¢) = cos® thsin? th .

16. Rijesiti Dirichletovu zadaéu za Laplaceovu jednadzbu u jediniénoj kugli sa srediStem u
ishodistu trodimenzionalnog euklidskog prostora, ako je na sferi u(1, th, ¢) = | cos th|.

17. Rijesiti Dirichletovu zadaéu za Laplaceovu jednadzbu u jedini¢énoj kugli sa sredistem u
ishodistu trodimenzionalnog euklidskog prostora, ako je na sferi

4
u(1,th, p) = Zcos nth .
n=0

18. Nadi harmonicku funkciju u na kugli polumjera R, ako zadovoljava sljede¢i mjesovit rubni
uvjet:

(u—I—uT)‘T Rl + cos®th .

19. Rijesiti vanjsku Dirichletovu zadaéu na vanjstini jediniéne kugle (r > 1) za Laplaceovu
jednadzbu, ako je:
costh ,0<th<73
“(1’th’9")_{0 ,T<th<m
lim u(r,th,p)=0.
r—00
20. Rijesiti Dirichletovu zadac¢u za Poissonovu jednadzbu
Au=1

unutar sfernog sloja a < r < b u trodimenzionalnom prostoru, ako je: Y| =U,_, = 0.
r=a r=

21. Rijesiti Dirichletovu zadacu za Laplaceovu jednadzbu unutar sfernog sloja 1 < r < 2 u
trodimenzionalnom prostoru, ako je Uy = 1 — cos2th, a U,y = 2 cos th.
r= r—=

22. Rijesiti Dirichletovu zadac¢u za Laplaceovu jednadzbu unutar sfernog sloja 1 < r < 2 u
trodimenzionalnom prostoru, ako je u(1,th, ¢) = sin thsin 3th, a u(2, th, ¢) = cos? thsin? th.

23. Nadi harmonicku funkciju u na kugli polumjera R, ako zadovoljava sljede¢i Dirichletov rubni
uvjet:
U,_p = sin? th cos 2¢ .
r=

24. Nadi harmonicku funkciju v na kugli polumjera 1, ako zadovoljava sljedeé¢i Dirichletov rubni
uvjet:
u = sin® th cos(2¢ + E)
|r=1 4 37

25. Nadi harmonic¢ku funkciju v na kugli polumjera 1, ako zadovoljava sljedeé¢i Dirichletov rubni
uvjet:
U,y = sin th(sin ¢ + sinth) .
r=

26. Nadi harmonicku funkciju  na kugli polumjera 1, ako zadovoljava sljede¢i Neumannov rubni
uvjet:
(ur)‘ L= sin'® thsin 10¢;

ako je k tome vrijednost funkcije u u ishodistu jednaka 1.
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27. Nadi harmonicku funkciju u na kugli polumjera R, ako zadovoljava sljede¢i Dirichletov rubni
uvjet:
U,_p = sin® thsin(3¢ + %) .

28. Nadi harmonicku funkciju u na kugli polumjera R, ako zadovoljava sljedeéi mjesovit rubni
uvjet:

(u+ uT)‘ = sin? th (\@cos@@ + %) + 2 cos? (p) .
r=

29. Rijesiti vanjsku Dirichletovu zadaé¢u na vanjstini jedini¢ne kugle (r > 1) za Laplaceovu
jednadzbu, ako je:
_ 2 . . U
u),_, = cos thsin thsin(y + 3) :

30. Rijesiti vanjsku Dirichletovu zada¢u na vanjstini jedini¢ne kugle (r > 1) za Laplaceovu
jednadzbu, ako je:
Y = g cos thsin® th cos 3¢ ,

pri ¢emu je up konstanta.

31. Rijesiti vanjsku mjesovitu zada¢u na vanjstini kugle polumjera R (r > R) za Laplaceovu
jednadzbu, ako je:

th
(u— ur)|T:R = cos? 5 sin thsin(p + %) .

32. Rijesiti vanjsku Dirichletovu zada¢u na vanjstini jedini¢ne kugle (r > 1) za Laplaceovu
jednadzbu, ako je:
Uy = cos* th cos 2¢ .
r=

33. Rijesiti Dirichletovu zadac¢u za Laplaceovu jednadzbu unutar sfernog sloja 1 < r < 2 u
trodimenzionalnom prostoru, ako je Uy = 3sin? thsin 2¢p, a Uy = 3costh.
r= r=

34. Rijesiti Dirichletovu zadac¢u za Laplaceovu jednadzbu unutar sfernog sloja 1 < r < 2 u
trodimenzionalnom prostoru, ako je U,y = 7sinthcos p, a U,y = 7 cos th.
r= r=

35. Rijesiti Dirichletovu zadaé¢u za Laplaceovu jednadzbu unutar sfernog sloja 1 < r < 2 u
trodimenzionalnom prostoru, ako je Uy = 31sin 2thsin ¢, a Uy = 31sin? th cos 2¢p.
r= r=

36. Rijesiti Dirichletovu zadac¢u za Laplaceovu jednadzbu unutar sfernog sloja % <r<lu
trodimenzionalnom prostoru, ako je u| 12 =0, a U,y = 6 sin? th cos? .
r= r=

37. Nadi harmonicku funkciju u u sfericnom sloju 1 < r < 2, koja zadovoljava sljede¢e rubne
uvjete:

U| =1
r=1

(ur) — 15cos ¢ (0082 th sin th 4 sin ¢ sin? th cos th) .

38. Nagdi harmonicku funkciju u u sferi¢cnom sloju 1 < r < 2, koja zadovoljava sljede¢e rubne
uvjete:
U,y = sin thsin ¢(5 + 6 cos th)
r=

(ur)‘r:2 = 12sin 2thsin ¢ .

39. Rijesiti Dirichletovu zadacu za Laplaceovu jednadzbu unutar sfernog sloja % <r<lu

trodimenzionalnom prostoru, ako je Y| 12 = 30sin? thcosthcos® ¢, a U,y = 0.
r= r=

40. Nadi rjesenje Laplaceove jednadzbe u jedini¢noj kugli takvo da zadovoljava uvjet (u Karte-

zijevim koordinatama)
1

V1t22
41. Kvadratna tanka ploc¢a jedini¢ne stranice ima izolirane plohe, dok su joj stranice na temper-

aturi 0. Ako je pocetna temperatura ploce dana funkcijom f, odrediti temperaturu u bilo kom
vremenu t > 0.

u(0,0,z) =
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2. Separacija varijabli

42. Kvadratna tanka ploca jedini¢ne stranice ima izolirane plohe, dok su joj stranice na tem-
peraturi 0, osim stranice y = 1 gdje je temperatura jednaka konstanti ug. Odrediti stacionarno
stanje temperature na ploci.

43. Rijesiti pocetno-rubnu zadacéu na [0,3] x RT :

Up = 2Ugpy
u(0,.) =10
u(3,.) =40
u(.,0) =25.

44. Rijesiti potetno-rubnu zadaéu na [0, L] x Rt (7 je pozitivna a [ realna konstanta, dok je f
funkcija na [0, L]):
Uy = kg, + ﬁe—V-’E

u(0,.) =0
u(L,.)=0
u(.,O) =r,

te dati fizikalnu interpretaciju.

45. Rijesiti potetno-rubnu zadaéu na [0, L] x R (a, uq 1 uz su konstante, a f funkcija na [0, L]):

Ut = Uy — 02U
u(0,.) = uy
u(L,.) = ug
u(.,0)=f.

Posebno napisati rjesenje za f = 0.

46. Rijesiti potetno-rubnu zadaéu na [0, L] x R* (a i ug su konstante):

Ut = (12’11/1;5

u(0,.) =0
u(L,.)=0
u(.,0) = ug .

Ako je Uy, (z,t) n-ta parcijalna suma Fourierovog reda dobivenog separacijom varijabli, dokazati
da vrijedi:

lim U,(l/2,t) =0.

n—oo

47. Rijesiti pocetno-rubnu zada¢u na [0,1] X RT (a, h i up su konstante; h > 0):

u = 0Py — h(u — ug)

u(0,.) =0
u(l,.) =0
u(.,0)=0.

48. Tanak homogeni Stap duljine L ima pocetnu temperaturu ax/L (a € R). Na kraju z = 0
podrzava se temperatura nula, dok se na kraju x = L temperatura mijenja po zakonu u(L,t) =
ae~t. Nadi raspodjelu temperature za t > 0.
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2. Separacija varijabli
49. Rijesiti pocetno-rubnu zada¢u na [0, L] x RT (a, A i T su konstante):

Uy = O[2Uxx

u(0,.) =0
uw(L,t) = Ae™!
u(.,0)=1T.

50. Rijesiti pocetno-rubnu zada¢u na [0, 1] x R*:

ut:um—|—4ux+x—4t—|—1—i—e_%costc

u(0,t) =t
u(l,t) =2t
u(.,0)=0.

51. Rijesiti potetno-rubnu zadac¢u na [0, 7] x R*:

Up = Ugy + 6u 4+ 2%(1 — 6t) — 2(t + 3x) + sin 22

uzy(0,.) =1
ug(m,t) = 2wt + 1
u(z,0) = .

52. Rijesiti pocetno-rubnu zada¢u na [0, 7] x R*:
Up = Upy — 22Uy +u+e"sine — ¢
uw(0,t) =1+t
u(m,t) =1+t
u(z,0) =1+ e"sin2z .

53. Rijesiti pocetno-rubnu zada¢u na [0, L] x R* (o, uy i us su konstante):

up = 0 gy
U(O, ) = uj
u(L,.) = ug

)
u(.,0)=0.
(

Odrediti asimptoticku vrijednost rjesenja: w(x) := limy_o u(z,t). Koje je fizikalno znacenje
gornje zadace, a koje je znacenje w?

54. Rijesiti pocetno-rubnu zada¢u na [0, 7] x R* (a i 3 su pozitivne konstante):

. T
U = Uy — Bu + sin —

L
u(0,.) =0
u(m,.) =0
u(.,0)=0.

55. Rijesiti pocetno-rubnu zadacéu na [0, L] x R™ (a i h su konstante, a f funkcija na [0, L]):

Up = Uy
uz(0,t) = hu(0,1)
ug(L,t) = —hu(L,t)

u(.,0)=f.

Koje je fizikalno znacenje gornje zadace?
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56. Rijesiti pocetno-rubnu zadac¢u na [0, L] x R™ (o, T,U i h su konstante, h > 0):

U = gy

u(0,.)=T
us(L,.) +hu(L,.) =U
u(.,0)=0.

57. Rijesiti pocetno-rubnu zadac¢u na [0, L] x R™ (a, 3,U i h su konstante, 3, h > 0):

up = g, — Pu
ug (., t) — hu(0,t) =0
ug(L,t) =0
u(.,0)=U .

58. Tankoj vodljivoj zici kraj x = 0 odrzava se na temperaturi nula, dok je kraj x = L uronjen
u sredstvo temperature nula (tocnije, na tom je kraju promjena temperature proporcionalna s
razlikom temperatura na zici i sredstvu). Preostali dio Zice je izoliran.

Ako je u pocetnom Casu temperatura zice bila opisana funkcijom f, odrediti temperaturu
zice za t > 0.

59. Beskonac¢no duga ploc¢a Sirine a ima dvije paralelne stranice odrzavane na temperaturi nula,
dok je tre¢a stranica na temperaturi ug € R. Odrediti stacionarno stanje temperature.

60. Kroz stranicu y = 0 beskonac¢nog cilindra pravokutnog presjeka [0, a] x [0, b] x R ulazi koli¢ina
topline @, dok ta ista koli¢ina topline izlazi kroz stranicu x = 0. Nadi stacionarnu raspodjelu
temperature u cilindru, ako je tok topline jednolik po spomenute dvije stranice, dok su preostale
dvije stranice izolirane.

61. Zica duljine L ima pocetni oblik zadan funkcijom f, dok je pocetna brzina jednaka nuli.
Odrediti polozaj zice u ovisnosti o vremenu, ako je zica ucvrséena na krajevima.

62. Rijesiti pocetno-rubnu zadaéu na [0, L] x R™ (a,vg i g su konstante):

2
U = X Ugz + g

u(0,.) =0
ug(L,.) =0
u(.,0) =0
u(-,0) = vo
63. Rijesiti potetno-rubnu zadacu na [0, L] x R* (« i 3 su konstante):
ug = gy + Gshz
u(0,.) =0
u(L,.)=0
u(.,0) =0
Ut(., 0) =0
64. Rijesiti pocetno-rubnu zadacu na [0, L] x RT (a i 8 su konstante):

¢ . T
Ut = &Ugy + Betsin T

u(0,.) =0
u(L,.)=0
u(.,0) =0
u(.,0) =0.
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2. Separacija varijabli
65. Rijesiti potetno-rubnu zada¢u na [0, L] x R* (i 8 > 0 su konstante):

2
Uttt = O Ugy

uz(0,.) =0
u$(L7t) = ﬁe_t
BachZ
0) =
u(x,0) shg
ut(.,O) =0.

66. Rijesiti potetno-rubnu zada¢u na [0, L] x R* (a, h, k > 0 su konstante):

2
Utt = O Ugy

Koje je fizikalno znacenje gornje zadace.

67. Odrediti longitudinalne titraje elasticnog Stapa ¢iji su krajevi vezani oprugama jednakih
krutosti uz ¢vrstu podlogu. Pocetni uvjeti za progib su: u(.,0) = ¢ i us(.,0) = 1; dok su rubni
uvjeti:
uz(0,.) — hu(0,.)
ug(L,.) + hu(L,.) =

0
68. Rijesiti pocetno-rubnu zadadu:

Upy — Uy — 2huy — b2u =0

uz homogene pocetne uvjete i rubne uvjete zadane s: u(0,.) = Aiwu(L,.) = 0.

69. Desni kraj elasticnog Stapa vezan je oprugom, a lijevi kraj je slobodan. Odrediti longitudi-
nalne titraje Stapa ako je pocetna deformacija u(.,0) =01 w(.,0) = .

70. Progib zice u polju sile teze u sredstvu s otporom zadovoljava jednadzbu
Ut = OéQ’Lsz —2vug+g.
Zica je uévriéena na krajevima, te ima poéetnu brzinu nula i poéetni progib
ha O<z<a
u(z,0) =< 79 ’ o
’ hé%;? ,xo<x <L
Nadi progib Zice u ovisnosti o vremenu, te odrediti limes

lim u(x,t) .
t—o0

71. Rijesiti pocetno-rubnu zada¢u na [0, L] x Rt (a > 0 je konstanta):

2

Ut = A Ugy + 28in2¢
uz(0,.) =0
2 .
ug(L,t) = — sin — sin 2t
u(z,0) =
2z
ut(x,0) = —2cos —
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72. Rijesiti poc¢etno-rubnu zada¢u na [0, 7] x R*:

Uty = Ugg
u(0,t) =t
ug(m,.) =1
.
u(z,0) = sin 5
ut(z,0) =1.

73. Rijesiti po¢etno-rubnu zada¢u na [0, L] x Rt (a > 0 je konstanta):

Ut = O{2U:px + A€_t COS %
uz(0,.) =0
u(L,.)=0
u(.,0) =0
Ut(.,O) =0.

74. Odrediti longitudinalne titraje elasti¢nog Stapa ¢iji su krajevi uévrséeni, pod djelovanjem
harmonicke sile gustoce:
p(x,t) = Apsinwt ,

pri ¢emu je w # ]“TTQ, k € Z. Pocetni uvjeti su homogeni.

75. Rijesiti pocetno-rubnu zadac¢u na [0, 7] x R*:

Ut — UL = Ugy + 22Uy — 3T — 2t

u(0,.) =0

u(m,t) =t
u(xz,0) =e “sinz
u(z,0) =z .

76. Rijesiti poc¢etno-rubnu zada¢u na [0, 7] x R*:

3
utt—3utzum—l-u—x(ll—i—t)—i-cos?x

uzy(0,8) =t +1
u(m,t) =m(t+1)
u(z,0) =z

ug(z,0) =x .

77. Kvadratna membrana stranice jedini¢ne duljine ima pocetni progib opisan funkcijom f(z,y)
i pocetnu brzinu nula. Odrediti progib membrane za ¢t > 0, ako su rubovi membrane u¢vrséeni u
T, Y- ravnini.

78. Odrediti titranje pravokutne membrane ([0, a] X [0, b]) s u¢vrséenim krajevima, ako je pocetna
brzina nula, a pocetni polozaj

u(z,y,0) = Azy(a — x)(b—y) .

79. Odrediti titranje pravokutne membrane ([0, a] x [0, b]) s uévrséenim krajevima, ako su pocetna
brzina i pocetni polozaj nula, a na membranu djeluje sila povrsinske gustoée

f(z,y,t) = Az, y) sinwt .
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80. Rijesiti pocetno-rubnu zadaéu na [0, 7] x [0, 7] x R*:

uy = Au
u(0,.,.) = u(m,.,.) =0
u(.0.) = u(7,) = 0
u(z,y, )—351nx51n2y
ut(x,y,0) = 5sin 3z sindy .

81. Kruzna ploca jedini¢nog polumjera ima pocetnu temperaturu f(r), dok se na rubu odrzava
temperatura nula. Odrediti temperaturu ploce za t > 0 ako nema gubitaka topline preko dviju
ravnih ploha ploce.

82. Rijesiti pocetno-rubnu zadaé¢u na K[0, 1] x R™ (u dvije prostorne dimenzije):

w = kAu
u(]-a'a') = Ug
U(', 70) =0 )

ako su k > 0 i ug konstante. Koje je fizikalno znacenje zadace?

83. Rijesiti pocetno-rubnu zadaéu na KJO, %] x RT (u dvije prostorne dimenzije):

i = Au
U(T’,',O) = JO()‘T)
A1
2Z2.0=0
u( A’ ) ) b

ako su A > 0 konstanta, a A\; nultocka Besselove funkcije Jp.

84. Kruzni cilindar jedini¢nog polumjera i jedini¢ne visine ima pocetnu temperaturu f(r, z), dok
se na ¢itavoj povrSini cilindra odrzava temperatura nula. Odrediti ovisnost temperature cilindra
za t > 0.

85. Rijesiti pocetno-rubnu zadaé¢u na K[0, 1] x [0,1] x R (cilindar u tri prostorne dimenzije):

up = kAu
U(17 ERE) ) = U(', '707 ) = u('u %y 17 ) =0
’LL(', *y ,0) = uog ,

ako su k > 01 ug konstante. Koje je fizikalno znacenje zadace?

86. Odrediti stacionarno stanje temperature u u kruznom cilindru kruznog presjeka polumjera
R i visine h, ako je temperatura donje baze i plaSta odrzavana na nuli, dok je temperatura gornje
baze funkcija udaljenosti od osi uy = ug(r).

87. Odrediti stacionarno stanje temperature u u kruznom cilindru kruznog presjeka polumjera
R i visine h, ako je temperatura gornje baze i plasta odrzavana na nuli, dok je temperatura donje

baze ug(r, @) = r2 cos .

88. Neogranicen cilindar polumjera R ima pocetnu temperaturu f(r) i hladi se preko boc¢ne
povrsine na kojoj vrijedi rubni uvjet

(Vnu—l—Hu)| R0

gdje je H > 0 konstanta, a n je vanjska normala na cilindar. Odrediti temperaturu cilindra za
t>0.
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89. Odrediti temperaturu u beskona¢nog cilindra polumjera R, ako je po¢etna temperatura bila
konstantna (ug), dok na plastu cilindra vrijedi (i ¢ su konstante)

aVau=q.
90. Odrediti temperaturu u beskona¢nog cilindra polumjera R, ako je po¢etna temperatura bila

uopr?, dok se plast odrzava na konstantnoj temperaturi 7.

91. Odrediti temperaturu u beskonaé¢nog cilindra polumjera R, ako je poc¢etna temperatura bila
konstantna (ug), dok se plast cilindra odrzava na temperaturi u; + ot (u; i o su konstante).

92. Kugla polumjera R sadrzi otopinu tvari pocetne koncentracije cg. Koncentracija tvari u
vanjskom sredstvu je ¢; > ¢g. Odrediti koli¢inu tvari koja se otopi (apsorbira) u kugli u vremenu
t. Koeficijent difuzije je D.

93. Pocetna temperatura beskonacnog okruglog Supljeg cilindra a < r < b je konstantna (uy).
Odrediti temperaturu cilindra ako je temperatura unutrasnje i vanjske povrsine cilindra konstanta
Uul.
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