Nenad Antoni¢ Parcijalne diferencijalne jednadzbe

1. Primjeri parcijalnih diferencijalnih jednadzbi

Klasi¢ne jednadzbe matematicke fizike

Pogledajmo poznati primjer iz povijesti: Kako opisati Suncev sustav? Nakon razli¢itih ide-
alistickih prikaza, Kopernik, Brahe i Kepler su opisno izrekli ¢injenice da se Zemlja giba oko Sunca,
pa ¢ak dali i kvantitativne rezultate (Keplerovi zakoni). Medutim, tek je Newton, koristeéi di-
ferencijalni ra¢un i obicne diferencijalne jednadzbe, objasnio gibanje svemirskih tijela iz opceg
zakona.

Na prijelazu devetnaestog u dvadeseto stoljece zamijetilo se da gibanje Merkura nije potpuno
u skladu s Newtonovim zakonima. Tocniji opis (danas nemamo razloga sumnjati da je taj opis
u potpunosti to¢an) dao je Einstein svojom opéom teorijom relativnosti (presko¢imo medukorak
s posebnom relativnoséu): svaka Cestica lokalno osjeéa djelovanje polja, koje je odredeno parci-
jalnom diferencijalnom jednadzbom (dobro, jednadzba glasi: G = 87T i T se odreduje preko
rjeSenja nekih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi; ali bi nas detalji kako Einsteinov tenzor G
odreduje gibanje, odnosno kako materija odreduje tenzor energije-impulsa T, predaleko odveli).

Drugi primjer mogu biti Maxwellove jednadzbe, koje odreduju elektromagnetsko polje.

Za Newtonov opis fizike, kao djelovanja na daljinu, potreban matematicki alat su obic¢ne
diferencijalne jednadzbe. Mozda je ta potreba i motivirala Newtonova istrazivanja koja su dovela
do otkri¢a diferencijalnog racuna.

Ukoliko zelimo izbjeéi filozofski problematican pojam djelovanja na daljinu, uvodimo polje
koje ima i svoju realnost (na primjer, dobro definirana veli¢ina je energija elektromagnetskog
polja). Polja su funkcije, definirane u svakoj tocki prostora, a karakteriziraju se kao rjesenja
odgovarajué¢ih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi (ili sustava), koje k tome zadovoljavaju i neke
rubne ili pocetne uvjete.

Najjednostavnija parcijalna diferencijalna jednadzba (dakle, ona koja u zapisu ima parcijalne
derivacije, a da se neposredno ne svodi na obi¢nu diferencijalnu jednadzbu, poput dyu+u = f, za
u, f : R? — C, koja je obi¢na diferencijalna jednadzba s parametrom x, na primjer) je linearna
jednadzba prvog reda s konstantnim koeficijentima u dvije varijable:

Ou+copu =0,

pri ¢emu je ¢ kompleksan broj, a u kompleksna funkcija dviju realnih varijabli x i t.
Slozeniji primjeri su klasi¢ne jednadzbe matematicke fizike, koje su sve linearne jednadzbe
drugog reda s konstantnim koeficijentimas:

Poissonova jednadzba Au = f,
Jednadzba provodenja Oru — kAu = f,
Valna jednadzba Ou = f,

(pri tome je D’Alembertian (0 = 92 — ¢/, dok su & i ¢ pozitivne realne konstante).

Klasi¢ne jednadzbe su detaljno izucene, kao i Sire klase jednadzbi kojima su one predstavnici:
elipticke, parabolicke i hiperbolicke jednadzbe. Ova klasi¢na podjela dobro grupira jednadzbe
prema njihovim svojstvima, ali, nazalost, klasifikacija nije iscrpna.

Iscrpnu klasifikaciju parcijalnih diferencijalnih jednadzbi mozemo lako nac¢initi po linearnosti.
Radi jednostavnosti zapisa, gledat ¢emo (zasad) samo jednadzbe drugog reda, na nekom podrué¢ju
u R%.

Linearna je jednadzba u kojoj se nepoznata funkcija v i njezine derivacije pojavljuju linearno,
s koeficijentima koji ovise samo o varijabli x:

A(x) - VVu(x) + b(x) - Vu(x) + c(x)u(x) = f(x) .

Polulinearna je jednadzba u kojoj se najviSe derivacije pojavljuju linearno, s koeficijentima
koji ovise samo o X, dok se samo rjeSenje i derivacije nizeg reda mogu pojavljivati i nelinearno:

A(x) - VVu(x) = F(x,u(x), Vu(x)) :
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1. Primjeri parcijalnih diferencijalnih jednadzbi

Kvazilinearna je jednadzba gdje se derivacije najviSeg reda i dalje pojavljuju linearno, ali s
koeficijentima koji mogu ovisiti o u i nizim derivacijama:

A(x,u(x), Vu(x)) - VVu(x) = F(x,u(x), Vu(x)) .
Na kraju, posve nelinearna je jednadzba opcenitog oblika:
F(x,u(x), Vu(x), VVu(X)) =0.

Naglasimo da polulinearne i kvazilinearne jednadzbe nisu linearne, nego nelinearne u Sirem
smislu, samo §to je ta nelinearnost slabije izrazena. Za proucavanje polulinearnih jednadzbi o-
bi¢no se mogu prilagoditi postupci razvijeni za linearne jednadzbe, dok kvazilinearne jednadzbe
zahtijevaju posve drugi pristup. Posve nelinearne jednadzbe su, u nacelu, preteske za razumije-
vanje primjenom dana$njih matematickih alata.

Zanimljivi fizikalni primjeri su Maxwellov sustav jednadzbi elektrodinamike, sustav (line-
arizirane ili ne) elasti¢nosti, te Navier-Stokesov sustav za mehaniku fluida.

Kao §to smo vidjeli, ¢esta motivacija za proucavanje parcijalnih diferencijalnih jednadzbi je
iz fizike. Medutim, i neke druge matematicke discipline zahtijevaju rjesavanje parcijalnih dife-
rencijalnih jednadzbi, poput diferencijalne geometrije; a parcijalne diferencijalne jednadzbe se
pojavljuju i u drugim znanostima, poput kemije, biologije, ekonomije i raznih grana inzenjerstva.

S druge strane, potreba za rjeSavanjem parcijalnih diferencijalnih jednadzbi potakla je razvoj
mnogih grana matematike. Funkcionalna analiza je, moglo bi se reéi, tako i nastala (Hilbertovo
rjeSsavanje integralnih jednadzbi, Schwartzova teorija distribucija i lokalno konveksni topoloski
vektorski prostori). Harmonicka analiza je poopéenje Fourierove metode za rjesavanje jednadzbe
provodenja topline, Sophus Lie je uveo Liejeve grupe kako bi proucavao simetrije diferencijalnih
jednadzbi, a teorija topoloskog stupnja je takoder motivirana parcijalnim diferencijalnim jed-
nadzbama. O utjecaju na numericku matematiku ne treba posebno govoriti.

Upozorimo jos§ i na ¢injenicu da zapravo nema jedinstvene teorije parcijalnih diferencijalnih
jednadzbi, poput one za obi¢ne diferencijalne jednadzbe, ili funkcije jedne kompleksne varijable.
To ne smije ¢uditi, jer su obi¢ne diferencijalne jednadzbe samo posebna (i to najjednostavnija)
klasa parcijalnih, dok su realni i imaginarni dio holomorfne funkcije zapravo konjugirane har-
monicke funkcije (to jest, rjesenja Laplaceove jednadzbe).

Premda ne postoji jedinstvena teorija, ipak se neke teme susrec¢u za razli¢ite jednadzbe, a Cesto
puta je i teorija za posebnu klasu jednadzbi dovoljno bogata i vrijedna za odvojeno proucavanje.

Zadaci.

1. Procitati u prvom poglavlju matematicke enciklopedije (vol. 30) o modeliranju fizikalnih
procesa parcijalnim diferencijalnim jednadzbama (1.1-6), te o primjerima linearnih parcijalnih
diferencijalnih jednadzbi (1.7).
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1. Primjeri parcijalnih diferencijalnih jednadzbi

Linearna jednadzba prvog reda s konstantnim koeficijentima
Poblize pogledajmo Cauchyjevu (pocetnu) zadacu za nas najjednostavniji primjer:
u + cuy =0
) "o
U(Oa ) =9g-

Jednadzba se moze zapisati i u obliku:

Vu - [1} =0,
c

§to znagi da derivacija funkcije u smjeru vektora [c} iscezava. To znaéi da je u € C1(R?) rjesenje

jednadzbe ako i samo ako je funkcija u konstantna na pravcima x —ct = const. Ti pravci su upravo
integralne krivulje vektorskog polja d; + ¢, i nazivaju se karakteristikama. Time smo pokazali
sljedeci teorem:

Teorem 1. Ako je c realan broj, a ¢ € C(R;C), onda postoji jedinstveno rjesenje u €
Cl(R?; C) Cauchyjeve zadaée (1), koje je dano formulom:

u(t,x) = g(x —ct) .
Ako je funkcija g klase CF, onda je i rjesenje u takoder klase C¥.

Rjesenje prikazuje nepomuéeno Sirenje vala brzinom c. Vrijedi sljedeéi korolar (za dokaz
vidjeti zadatak 2):

Korolar 1. Preslikavanje g +— u je neprekinuto iz prostora C¥(R; C) u prostor C¥(R?; C), za

svaki prirodan broj k. .

Da li teorem ostaje valjan i za ¢ € C\R? Radi jednostavnijeg ra¢una, uzmimo ¢ = —i; dakle,
prou¢imo jednadzbu uy = tu,.

Neka je Q C R? otvoren skup, i neka funkcija u € C!(Q; C) zadovoljava gornju jednadzbu.
Ako Q poistovjetimo s podskupom kompleksne ravnine Q¢ po preslikavanju (¢, z) — x + it, te
definiramo funkciju f : Q¢ — C formulom f(x + it) := u(t,x); onda za z := z + it imamo
Opf = Opu i Oy f = Oyu = i0,u = 70, f, $to nam daje Cauchy-Riemannove jednadzbe:

dh(Re f) = =0, (Im f)
da(Re f) = dy(Im f) .

Dakle, ako je f klase C!, onda je f i holomorfna funkcija, pa se oko svake tocke p € Q¢ moze
razviti u Taylorov red:

f(z) :Zan(z_p)n ) ‘Z—p‘ <d(p, Fch) :
n=0

Deriviranjem ¢lan po ¢lan lako mozemo provjeriti da su i konvergentni redovi potencija rjesenja
Cauchy-Riemannovih jednadzbi, pa je svaka funkcija u definirana preko reda potencija ujedno i
rjeSenje polazne jednadzbe. Time smo pokazali sljedeéi teorem:
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1. Primjeri parcijalnih diferencijalnih jednadzbi

Teorem 2. Funkcija u € C1(Q) zadovoljava jednadzbu u; = iu, ako i samo ako definira (na

gore opisani nacin) holomorfnu funkciju f na skupu Qc. .

Nas posebno zanima pocetna (Cauchyjeva) zadaca. Ako postoji rjesenje u okolini tocke
(0,x0), onda je to rjesenje analiticka funkcija, pa je u(t,z) = > an(z — x0)"™, odakle slijedi da je

g(x) =u(0,z) = Z an(x — z0)" |

pa je funkcija g prikazana s pomocu konvergentnog reda potencija, dakle g je realna analiticka
funkcija: g € C¥(R; C) (domena funkcije g je podskup skupa realnih brojeva; tj. g je restrikcija
neke holomorfne funkcije na realan pravac).

Vrijedi i obrnuto: ako je g € C¥(R; C), onda gornji red definira rjesenje w. Stovise, tvrdnja
se moze pokazati i za svaki ¢ € C\ R.

Teorem 3. Pocetna (Cauchyjeva) zadada (1), za ¢ € C\ R, ima rjesenje klase C' na nekoj
okolini tocke (0, xo) ako i samo ako je g € C¥(Uy,; C), u kojem slucaju je i to rjeenje analiticka
funkcija u € C* (U g4); C) (s Uzy, odnosno U 4, oznacujemo neku okolinu tocke xo, odnosno
(0, 1‘0)) .

Mozemo zakljuciti da je za ¢ € R Cauchyjeva zada¢a ne samo uvijek rjesiva, nego da je i
dobro postavljena (Korolar 1). To je hiperboli¢ki slucaj. Za ¢ € C\ R, odnosno elipticki slucaj,
Cauchyjeva zadaca ima samo analiticka rjesenja za analiticki pocetni uvjet. Ako pocetni uvjet
nije analiticka funkcija, zadac¢a nema rjeSenja.

Na ovom jednostavnom primjeru odgovorili smo na osnovna pitanja (kako je to predlozio
Hadamard): da li postoji rjesenje jednadzbe, da li je to rjeSenje jedinstveno, te da li to rjesen-
je ovisi neprekinuto o zadanim uvjetima (u nasem sluc¢aju pocetnim). Posljednje pitanje nije
nista manje vazno od ostalih; naime, ukoliko bi malena pogreska u mjerenju rezultirala velikom
pogreskom u rezultatu, bilo bi posve nemoguce takvu jednadzbu koristiti kao model za neki realan
proces.

Zadaci.
1. Dokazati Teorem 2 za opéenit ¢ € C\ R.

2. Prostori C¥(R;C) i C*(R?; C) nisu normirani prostori, nego se topologija na njima najéesce
zadaje preko prebrojive familije polunormi. Radi jednostavnosti, pokazati ina¢icu Korolara 1, u
kojoj su ti prostori zamijenjeni prostorima ograni¢enih funkcija s ograni¢enim derivacijama do

reda k: C¥(R; C) i C¥(R?; C); pri cemu su norme (| fllpc(s) := supges | f(z) ) :

k
HgHCk’(R;C) = Z Hg(j)HLOO(R;C)
§=0
lullor ey = Y 18] 02 ull ooy -
Jitij2<k

3. Pokazati da je za konstantu ¢ € R i rjeSenje u € C*(R?) jednadzbe (11) sljedeéi skup
{(t, z) € R? : u € C* na nekoj okolini (t,x)}

unija zraka.
Ovaj rezultat iskazuje da se i singulariteti i regularnost Siri duz zraka.

4. Ako u € C®(R?) za ¢ € R zadovoljava jednadzbu (11), a k € Ny, onda je skup:
{(t,z) € R*: u is¢ezava reda k u tocki (¢, )}

unija zraka.
Za svaki zatvoren skup I' C R?, koji je unija zraka, dokazati da postoji u kao gore takav da
je I upravo skup na kojem u is¢ezava. Usporediti sa slucajem ¢ € C\ R.
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1. Primjeri parcijalnih diferencijalnih jednadzbi
5. Pokazati daza c€ Ri f € C1(R?) postoji tocno jedno rjesenje pocetne zadade:

{Ut+cux=f

Naéi formulu za rjesenje. Primjerom pokazati da u ne mora biti iz C?(R?).

Rjedenje. Uvedimo zamjenu varijabli (lako se provjerava da to svuda jest zamjena varijabli):

{ﬁzzx—kct

n:=x-—ct.

U novim varijablama, jednadzbe karakteristika su n = x — ct = const. Dakle, samo se £ mijenja
duz karakteristika. Imamo:
{ 0y = cO¢ — coy

Op = 0c + 0y ,

pa uz oznake: v(§,n) = u(t,z) i f(&,m) = f(t,x) jednadzba dyu + cdyu = f prelazi u jednadzbu
2c0cv = f.
\ 3

(to, o) = (€0, 70)

T

(0, g — cto) = (€, m0)

n

Integriranjem dobivamo ((to,xo) je tocka u kojoj trazimo rjesenje, kojoj odgovaraju u drugom
sustavu koordinate (§p,70); & je vrijednost £ koordinate u tocki u kojoj karakteristika kroz (to, o)
sijece x 0s):
_ 1 [(&omo) _
u(to, ro) = v(&o,m0) = v(&,m0) + 5= / f(&mo) d§
(&m0)
(to,0)
= u(0, 29 — cto) + / f(t,mo+ ct)dt
(0,z0—cto)
to
= g(xo — cto) + f(t,zo — cto+ct)dt .
0

2c

To je trazeni oblik rjeSenja. Lako se provjeri direktnim racunom da to zaista jest rjeSenje.
Jedinstvenost neposredno slijedi iz ¢injenice da je svako rjeSenje homogene jednadzbe konstantno
duz karakteristika.

Nalazenje primjera je prepusteno citatelju.

6*. Za nelinearnu pocetnu zadaéu (¢ € R)

w4 cug +u? =0
u(O,):g,

pokazati da za funkciju ¢ € C°(R), koja nije identicki jednaka nuli, postoji lokalno rjesenje

u € C®((=4,0) x R), ali da se to rjeSenje ne moze prosiriti do C* rjesenja na ¢itavoj ravnini.

Usporediti pojavu s nelinearnom obi¢nom diferencijalnom jednadzbom u’ = u?.
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1. Primjeri parcijalnih diferencijalnih jednadzbi

7. Pogledajmo pocetnu zadaéu (1), za ¢ € C, i pokusajmo odrediti priblizno rjeSenje na sljedeci
nacin:

Diskretizirajmo vrijeme: 0, At, 2A¢t, .. ..

Koristeé¢i jednadzbu u(t, ) = —cOyu(t, -), mozemo napredovati u vremenu s pomocu priblizne
formule:

u(t + At ) = u(t, ) + w(t, ) At = (1 — cAtdy) u(t,-) .
Neka je vremenski korak At = 1/n, za n € N. Uocavamo:
c Nk
ulk/n, )~ (1-20,) g,
n
gdje pretpostavljamo da je g € C*°(R) évrsti omjer.

Za ocekivati je da ¢e pri k,n — oo, uz k/n = t, gornja priblizna formula konvergirati k
rjeSenju. Zamjenom n = k/t dobivamo:

(+) ult, ) ~ (1 - tcaz)kg |

k

§to u limesu k — oo navodi na formalni identitet:
u(t,-) = e g

a) Za polinom g formalno izvesti da je u(t,-) = g(- — ct). Provjeriti da je u tom sluc¢aju na taj
nacin dano rjesenje Cauchyjeve zadace (1).

b) Ako je g restrikcija na realnu os holomorfne funkcije na |Imz| < R, pokazati konvergenciju
za [t| < R/|c| prema rjesenju g(x — ct).

c) Za c € R, g(x — ct) je rjeSenje i u slucaju kada funkcija g nema analiticko produljenje. Da li
u tom sluc¢aju desna strana u (x) konvergira k rjesenju?

8. Jednadzbu (1;), za kompleksan ¢, uobicajeno je pisati u varijablama x i y: u,; — iuy = 0
(ta se jednadzba zove anti-Cauchy-Riemannova). Uvedimo zamjenu varijabli: = = (z + 2)/2 i
y = (= —2)/(2i).

a) Provjeriti da se anti-Cauchy-Riemannova jednadzba moze zapisati u obliku: d,u = 0.
b) Zapisati Cauchy-Riemannovu jednadzbu Ozu = 0 u varijablama z i y.
c) Zapisati Laplaceov operator u varijablama z i z.
d) Zapisati Cauchy-Riemannov operator u polarnim varijablama.

9. Zadan je linearan parcijalan diferencijalni operator prvog reda, s konstantnim koeficijentima
u d varijabli:
L:=a'd, + -+ a9, .

Dokazati sljedece tvrdnje:

a) Ako je kompleksan vektor a = (a',...,a?) oblika zb, gdje je b realan vektor, a z komplek-
san broj, onda se nekom linearnom zamjenom varijabli x — y u R? moze postié¢i da u y
koordinatama L poprima oblik 20,:.

b) Ako su vektori Rea i Ima linearno neovisni (tada je nuzno d > 1), onda postoji linearna
zamjena varijabli x — y u R? tako da u y koordinatama L poprima oblik:

(6y1 + Z'ayz) .

| =

10. Ako je g analiticka funkcija na nekoj okolini tocke zp € R, onda zadaca (1), za ¢ = —i, ima
Jedinstveno analiticko rjesenje na nekoj okolini tocke (0, zg). '

[Naputak: w; = iug, uy = i0.00u = i04i0zu, O0Fu = (i0,)70%u, 0] 0ku(0,0) = i1 gUtk) (0),
U~ ka:o %ﬁ z¥. Sada iz konvergencije Taylorovog reda za g lako slijedi konvergencija
reda za u.]
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1. Primjeri parcijalnih diferencijalnih jednadzbi

11. Poopéiti Teorem 1 i Zadatak 5 na slucaj u kojem je x € R%, a ¢ € R? zadani vektor.

12. Napisati eksplicitnu formulu za rjeSenje pocetne zadace

{ut—l—c-Vu+bu:O
U(O,-):g,

pri ¢emu je ¢ € R? zadani vektor, a b € R.

Primjer hiperboli¢kog sustava

Pogledajmo jednadzbe jednodimenzionalne akustike (Sirenja zvuénih valova u jednoj dimen-
ziji). Izvod ovih jednadzbi, polazeéi od fizikalnog modela, moze se na¢i u The Feynman Lectures
on Physics, 47-3 u prvoj knjizi (mi koristimo sljedeée oznake: w := %7 ¢t = k). S w je oznagena
brzina deformacije, s 7 tlak zraka; pg je gustoéa nepomucéenog uzduha, a ¢y je brzina Sirenja

zvuka:

1
wy + —m, =0
(2) Po

T + poc%w;C =0.

Dijeljenjem druge jednadzbe s pgcg dobivamo 0 <7r> 4+ cow, = 0. Dodavanjem i oduzimanjem
PoCo
te jednadzbe od prve jednadzbe u sustavu vodi, poslije zamjene u := w +

sustav

T o .
poco’ vi=w poco’

na

U + cotty = 0
v —coUy = 0.

Taj se sustav sastoji od dvije neovisne jednadzbe koje mozemo odvojeno rijesiti ovisno o pocetnim
uvjetima, koristeé¢i Teorem 1; uzmimo da su zadani sljedeéi pocetni uvjeti: w(0,-) = fiv(0,-) = g.
Dobivamo opéa rjesenja: u = f(x — cot),v = g(x + cot). Vrativsi se na polazne nepoznanice
dobivamo opce rjesenje sustava jednadzbi akustike (2)

f(z — cot) + g(x + cot)
2
f(z —cot) — g(x + cot)
2

w =

™ = poCo

Veli¢ine w + -*— su Riemannove invarijante polaznog sustava. Prva od njih se u nepromijen-
jenom obliku §iri nadesno, duz karakteristika oblika x —cgt = const., a druga nalijevo duz x+cot =
const. (desni i lijevi val), i to upravo brzinom zvuka cg.

A

t

T — cot = const. T + cot = const.
¥ T

Ako su f i g zadane samo na segmentu -y, onda o rjeSenju sustava ima smisla govoriti samo
na trokutu (v. sliku), koji je odreden s 7 i dijelovima karakteristika (taj trokut stoga zovemo
karakteristicnim trokutom).
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Vratimo se na polazne nepoznanice:

w(t,r) = %(u(t,x) + v(t,x)) = %(f(x —cot) + g(x — cot))
m(t,x) = % (u(t,:n) - v(t,x)) = %(f(:r —cot) — g(x — cot)) .

Zelimo odrediti rjesenje ako su za t = 0 dani pocetni podaci na segmentu  ili na Gitavoj osi z,
dakle w(+,0) = wo i 7(+,0) = mp. Za funkcije f i g dobivamo

f(@) + g(x) = 2wo
_ 2mg

f(@) —g(x) = —,

PoCo

odakle lako izrazimo opce rjeSenje

wo(z — cot) + wo(x + cot) N mo(x — cot) — mo(x + cot)

v 2 2p0¢0
mo(x — cot) + mo(x + cot wo(x — cot) — wolx + cot
o of 0)20( 0)+p060 o( 0)2 o( ot)

Izvedimo sada jednu vaznu jednakost, koja ¢e nam omoguéiti da dokazemo jedinstvenost
rjeSenja Cauchyjeve zadace za sustav (2).
Mnozenjem prve jednadzbe u sustavu (2) s pow, druge s

—, injihovim zbrajanjem dobivamo
POCH

2 2
Pow T
0, + + O(mw) =0.
t[ 2 2,006%] x( w)

Posebno, integral te veli¢ine po proizvoljnoj ravninskoj figuri je nula. Fiksirajmo pravokutnik
ABCD sa stranicama paralelnim koordinatnim osima kao na slici.

t

Vrijedi (zbog Greenovog teorema; krivuljni integral je u pozitivhom smjeru):

2 2 2 2
_ pow & _ L[ pow T
0= // (@ ( 5 + 2P003> —i—@x(mu)) dx dt = 7{ ( 5 + 2,0003> dr + mwdt .

Rastavljanjem krivuljnog integrala na ¢etiri integrala po stranicama dobivamo

C 2 2 B 2 2 D c
/ <p0w + i 2) dx:/ (pow + T 2) dx—i—/ Wwdt—/ mTw dt
D 2 2pocg A 2 2pocy A B

- 2
§to je zakon sacuvanja energije. Clan s 257~ sadrzi kineticku energiju plina, dok clan s

71.2
2poc(2)
sadrzi potencijalnu (sabijeni plin moze vrsiti rad). Zakon sacuvanja energije iskazuje ¢injenicu da
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1. Primjeri parcijalnih diferencijalnih jednadzbi

je zbroj potencijalne i kineticke energije duz stranice C'D jednak zbroju kineticke i potencijalne
energije duz AB i rada duz AD, odnosno BC.

Dobiveni zakon sacuvanja energije mozemo upotrijebiti za dokaz jedinstvenosti rjeSenja. Neka
je ABC karakteristican trokut konstruiran nad segmentom -, a P i () tocke na stranicama AC' i
BC takve da je ABQP trapez.

A -

Napi§imo zakon sa¢uvanja energije za taj trapez
Q 2 2 B 2 2 P 2 2
/ POt + W2 dx—/ pot + 772 dx—/ pot + 772 dr — mwdt
P 2 2pocg A 2 2pocg A 2 2pocg
Q 2 2
—i—/ (pow + T 2) dr — mwdt
B 2 2poch
B 2 2
S/ <p0w 4+ 2) dx |
A 2 2pocg
jer je prvi rad fP pow? | N gy — qwdt = L0 fP w— = ’ dt > 0, a sli¢no se zakljucuje
Jer je p A 2 2,000(2) 2 A £0CO = J J
da je i fQ <p°w2 t .

B S 2poc(2)> dr —mwdt <O0.

Ukoliko su (wq,m1) i (we,m2) dva rjeSenja sustava, koja zadovoljavaju iste pocetne uvjete,
onda je njihova razlika (w,n), w = wy — we, ™ := 7 — me, takoder rjeSenje istog sustava s
pocetnim uvjetima jednakim nuli. Buduéi da to znaci da je integral po AB jednak nuli, to je i
integral po PQ jednak nuli, a zbog nenegativnosti integranda slijedi da je w = 01 7 = 0, to jest
wlzwgim:m.

Zadaci.

1. Rijesiti Cauchyjevu zadaéu na R§ x R;

1
wz—Eat:()
Ux_Pwt:07
w(oa‘):%),
U(Oa'):d}a

gdje su E i p pozitivne konstante.

2. Rijesiti Cauchyjevu zadac¢u na Rar x R:

2 — Uy — U =0
{2vt—u$—vx:0,
u(0,) =0,
v(0,z) =2x .
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1. Primjeri parcijalnih diferencijalnih jednadzbi

Valna jednadzba u jednoj prostornoj dimenziji
Ako prvu jednadzbu u sustavu (2) deriviramo po z, drugu po t, dobivamo sljedeéi sustav:

1
Wiz + — Tz =0
Po

2
Tt + pocowat = 0 .
Eliminacijom mjesovite derivacije wy, = w,¢, dobivamo valnu jednadzbu
2
Tt — CoTax = 0

koja opisuje titranje tlaka zraka, a da pritom ne sadrzi i brzinu deformacije w. Jednadzba istog
oblika opisuje i titranje napete Zice (na gitari ili glasoviru, na primjer).

Nepoznate funkcije se u teoriji parcijalnih diferencijalnih jednadzbi najc¢esée oznacuju s u; k
tome, radi jednostavnosti zapiS§imo i brzinu ¢y bez indeksa. Dakle, u daljem prouc¢avamo valnu
jednadzbu u sljedeéim oznakama:

Ut — czum =0.

Gornju jednadzbu mozemo zapisati i ovako:
(0 — c0z) (0 + cOx)u=0.
Ako ozna¢imo ¢ := u; + cu,, dobivamo sljedeéi sustav
Ut + cug =q
{ gt —cqz =0.

Druga jednadzba ocito ima opée rjesenje ¢(t,z) = G(x+ct) = 2¢g’(x +ct), pri ¢emu je g naprosto
primitivna funkcija funkcije G/2c.
Za u imamo sada jednadzbu u; + cu, = 2¢g’(x + ct), $to mozemo zapisati i u obliku

O (u —g(z+ ct)) + c(u —g(z+ ct)) =0

(ovime postaje jasna motivacija za zamjenu funkcije G derivacijom primitivne funkcije g u izrazu
za ¢; naravno, eksplicitno pisanje varijable x + ¢t funkcije g nam daje njezinu ovisnost o x i o t,
premda je formalno nekonzistentno s izostavljanjem varijabli funkcije u), odakle dobivamo opdée
rjesenje u(t,z) — g(z + ct) = f(x — ct), odnosno

(3) ult,z) = flo — ct) + glo + ct)
sto je formula koju je 1747. godine izveo d’Alembert (vise o tome vidi u Povijesnoj napomeni
nize).

Euler je nesto kasnije posao od pocetnih uvjeta (tj. vrijednosti v i uy u t = 0) za nepoznatu
funkciju u. Iz (3) za pocetne uvjete dobivamo

f+g=u(0,) = UQ
—cf +cg’ = u(0,-) = uy ,
odakle nakon deriviranja prve jednakosti lako rjeSavamo algebarski sustav po f' i ¢’
f=ui/2 —ui/2c
g = u6/2 +u1/2c,

odakle integriranjem slijedi

f(x) =uo/2—1/mu1<s>d5+a

200

g($)=uo/2+1/xm(£)d£+b,

200
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1. Primjeri parcijalnih diferencijalnih jednadzbi

pri cemu je x( proizvoljna tocka na intervalu na kome su zadani pocetni uvjeti, a a i b konstante
integracije, koje nisu neovisne, jer je f 4+ g = ug, pa je b = —a.

Uvrstavanjem gornjih izraza za f i g u (3) dobivamo d’Alembertovu formulu koju je 1748. go-
dine izveo Euler:

me:““x+“”;W@‘”“+;A/?fm@ww.

Zanimljivo je da nam d’Alembertova formula omogucuje i rjeSavanje nehomogene jednadzbe
(radi jednostavnosti stavimo sada homogene pocetne uvjete):

Ut — C2umc =f
() u(0,) = 0
ut(O, ) =0.

Postupak (koji se moze primijeniti i na druge diferencijalne jednadzbe) sastoji se u tome da se
definira familija funkcija (v(-,-;s),s € R"), koje su rjesenja zadaca (za (t,z) € (s,00) X R):

V(e 5 8) = Cvga(-, 3 8) =

Za ¢vrsti s € RT pomakom varijable t lako vidimo da se gornje pocetne zadade mogu rijesiti

d’Alembertovom formulom:
1 z+c(t—s)
o) =g [ rsgde.

2c —c(t—s)

Duhamelovo nacelo (princip) tvrdi da je funkcija:

u(t,z) = /Otv(t,z: ) / /W(t ! ,€) de ds

rjeSenje pocetne zadace (4).
Ovo je bio izvod; precizan rezultat dan je sljede¢im teoremom:

Teorem 4. Uz pretpostavku da je f € CL(R{ x R), u1 € CY(R§ x R), a up € C3(R§ x R),
rjesenje Cauchyjeve zadace za valnu jednadzbu na R(J{ x R:
Ut — Czuzx =f
u(0,-) = up

ut(ov ) = u

dano je formulom:

t —ct 1 T+-ct z+c(t—s)
u(tax)ZUO($+6);UO(x C)+20/ t d§+// )dgds

Dem. Potrebno je racunom provjeriti da je gornjom formulom zaista dano rjeSenje pocetne
zadace. Na primjer, deriviranjem ¢lana s ug lako se vidi da zadovoljava homogenu jednadzbu,
te u(0,-) = up i ue(0,-) = 0. Sli¢no se vidi i za preostala dva ¢lana, tako da zbrajanjem sva tri
upravo dobivamo rjesenje (v. Zadatak 1).

Q.E.D.
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1. Primjeri parcijalnih diferencijalnih jednadzbi

Zadaci.
1. Dovrsiti dokaz Teorema 4.

Izracunati rjesenje Cauchyjeve zadace za valnu jednadzbu, ukoliko je zadano:

2. f(t,x) =6,uo(z) = 2%, u1(x) = dz,c = 1 [(z + 2t)%]
3. f(t,z) =xt,up(x) = 2 ui(z) =2,c =2 [22 + at + 4t + at?]
4. f(t,x) =sinz,up(z) =sinz,ui(z) =0,c =1 [sin x]
5. f(t,z) =e" up(x) =sinz,ui(z) =z + cosz,c=1 [zt + sin(x + t) — (1 — cht)e”]
6. f(t,a:):sinx,uo(x) =1lLu(z)=1,¢=3 [1+¢+ §(1— cos3t)sinz]
7. f(t,z) =sinwz,up(z) = 0,u1(z) = 0;c,w € RT [ﬁ(l cos cwt) sin wz|
8. f(t,x) =sinwt,up(z) = 0,u1(z) = 0;c,w € R [L — L sinwt]
9 Pretpostavimo da podaci zadovoljavaju dovoljne uvjete za postojanje klasi¢nog rjesenja

homogene valne jednadzbe u C2(R* x R) N CY{(R{ x R) (dakle, ug € C*(R), u; € CY(R)), te
da za |z| > § > 0 vrijede nejednakosti:

mlz|* <wug(x) < Mz|
mla|* ™ < wuy(z) < Mla*,

gdjesua>0iM >m >0.
Pokazati da za svaku tocku zg € R postoje pozitivni brojevi £y, C7 i Co takvi da za svaki
t > to vrijedi sljedeca ocjena:
Cht® < u(t,xo) < Cot™ .

10. Rijesiti Goursatovu zadacu na podrucju gdje je t > |z|:

Utt — Ugx = 0
u(z,z) = (), >0
U(*SE,ZE) = QIZ)(.T), x <0, ,

ako je ¢(0) = (0).

Metoda refleksije

Zanimljivo je da nam d’Alembertova formula omoguéuje nalazenje rjeSenja za valnu jednadzbu
koja opisuje titranje napete zice, dakle jednadzbe na prostorno omedenoj domeni. Na krajevima
takve domene, recimo za x = 0 i x = [, trebamo zadati rubneuvjete, koji zajedno s pocetnima
vode na dobro postavljenu zada¢u. U prvom koraku ¢emo rijesiti zadatak za polupravac, sa samo
jednim rubnim uvjetom.

Primjer. Pogledajmo primjer valova na poluograni¢enoj zici. Radi odredenosti specificirajmo
da rjeSavamo pocetno-rubnu zadaé¢u na Rg X Rar :

Upt — czum =0

u(-,0) =0
’LL(O, ) = Up
u(0,+) = uyp ,

gdje smo pretpostavili Dirichletov uvjet u z = 0.
Najprije pokazimo da je svako klasi¢no rjeSenje gornje valne jednadzbe oblika:

u(t,x) = g(x + ct) — g(—x +ct) ,
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1. Primjeri parcijalnih diferencijalnih jednadzbi

pri ¢emu je funkcija g klase C? na R.

Zaista, znamo da je svako rjesenje valne jednadzbe oblika u(t,x) = f(x — ct) + g(z + ct), Sto
zbog rubnog uvjeta daje 0 = u(t,0) = f(—ct) + g(ct), odnosno f(s) = —g(—s).

Pogledajmo kako izgleda slika:

g
—
(z+ct)
\\\ /,’ x
\ 7
\ /
\\ //
glw—ct) 7T
—_—
g
—
(z+ct)
//’ \\
/ \
7 \
/ \\\
x
—g(z — ct)
—_—

Opazamo da val koji putuje nalijevo udara u zid, dobiva pomak u fazi i odbija se, Sto je
poznato ponaSanje pri refleksiji valova.

Da bismo dobili rjesenje u analitickom obliku, produljimo klasi¢no rjesenje u € C2(R* x R¥)
po neparnosti na z < 0. Pretpostavimo da je to produljenje klase C?(R* x R) i oznac¢imo ga
s 4. Pocetni uvjeti tada glase @(0,-) = ap i u(0,-) = 4. Ako je prosirenje g funkcije u
po neparnosti klase C?(R), a progirenje @; funkcije u; po parnosti klase C!(R), to jest ako je
up(0) = uj(0) = u1(0) = 0, onda je rjesenje dano D’Alembertovom formulom za x > 0:

to(x + ct) + ap(x — ct 1 fotet
ultya) = T AT L g e
2 2c r—ct
th
(t, )
x—ct ,’/ ct —x J;—l—ct‘
—»

Za x — ct > 0 formula ima isti oblik kao i D’Alembertova formula na R, dok za x — ¢t < 0

formula glasi (jer je to(x — ct) = —up(—z + ct), odnosno 41 (§) = —u1(—£)):
— _ 1 T+ct
u(t. z) = uo(z + ct) - up(ct — x) " 26/ ui(€) de |
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1. Primjeri parcijalnih diferencijalnih jednadzbi

Zadaci.

1. Rijesiti prethodnu pocetno-rubnu zadacu ako je uo(s) = Asin 7%, a ug = 0.
[Asin T cos Tf]

2. Rijesiti pocetno-rubnu zadaéu iz primjera ako je rubni uvjet Neumannov; toénije: uy(-,0) = 0
(u ovom slucaju nema pomaka u fazi pri odbijanju vala na slobodnom kraju).

Pogledajmo sada kako rijesiti zadacéu titranja kona¢ne zice (zamislimo zicu na gitari ili glaso-
viru).

Primjer. Rijesimo pocetno-rubnu zadaéu na R x [0, 1]:

Upt — c2um =0

u(-,0) =0
u(-,01)=0
u(0,-) = up

ur(0,+) = uyq ,

gdje na oba kraja segmenta [0, ] pretpostavljamo Dirichletov rubni uvjet.
Rjesenje je oblika u(t, z) = ¢(x + ct) + ¥ (x — ct), gdje je funkcija ¢ definirana na [0, 00), a v
na (—oo,l]; dok su obje funkcije klase C2. Iz rubnih uvjeta zakljuéujemo:
o) U(s) = ~p(-5) . s (~0,0)
o(s) =—yv2l—s), se(l,o00).
Iz pocetnih uvjeta, kao kod izvoda d’Alembertove formule dobivamo da je

o) = ) | 1/; w(€)de —C

2 2¢c
b(z) = wa;x) B 210/090 w(€)dé+C .

Najprije prosirimo ¢ na (—[,1) i ¢ na (0,2l) po formuli (5), a potom postupak nastavimo. Time
smo dobili i prosirenja za ug = ¢ + 1 i ug = (¢’ —¢'). 1z toga slijedi da je u(t + %l, x) = u(t,x),
tj. da je funkcija u(-, ) periodi¢na s periodom 2I/c. .

3. Rijesiti pocetno-rubnu zadacu:

u(-,0) =0

u(, 1) =0
u(0,z) = AsmﬂTx
u(0,) =0,

[u(t,z) = Asin Tt cos 7]

4. Rijesiti po¢etno-rubnu zadacu:

Upt — cgum =0

5. Zica duljine | uévriéena je na krajevima z = 0 i x = [. U ¢asu t = 0 pomaknuta je u tocki
x = 3 na visinu h iz ravnoteznog polozaja, i potom ispustena. Naci oblik Zice za ¢ € [0, é}

Nenad Antonié 14



1. Primjeri parcijalnih diferencijalnih jednadzbi

Povijesna napomena: Titranje zice

Na prijelazu XVII. u XVIII. stolje¢e matematicari nisu poznavali razli¢ite klase diferencijabilnih funkci-
ja, kako ih mi danas znamo. Poznavali su samo jednu klasu, analiticke izraze, za koje se opéenito pret-
postavljalo da vrijede pravila diferencijalnog racuna.

Analiticki izraz je proizvoljna kombinacija konstanti i varijabli, pri ¢emu se koriste poznate matematic-
ke operacije, i algebarske i transcedentne, uklju¢ujuéi i beskona¢ne sume, deriviranje i integriranje. Takve
funkcije je Leonhard Euler (1707-1783) zvao neprekinutima, pa ¢emo ih mi zvati E-neprekinutima.

Euler je diskutirao i prekinute funkcije, koje su po dijelovima sastavljene od analitickih izraza, koji
se mijenjaju od intervala do intervala, ili ¢ak od tocke do tocke; takve ¢emo funkcije zvati E-prekinutima.

Jean LeRond d’Alembert (1717-1783) je 1747. pokazao da se progib titrajuée zice, ucvriéene na
krajevima, moze opisati izrazom (3), pri ¢emu su f i g proizvoljne funkcije koje se mogu odrediti na
temelju pocetnog stanja zice.

Valnu jednadzbu c?ug, = ug je 1753. postavio Euler, u svom drugom radu na tu temu. U prvom
(1748) je uveo izraz za u na slican nac¢in kao i d’Alembert, koristeéi diferencijalne kvocijente ekvivalentne
valnoj jednadzbi.

Medutim, Eulerova interpretacija funkcija f i g bila je bitno razli¢ita. D’Alembert je zahtijevao da su
f 1 g E-neprekinute, dok je Euler dopustao da te funkcije mogu biti i E-prekinute, s grafom koji odgovara
rukom nacrtanoj krivulji.

To je neslaganje izazvalo kontroverzu i velike rasprave koje su se vodile do kraja stoljec¢a, dok i jednoj
i drugoj strani nije ponestalo argumenata.

D’Alembert je iznio dva argumenta. S prvim od njih, da je uvodenje E-prekinutih funkcija kao
rjesenja diferencijalne jednadzbe contre toutes les regles d’analyse, Euler se slozio, ali je on to shvatio kao
poticaj matematicarima da se takve funkcije, koje se pojavljuju kao konstante pri rjeSavanju parcijalnih
diferencijalnih jednadzbi, bolje istraze (premda Euler sim nije pokrenuo nikakva istrazivanja u tom smjeru).

Drugi bi se argument suvremenim jezikom mogao iskazati kao zahtjev da je limes druge derivacije s
lijeva i zdesna u svakoj tocki nuzno jednak.

Tome je Euler suprotstavio tri protuargumenta:

a) Izvod jednadzbe je koristio integralne jednadzbe, u kojima nije bilo drugih derivacija.

b) Na primjeru kvadratne parabole, spojene iz dva komada, tvrdio je da je problem samo u jednoj tocki,
pa se to, kao infinitezimalno malo, moze zanemariti.

¢) Dovoljno je sasvim malo promijeniti funkciju da bi se dobila glatka krivulja. Danasnjim jezikom,

preko nizova: ako je (u,) niz rjesenja jednadzbe, i u,, — u (u odgovarajucoj topologiji), onda je i u

rjesenje jednadzbe.

Posljednji je argument najzanimljiviji, i ima puni smisao u teoriji distribucija.

Medu mnogima koji su se ukljucili u diskusiju, bio je i Joseph Louis Lagrange (1736-1813). U svom
drugom radu na tu temu posao je od valne jednadzbe, koju je pomnozio funkcijom M (x) i parcijalno
integrirao po [0, ]:

l

! !
/ e M dx = 2 (ug M — uM’)| + 62/ uM" dx .
0 0 0

Buduéi da je uzeo u(0) = u(l) =0, kao i M(0) = M(l) = 0, to slijedi:

! !
/ wM dx = 02/ uM" dx .
0 0

Premda nije dalje nastavio, ovo je zacetak metode koja je osnova teorije distribucija (ponovno je otkrivena
dvadesetih godina dvadesetog stoljeca).

Primjer slabih rjeSenja

Pogledajmo parcijalnu diferencijalnu jednadzbu prvog reda s konstantnim koeficijentimas:

{ut+cux—0 naR(J{XR

©) u(0,-) = ug .

Ukoliko je funkcija 1y klase C! na R, onda je jedinstveno rjesenje gornje Cauchyjeve zadaée dano
formulom wu(t,x) = ug(xz — ct). Ta formula definira neprekinutu funkciju v i u slu¢aju kada je
up € CO(R) \ C}(R), ali koje je tada znacenje derivacija u; i u,?
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1. Primjeri parcijalnih diferencijalnih jednadzbi

Umjesto derivacije po tockama zelimo nadi lokalnu formulu koja usrednjuje po tockama.
Definirajmo najprije neke pojmove. Za neprekinutu realnu funkciju na topoloskom prostoru
X opéenito definiramo njezin nosaé kao (zatvoren) skup:

suppp :=Cl {z € X : p(z) # 0}
=X\Int{z e X:p()=0}.

S C2°(X) (odnosno ponekad s D(X)) ozna¢imo prostor C* funkcija s kompaktnim nosacem.
Pretpostavimo sada da je funkcija ug glatka i zapisimo Cauchyjevu zadac¢u u drugom obliku.
Da bismo to postigli pomnozimo jednadzbu funkcijom ¢ € C(Rg x R) i integrirajmo po R:

0= / o(u + cuy) dt dx
R xR
’OO +c pudt ’
t=0 R+ r=—00

= —/ (pru + cppu) dtdz —/ ©(0, ug dz |
R xR

= —/ (pru + cppu) dtdz —I—/ pudx
R{ xR R

R

jer funkcija ¢ ima kompaktan nosac i jednaka je nuli za velike ¢ i x.
Dobili smo da za ug neprekinuto diferencijabilno rjesenje u zadovoljava varijacijsku jednadzbu:

(7) (Vo € C(RS x R)) /

(pru+ cpgu) dtdx + / ©(0, )updz =0 .
RJ xR

R

Vrijedi i obratno: ako funkcija u klase C! zadovoljava (7), onda biranjem ¢ € CX(R* x R)
najprije dobivamo (11), a potom uzimanjem ¢ € C(Rg x R) slijedi i pocetni uvjet.

Prednost ekvivalentnog oblika (7) pocetne zadace (6) je u tome da ta jednadzba ima smis-
la i za funkcije u koje su lokalno sumabilne (to jest koje su sumabilne po svakom kompaktu:
ueLl (Ry xR):={f: (VK € K(R] xR)) [;|f|] < oo}). Kazemo da je lokalno integrabilna
funkcija u slabo rjesenje Cauchyjeve zadace (6) ako vrijedi (7).

Moze se pokazati da je slabo rjesenje jedinstveno, te da je dano formulom u(¢, z) = ug(z —ct).

Zaista, za jedinstvenost: neka su uj i ug dva slaba rjeSenja. Njihova razlika u := wu; — uo
zadovoljava:
(8) (Vo € CX(Ry x R)) / u(pp + cpg) dtde =0 ..

R{ xR

Da bismo pokazali da je u = 0, dovoljno je pokazati da (Vi € C°(R{ x R)) ngwa,/J dtdx =

0. To ¢e biti pokazano ako u (8) za svaku danu funkciju ¢ € CX(R{ x R) mozemo rijesiti
Cauchyjevu zadacu:

{¢t+6<,0;p=—1/) na Rf xR
o(T,-)=0.

Rjesenje te zadace dano je formulom ¢(¢, x) ft (s,z+ c(s—1t))ds, i time je pokazana jedin-
stvenost slabog rjesenja.

Potpuni integrali i ovojnice

Pogledajmo opéenitu nelinearnu parcijalnu diferencijalnu jednadzbu prvog reda na otvorenom
skupu U C R%:

9) F(,u,Vu) =0

pri ¢emu je (ClU oznacava zatvaraé skupa U) F : CIU x R x R — R zadana funkcija, a
nepoznanica je funkcija u : ClU — R. U daljem ¢emo podrazumijevati da je F' glatka (barem
C1) funkcija.
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1. Primjeri parcijalnih diferencijalnih jednadzbi

Uvedimo najprije neke nove pojmove. Neka je A C R otvoren skup, te neka za svaki
parametar a € A imamo C? rjesenje (9), funkciju u(-;a).
Funkcija v € C*(U x A) je potpuni integral na U x A (U C R je otvoren skup na kojem
trazimo rjeSenje) ako vrijedi:
a) u(-;a) rjesava (9) za svaki ¢vrsti a € A,
b) rang [Vau V,u]l =d .
Drugi uvjet upravo znaci da funkcija u ovisi o svim parametrima a;.
Bez izmjena, gornja se definicija primjenjuje i na poseban slucaj kvazilinearne jednadzbe.

Uzmimo da je u € C1(U x A), te pogledajmo sljedeéu vektorsku jednadzbu (sustav):
(10) Vau(x;a) =0.

Ako tu jednadzbu mozemo (koristeé¢i Teorem o implicitno zadanim funkcijama) rijesiti po parame-
tru a kao C! funkciju varijable x: a = ¢(x), §to znaci da je Vau(x; ¢(x)) = 0; onda funkciju:

v(x) = u(x; 9(x))
zovemo ovojnicom familije funkcija (u(-;a),a € A).
Koristeéi ovojnice mozemo graditi nova rjeSenja nelinearnih jednadzbi.

Teorem 5. Pretpostavimo da za svaki a € A kao gore funkcija u(-;a) rjesava jednadzbu (9).
Nadalje, pretpostavimo da ovojnica v postoji, te da je C' funkcija. Tada je v rjesenje (9).

Dem. U konciznom zapisu (¢itatelj se moze posluziti i koordinatnim zapisom), zbog (10) je:
Vv = Vxu(-;9) + VoVau(; ¢) = Vxu(-¢)
pa je v tjesenje, jer je F(,v, Vo) = F(u(+ @), Y 9)) = 0.
Q.E.D.

Kako bismo generirali jo$ vise rjeSenja (9) iz potpunog integrala, pogledajmo i inacicu gornje
konstrukcije.

Uzmimo A’ € R™! otvoren, i C! funkciju h : A’ — R ¢&ji graf lezi u A, uz zapis a =
(a1,...,an-1,an) = (a’,a,) (a’ € A').

Opéi integral (koji ovisi o h!) je ovojnica © funkcija a(x;a’) = u(x;a’,h(a’)), za a’ € A, uz
uvjet da ta ovojnica postoji, te da je klase C!.

Dakle, ovdje se ograni¢ujemo samo na parametra oblika (a’, h(a’)), za neku izabranu funkciju.
Polaze¢i od potpunog integrala, koji ovisi o n proizvoljnih konstanti aq,...,a,, dosli smo do
rjeSenja koje ovisi o proizvoljnoj funkciji h u n — 1 varijabli.

Primjer. Provjeriti da je
u(t,x;a,b) =a-x—tH(a) +b, acRYbeR
potpuni integral Hamilton-Jacobijeve jednadzbe

ug+ H(Vu) =0.

Cauchyjeva zadaéa za kvazilinearnu jednadzbu prvog reda

Trazimo rjeSenje parcijalne diferencijalne jednadzbe
F(x,u(x),Vu(x)) =0

definirano na nekoj okolini plohe S u x prostoru, takvo da je uj; = up, pri ¢emu je ug zadana
funkcija. To je Cauchyjeva zadaca za opéenitu (posve nelinearnu) jednadzbu prvog reda.
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1. Primjeri parcijalnih diferencijalnih jednadzbi

Mi ¢éemo se ograniciti na proucavanje kvazilinearnih jednadzbi

a(x, u(x)) - Vu(x) = b(x,u(x)) .

Pretpostavimo da je w rjesenje kvazilinearne jednadzbe. Graf funkcije u je u (d + 1)-
dimenzionalnom prostoru (d + 1-vu koordinatu ozna¢imo s y), i normala na taj graf je odredena

vektorom [ qu

]. Jednadzba upravo tvrdi da je vektorsko polje v(x,y) = [a(x, y)} okomito na
normalu, dakle tangencijalno na plohu y = u(x) u svakoj tocki.

b(x,y)

Neka je S hiperploha u prostoru R¢ (krivulja u horizontalnoj ravnini na slici), na kojoj je
zadana funkcija ug. Sa S* oznacimo graf funkcije ug. Taj je graf podskup grafa funkcije w.

Zq

~
Il SRR S

-

T1

Integralne krivulje vektorskog polja v su rjeSenja sustava obi¢nih diferencijalnih jednadzbi:

d

= =a(xy)
dy

2 = .
5 = b(xy)

Ako rijesimo taj sustav, uvazivsi pocetne uvjete x(0) = xg € Siy(0) = up(xo) ((x0, up(x0)) € S*),
dobivamo funkcije x(7) i y(7). Sada za x blizu S definiramo u(x) := y(7); pri ¢emu je najprije
izabrana integralna krivulja koja prolazi kroz danu tocku x, a potom je odreden 7 tako da je
x = x(7). Tako definirana funkcija u je rjeSenje jednadzbe, jer je

dx du dy
Vu-a(x,y)—Vu-E—E—E_ )
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1. Primjeri parcijalnih diferencijalnih jednadzbi

a ocigledno je u jednako ug na plohi S.

A

Y

v

Ld

-

I

Vrijedi i obratno: ako je u rjeSenje parcijalne diferencijalne jednadzbe, onda je vektorsko
polje v tangencijalno na graf funkcije u, sto pak znaéci da integralna krivulja tog vektorskog polja
koja sijece graf u barem jednoj tocki ¢itava pripada tome grafu.

Gornju diskusiju mozemo i formalno iskazati u obliku teorema (neki detalji dokaza su presko-
¢eni, v. [Folland]):

Teorem 6. Neka je S hiperploha klase C* u RN, aa, b i ug realne C' funkcije na odgovarajuéim
domenama.

Ako vektorsko polje a(x,up(x)) nije tangencijalno na plohu S ni u kojoj tocki x € S, onda
postoji rjesenje u klase C' jednadzbe

a(x,u(x)) - Vu(x) = b(x, u(x))

definirano na nekoj okolini plohe S, takvo da je u g = Uo-
Stovise, svaka takva dva rjesenja u se podudaraju na nekoj okolini plohe S.
Primjeri.

Rijesiti s pomoc¢u karakteristika sljedeé¢e Cauchyjeve zadace:

1. z101u+ 22202u + O3u = 3u, u = up na x3 =0 [u = up(w1e7%3, 00 273)e373]
2. Oiu+Ou=wu, u=coszy na vy =0 [u = €"2 cos(z1 — x2)]
3. 2¥01u+ 230u = u?, u=1na z9 = 271 [u= 5]
4. U61U+62U:1,U:§na$1:$228 [u:%]
5. uy, = zuu, , u(zr,0) =2 [ = ue™¥" implicitno]
6. zuy —yuz =u, u(-,0) =wuo [u=wup(y/22+ y2)eamtg(y/x)]
T Uy +uy =u?, u(-,0) = ug

8. xuz +yuy +u, =u, u(z,y,0) =u(x,y)

9. Za o € R\ {0} rijesiti Cauchyjevu zadaéu za jednadzbu > ,_; zx0ku = au, uz pocetni uvjet

w(zy, ..., Tp-1,1) = uo(x1,...,Tn_1). w(z, ..., ) = 22U (%, N x;:)}
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1. Primjeri parcijalnih diferencijalnih jednadzbi

10. (Picone) Neka je u C! rjesenje jednadzbe a(z,y)u,+b(x, y)u, = —u u zatvorenom jedini¢nom
krugu, te neka je a(z,y)r+b(z,y)y > 0 na jedini¢noj kruznici. Dokazati da je u identicki jednaka
nuli.

[Naputak: Pokazati 0 < minu < maxu < 0.]

11. Pokazati da je rjeSenje u kvazilinearne parcijalne diferencijalne jednadzbe u, + a(u)u, =0
s pocetnim uvjetom u(0,z) = h(z) implicitno dano izrazom u = h(z — a(u)y). Pokazati da to
rjeSenje za neki pozitivan y postaje singularno osim ako je a o h neopadajuca funkcija.

Lagrangeev postupak za rjeSavanje parcijalnih diferencijalnih jednadzbi prvog reda

Postavlja se pitanje, slicno kao kod obi¢nih diferencijalnih jednadzbi, kako postupiti u slu-
c¢aju da Cauchyjevi uvjeti nisu zadani, tj. ako se trazi opce rjesenje kvazilinearne parcijalne
diferencijalne jednadzbe prvog reda

a(x, u(x)) - Vu(x) = b(x, u(x))
Radi jednostavnosti zapisa pogledajmo slu¢aj dviju neovisnih varijabli x = (z,y):
(11) a'l(xay7u)um +a2(xayau)uy = b(xayvu) .

Pretpostavimo da je u rjeSenje jednadzbe, i promotrimo graf te funkcije. Vektor (us,u,,—1) ima smjer
normale na taj graf; to je zapravo znacenje relacije (izraza za totalni diferencijal):

(12) du = uzdz + uydy .

Jednadzba (11) upravo znaci da je polje smjerova (a1, as,b) tangencijalno na graf funkcije u. To polje
smjerova se sastoji od tangenti na karakteristicne krivulje, koje su rjesenja sustava obi¢nih diferencijalnih
jednadzbi

dr.  dy du

1 = —.
( 3) a1 as b

Zaista, taj sustav upravo tvrdi da je (dz,dy, du) proporcionalno s (a1, as,b), a sto slijedi usporedivanjem
s (11) i (12).

Kako ovaj postupak usporediti s prethodnim, u kojem smo rjesavali Cauchyjevu zada¢u? Neka je
zadana krivulja z = z(t),y = y(t), v = u(t), kroz koju mora prolaziti graf funkcije u; to je poc¢etni uvjet za
sustav (13), koji se lokalno moze rijesiti za svaki ¢vrsti t. Ako uvedemo parametar s (na primjer, duljinu
luka) duz pripadnih integralnih krivulja, dobivamo jednadzbe plohe (u parametarskom obliku):

z=ux(s,t), y=vy(s,t), u=u(st).

Eliminacijom parametara s i ¢t dobivamo trazeno rjesenje v = u(z,y). Uoimo da sustav (13) mozemo
zamijeniti sa sustavom (s ne mora biti jednako duljini luka):

dx y U
— =ai(x,y,u), —==as(x,y,u), — =Dblz,y,u).
5 —a@yu), =y, - =bzyu)
U (13) naprosto formalno ozna¢imo vrijednost tih jednakih kvocijenata s ds; ili preciznije, uo¢imo da je s
(13) dana kanonska jednadzba pravca, ¢ije parametarske jednadzbe glase kao gornji sustav.

Jedina se poteskoca pojavljuje pri eliminaciji parametara. To ¢e za dovoljno male s biti moguce

ako i samo ako je Jacobijan J := s

- ZS # 0 duz pocetne krivulje. Ukoliko je J = 0, to znaéi da je
t Yt
ot == b, paslijedi 4 = 2t = 2£; Sto je upravo jednadzba karakteristicnih krivulja.

Dakle, nuzan i dovoljan uvjet postojanja lokalnog rjesenja je da pocetna krivulja nije karakteristicna

niti u jednoj svojoj tocki.
Primjer. zuu, + yuu, = —(2? + y?)
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1. Primjeri parcijalnih diferencijalnih jednadzbi

Ovoj jednadzbi pridruzimo sustav dviju obi¢nih diferencijalnih jednadzbi

de _dy_du
ru yu  —(x?+y2?)

. . d d . .. eo 1.
Prva nam jednakost daje <% = ?y, odakle integracijom slijedi Iny = In x4+C, odnosno ¢(x,y, u) :=

% =C.
. . de _ __ du c e . /- . .. dr _ _ _ wudu
Iz jednadzbe 7% = @17 eliminirajmo y koriste¢i upravo dobiveni izraz < = —— (1+c)’

odakle slijedi zdz = —ﬂdc“Q; (1 + ¢)2? + u? = cp. Eliminiranjem ¢; konaéno dobivamo drugi
1

integral pridruzenih obiénih diferencijalnih jednadzbi: ¥(x,y,u) := 2 + y? + u? = co.

()

O(z,y,u)

Ako su funkcije ¢ i ¢ funkcionalno neovisne, onda je Jacobijeva matrica ranga 2 u

svakoj tocki domene. Imamo sa su
AN y) 22 +y® Ap,h) uy g, ¥) _ u

O(z,y) z2 7 O(w,u) 22" Oy, u)

razli¢iti od nule ¢im je zyu # 0. U tom podruéju je opce rjesenje polazne jednadzbe svaka relacija
F(g,x2+y2+u2) —0.
x

Razlog nazivu opce rjesenje za relaciju F(p, 1) = 0 mozemo vidjeti iz sljedecega.

Neka je F' neprekinuto diferencijabilna funkcija koja zadovoljava gornju relaciju i za koju je
Fy # 0. Tada ta relacija implicitno lokalno definira funkciju v = f(x,y), koja je rjesenje polazne
parcijalne diferencijalne jednadzbe. Zaista, eliminirajmo F' iz relacije deriviranjem po x i y:

Fyo(z + ufz) + Fp(Yu +bufe) =0
F@(@y + qufy) + Fw(¢y + wufy) =0

odakle eliminiranjem F,/Fy dobivamo (¢ + ¥y fo)(py + @ufy) — (Yy + Yufy)(0e + @ufz) = 0, ili

ljepse zapisano:
A, ¥) A, v) A, ¥)
A(u,y) O(x,u) A(z,y)

Uvrstimo gore izracunate vrijednosti za Jacobijeve determinante

fx+ fy:_

2 + y2
)

9

U uy
Rttt
§to je ekvivalentno polaznoj jednadzbi.

Opée se rjesenje moze zapisati i u obliku y/z = g1 (2 + 3% +u?) i 22 + 9% +u? = go(y/x), pri

¢emu su g; i1 go proizvoljne funkcije. .

Opéenito za dvije varijable imamo jednadzbu (11), i pripadni sustav (13). Podsjetimo se da
ako je § = §, onda je i igil’jg = ¢ = 9. Iterirajudi, pripadnom sustavu mozemo dodati jos jednu

jednadzbu (za proizvoljne A, p i v)

Ade +pdy+vdu  dz _dy  du

Y

Aay + pag + vb a; as b

$to moze pojednostaviti integraciju. Naime, ako mozemo naéi A, i i v takve da je Aa;+ pas+vb =

0; onda mora biti i Adz + pdy + vdu = 0. Ako nademo funkciju ¢ takvu da je dp = Adx +

wdy + vdu, onda je ¢(z,y,u) = c¢1 integral pripadnog sustava obi¢nih diferencijalnih jednadzbi.

Primjeri.

22 42
U

1. (y—2)us + (y+2)uy = [F(w2+xy—y2,x2—y2+u2)20]
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2. (u? = 2yu — y*)uy + (zy + zu)uy = Ty — 20 [F(u? =y + 2uy, 2 + y* + u?) = 0]
3. uug +yuy == [F (x2 —u?, %) = 0}
4. Yuy — TUYy = 3y + zy3 [u = %332(:172 + y2) + f($2 + 2/2)]
5. 2(y —w)uz +y(u — x)uy = u(z —y) [zyu = f(x +y + u)]
6. aiug + asuy + azus + bu = 0 (a;, b su konstante)

[u= e/ flagx — a1y, a3z — a12) , a1 # 0]
7. xug + yuy + zu, = nu (n € R) [u:x"f (%,;)}
8. Uz + wuy + TYU, = TYZU [f(:z2 —2y,y% — 22, ue_z2/2) = 0}
9. wu, +yuy + 2u, = u+ 2 =af (¥,2) e

. z 1 Yy zuz—u—i-z u=af (4 2)+*

Cauchyjeva zadacéa i Cauchy-Kowalevskin teorem

Zeljeli bismo dokazati za parcijalne diferencijalne jednadzbe proizvoljnog reda teorem analo-
gan teoremima koji vrijede za obi¢ne diferencijalne jednadzbe. Za to ¢e najprije biti potrebno
definirati neke pojmove i utvrditi zapis parcijalnih derivacija.

Red parcijalnog diferencijalnog operatora jednak je redu najvise derivacije nepoznate funkci-
je. Ako gledamo operator na funkcijama dviju varijabli ¢ i z, sve derivacije reda m su oblika
oz 7,5 <m.

Ukoliko, kao i kod obi¢nih diferencijalnih jednadzbi, koriste¢i Teorem o implicitno zadanim
funkcijama, jednadzbu lokalno rijesimo po najviSoj derivaciji u t, dobivamo sljedeéi oblik jed-
nadzbe:

(14) O u =G (b5 (] 05 u)jem)
Gornje oznake znace da je G funkcija od ¢, z, u i derivacija funkcije v reda po t manjeg ili jednakog
m — 1. Na primjer, u;, = 0 nije gornjeg oblika, dok valna jednadzba uy = ug, jest.

Ako je u glatko rjesenje jednadzbe (14), onda poznavajuéi 9y u(0,-) = g,, zav =0,1,...,m—1

na nekoj okolini tocke x = 0 mozemo odrediti sve derivacije funkcije u u tocki (0, 0).

Zaista, iz pocetnih podataka mozemo izracunati 0y 6§u(0, ) = (%) gy. Induktivno, ako je

zan > m isvaki k poznato 0¥ 0u(0,-) za v < n, onda iz jednadzbe slijedi:
0ok =0y "% (G (-4 (D] 0%w)jm) ) =5 G (-7 (9 Oku) ) -

Za t = 0 su argumenti funkcija G, poznati na nekoj okolini x = 0 po induktivnoj pretpostavci,
pa je i OPOFu(t, ) poznato. Ovaj nam postupak moze omoguéiti racunanje Taylorovog razvoja
rjeSenja u oko (0,0).

Vidjeli smo dosad na primjerima da za analiticke pocetne podatke jednadzbe imaju analiticka
rjeSenja. Medutim, to nije nuzno uvijek slucaj, kao $to to pokazuje sljedeéi primjer.

Primjer. (Cauchyjeva zadada za jednadzbu provodenja)

{ Ut = KUgy
u(0,-)=g.

Derivacije funkcije u za ¢t = 0 ra¢unamo na sljede¢i nacin:

u(0,2) = kg (0,7) = kg" (x)

a2\
_ 2 _
(0, 2) = Kt (0, ) = K Uggre (0, 2) = (ﬁda,@) g(x)
- AAAY
& Fu(0,z) = <,€d$2> <Rd$> g(x) .
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Za Taylorov razvoj oko (0, z¢) dobivamo:
0o 2\ (. d\k
Rz (/‘ﬂa) 9(zo)

u(0,x) ~ Z Tl t9(x — xo)" .
Pyt Jk!

Ovaj red ne mora nuzno konvergirati ako funkcija g ima konvergentan Taylorov red, jer koeficijent

uz j-tu potenciju ¢ sadrzi derivacije reda 2j funkcije g (v. zadatak 77 za protuprimjer). .

Vidjeli smo dva moguca razloga za nekonvergenciju Taylorovog reda za rjesenje u:
a) Funkcije G ili g, nisu analiticke.
b) Parcijalna diferencijalna jednadzba nije najviseg reda po t.
Ukoliko gornja dva sluc¢aja ne nastupaju, onda imamo konvergenciju. To je upravo ¢uveni
rezultat Cauchyja (1842) i Kowalevske (1875).

Teorem 7. (Cauchy—Kowalevski) Neka su funkcije g;, za j € 0..m — 1 analiticke na okolini
xo € R, te neka je G analiticka funkcija na okolini tocke (0, xo; (8{:85%(a:o))igm,l,prkgm). Tada
postoji realno analiticko rjesenje u Cauchyjeve zadace:

07w = G(-, 5 (0{0%u)i<m—1,i+k<m)
&u(0,-) = gi,j€0.m—1

definirano na okolini (0, z0) u R2.
To je rjesenje jedinstveno u smislu da, ako su w i v analiticka rjesenja Cauchyjeve zadace

definirana na povezanoj okolini tocke (0, xq), onda je u = v. .

Jedinstvenost u gornjem teoremu je vrlo jednostavna; za dokaz postojanja vidjeti seminarski
zadatak. Teorem se moze primijeniti na valnu jednadzbu, ali ne moze na jednadzbu provodenja.

Primjer. Pogledajmo sljede¢u pocetnu zadacu:

uf + ui

Ut = 0 jednadzba (u4(0,-))? = 1—(g’)? je algebarski rjesiva za |¢'| < 1, ali u¢(0, -) nije jednoznaéno
odredeno ¢ak ni u (0,0): u(0,0) = ++/1 — (¢/(0))?

Izborom vrijednosti u;(0,0) (4 ili — ispred korijena) jednoznac¢no rjesavamo algebarsku jed-

nadzbu, i tada mozemo primijeniti teorem Cauchyja i Kowalevske za (¢')2 # 1. Ukupno tako
dobivamo dva rjeSenja Cauchyjeve zadace.

qg.

Zadaci.

1. Pogledajmo jednadzbu provodenja u; = Kuy, (k > 0), s poéetnom vrijednoséu ug, koja je
polinom u z. Pokazati da rjeSenje jednadzbe u obliku Taylorovog reda ima radius konvergencije
R = oo. Pokazati i da je, za svaki ¢vrsti ¢, to rjeSenje polinom u . Da li je rjeSenje i polinom u
t?

m—j

2. Neka je zadan linearan parcijalni diferencijalni operator P(0;,0,) = 0" +>_ A;(0,)0; 7, pri
cemu su A; operatori s konstantnim koeficijentima proizvoljnog reda. Ako su g; polinomi, onda
pocetna zadaca

Pu=0
Hu(0,)=gj, j=0,....m—1

ima jedinstveno analiticko rjeSenje u koje je definirano na ¢itavoj ravnini. Je li v polinom u ¢7
Poopéiti na slucaj z € R%.
[Napomena. Ako je P reda viseg od m, rjeSenje nije jedinstveno u klasi C*.]
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1. Primjeri parcijalnih diferencijalnih jednadzbi

3. Pokazati da pocetna zadaca:
UtUy = f(t,x,u)
u(0,-) = ug
ima analiticko rjeSenje na okolini (0,0), ako je f analiticka na okolini (0,0, u0(0)), a ug analiticka
na okolini 0 i ¢’(0) # 0.
Konstruirati primjer u kojem je ¢’(0) = 0, ¢”(0) # 0, te da su g i f analiticke, ali da pocetna
zadada nema niti C! rjeSenja na okolini (0, 0).

4. Pokazati da ako pocetna zadaca:

Upt + Uge = 0
u(0,-) =0
ut(07 ) =1u

ima C? rjesenje na okolini (0,0), onda wu; i u moraju biti analiticke na nekoj okolini 0, odnosno
(0,0).

[Naputak. Primijeniti Schwarzov princip refleksije i ¢injenicu da se harmonicke funkcije u ravnini
mogu prikazati kao realan (ili imaginaran) dio analiticke funkcije.]

5. Pokazati da Cauchyjeva zadaca za Laplaceovu jednadzbu nije dobro postavljena.

[Naputak. Mozemo se posluziti Hadamardovim primjerom:

AU = Ugg + Uyy =0
u(-,0)=0
sinjx

uy(z,0) =

Pri j — oo, S22 — . ali rjeSenje ne konvergira k riesenju jednadzbe za uy(+,0) =0.]

6. Za jednadzbu provodenja u; = Kug, (k> 0), s pocetnom vrijednoiéu ug(z) = = (koja je
realno analiticka funkcija), pokazati da Taylorov red oko (0,0) ne konvergira niti u jednoj tocki

ravnine gdje je t # 0.

7. Pokazati da zadaca:

Ut = Ugy
u(-,0) = up
U;L«(,O) =u

nije dobro postavljena.

[Naputak. Uzeti ug(t) = %2# ifup(t) = M\Em%t]

Seminarski zadaci

o Dokazati teorem Cauchyja i Kowalevske. [Hadamard, John, Folland, Garabedian ili Courant-
Hilbert|
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