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Inicijalni problem za obicnu diferencijalnu

jednadzbu

z - v . e . ~ A
e @ Rjesavamo obi¢nu diferencijalnu jednadzbu (skrac¢eno

racunanje 2

e ODJ) oblika
probem za y'(x) = f(x.y(x)). x¢€(ab), (1)
gﬁ:'gﬂ(’:ijalnu
Jocnadzbs e uz zadani podetni uvjet y(a) = y, — inicijalni problem

e ili uz zadani rubni uvjet r(y(a), y(b)) = 0, gdje je r neka
zadana funkcija — rubni problem.
@ Sustav obicnih diferencijalnih jednadzbi je opcenitiji
problem:
y1l :f1(X7y17' "7yn)7
yé :f2(X7y17 e 7}’n)a

Yo =ta(X, Y1, Yn).
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Nela Bosner

@ Koristeéi vektorsku notaciju

Inicijalni
problem za

i 7. -
b _ _
diferenciainu Y=[W,...,yal" 1 f=[f,.. . f]
jednadzbu

sustav piSemo u obliku analognom jednadzbi (1):

y'(x) = f(x,y(x)),

te primijenjujemo iste numericke metode kao za
rieSavanje diferencijalne jednadzbe (1) vodeci raCuna o
tome da se umjesto skalarnih funkcija y i f javljaju
vektorske funkcije y i f.
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Inicijalni
problem za
obi¢nu
diferencijalnu
jednadzbu

@ Diferencijalne jednadzbe viSeg reda
yO =fx,y.yy" .y )

supstitucijama
=y, Ye=Yy, .., ya=y" "
svodimo na sustav jednadzbi prvog reda:
yi =y =2,
Yo =y" = ys,

Vo1 =y =y,
Y=y =fx,y, ¥ y" .y Y = (X, y1, ¥2, V3, Vi)

te i u ovom slu€aju mozemo koristiti metode razvijene
za diferencijalnu jednadzbu (1).



Eulerova metoda

Znanstveno

racunanje 2 @ Eulerova metoda je zasigurno najjednostavnija metoda
Nela Bosner za rjeSavanije inicijalnog problema za ODJ oblika
y' =1(x.y), y(@)= o

@ Metoda se zasniva na ideji da se y’ u gornjoj jednadzbi
zamijeni s podijeljenom razlikom

yI(X) _ y(X+ hl?,_y(x)
pa rieSenje diferencijalne jednadzbe zadovoljava
y(x+h) = y(x)+hy' (x)+O(h?) = y(x)+hf(x, y(x))+O(h?)

@ Interval [a, b] podijelimo na n jednakih dijelova te
stavimo

+ O(h),

a : .
h= , Xp=a-+ih, i=0,...,n

n
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@ Eulerova metoda, se tada moze kraCe zapisati
rekurzijom

Pt o yl+1 - y’ + hf(XI7 yl)? i = 1 PR n7
gdje je pocetni uvjet yo zadan kao inicijalni uvjet
diferencijalne jednadzbe.

@ Dobivene vrijednosti y; su aproksimacije rieSenja
diferencijalne jednadzbe u toCkama x;.
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Algoritam (Eulerova metoda)

Yo, @, b i n zadani;
funkcija f zadana;

h= e,
x(1) = a;
y(1) = Yo,
fori=1:n

x(i+1)=a+ixh;
y(i+1)=y(i)+ h=f(x(i), y());
end




Runge—Kutta metode

Znanstveno

racunanje 2 @ Koristedi slicnu ideju kao u Eulerovoj metodi,
Nela Bosner diferencijalnu jednadzbu

y' =1(xy), y(@=y (2)
na intervalu [a, b], mozemo rjeSavati tako da podijelimo
interval [a, b] na n jednakih podintervala, oznagcivsi

b—a

h PR xi=a+ih, i=0,...,n

@ Sada y;, 1, aproksimaciju rjeSenja u tocki x; 1,
racunamo iz y; koriStenjem aproksimacije oblika

y(x+ h) = y(x) + ho(x, y(x), h; 1), (3)
te dobivamo rekurziju:

Yis1 =Yi+ ho(x, yi,h f), i=0,...,n. (4)
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racunanie 2 @ Funkciju ¢ nazivamo funkcija prirasta, a razligit izbor
e fosne te funkcije definira razli¢ite metode.

@ Tako je npr. u Eulerovoj metodi

o(x,y, h f)=1(x,y).

@ Metode oblika (4) zovemo jednokoracne metode (jer
za aproksimaciju y;. 1 koristimo samo vrijednost y; u
prethodnoj tocki x;).

@ O odabiru funkcije ¢ ovisi i toCnost metode.

@ Za ocekivati je da ako izaberemo ¢ tako da
aproksimacija to¢nog rjeSenja y(x + h) dana s (3) bude
Sto tocnija, da Ce tocnija biti i aproksimacija y; za y(x;)
dana rekurzijom (4).



Znanstveno @ Pogresku aproksimacije (3):

racunanje 2
Nela Bosner T(X; h) == A(X; h) - (D(Xa y(X)7 h)’ (5)
gdje je y(x) to€no rjeSenje diferencijalne jednadzbe (2) i
A(x: by = Y hg_}’(x),
nazivamo lokalna pogreska diskretizacije.
@ Zarazumne jednokoracne metode zahtjevat cemo da je

fl)ino 7(x; h) =0.
@ U tom slucaju je
0 = lim (A(x; h) = ®(x, y(x), h)) = f(x, y)—lim &(x, y(x), h)
h—0 h—0
tj.
lim ®(x, y(x), h) = f(x, y).
h—0



Definicija
sl Jednokoracnu metodu zovemo konzistentnom ako za svaki
fe Fi(ab), x €ab]iy e R lokalna pogreska
diskretizacije T zadovoljava

Nela Bosner

,I7|_r>n0 7(x; h) = 0.
b Ukoliko je jos f € Fp(a,b) i
7(x; h) = O(h°)

kaZemo da je metoda reda p.

o’

@ Sa Fp(a, b) oznacavamo skup funkcija f za koje postoje
sve parcijalne derivacije do reda p na traci
S={(x,y)la< x <b, y € R"}, ai bkonacni, i na njoj
su su neprekidne i ogranic¢ene.

@ Sto je veéi p metoda je toéniia.
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racunanje 2 @ Pod to¢nos$¢u metode podrazumijevamo ponasanje
ela Bosner pogreske
y(Xi) = i
@ Zbog jednostavnosti promatrat éemo pogresku u
fiksiranoj toCki b.
@ Ako je jednokora¢na metoda reda p, tada se moze
pokazati (teorem kasnije)

y(b) = yn = O(hP).

tj. limy—oo(¥(b) —yn) =0zasve x € [a,b] i f € Fi(a,b),
te kazemo da je jednokorac¢na metoda konvergentna.

@ UoCimo da je h = (b — a)/nte da je y, uvijek (za svaki
n) aproksimacija za y(b).
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racunanje 2 @ Najpoznatije jednokoratne metode su Runge—Kutta
Nela Bosner metOde

@ Kod njih je funkcija ¢ oblika

O(x,y, h) = Zw, (x.y.h
a kj su zadani s

,
ki(x,y,h) = f<x+cjh, y+hz agki(x,y,h, f)>, j=1,...r.

1=1
(6)
@ Broj r zovemo broj stadija Runge—Kutta (RK) metode, i
on oznacava koliko puta moramo racunati funkciju f u
svakom koraku.



Znanstveno

ratunanje 2 @ RazliCit izbor koeficijenata wj, ¢; i a; definira razliCite

Nela Bosner metOde

@ Ovi koeficijenti se najceSce biraju tako da red metode
bude $to je moguée vedi.

e |z izraza (6) vidimo da se k; nalazi na lijevoj i na desnoj
strani jednadzbe, tj. zadan je implicitno te govorimo o
implicitnoj Runge—Kutta metodi.

e U praksi se najviSe koriste metode gdje je ay = 0 za
I > j. Tada k; mozemo izraCunati preko ki, ..., Ki_1,
tj. funkcije k; su zadane eksplicitno. Takve RK metode
nazivamo eksplicitnima.

@ Nadalje, obi¢no se dodaje uvjet (teorem kasnije)

r
Z aj = Cj.
=1

Runge—Kutta metode



Znanstveno

ragunanje 2 @ Odabrat ¢emo koeficijente za RK metodu s dva stadija:
Nela Bosne

(D(Xay? h) :w1k1 (X7y7 h) +w2k2(xay7 h)a
ki(x.y,h) =f(x,y),

ko(x,y, h) =f(x + ah, y + ahk).

@ Razvojem rjeSenja diferencijalne jedadzbe u Taylorov
red, i primjenom definicije lokalne pogreske
diskretizacije dobivamo sljedece uvjete na koeficijente:

e Da bi metoda bila reda 1 koeficijente treba odabrati tako
daje:
1-— W — W = 0
e Da bi metoda bila reda 2 koeficijente treba odabrati tako
dajejosi:

1
Efwgazo
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Nela

@ Uvodenjem slobodnog koeficijenta t rijeSenje ove dvije
jednadzbe mozZzemo napisati u obliku:

1

wgzt#o, wi=1-1t, a:Et.

@ { ne mozemo odabrati tako da metoda bude reda 3.



Znanstveno
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Nela Bosrier Eulerova metoda wo = t = 0, metoda s jednim stadijem —
metoda reda 1

Heunova metoda t = % — metoda reda 2

’
¢ =5 (ki + k),

k1 :f(X’y)v
k2 :f(X+hay+hk1)7

modificirana Eulerova metoda t = 1 — metoda reda 2

h h
d>_f<x+2,y+2f(x,y)>.



Znanstven @ NajraSirenije su metode sa Cetiri stadija.
@ Odgovarajuce jednadzbe koje moraju zadovoljavati
koeficijenti RK-4 metoda su:

Nele

witwt+ws+ws =1, (8)

woCo + w3C3 +w4Cs = %, (9)
wpCh +w3Cs +waCy =3, (10)
w3Coasz + w4(Codsz + Csdas) =g, (11)
waCh +w3Cs +wacy =1, (12)
w305832 + W4(C§a42 + c§a43) = %2, (13)
w3CrC3832 + wa(Codyn + Czau3)Cs = %, (14)
w4Cpdz2843 — ﬁ» (15)

gdje je
c1 =0, Co = apq,

C3 = az1 + asz, Cq4 = 841 + Qa2 + a43.
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@ Uvjet (8) treba biti zadovoljen da bi metoda bila reda 1,

@ uvjet (9) zared 2,

@ uvjeti (10)—(11) zared 3,

@ dok za red 4 trebaju biti ispunjeni i uvjeti (12)—(15).
Ukupno imamo 10 koeficijenata i 8 jednadzbi ukoliko je
metoda reda 4.

@ Medutim, metoda s Cetiri stadija moZze posti¢i najvise
red Cetiri, tj. ne mozemo dva stupnja slobode iz sustava
jednadzbi iskoristiti da red metode podignemo na pet.
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@ Opcenito vrijedi:
o Za metode s 1, 2, 3i 4 stadija najve¢i mogudéi red
metode odgovara broju stadija.
o Za metode s 5, 6 i 7 stadija najve¢i mogucéired je 4, 5 i
6.
e Za metode s 8 i viSe stadija najve¢i moguci red je
barem za dva manji od broja stadija.
@ To je razlog zasto su metode s 4 stadija najpopularnije
(RK-4).
@ Slijedi nekoliko primjera RK-4 metoda.
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Nela Bosner “Klasi¢na” Runge—Kutta metoda (RK-4)

1
0] :6(k1 + 2ko + 2k3 + k4),
ki =f(x.,y),

h h

k2 —f<X+ §7y+ 2k1>7
h h

k3 :f(x+ an+ 2k2)7

k4:f<x+h,y+hk3).
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3/8-ska metoda

1
(o} :g(lﬁ —+ 3k2 + 3k3 + k4),
k1 :f(X7y)7

h h
ko =f(x+ 2y 4 Ok
2 <X+35y+3 1>)

2 h
kg =f —hy——=k hk
3 <X+3 Y 3 1+ 2>,

ky =f(x + h,y + h(ky — ko + K3))
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Nela Bosner Gi"ova metOda

® :%<k1 +(@2-VD)ke +(2+V2)ks + Ka).
k1 :f(x7.y)>

h
x+2,y+h 5 ki+h

i
( V2 2+\@k3>.

V2 -1 2—\/§>
D) k27




Znanstveno
fatnaneis Algoritam (Runge—Kutta metoda (RK-4))

Nela Bosner

Yo, &, b i n zadani;
funkcija f zadana;

h= b2,
x(1) = a;
y(1) = yo;

Runge-Kutta metode fori=1:n
k1 = f(x(i), y(1));
k2 = f( x(i)+ 5, y(i) + 2k );

k3 =f(x(i)+ 2, y()+ bke );

k4 =f(x(i+1),y(/)+ hks);

y(i+1)=y(i)+ 2« (k1 +2% k2 + 2% k3 + k4);
end




Neka svojstva Runge—Kutta metoda

Znanstveno
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Nela Bosner

Teorem

Runge—Kutta metoda sa r stadija ima red konzistencije veci
ili jednak 1 ako i samo ako je

p
ijz 1.
j=1
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Runge-Kutta metode

Teorem

Neka je RK metoda zadana s

S S
Vit =y/+h2k-, lg:f(x+éjh,y+hZaﬂk/>
j=1 =1
reda konzistencije p, te neka je p red konzistencije metode

S S
Viei = vi+hS K, k,-=f(x+c,-h,y+hza,-,k/),
=1 =1

S
gdiejeci =" ay. Tadajep > p.
=1




Konvergencija jednokorac¢nih metoda

Znanstveno

ratunanjs 2 @ Za fiksirani x € [a, b] definiramo korak

Nela Bosner X — X
hn — 0
n

i globalnu pogresku diskretizacije
e(x; hp) = yn — y(x).
@ Sada za svaki n € N vrijedi x, = x, te mozemo

promatrati globalnu pogresku diskretizacije kada
n— oo.

Definicija

Jednokoracna metoda je konvergentna ako

nl|_>moo e(x;hy,) =0

zasvex € [a,b] isvefe Fi(a,b).
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Nela Bosner

Za xg € [a, b, yo € R, promatramo inicijalni problem

y/:f(X,y), y(XO):.y07

koji ima jedinstveno rjesenje y(x). Neka je funkcija ®
neprekidna na

G= {(X7y7h) | X € [a7b]’ |y—y(x)| <7, |h| < hO}:

za hy > 0, v > 0 i neka postoje pozitivne konstante M i N
takve da je

|D(x, y1; h) — O(x, yo; h)| < Mlyy — yo

zasve (x,y,h)e G,i=1,2,i
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Nela Bosner

Teorem (nastavak)

[7(x; h)| = |A(x; h) — (x, y(x); h)| < N|AP, p>0
zasve x € [a,b], h < hy. Tada postoji h, 0 < h < hy, takav
da globalna pogreska diskretizacije zadovoljava

eMix—xl| _ 4

8(x; hn)| < nlPN S

zasvex €[a,b] ih,=(x—xo)/n,n=1,2,..., uz|hy| <h.
Ako je v = oo, tada je h = hy.




Zadaci

Znanstveno
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Nela Bosner Zadatak

Napisite M-file funkciju odj_euler () koja implementira
Eulerovu metodu za rjeSavanje inicijalnog problema za ODJ.
Funkcija neka ima ulazne parametre

@ pokazivac na funkciju f
@ rubove segmentaaib
@ pocetni uvjet yy
@ broj podintervala n
i izlazne parametre
@ vektor x duljine n+ 1 s vrijednostima x;
@ vektor y duljine n+ 1 s vrijednostima y;
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Zadatak

Svoju funkciju odj_euler () primijenite na sliedeci
inicifalni problem

Nela Bosner

y'(x) = —y(x) —5e *sin(5x), x€[0,3],
y(0) =1

pri cemu je n = 30.
@ f uzmite kao pokaziva¢ na anonimnu funkciju.

@ Nacrtajte graf vaseg aproksimativnog rieSenja, tako da
tocke (xj, y;) oznacite sa zvjezdicama, a tocke
medusobno poveZete isprekidanom linijjom.

@ Oznacite osisa’x’i’y’.




Znanstveno
racunanje 2
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Zadatak (nastavak)
@ Na istoj slici nacrtajte i graf egzaktnog rieSenja

y(x) = e ¥ cos(5x),

pomocu naredbe za crtanje funkcija
fplot ("exp (—x) *xcos (5xx)’", [0 3],"'r=");
@ Napisite prigodnu legendu.
@ [zracunajte maksimalnu gresku max; |y (x;) — yil.
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Nela Bosner Zadatak

Napisite M-file funkciju odj_rk4 () koja implementira
Runge—Kutta metodu (RK-4) za rjesavanje inicijalnog
problema za ODJ. Funkcija neka ima ulazne parametre

@ pokazivac na funkciju f

@ rubove segmentaaib
@ pocetni uvjet y;
@ broj podintervala n
i izlazne parametre
@ vektor x duljine n+ 1 s vrijednostima x;
@ vektor y duljine n+ 1 s vrijednostima y;
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Zadatak

Svoju funkciju odj_rk4 () primijenite na prethodni primjer,
na isti nacin prikaZite aproksimativno i egzaktno rjesenje, te
izracunajte maksimalnu gresku.




Runge—Kutta—Fehlbergove metode

Znanstveno
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Nela Bosner

@ Kod prethodnih jednokora¢nih metoda pretpostavili smo
da je korak integracije h konstantan tijekom cijelog
postupka rjeSavanja diferencijalne jednadzbe.

@ Ali, h se moze mijenjati u svakom koraku integracije, pa
jednokora¢nu metodu mozemo pisati u obliku:

G Yir1 = Yi + hi®(Xi, yi, hi).

@ Zelimo odrediti duljinu koraka h; tako da bude
postignuta neka unaprijed zadana to¢nost ¢.



Znanstveno
racunanje 2

@ Neka su s ¢ i d zadane dvije metode reda pip + 1.
Tada racunamo aproksimacije

Nela Bosner

Yie1 =Yi + hi®(x;, yi, hi),
Vi1 =Yi + hi®o(x;, yi, hy).

@ Znamo da vrijedi:
Y(Xi + h) =y(x) + hid(x:, y(x7), By) + COq) R O(HPF2),
Y% + hi) =y(x) + mi®(x;, y(x), i) + O(HP*2).

@ Cilj je da pogreska u i-tom koraku bude manja od ¢.

@ Stoga ¢emo pretpostaviti da je aproksimacija y; za y(x;)
tocna za male h, tj. y; = y(x;).



Znanstveno @ |z prve dvije jednakosti oduzimanjem slijedi

radunanje 2
Noje Bosne Virt = Yier = hi[®(xi, yi, hi) — @ (%, yi, hi)],
@ a iz druge dvije, uz pretpostavku y; =~ y(x;),
hil®(x, yi, i) — ©(xi, i, )] & COG)MY T + O(H*2).
@ Kombiniranjem prethodnih izraza dobit cemo
Viv1 = Yie1 ~CO)M T + O(hP*?)
prgets- Y(Xis1) = Yier =COO)MT + O(H*2)

metode

iz ¢ega mozemo zakljuciti da je y;j1 — yi+1 dobra
aproksimacija za gresku u X, 1.
@ Zanemarivanjem visih ¢lanova u razvoju pogreske,
dobivamo
Vivt = Yigr = COx)

Vi — yi~ C(xiq)hT.
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Runge—Kutta—

Fehlbergove
metode

koraku bude manja od ¢ sada glasi:

e = (K1) it ~ [COHPH ~ [Cx )| '

odnosno

PP+

1

9
< hp+1

7R

@ Uz pretpostavku da se ¢lan C(x) u pogresci ne mijenja
brzo, tj. C(x;) ~ C(xj_1), uvjet da pogreska u i-tom

Vi—VYi

@ |z ovoga slijedi da za novi korak trebamo izabrati

3
hi = hi_y P+l — :
N T il

@ Ukoliko je prethodni korak bio uspjesan, tada je

zadovoljeno

te je stoga h; > h;_1.

U_/I' —YI’ <eg,




Znanstven @ Ako prethodna nejednakost ne vrijedi, (i — 1)-vi korak
treba ponoviti uz maniji h;_4.
@ Mnogi iz prakse preporucaju izbor koraka

€
hi = ahj_1 Pt — .
’ N il

gdje je a pogodno odabran korigirajuéi faktor, koji sluzi
da ispravi pogreSku nastalu odbacivanjem visih ¢lanova
u ocjeni pogreske.

@ Obicnoje a =0.9.

e Cim izradunamo h; najbolje je odmah provjeriti da li ée
biti ispunjeno |yi.1 — yir1]| < ¢, i ukoliko to nije
ispunjeno izradunati novi h°" iz starog h$é" = h;

h;vovi . h;_stari p+1] € ]
V Yis1 = Vil

na isti nadin kao Sto se h; racuna iz hjzq.

Nela Bosner




cranstvens @ Prikazani izbor koraka vrijedi za bilo koji par
jednokoracnih metodareda pip+ 1.

@ Primjena Runge—Kutta metoda zahtijevala bi jednu
metodu sa s stadija i jednu sa s + 1 stadija, §to
opcenito znaci da bismo u svakom koraku funkciju f iz
diferencijalne jednadzbe trebali radunati 2s + 1 puta.

@ Postupak se moze pojednostavniti ako prvih s stadija
Ky, ..., ks, ks 1 koriStenih za raCunanje funkcije prirasta
® iskoristimo za radunanje funkcije b:

Nela Bosner

va Zwl va

s+1
X.y7 Zwl X.yvh)

@ Sada u svakom koraku funkcuu f raCunamo s + 1 puta.



Znanstveno
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Runge—Kutta—

Fehlbergove
metode

@ Vazno je napomenuti da je glavha metoda ona reda p,
a metoda reda p + 1 je samo pomocna.

@ Ovu ideju ¢emo ilustrirati na paru Runge—Kutta metoda
reda 2i 3.

@ Promatramo metode s 3i 4 stadija

va Zwl Xy7h)

X.y7 Zwl X}’»h)

@ Da bi metoda definirana s ® bila reda 3 trebaju biti
zadovoljeni uvijeti (8)—(11), Sto je ukupno 4 jednadzbe i
10 koeficijenata.

@ Nadalje, metoda reda 2 s 3 stadija ima 3 dodatna
koeficijenta (w1, wo i w3) i treba zadovoljavati 2 dodatna
uvjeta (8)—(9).



Znanstven @ Sveukupno, 13 koeficijenata u ovom paru metoda treba
zadovoljavati 6 uvjeta.
@ Preostalih 7 stupnjeva slobode iskoristit cemo za
smanjivanje broja racunanja funkcije f.
@ Zahtijevat ¢emo da ky(X;, yj, h;, f), zadnji stadij iz
raéunanja  u i-tom koraku, iskoristimo kao
Ky (Xj+1, Yir1, hiv1, f), prvi stadij u (i + 1)-om koraku:

f(Xi + cahy, yi + hi(@s1 ki + aszke + ausks)) = f(Xis1, Yipt1)
=f(x; + hi, yi + hi®(x;, yi, hi, F))
=f(x; + hi, yi + hi(wiky + wakz + w3ks))
@ Odavde slijede dodatna 3 uvjeta:

Nela Bosner

dg1 = w1, d4p = w2, da43 = ws3.
@ Uvjet ¢4 = 1 automatski je ispunjen zbog

w1+ wo +wz =1.



Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosne

@ Jedno od rje$enja ovog sustava jednadzbi je prikazano
u sljedecoj tablici.

ajj

i ¢ | j=1 j=2 j=3 wj wj
o 214 | 533
891 | 2106

1 1 1
2| 7 3 3 |
5| 27| 18 729 650 | 800
40 800 800 891 | 1053
4l 1 214 1 630 1
891 33 801 78




Zadaci

Znanstveno

radunanje 2 Zadatak

S Napisite M-file funkciju odj_rk23 () koja implementira
Runge—Kutta—Fehlbergovu metodu za riesavanje inicijalnog
problema za ODJ. Metoda je kombinacija Runge—Kutta
metoda reda 2 i 3. Funkcija neka ima ulazne parametre

@ pokazivac na funkciju f

@ rubove segmentaaib

@ pocetni uvjet yy

@ toleranciju na gresku tol
i izlazne parametre

@ vektor x duljine n+ 1 s vrijednostima x;

@ vektor y duljine n+ 1 s vrijednostima y;
gdje je n broj podintervala.




Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner Zadatak (nastavak)
@ Pocetni korak je hy = b — a.
@ Za svaku nowvu iteraciju najprije izracunajte h;, i

provjerite da li ¢e biti |y;.1 — yj+1| < tol. Ukoliko to nije
ispunjeno novi h; racunajte po formuli

hovi — . gpstari p+1 tol _ ]
: : Vi1 — Visil

Analogno racunajte i pocetni h; 1.

@ Obratite pozornost na slucaj kada je x; + h; > b. U tom
sluéaju uzmite hy = b — x; iX,'+1 =b.




Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner

Zadatak

@ Svoju funkciju odj_rk23 () primijenite na problem

/ 1-y(x) xel[0,n] _
y(X):{—Sy(x) xe(nd @ YO=0

za koji je tocno rjesenje

1—e* x € [0, 7]
y(x) = { (1-—e™e ™ xe(rd] -

@ Uzmite tol = 1075, prikaZite aproksimativno i egzaktno
rieSenje, te na x-osi oznacite korake koje je metoda
napravila. Izracunajte maksimalnu gresku.

@ Usporedite sa rjesenjem dobivenim samo Runge—Kutta
metodom reda 2 iz Runge—Kutta—Fehlbergove metode
na ekvidistantnoj mreZi sa istim brojem koraka.




Implicitna trapezna metoda

Znanstveno

raéunanje 2 @ Jednokora¢ne metode mozemo shvatiti kao primjenu
Nela Bosner kvadraturnih formula na integraciju ODJ

y'(x)=f(x,y(x)),  y(X)= Yo
@ Integracijom prethodne jednadzbe slijedi

Xit1

yO) =y o) = [ fxy0)dx = .

Xi
@ Dakle, vrijednost y(x;,1) moZzemo izraCunati iz stare
vrijednosti y(x;) ako znamo izraCunati integral Z;.

@ Koristenjem kvadraturnih formula dobivamo:
e formula lijevog ruba — Eulerova metoda

T; =~ hf(x;, y(xi))
e formula desnog ruba — implicitna Eulerova metoda

T; =~ hf(Xi11, ¥ (Xig1))



Znanstveno
racunanje 2

MG e formula srednje tocke — modificirana Eulerova

metoda h h
I,%hf <X1+2,y(Xi+2>> s

pri éemu se koristi aproksimacija

Y06+ h/2) ~ y(x) + (%) = y(u) + 1%, y(x)).

e trapezna formula — Imlicitna trapezna metoda ili

Implicitna trapezna

e Crank—Nicolsonova metoda

7o (0% Y X)) + 131, Y (5:1)



Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner @ Dakle, primjenom trapezne formule na integraciju ODJ
dobit é¢emo metodu oblika

h
Yier = Yi+ 5 (Fxi, i) + F(Xie1, Yier)).

@ Buduci da se y;, 1 javlja i na lijevoj i na desnoj strani
jednadzbe, radi se o implicitnoj metodi.

@ U svakoj iteraciji rieSava se gornji problem nekom od
metoda za numericko rjeSavanje nelinearnih jednadzbi,
npr. Newtonovom metodom sa fiksnim brojem iteracija.

@ Implicitna trapezna metoda je reda 2, buduci da je
takva to¢nost i trapezne kvadraturne formule.



Znanstveno

racunanje 2 Zasto koristimo implicitne metode, kada kod njih u svakom
e koraku moramo rjeSavati nelinearnu jednadzbu?

@ Kod Runge—Kutta—Fehlbergove metode vidjeli smo da
red konzistencije utjeCe na izbor koraka h;.

@ S druge strane, kod rjeSavanja npr. inicijalnih problema
oblika y' = Ay, y(x0) = ¥o znamo da je egzakino
riedenje oblika y = ype.

@ Za ) < 0 zarjeSenje vrijedi limy_,~ y(x) = 0, §to bi
trebalo vrijediti i za aproksimaciju rjeSenja ;.

@ Za standardne eksplicitne metode sa fiksnim korakom
h to nije uvijek tako.

@ Produkt A\h mora biti u odredenom intervalu da bi to
vrijedilo i za y;, a izvan tog intervala se pojavljuju
rastuce oscilacije u aproksimativnom rjeSenju.



Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner

Definicija

Interval apsolutne stabilnosti numericke metode je interval
produkta \h za koji aproksimacija y; rjesenja y(x;) = yoe™*
inicijalnog problema y’ = \y, y(Xo) = Yo teZi ka nuli kada

i — oo.

Intervali apsolutne stabilnosti za metode koje smo do sada
radili su:
Euler. m. RK-1 RK-2 RK-3 RK-4 Impl. trap.
(—2,0) (=2,0)  (—2,0) (-251,0) (—2.78,0) (—o0,0)

prema tome implicitha trapezna metoda je apsolutno
stabilna.



Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner

Implicitne metode su puno efikasnije za rieSavanje krutih

(“stiff”) jednadzbi.

@ Primjenom numeri¢ke metode na krutu jednadzbu vedi
utjecaj na veliinu koraka h; ima interval apsolutne
stabilnosti nego uvjet na odrzavanje male lokalne
pogreske diskretizacije.

@ Takve jednadzbe se teSko rjeSavaju pomocu
eksplicitnih Runge—Kutta metoda jer zahtijevaju puno
vrlo sitnih koraka, dok za implicitnu trapeznu metodu to
nije slucaj.



Zadaci

Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner Zadatak

Napisite M-file funkciju odj_impl_trapez () koja
implementira implicitnu trapeznu metodu za rieSavanje
inicifalnog problema za ODJ. Funkcija neka ima ulazne
parametre

@ pokazivac na funkciju f
@ rubove segmentaaib
@ pocetni uvjet yy
@ broj podintervala n
i izlazne parametre
@ vektor x duljine n+ 1 s vrijednostima x;
@ vektor y duljine n+ 1 s vrijednostima y;




Znanstveno
racunanje 2

nela sosner [l Zadatak (nastavak)
Svoju funkciju implementirajte na sljedeci nacin.

@ U svakom koraku metode definirajte funkciju g(z) Cija
nultocka je y;. 1 pomocu pokazivaca na anonimnu
funkciju.

@ Buduci da nam za Newtonovu metodu treba i g'(z),
koristit ¢emo MATLAB-ove simbolicke izraze:
w=sym("w’) ;
g=Q(z) ...;
gs=g (w) ;
dgs=diff (gs) ;
dg=@(z) double (subs (dgs,z));




Znanstveno Zadatak (nastavak)

racunanje 2

Nela Bosner o Objaénjenja
sym() kreira simbolicke brojeve, varijable i objekte
w=sym (’w’) | wje simbolicka varijabla
g(w) simbolicki izraz
diff() derivira simbolicki izraz
subs () zamjena simbolicke varijable sa novom vrjednosti
double () konverzija simbolickog izraza u numericki oblik

@ Napisite pomocnu M-file funkciju odj_newton koja
implementira Newtonovu metodu za rjesavanje
nelinearne jedadzbe.

@ odj_newton neka ima ulazne parametre

e pokazivac na funkciju f

e pokazivac na derivaciju funkcije df
e pocetnu iteraciju zy

e broj iteracija k




Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner

Zadatak (nastavak)
@ Funkcija odj_newton neka vraca aproksimaciju
rieSenja.
@ U svakom koraku implicitne trapezne metode racunajte
Yit1 pomocu odj_newton, i uzmite da je zy = y; ili
Zo =y + hf(x;,y;) i k = 5.




Znanstveno Zad atak
radunanje 2

Svoju funkciju odj_impl_trapez () primijenite na
problem

Nela Bosner

y'(x) = —100(y(x) —cos x) —sinx, x €[0,1],
y(0) =1,

za koji je tocno rjesenje
y(x) = cosx.

@ Zah=1/n, n=20,30,40,50 racunajte vrijednost
aproksimacije u zadnjoj tocci (y,+1) pomocu implicitne
trapezne metode i Runge—Kutta metode reda 2 iz
Runge—Kutta—Fehlbergove metode. Usporedite greske
u odnosu na toc¢no rjiesenje.

@ Za koji h se A\h nalazi u interavalu apsolutne stabilnosti?




Linearne viSsekoracne metode

Znanstveno

ERIENRE @ Kod jednokoracnih metoda je za aproksimaciju y;. 1 u

Nela Bosner toCki x;, 1 bilo potrebno poznavanje samo
aproksimacije y; u tocki x;.

@ Promatrajmo ponovno diferencijalnu jednadzbu

y' =1(x.y), y(X)= o
@ Integracijom, te primjenom formule srednje toCke za
aproksimaciju integrala, slijedi da je

Xit1 Xit1

yxien) —yi) = [ y(x)dx = / F(x, y(x)) ox

Xi—1 Xi—1
~2hf(x;, y(X;))-

@ Gornja formula vodi na rekurzivno definiranu
aproksimaciju

Yit1 = Yi—1 + 2hf(x;, yi).



Znanstveno
racunanje 2

Nele

@ U ovoj metodi za odredivanje vrijednosti y;, ¢ trebamo
poznavati prethodne vrijednosti y; i y,_1 — dvokoracna
metoda

@ Aproksimacija y;.1 zadana je eksplicitno izrazom na
desnoj strani — eksplicitna metoda

@ Prethodno opisana metoda zove se metoda preskoka
i reda je 2.

Linearne
visekoratne metode



Znanstveno
racunanje 2

@ Ako umjesto formule srednje tocke pri racunanju
integrala primijenimo Simpsonovu formulu, dobivamo
drugu aproksimaciju:

Nela Bosner

Vo) = y0i) = [ Hxy(0) oy
S 061, Y 06 1)) + 4106, Y () +
=+ f(Xi+1 ) y(xi+1 ))]7

@ Prethodna formula vodi na metodu

h
Yier = Vit g [f(Xia, Yier) + 410, ¥i) + F(Xiea, Vi )]



Znanstveno
racunanje 2

@ Ovdje se y;,1 javlja i na lijevoj strani i na desnoj strani
kao argument, opcenito nelinearne, funkcije f.

@ Dakle, y;. 1 je zadan implicitno — implicitna
dvokora¢na metoda

Napomena

@ Uocimo da gornjim formulama ne moZemo odrediti y1,
pa za njegovo odredivanje treba upotrebiti jednu od
jednokoracnih metoda.

@ Visekoracne metode se koriste kada je funkcija f vrlo

Nela Bosner

Linearne

“skupa” za racunanje, jer se u iteracijama koriste vec¢
izracunate vrijednosti f(x;, y;) a ne neke nove
vrijednosti kao kod Runge—Kutta metoda.




Znanstveno @ Opcenito, linearne visekoratne metode su oblika

racunanje 2
r r
> aivij=hY_ Bifii
J=0 J=0

gdje je fx = f(Xk, Y«), 2o # 01 |evr| + |Br| # 0.
@ Ovu metodu zovemo r-koraéna metoda:
@ za 5y = 0 metoda je joS i eksplicitna,
e aza fp # 0 metoda je implicitna.
@ Prikaz visekoratne metode pomocu koeficijenata «; i 3
nije jedinstven jer npr. koeficijenti 2ay, . . ., 2ay |
200, - - -, 20 definiraju istu metodu.
@ Cesto se koristi normalizacija ag = 1 te je zapis metode
oblika:

r r
Yivr + > ai1—j = hBof(Xiv1, Yis1) + By Bifiva ).
= =

Nela Bosner



Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner

rimjenom razlicitih integracijskih metoda mozemo
dobiti cijeli niz viSekoranih metoda.
@ Integracijom jednadzbe y’(x) = f(x, y(x)) na nekom
zadanom intervalu [x,_;, X, x| dobivamo

Xp+k
YO = Y0u-) = [ ey et
Xp—j
@ Ukoliko podintegralnu funkciju f(t, y(t)) zamijenimo
interpolacijskim polinomom P, stupnja q koji interpolira
f(t, y(t)) u tockama x;, tj. ako je
Pq(Xi):y/(Xi):f(Xia}’(Xi))7 i:pup_17"'7p_q7
koristenjem interpolacijskog polinoma u Lagrangeovoj
formi q q
X — Xp—|
Py(x) = f(Xp—i, Y(Xp—i))li(x), 4i(x)= S
q(X) ;(pl}/(p:))/() i(X) gxp—i_xp—l

dobivamo l#i



Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner

gdje smo, uz substituciju
Xo_1=Xp—1-h, t=xp+s-h dt=~h-ds,
S Bqi oznacili

*p k s+/ ,
,Bq,—h/ Li(t) dt = / = +/ i=0,...,q.

—J =0
1#£i
@ Zamjenom vrijednosti y(x,_;) aproksimacijama y,_;

dobivamo viSekora¢nu metodu oblika

Yotk = Yp—j + hz Baifo—i.
i=0



Znanstveno

e @ U Adams-Bashforthovoj metodije k = 1ij =0, pa
T je ona eksplicitna, (q + 1)-koracna i glasi:

Yo+1 = Yp + h(Bgofo + Bgifo—1 + -+ + Bagfo—q)-

@ Sliedeca tablica prikazuje koeficijente 54 za ovu

metodu.
Bai 0 1 2 3 4
Boi 1
254 3 —1
12055 23 —16 5
2433 55 —-59 37 -9
72084; | 1901 —2774 2616 —1274 251




Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner

@ |zborom k = 0ij = 1 dobivamo Adams—Moultonovu

metodu, koja je implicitna, g-kora¢na i glasi:

Yo+1 =VYp+ h(ﬁqofp—H + Bgifp + -+ + /qufp-H—q)-

@ Koeficijenti su im prikazani u sljedecoj tablici.

I
Bgi 0 1 2 3 4
Boi 1
204 1 1
1255; 5 8 -1
24 35; 9 19 -5 1
72084j 251 646 —-264 106 —19




Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner

eeeeee

@ Sada ¢emo definirati lokalnu pogresku diskretizacije
za visekora¢nu metodu:

1 o . ! .
T(xih) = £ > agy(x—jh) =Y _ By (x = jh),
j=0 j=0

gdje je y egzaktno rjeSenje ODJ.

Definicija

Visekoracnu metodu zovemo konzistentnom ako za svaki
feFi(ab), x €la b]iy e R lokalna pogreska
diskretizacije T zadovoljava

l|7|£)no 7(x; h) = 0.

Ukoliko je jos f € Fp(a, b) i
7(x; h) = O(h®)
kaZzemo da je metoda reda p.




Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner

@ Red (r + 1)-koracne Adams—Bashforthove metode
jednak jer + 1.

@ Red r-koracne Adams—Moultonove metode za jedan je
veci od broja koraka i iznosi r + 1.

@ Koeficijenti o; i 3; za dani r odreduju se tako da red
metode bude $to je moguce vedi.

@ Kod jednokoracnih metoda:
konzistenthost —> konvergencija
kod visekoracnih metoda:
konzistentnost + stabilnost — konvergencija



Konvergencija linearnih visekora¢nih metoda

Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner

Visekoraéna metoda

r r
Z ajYir1-j =h Z Bif(Xit1—j, Yir1—j)

j=0 j=0

definira dva polinoma

p(2)= oz i o(2)=) B
j=0 j=0



Znanstveno
racunanje 2

Definicija

Nela Bosner

Za visekoracnu metodu kazemo da je stabilna ako nultocke
z; polinoma p(z) zadovoljavaju
1. Sve nultocke su po apsolutnoj vrijednosti manje od 1
(Iz] <1).
2. Ako je |zj| = 1 tada je z; jednostruka nultocka
(r'(z) # 0).

Zajedno uvjete 1 i 2 zovemo uvjet stabilnosti.

Linearna viSekoracna metoda je konvergentna ako i samo
ako je konzistentna i stabilna.




Znanstveno

ratunanie 2 Napomena
Bl MoZe se pokazati da stabilna r-koracna metoda ima red

<4t 1, ako je r neparan,
P=\ry 2, ako jer paran.

@ Konvergencija metode ponovo ovisi 0 ponasanju
globalne pogreske diskretizacije:

e(x; h) = yn — y(x),
gdjeje x € (a,b), h=h, = (x —a)/n.

Konvergencija

@ Globalna pogreska diskretizacije ovisi 0

videkoraénih metoda
@ Iokalnoj pogresci diskretizacije
@ rizraBunatih pocetnih vrijednosti yo, . .., ¥Vr—1.




Znanstveno @ Da bismo startali r-koraénu metodu, prvo je potrebno

racunanie 2 izraGunati r poGetnih vrijednosti yo, ..., ¥Vr_1.

@ Dok yp; mozemo odrediti iz poCetnog uvjeta
diferencijalne jednadzbe, ostale vrijednosti moramo
odrediti nekom drugom, naj¢esée jednokoraCnom,
metodom.

@ Pri njihovom odredivanju javit e se pogreska ¢;:

Nela Bosner

y(X/):yi+€i, i=0,....,r—1.
@ Ova pogreska ne ovisi o promatranoj visekoracnoj
metodi, ve¢ o nacinu na koji odredujemo pocetne

vrijednosti.
@ Ocito je, da ako Zelimo da globalna pogreska

Konvergencija

diskretizacije tezi nuli kada n — oo, pogreske pocetnih

videkoraénih metoda

vrijednosti trebaju zadovoljavati

limeg =0 i=0,....r—1.
n—oo



Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner
Definicija

Visekoracnu metodu zovemo konvergentnom ako je

lim e(x; hy) =0, h=2X"2 pn_12. .

n—oo n

zasvex € [a,b|,svef e Fi(a,b)isvey;,i=0,...,r—1za
koje je

lim (y(x;))—y))=0, i=0,...,r—1.

n—oo
y

Konvergencija
linearnih
vigekoratnih metoda



znanseno [l KOTOlar

;::";:j: Neka je linearna visekoraéna metoda stabilna i konzistentna
reda p, te f € Fp(a, b). Tada globalna pogreska

diskretizacije zadovoljava

e(x; hn) = O(My)
za sve h, = (x — xo)/n ¢im pogreske ¢; zadovoljavaju
’€i|S€(hn)7 i:O,...,r—1

uz e(hp) = O(KR).
@ Ovaj korolar ujedno kazuje koju metodu moramo
izabrati za odredivanje pocetnih vrijednosti yo, ..., ¥, 1.
@ Iz teorema o konvergenciji jednokoracnih metoda slijedi
da mozemo izabrati jednokora¢nu metodu reda p da bi
se pogreska visekoracne metode ponasala kao O(AP).




Prediktor—korektor par

rzanéizs;xfeng @ Dosad je ostalo otvoreno pitanje kako izracunati y;,¢ u
implicitnoj metodi (korektor)

Nela Bosner

K K
Yig1 + Z & Yir1—j = Bohf(Xit1, Yit1) + hz Bifip1-j.
=1 =1
@ Ako oznaéimo

Za yl+1—j+hZB] i+1—j> () = Bohf(Xit1, ¥)+c,

Yit1 je rieSenje nelmearne jednadzbe y = ¢(y).
@ Buduc¢i da mozemo izabrati dovoljno malen korak
integracije h takav da je nejednakost

8f(X +1 )
[P W)l = hlsg| | et

zadovoljena, ¢ime je ¢ kontrakcua, pa

<1




Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner

@ slijedi da jednostavne iteracije
yIm = oMy, m=o0,1,2,...

konvergiraju prema rjeSenju jednadzbe.
@ Za odabir po&etne aproksimacije y!°! koristi se neka od
eksplicitnih metoda (prediktor)

k k
Yirr + > aipij=hY_ Bifia ;.
p =

Prediktor—korektor

par



Znansiveno @ Sada mozemo zapisati cijeli algoritam:

raunanje 2

Nela Bosner

k k
vl = Z ®Yir1—j+h Z Bifiv1—j,

Y,[f;rﬂ =Py hf( X/+1a}’,+1 Za Yit1 j+hZB] i+1—j>

m:O,...,M—1,
Vit :yi[ﬂ],
@ Broj iteracija (M) moze biti unaprijed zadan ili se

iteracije provode dok se jednadzba ne rijesi do na neku
unaprijed zadanu toCnost.

Prediktor—korektor

@ U primjeni, broj iteracije nije velik, uvijek se radi o
nekoliko iteracija.



Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner

@ Kako odabrati korektor—prediktor par?

@ Tocnost metode definirana je s to€noS¢u korektora, tj.
implicitne metode.

@ UobicCajeno je da se za prediktor—korektor par uzimaju

eksplicitna i implicitna metoda istoga reda.

@ Cesto koristen par je k-kora¢na Adams—Bashforthova
metoda kao prediktor i (k — 1)-koracna
Adams—Moultonova metoda kao korektor.

@ Uz ovakav odabir prediktor-korektor para govorimo o
Adams—Bashforth—Moultonovim metodama.

Prediktor—korektor

par



Zadaci

Znanstveno

racunanje 2
Zadatak
Nela Bosner

Napisite M-file funkciju odj_pred_kor () koja
implementira par prediktor—korektor za rjesavanje inicijalnog
problema za ODJ. Funkcija neka ima ulazne parametre

@ pokazivac na funkciju f
@ rubove segmentaaib

@ pocetni uvjet y,
@ broj podintervala n
@ broj iteracija korektora m
i izlazne parametre
@ vektor x duljine n+ 1 s vrijednostima x;
@ vektor y duljine n+ 1 s vrijednostima y;




Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner

Zadatak (nastavak)

Svoju funkciju implementirajte na sljedeci nacin.

@ Za prediktor uzmite 4-koracnu Adams—Bashforthovu
metodu.

@ Za korektor uzmite 3-koracnu Adams—Moultonovu
metodu.

@ Za odredivanje y1, y» i y3 iskoristite Runge—Kutta
metodu RK-4.




Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner

Zadatak

Svoju funkciju odj_pred_kor () primijenite na prethodni
primjer sa problemom

y'(x) =—y(x) —5e *sin(5x), x€[0,3],
y(0) =1
Na isti nacin prikaZite aproksimativno i egzaktno rjesenje, te
izracunajte maksimalnu gresku.
@ Varirajte parametre n i m.




Primjeri iz primjene:
Termicka obrada metalne Sipke

Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner Primjer

e Cvrstoda metala kontrolira se njegovim kemijskim
sastavom i postupcima mehanickog oblikovanja koji su
Kkoristeni za njegovo dobivanje.

@ Nakon Sto se rastopljeni metal skrutio, ali prije nego sto
se potpuno ohladio, oblikuje se u poluge, ploce ili Sipke.
@ Zatim, metal se ostavija da se ohladi i nakon toga se
podvrgava paZljivo kontroliranim promjenama
temperature u procesu koji se zove termicka obrada.
@ Jednostavan model termicke obrade je dan

nelinearnom ODJ 1. reda za temperaturu metala kao
funkcije o vremenu.




Znanstveno
raunanje 2

izvor
elektricne
struje

Termitka obrada
metaine Sipke

zrak za
hladenje

temp. To

¥ N

\ Téeli(’:na Sipka

Slika: Termicka obrada celi¢ne Sipke.

okolina

obuhvaéena

/

toplinskim
zracenjem



Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner

Primjer (nastavak)

e Celik se oblikuje u duge Sipke, koje se zagrijavaju kako
bi se oslobodile naprezanja nastalih za vrijeme
postupka oblikovanja.

o Sipke se zagrijavaju propustanjem elektriéne struje
kroz njih.

@ Nakon Sto Sipke dostignu odredenu temperaturu, struja
se iskljucuje i ukljucuju se ventilatori koji ih hlade.

@ U obje faze grijanja i hladenja Sipke razmjenjuju toplinu
s okolinom pomocu konvekcije i zracenja.

@ Prijenos topline konvekcijom dogada se zbog micanja
zraka oko Sipaka i modeliran je jednadzbom

Qx = HAN(T — To),




Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner

Primjer (nastavak)
gdje je
o Qx snaga hladenja konvekcijom
o H empiricka konstanta nazvana koeficijent prijenosa
topline
e A, povrsina plasta Sipke
o T temperatura Sipke (uz pretpostavku da je ona
uniformna)
o T, temperatura okolnog zraka

@ Prijenos topline zracenjem dogada se posredstvom
elektormagnetskih valova u infracrvenom spektru.

e Sipke razmjenjuju toplinu sa bilo kojom plohom koje su
u vidljivom dosegu.

@ Pretpostavit cemo da su sve plohe koje okruZuju Sipke
temperature T,.




Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner

Primjer (nastavak)
@ Model u tom slucaju glasi

Q; = ecdAp(T* - T3),

gdje je
o Q) snaga hladenja zracenjem
e ¢ relativna snaga zracenja topline koju ima povrsina
Sipke (e € [0,1])
e 0 =5.67-10"8W/(m?K*) Stefan-Boltzmannova
konstanta
@ Kod prijenosa topline zracenjem temperatura mora biti
izraZena u °K, a poslije se moZe prebaciti u °C

T(°K) = T(°C) + 273.15




Znanstveno Primjer (nastavak)

racunanje 2
Nela Bosner @ U svakom trenutku vremena, ravnoteZa energije
izraZena je sa

aT
mCE = Qe — Qk — Qz,
gdje je
o t vrijeme
@ m masa Sipke
o c specificni toplinski kapacitet
e Q. snaga topline generirane elektricnom strujom.
@ Uvrstavanjem izraza za Qx i Q; u prethodnu jednadZbu
dobit cemo
dt ~ mot % AT = To) eo(T7 = To)l}-

metaine Sipke




Znanstveno

ragunanie 2 Primjer (nastavak)

e @ Buduéi da se termicka obrada odvija u dvije faze:

@ Ukljuceno je grijanje elektricnom strujom i ventilatori su
iskljuceni: Qx je smanjen jer se hladenje odvija
slobodnom konvekcijom {j. prirodnim strujanjem zraka.

Q@ Iskljucena je elektricna struja (Sto utiece na Qe) i
ukljuceni su ventilatori: Qi je povecan zbog prisilne
konvekcije.

@ Zbog toga imamo sljedecu situaciju

H(t) = Hy zat<t, (slobodna konvekcija)
| Ho zat>t, (prisilna konvekcija)

gdje je ty, trenutak u kojem je isklju¢eno grijanje i
uklju¢eno hladenje ventilatorima.




Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner

Termicka obrada
metaine Sipke

Zadatak

Izracunjte temeperaturu u ovisnosti o vremenu u modelu
toplinske obrade metalne Sipke. Parametri modela su

sljedeci:
duljina Sipke I=1m
promjer Sipke ®=1cm
gustoca Gelika p=7822%9
specificni toplinski kapacitet celika B= 444,@%,{
relativna snaga zracenja topline povrsine e=0.7
koeficijenti prijenosa topline Hy =157

Hz =100 "%

temperatura okolnog zraka T,=21°C
vrijeme iskljucenja grijanja i ukljucenja hladenja | t, = 70s
ukupno vrijeme simulacije 210s
snaga topline generirane elektricnom strujom Q. = 3000W




Znanstveno

racunanje 2 Zadatak (nastavak)

Nela Bosner @ Napisite M-file funkciju
term_obrada_funkcija (t, T) koja treba
implementirati funkciju desne strane u ODJ modela

(8, T) = —_{Qe — AIH()(T — To) + co(T* ~ TA)]}

sa zadanim parametrima.

@ Kod racunanja A, ne trebate uracunati krajnje kruzne
plohe.

@ Problem rijesite vasom funkcijom odj _rk23 () za
tol = 1073,

@ Nadite rieSenje i sa funkcijom odj_rk4 () pri cemu
broj podintervala neka bude isti kao i kod odj_rk23 () g




Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner

Zadatak (nastavak)

@ Nacrtajte oba rjesenja na istom grafu sa linijama u
razli¢itim bojama, i sa razlicitim oznakama tocaka.

@ Adekvatno oznacite osi i legendu.

@ Koje je rjesenje tocnije?

@ U tocnost svoga odgovora uvjerite se tako da
udvostrucite broj podintervala za odj_rk4 () funkciju. )

Termicka obrada
metaine Sipke



Model grabeZljivca i plijena

Znanstveno Primjer

raunanje 2 . .
@ Promatramo dinamiku populacija dviju medusobno
povezanih Zivotinjskih vrsta:

@ plijen (zec) je primarni izvor hrane druge vrste
@ grabezijivac (vuk)
@ Oznacimo sa p;(t) populaciju plijena, a sa p»(t)
populaciju grabeZljivca.
@ Stope prirasta kod obiju populacija moZemo prikazati

Nela Bosner

modelom
a
% =aip1 — 01P1P2
a
Tptz =1 P2 — 022,

gdje su o i ap Koeficijenti stope rasta, a d1 i 6o
koeficijenti stope mortaliteta.




Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner

Primjer (nastavak)

e U 1. jednadzbi:

e Iraz a1 p; opisuje plodnost plijena, za koju se
pretpostavija da ovisi samo o dostupnosti partnera.

o Pretpostavlja se da plijen uvijek ima dostupnu dovoljnu
koli¢inu hrane.

o [zraz §1p1p2 je stopa mortaliteta plijena, koja raste s
rastom populacija grabeZljivca (jer ih jedu) i rastom
same populacije plijena.

o Koeficijent 61 predstavija efikasnost u lovu
grabeZljivaca.




Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner Primjer (naStavak)

@ U2 jednadzbi:

o GrabeZljivci se reproduciraju u ovisnosti o njihovom
broju, ali njihova reprodukcija je ograni¢ena dostupnom
hranom (p ).

o Koeficijent .y opisuje i plodnost grabeZljivaca, ali i
hranjivu vrijednost plijena.

o Mortalitet grabeZljivaca raste s rastom populacije
grabeZljivaca (jer se hrana brze trosi).

@ Pocetni uvjeti p1(0) i p2(0), kao i koeficijenti cvq, 01, co i
d> moraju doci iz bioloskih studija.

@ Model je idealiziran jer su zanemareni uvjeti iz okoline,
poput dostupnosti hrane plijena, bolesti, klima. . .




VAET Y]

el Bosner @ Napisite M-file funkcije odj_rk4v () iodj_rk23v ()
koje ce biti vektorske verzije funkcija odj_rk4 () i
odj_rk23 (), pogodne za rjesavanje sustava od m
ODJ.

@ Parametar y0 je sada stupcani m-dimenzionirani vektor
ay jemx (n+ 1) matrica kod koje je i-ti stupac

y(1:mi) = y(x(i)).

@ Napisite M-file funkciju
grab_plijen_funkcija (t,p) koja treba
implementirati funkciju desne strane u ODJ modela, i
koja vraca stupcani vektor od dva elementa dp‘ i do‘,’f




Znanstveno
racunanje 2

Zadatak (nastavak)

Nela Bosner

@ Nadite riesSenje sustava modela grabeZljivca i plijena sa

parametrima
q 2
01 0.02
Qo 0.0002
02 0.8
p1(0) | 5000
p2(0) | 100

pomocu metoda odj_rk4v () iodj_rk23v() u
periodu od 30 vremenskih jedinica.

@ Zaodj rk4v () uzmite n =300, a za odj_rk23v ()
uzmite tol = 102,




Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner

Zadatak (nastavak)

@ Nacrtajte dva grafa na jednoj slici koristeCi
MATLAB-ovu funkciju subplot ().

@ U gornjem dijelu nacrtajte graf riesenja za plijen (p;), a
u donjem graf rjesenja za grabeZljivce (po).

@ Kod oba grafa pravilno oznacite osi, i stavite adekvatne
naslove.

<




Mehanicki sustav

Znanstveno
racunanje 2

Primjer
Promatramo mehanicki sustav sastavljen od utega, opruge i
prigusivaca.

Nela Bosner

F(t)




Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner

Primjer (nastavak)

@ Vanjska sila koja ovisi o vremenu primijenjena je na
objekt mase m uzrokujuci njegovo gibanje.

@ Opruga djeluje povratnom silom, a prigusivac trosi
energiju.
@ RavnoteZa sila koje djeluju na objekt izraZena je

relacijom
> F=ma

gdje je > F suma svih sila koje djeluju na objekt, a a je
akceleracija objekta.
@ Sila opruge djeluje u negativnom x smjeru, i
proporcionalna je skracenju opruge:
F. opruga — —kx )

gdje je k konstanta opruge.




Znanstveno Primjer (nastavak)

racunanje 2 o R . 2 . 2 7 Ty
@ Prigusivac se opire kretanju objekta, i sila priguSivaca
se povecava s brzinom objekta:

Nela Bosner

Forigugivat = —CX,

gdje je x = dx/dt trenutna brzina mase.

@ Uvrstavajuci dvije prethodne jednadzbe u jednadzbu
ravnoteZe sila dobivamo ODJ drugog reda

F(t) — kx — cx = mx,

gdje je x = d?x/dt? trenutna akceleracija mase.
@ Prethodna jednadzba se obi¢no pise u obliku

. . F
X 4 2CwpX + wix = ot




Znanstveno Primjer (nastavak)

racunanje 2

o B gdje je ¢ bezdimenzionalni koeficijent prigusivanja a wn
Je prirodna frekvencija:

(=— wn ==
2vkm’ NV m
@ JednadZbu drugog reda, zapisujemo sada kao
ekvivalentni sustav ODJ prvog reda pomocu
transformacija:

Yi=X, Yo = X.
@ Dakle, imamo

an _
ar 72
dp _F

m

Gt = 2Cwny2 — Wiyt




Znanstveno
racunanje 2

Primjer (nastavak)

Nela Bosner

@ Postoje mnoge moguce funkcije sile F(t).

@ Zbog jednostavnosti, koristit cemo tzv. “step” funkciju
koja je ekvivalentna postavijanju dodatne mase ms na
vrh objekta mase m u jednom trenutku u vremenu.

@ U tom slucaju iznos sile primijenjene na objekt je gms,
gdje je g = 9.8m/s? akceleracija gravitacije.

@ Matematicki opis step funkcije primijenjene u trenutku

lo je
|0, zat<t
F(t) = { Fo zat> 1.

@ U nasem slucaju je Fo = mag, gdje je ag = g.




Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner

Zadatak

@ Napisite M-file funkciju

v jaye
at ! ar -

@ Nadite rieSenje sustava modela mehanickog sustava s

oprugom i prigusivacem

meh_sustav_funkcija (t,y) Koja treba
implementirati funkciju desne strane u sustavu ODJ
modela, i koja vraca stupcCani vektor od dva elementa

ap 985—@
¢ 0.1
Wn 35%1
¥1(0) = x(0) | Om
¥2(0) = (0) | 07

pomocu metode odj_rk23v () u periodu od 0 do 1.5

sekundi (ty = 0). Uzmite tol = 10~°.




Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner

Zadatak (nastavak)

@ Nacrtajte dva grafa na jednoj slici koristeCi
MATLAB-ovu funkciju subplot ().

@ U gornjem dijelu nacrtajte graf rijeSenje za x, a u
donjem graf rieSenja za x.

@ Kod oba grafa pravilno oznacite osi, i stavite adekvatne
naslove.

<




Rubni problem za obicnu diferencijalnu

jednadzbu

Znanstveno

racunanje 2 @ Rubni problemi su opcenitiji od inicijalnih problema.
Nela Bosner @ Kod rubnog problema traZi se rieSenje y(x) sustava
obi¢nih diferencijalnih jednadzbi

y' =f(x,y), xeab),

34! f1(Xa}’17---aYn)
Rubni problem .
za obitnu y = R f(X, y) = . R
diferencijalnu " "
jednadzbu Yn fn(X’ Vi, 7yn)

koje zadovoljava rubne uvjete
r(y(a),y(b)) =0,
gdje je
(U, .., Uny Viy..oy V)
r(u,v) = :
(Ui, .y Uny Vi, ooy V)




Znanstveno @ Specijalni slucaj su linearni rubni uvjeti oblika

racunanje 2
Nela Bosner Ay(a) + By(b) =C,
gdje su A, B € R™" i ¢ € R". Oni su linearni (odnosno

afini) po y(a) i y(b).
@ U primjeni su Cesto rubni uvjeti razdvojeni:

Rubni problem

bic — _
éﬁeorelr?:iralnu A1 y(a) =G, B2y(b) = Co,
jednadzbu

tj. reci matrica opcenitih linearnih rubnih uvjeta A, Bi ¢
mogu se tako izpermutirati da budu oblika

4 A1 5 0 - | &
=5 ] eela ] oo[2]
@ Prema tome, inicijalni problem moze se smatrati

specijalnim sluajem rubnog problema za

A=1 a=x, c=Yy, B=0.



Znanstveno
racunanje 2

Nele

Napomena

Rubni problem

galcRiChL Dok za inicijalni problem obi¢no postoji jedinstveno rjesenje,

diferencijalnu

[elEdAy rubni problem moZe imati vise rjesenja ili niti jedno.




Jednostavna metoda gadanja

Znanstveno

radunanje 2 @ Metodu ¢emo objasniti na primjeru rubnog problema

Nela Bosner
y'=1xy.y),
y(@=a, yb)=075,
sa razdvojenim rubnim uvjetima.
@ Za njega znamo da je ekvivalentan 2 x 2 sustavu
y =1f(x,y(x)), gdjiejeyr =yay =y
@ S druge strane, inicijalni problem

y' =f(x,y.y"),

y(@@=a, y(a=s

opcenito ima jedinstveno rieSenje y(x) = y(x; s) koje
ovisi 0 izboru inicijalne vrijednosti s za y’(a).



Znanstveno
racunanje 2

@ Kako bismo rjesili rubni problem moramo odrediti s = §
takav da je zadovoljen drugi rubni uvjet

y(b) = y(b;5) = 5.

@ Drugim rije¢ima, moramo naci nulto¢ku s funkcije

F(s) = y(b;s) - 5.

@ Zaracunanije vrijednosti F(s) za svaki s potrebno je
naci rieSenje inicijalnog problema.

@ ZaraCunanje nultoCke s od F(s) mozemo koristiti bilo
koju numericku metodu:

e metodu bisekcije
@ Newtonovu metodu

Nela



Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner

Jednostavna metoda
gadanja

I

a y(x;s®) b

Slika: Jednostavna metoda gadanja. Ako znamo vrijednosti s( i
s za koje je F(s(®) < 0i F(s(") > 0, § mozemo izradunti
pomocu metode bisekcije.



Znanstveno
racunanje 2

@ Kako je y(b; s), aondai F(s) opéenito neprekidno
diferencijabilna funkcija od s, mozemo takoder koristiti i
Newtonovu metodu za odredivanije s.

Nela Bosner

@ Pocevsi od pogetne aproksimacije s(9), iterativno
racunamo _
o F6sY)
Fr(s)’
@ y(b,s)i F(s()) mogu se odrediti riedavanjem
inicijalnog problema

sit1) — g

y' =f(x,y.y"),

y(@=a, yl(a)=s".



Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner @ Derivaciju F'(s())) aproksimiramo kvocijentom
diferencija

F(s) + As()y — F(s()

AF(s) = e |

gdje je As() “dovoljno mali”.

o F(s!) + As()) se ponovo dobiva rieSavanjem
inicijalnog problema.

@ Zbog mogucih numerickih problema, ¢esto se uzima

Ast) = /eps - s,



Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner @ U ovom konkretnom sluc¢aju kada imamo samo jednu
diferencijalnu jednadZbu 2. reda, Newtonovu metodu
mozemo izvesti i egzaktno.

@ Parcijalno derivirajmo cijelu jednadZbu inicijalnog
problema po s, pri ¢emu dobivamo:

<g§) = Sy vs).y (s L i)+



Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner

@ Ovime smo dobili sustav od dvije diferencijalne
jedadzbe 2. reda, koje ¢emo prikazati kao ekvivalentan

sustav od 4 jednadzbe 1.reda, s nepoznanicama
N1 =y(x ), o=y (x:8), ys = W(x;s)i
Ya = (g}s’) (x; 8):

yi=ye
.yé = f(X7y7.y/)
Y3=Ya

. of of
Vo= =X, y1,¥2)¥3 + == (X, ¥1, ¥2)a,

oy oy’

s inicijalnim uvjetima

n@=a, y(a)=s, y3(a)=0, ys(a)=1.




Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner

@ Dobivene vrijednosti y1(b) i y3(b) su nam potrebne u
iteraciji Newtonove metode:

S _ gl F(S('?)
F'(s(D)

_ gy _ Y s)—p
Y (b; s)




Znanstveno Taall
raunanje 2 Prlmjer

Nela Bosner @ Razmatramo rubni problem

//_§ 2
y _2y)
y(0)=4, y(1)=1.

@ Rjesavamo li ovaj problem metodom gadanja, tada
moramo naci rjesenja inicijalnih problema

3
y”:§y27

y(0;8) =4, y'(0;s)=s.

@ Graf funkcije F(s) = y(1;s) — 1 prikazan je na sljedecoj
slici.

v




Znanstveno
racunanje 2

Jednostavna metoda
gadanja

! ! ! ! ! !
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Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner

Primjer (nastavak)

@ MoZe se pokazati da funkcija F(s) ima dvije nultocke s
i S5.

@ lteracije metoda gadanja, pri kojima inicijalni problem
rjeSavamo egzaktno, dat ¢e

Sy = —8.000 000 0000,
Sp = — 35.858 548 7278,

a odgovarajuca rjesenja rubnog problema oznacit cemo
sa y1(x) i y2(x).

v




Znanstveno
raunanje 2

Jednostavna metoda
gadanja




Znanstveno

ERIENRE @ ZaracCunanije rjeSenja opc¢enitog rubnog problema sa n
Nela Bosner nepOZI’]a’[ih fUnkC”a y,‘(X), I - 1 gee ey n

y=fxy), y=Iwn - yl,

r(y(a), y(b)) =0,

gdje su f(x,y) i r(u, v) vektori od n funkcija, postupak
je sli¢an kao u prethodnom primjeru.
@ Trebamo naci pocetni vektor s € R"” za inicijalni problem

y'=f(x,y), y(a)=s,

takav da rjeSenje inicijalnog problema y(x) = y(x; s)
zadovoljava rubne uvjete

r(y(a;s),y(b;s)) =r(s,y(b;s)) =0.



Znanstveno

ratunanie 2 @ Znaci, moramo naci rieSenjes=[ sy S» -+ Sy
Nela Bosner Jednadee

F(s)=0, F(s)=r(s,y(b;s)).

@ Rjesenje jednadzbe moze se izraCunati Newtonovom
metodom

s+ = s0) — pF (s =1 F(s).

@ U svakoj iteraciji Newtonove metode moramo
e naciriesenje y(x, s() inicijalnog problema y’ = f(x, y),
y(a) = s,
o izratunati F(s") = r(st), y(b; s")),
e izradunati DF(s()) ili neku njegovu aproksimaciju,
o rijesiti sustav linearnih jednadzbi

DF(s)d) = F(sD), gdje je d) = s — s(+1),



Znanstveno
racunanje 2

Wi Easie e DF(s()) aproksimiramo pomoéu kvocijenata diferencija
AF(s) =[A1F(S),...,AnF(s)],
gdje su

_ F(s1,...,s;+Asj,...,sp) — F(S1,...,8j,...,8n)

AjF
jF(s) As;

@ Racunanje A;F(s) zahtijeva raCunanje
y(b;s)=y(bisi,...,sn)iy(b;si,...,s+ Asj,..., Sn)
za koje trebamo naci rieSenja odgovarajucih inicijalnih
problema.



@ Zalinearne rubne uvjete

Znanstveno
racunanje 2

r(u,v) = Au+ Bv —c,

Nela Bosner
imamo sljedecu situaciju
F(s) =As+ By(b;s) —c,
DF(s) =A+ BZ(b; s),

gdje je Z(b; s) = Dsy(b; s) matrica sa elementima
Z(b;s) = [8y,-(b; s)} :

68/
@ U ovom slucaju parcijalnu derivaciju od y(b; s)
aproksimiramo kvocijentom diferencija
(b;s1,...,8+Asj,...,8n) — y(b;Sy,...,Sj,...,Sn)
AS/'
AF(s) = A+BAy(b;s), Ay(b;s)=[A1y(b;s), ..., Any(b;s)].

Yy
Ajy(b; S) =




Elfe @ Dakle, za izvodenje aproksimativne Newtonove metode

Nela Bosner s(i+1) — s(i) o AF(s(i))_1 F(s(’)))

moraju se izvrsiti sljedeci koraci:

Algoritam

Izaberi poéetni vektor s(©)
Zai=0,1,2,.

@ nadiy(b;s ’)) riesavanjem /n/cua/nog prob/ema y =f(x,y),
y(a) = s, iizradunaj F(s") = r(s", y(b; s)),

Q izaberi dovoljino male brojeve As; # 0, j=1,...,ninadi
y(b; s + As;e)) rjesavanjem n inicijalnih problema
y' =1f(x.y), y(@=s" +Asje;, j=1,...,n,

@ izracunaj AF(s\"), nadi rjesenje d) sustava linearnih
jednadzbi AF(s)d) = F(s) j definiraj s+ = s() — g(),

v




Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner

@ Dakle, u svakom koraku prethodno opisane metode
potrebno je rijesiti n + 1 inicijalni problem i jedan sustav
linearnih jednadzbi reda n.

@ Za ovu metodu s(©) mora biti dosta blizu rje$enju 5 od
F(s) = 0, inaCe metoda divergira.

@ Jo$ k tome moze konvergirati i sporo.

@ Jo$ jedan nedostatak metode gadanja je taj da je
rieSenje inicijalnog problema jako osjetljivo na male
promjene u inicijalnom uvjetu, do kojih moze doci
uslijed greSaka zaokruzivanja.



Jednostavna metoda gadanja za linearan rubni

problem

Znanstveno i i

ETE e @ Zamjenom DF(s()) sa AF(s) obi¢no se gubi

ela Bosner kvadratna konvergencija Newtonove metode.

@ U specijalnom slucaju linearnog rubnog problema
vrijedi DF(s)) = AF(s)) za sve si As;.

@ Linearno znaci da je f(x, y) afina funkcija od y, a rubni
uvjeti su linearni:

y'=TMX)y + 9(x),

Ay(a) + By(b) = c,
sa n x nmatricom T(x), funkcijom g: R — R", c € R”,
i konstantnim n x n matricama Ai B.

@ Nadalje pretpostavljamo da su T(x) i g(x) neprekidne
funkcije na [a, b].



Znanstveno @ Ponovo sa Y(X? S) oznacimo I’jeéenje iniCijaInog
radunanje 2 problema

Nela Bosner

y'=T(x)y+9(x), y(as)=s.
@ Za y(x; s) postoji eksplicitna formula
y(x;s) = Y(x)s+y(x;0),
gdje je n x n matrica Y(x) rjeSenje inicijalnog problema
=T()Y, Y(a)=
@ Ako oznacimo u(x; s)=Y(x)s+ y(x; 0) tada imamo
u(a;s)=Y(@s+y(@0)=Is+0=s
Dyu(x;s) =U'(x;s) = Y'(x)s + y'(x;0)
=T(x)Y(x)s + T(x)y(x;0) + g(x)
=T(x)u(x;s) +9g(x),
pa je u(x; s) rieSenje inicijalnog problema.



ALY @ Bududi da, zbog gornjih pretpostavki o T(x) i g(x),

racunanje 2
_— BD;W inicijalni problem ima jedinstveno riesSenje, slijedi da je

u(x;s) =y(x;s).
@ Za funkciju F(s) imamo

F(s) = As+ By(b;s) —c =[A+ BY(b)]s+ By(b;0) —c.
@ Zbog toga je i F(s) afina funkcija od s.
@ Dalje vrijedi

DF(s) = AF(S) = A+ BY(b) = AF(0).

@ Rjedenje 5 od F(s) = 0 (uz pretpostavku da [AF(0)] "

postoji) je dano sa

§=—[A+BY(b)]'[By(b;0) — ]
=0 — [AF(0)]7'F(0).



Znanstveno
racunanje 2

Nela

@ lli malo opcenitije

5 =50 — [AF(sO)]TF(s),

gdje je s(9 € R™" proizvoljan.

@ Drugim rije€ima, rieSenje s od F(s) = 0 a i rjeSenje
linearnog rubnog problema, izraCunat ¢e se metodom
gadanja u jednoj jedinoj iteraciji sa proizvoljnim
po&etnim vektorom s(®),



Zadaci

atunane> [l Zadatak
Sl Metodom gadanya rijesite rubni problem iz prethodnog
primjera:

3
y'=3v%
y(0)=4, y(1)=1.

@ Napisite M-file funkciju f=f 2rru (x,y) koja
implementira funkciju desne strane ekvivalentnog
sustavay'(x) = f(x,y) sa dvije ODJ.

@ Napisite M-file funkciju odj_gadjanje_Z2rru () koja
implementira samu metodu pomocu RK-4 metode za
sustave ODJ inicijalnog problema, i koristi
aproksimaciju AF(s)) za F'(s\)) u Newtonovim
iteracijama.




Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner Zadatak (naS’[avak)

Funkcija odj_gadjanje_2rru () nekaima ulazne
parametre

e pokazivac na funkciju f

e rubove segmentaaib

e rubne uvjete a i B

e pocetnu aproksimaciju inicijalnog uvjeta s(®

o broj ekvidistantnih podintervala n za inicijalni problem.
Izlazni parametri neka su

o Vvektor x duljine n+ 1 s vrijednostima x;

e vektor y duljine n+ 1 s vrijednostima y; ~ y(x;)

e Inicijalni uvjet s, rijeSenje jednadzbe F(s) = 0.

Zadaci

@ Nacrtajte aproksimaciju rjesenja.




Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner

Prethodni zadatak rijeSite metodom gadanja sa egzaktnim
Newtonovim iteracijama.

@ Napisite M-file funkciju odj_gadjanje 2rru_en ()
koja implementira samu metodu pomocu RK-4 metode
za sustave ODJ inicijalnog problema.

@ Ova funkcija neka ima sve iste ulazne i izlazne
parametre kao odj_gadjanje_2rru() uzjos dva
dodatna ulazna parametra:

@ pokazivac na funkciju dfy, koja za f(x,y, y') = f2(x,y)
funkciju desne strane originalne diferencijalne
jednadzbe 2. reda predstavija ‘g—;,

e pokazivac na funkciju dfdy, koja predstavija -2~

ay’ "

@ Usporedite broj Newtonovih iteracija u obje metode iz
ovog i prethodnog zadatka, za postizanje iste tocnosti,
sa istim brojem podintervala n i istom inicijalnom
vrijednosti s(9).




Znanstveno

radunanije 2 Zadatak
MR ity Metodom gadanja rijesite linearan rubni problem

y'=TMX)y +9(x),
Ay(a) + By(b) = c,

zadan sljede¢im parametrima:

—3x3+2 2x3 4+ x2 —3x 2x

—2x%> +5x -3
9(x) = X+3 ;

el

X 0 —x?
Tx)=| 2x*—x 3x>—2x+1 —4x-2 |,




Znanstveno Zadatak (nastavak)

racunanje 2
A=|2 3 1|, B= , Cc=
4 5 -2 0 0 1 5

Napisite M-file funkciju odj_gadjanje_linrp () koja
implementira metodu gadjanja pomocu RK-4 metode za
sustave ODJ inicijalnog problema. Funkcija neka ima
ulazne parametre

@ pokazivac na funkciju T koja implementira T (x)

@ pokazivac na funkciju g koja implementira g(x)

@ rubove segmentaaib

@ matrice iz rubnih uvjeta A, B i ¢

@ broj ekvidistantnih podintervala n za inicijalni problem.

Nela Bosner




Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner

Zadatak (nastavak)
Izlazni parametri neka su
@ vektor x duljine n+ 1 s vrijednostima x;

@ m x (n+ 1) matrica y Ciji (i, j)-ti element sadrZi
vrijednost y;; ~ yi(x)), gdiejey = y1 ... ym 17,
@ inicijalni uvjet s, rjesenje jednadzbe F(s) = 0.
Za rjeSavanje inicijalnog problema

Y = T(x)Y, Y(a)=],

takoder koristite RK-4 metodu za sustave ODJ inicijalnog
problema, s time da rjesavate stupac po stupac.




Znanstveno
racunanje 2

Zadaci

Slika: Komponente rjeSenja prethodnog zadatka.




Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner

Metoda kolokacije

Metoda kolokacije

@ RjeSavamo jedan vazan tip rubnog problema za
funkciju u : [a,b] = R
—(p(x)U'(x))" + a(x)u(x) = g(x, u(x)),
u(a) =«, u(b)=24.
@ Pod pretpostavkama

pe C1 [a7 b]7 p(X) > po > 07
g < Cla b 4(x) >0
geCllabx®),  xu)<io

gdje je A9 hajmanja svojstvena vrijednost svojstvenog
problema

—(pZ') = (A—q)z=0, z(a)=z(b)=0,
gorniji rubni problem uvijek ima jedinstveno rjesenje.




Znanstveno

e @ Ako je u(x) rieSenje danog rubnog problema, tada je

Nela Bosner }/(X) = U(X) - K(X)! gdje
b— _
(X)=afp—s+ A7, Ua)=a, (b) =5,

rieSenje rubnog problema oblika
—(py") +ay =1,
y(a)=0, y(b)=0,
sa trivijalnim rubnim uvjetima, gdje f ovisio g i /.

@ Bez smanjenja opcéenitosti mozemo promatrati rubne
probleme sa trivijalnim rubnim uvjetima.

@ Dalje mozemo definirati diferencijalni operator

Metoda kolokacije

L(v) = —(pv') +qu.



Znanstveno

rabunanje 2 @ L preslikava skup

Nela Bosner

D, = {v e C?a,b]:v(a)=0,v(b) =0}

svih realnih funkcija dva puta neprekidno
diferencijabilnih na [a, b] i koje zadovoljavaju rubne
uvjete v(a) = v(b) = 0 u skup CJa, b] neprekidnih
funkcija na [a, b].

@ Rubni problem sa trivijalnim rubnim uvjetima je stoga
ekvivalentan trazenju rjeSenja problema

Ly)y=f, yeD,.

@ Lako se provjeri da je D, realni vektorski prostor, a L je
linearni operator na D, .

Metoda kolokacije



Jnansiveno @ Za metodu kolokacije biramo kona¢nodimenzionalan

racunanje 2 podskup S ¢ D, funkcija koje zadovoljavaju trivijalne

Nela Bosner rubne UVjete.

@ Zatim pokuSavamo aproksimirati rieSenje y pomocu
funkcije v(x) € S reprezentirane kao

V=aoiVi +- - +amVm,
gdje je {v4,...,vn} bazaod S.
@ U tu svrhu biramo m razli¢itih kolokacijskih tocaka
xi € (a,b),i=1,...,mitrazimo v € S takav da je
(Lv)(x;) =f(x;), i=1,...,m.

@ To je ekvivalentno rjeSavanju sljedeceg sustava
linearnih jednadzbi za koeficijente o, j = 1,..., m:

Metoda kolokacije

> LW)(xi)ay =f(x;), j=1,....m.
j=1



Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner

L(v1)(x1)
L(v1)(x2)

L(v2)(x1)
L(v2)(X2)

L(v2)(xm)

A=

L(v1)(xm)

Metoda kolokacije

am

implementacije ove metode:
@ B-splajnovi

@ Dakle rieSavamo sustav Ax = b gdje su

L(vm)(x1)
L(vm)(x2)

L(Vim) (Xm)

f(x1)
f(x2)

(Xm)

@ Postoje razni izbori baza za S i kolokacijski to¢aka kod

o trigonometrijski polinomi — spektralna metoda



Metoda kolokacije sa kubi¢nim B-splajnovima

Znanstveno

S @ U ovom slucaju biramo podijelu intervala [a, b] na
e fosne podintervale odredene totkama

a=5 <8 <--<8,_1<S,=>b,

pri ¢emu oznaCavamo s = {Sy, ..., Sp}-
@ Najprije definirajmo skup

PP3s = {v € C?a,b] : Vls,s,.) € Pa((Si,Six1)), i =0,...,n—1},

po dijelovima polinomnih funkcija stupnja 3, dva puta
neprekidno diferencijabilnih.

@ Mi ¢emo birati skup S kao

S={velPP3s:v(a)=0,v(b) =0}



Znanstveno

ratunanjs 2 @ Definirajmo sada évorove B-splajnova u nasem slucaju
Nela Bosne kaO
o=t ="0=18=>s,

th =51, =52, ... ,Iny2 = Sp1,

13 = tn+a = this = Inie = Sn,

pri ¢emu oznaCavamosaN=n+6it={l,...,In},
t= {307 S0, S0, S0; S1, 52, - - -, Sn—1, Sn, Sn, Sp, sn}-
Vetoda loacie @ Moze se pokazati da je PP3 ¢ vektorski prostor
B-splajnovima d | m e nZ IJ e

d+1=dimPPss)=N—-3=n+3,

i da je njegovu bazu Cine B-splajnovi By s, ..., By 3
odredeni ¢vorovima t.



Znanstveno

radunanje 2 Definicija (de Boor — Coxova rekurzija)
Nela Bosner (] Neka je to S t1 S O S tN niz realnih brOjeva.
@ Zak=0,....N—-1ji=0,.... N— k-1

definiramo i-ti (normalizirani) B-splajn stupnja k kao

1, zatelt ti
Bio(1) :{ 0, inace st

Metoda kolokacije
sa kubiénim t—t

i —t
Eaplinoana S B; —HE B, za ti<t;
pl Bi,k(t) = fipk—li ik—1 (t) + fipk1—Tit i+1,k—1 (t)’ A

0, inace

o U sluéaju da je lipxk —ti= 0 ili ligky1 — lip1 = 0
odgovarajuci izraz u rekurziji se uopc¢e ne racuna.



Znanstveno
racunanje 2

@ Ako Zelimo neprekidnost i na desnom rubu domene
moramo modificirati de Boor — Coxovu rekurziju.

Neka je zadan vektor ¢vorova {t,-}}i o» | pretpostavimo da je
j=max{i: tj< tiq1,i €{0,...,N—1}}. Definiramo

Nela Bosner

1, zate[t i), i<j
Bo(t)y=14 1, zateltt],i=j
0, inace

Ova modifikacija utjeCe samo na zadnji netrivijalni B-splajn
svih stupnjeva, koji time postaje neprekidan u desnom rubu
domene. BN—k—1,k(tN—k) =1.




Svojstva B-splajnova

Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner Lema

Akojet < tiilit > ti ki1, tada je B,"k(t) =0, . B,"k(t) moze
biti razlic¢it od 0 samo na intervalu [t;, ti k1)-

Lema

<

B,"k(t) >0 za te (t,', ti+k+1>-

Konkretinife, B; x(ti1x+1) = 0, @ B; k(1)) moZe biti jednak ili
razlicit 0, ovisno o ¢vorovima.

AkOjetG<tj,tj+1>,zatj<tj_t,_1,ii€{j—k,j—k+1,...,j}
tada je B; x(t) > 0 za njih ukupno k + 1




Znanstveno

radunanje 2 @ Mozemo zakljuciti da B-splajnovi imaju ograniCene
Nela Bosner nosace, $to predstavlja pozeljno svojstvo jer ¢e matrica
sustava kolokacije biti vrpCasta.

Lema

Za vektor ¢vorovat = {t, Yo lzat e [t tn—k) vrijedi

N—k—1
> Bik(ty=1, zasvek>0.

i=0

Metoda kolokacile
sa kubitnim
B-splajnovima

Dalje, zat < t ilit > ty_k je

N—k—1

Z /k(t

i=0




Ako je B; «(t) B-splajn stupnja k definiran na vektoru
¢vorova t, tamo gdje derivacija postoji (izmedu ¢vorova i
ponekad u samim ¢vorovima) ona se moZze izracunati
pomocu izraza

B (1) = k (Bi,k—1(t) Bir1.xk-1(1) > .

fivk — G Tipker — lipa

Rekurzija za drugu derivaciju dobiva se deriviranjem
gornjeg izraza.

Korolar

Ako je zadan vektor ¢vorova {t;, ti 1, ..., tiikr1} Koji ima
razlicite rastuce vrijednosti {s; , ..., sj,}, pri cemu se svaka
od njih ponavlja sa multiplicitetima {mj,, ..., m; }, tada je

k—m;.
B,'yk S C( m'f) US,'j.




Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner

Korolar

Za vektor évorovat = {t}0 T takavdajety = - =t i
tor1 = = lgrks1 funkcija
d
v(t) = aiBix(t)

Teorem

Ako je k > 0 cijeli broj, at je vektor ¢vorova sad + k + 2
elemenata, k < d, tada je {Bjx1,i =0,...,d} linearno
nezavisan skup u PPy s m i Cini njegovu bazu.
(N=d+k+1,m={my,...,mp})




Znanstveno
racunanje 2

Nele

@ Prethodno opisana svojstva B-splajnova koristit ¢e nam
za racunanije koeficijenata «a; u rastavu funkcije v:

d
v(x) =Y oBik(x).
j=0

@ Samo izvrednjavanje funkcije v u nekoj tocci x moze se

Metoda kolokacile

tada pojednostavniti rekurzivnim de Boorovim

B-splajnovima

algoritmom.



Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner

Algoritam (de Boorov rekurzivni algoritam za B-splajnove)

Za definiranje po dijelovima polinomne funkcije v(x) stupnja
k, potrebno je da je domena krivulje jednaka [tx, tn_k)-
Q aEO] = qj.
Q Zadanix > t, nadij takav da je x € [t;, tj1).
Q@ Zar=1,...,k
zai=j—K+4,...,

[q X —t (=1 | livkt1—¢— X [0—1]
Q= T %1
fivks1—e — i fivkr1—e — i

Q v(x)= oz][-k].
Obratite paZnju da ovaj algoritam moZete implementirati
pomocu jednodimenzionalnog polja alpha, ako unutarnju
petlju po i izvrtite unazad.




Upotreba kubicnih splajnova u metodi

kolokacije

Znanstveno

racunanje 2 @ Buduci da je nosac¢ kubi¢nog B-splajna Bs ; sadrzan

Nela Bosner unutar [, ti+4), to isto vrijedii za L(Bs ).

@ Dalje, u svakoj tocci x € (a, b) najvise 4 B-splajna
poprima netrivijalnu vrijednost, to znaci da matrica A
ima najviSe 4 netrivijalna elementa u jednom retku.

@ Dimenzija od PP3 s je d +1 = n+ 3, 8to znaci da imamo
n + 3 koeficijenta o, j = 0,...,n+ 2 = d za odrediti.

@ Za to su nam potrebne n + 3 kolokacijske tocke.

@ S druge strane, za zadane ¢vorove t, znamo da vrijedi
z=aity 1 =ty 3=">0i

v(a) = ag, V(b) = ag,

Sto mozemo odrediti iz rubnih uvjeta.
@ Dakle, preostaje nam odrediti jo§ n + 1 koeficijenata u
n+ 1 kolokacijskih to¢aka unutar (a, b).



Znanstveng @ Ako izaberemo kolokacijske tocke

racunanje 2

o Xy < Xp < -+ < Xp_y < Xpi1 € (@, b),
onda je za regularnost matrice A nuzno da svaki
B-splajn B, 3 sadrZi unutar nosaca bar jednu
kolokacijsku toCku X; i da su sve x; medusobno razlicite
zaj=0,...,d (kako A ne bi imala nul-stupac).

@ Ako rubni problem ima netrivijalne rubne uvjete
v(a) = ai v(b) = 3, tada rjeSavamo (n+ 3) x (n+ 3)
sustav Ax = b sa

1 0 0 0
L(Bog)(x1)  L(Big)(x1) -+ L(Bat13)(x1)  L(Bni23)(x1)
| LBea)le)  LBia)0e) o L(Barig)(xe)  L(Bni2s)(Xe)
L(Bos)Xni) L(Bro)Xait) -+ L(Bai1s)(Xnit) L(Brsos)(Xns1)

0 0 0 1



Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner f(X1 )

Qnyd f(Xnt1)
L ®ny2 | | B i

@ Ako rubni problem ima trivijalne rubne uvjete
v(a) = v(b) =0, tada je

0=v(a)=ay, 0=v(b)=ay,

Sto znaci da je skup S potprostor od PPP3 ¢ i njegova
dimenzija je
dim(S) =dim(PP3s) —2=n+1,
a upravo toliko ima i kolokacijskih toCaka.
@ Bazu prostora S Cine Bj3,j=1,...,n+1.



Znanstveno
racunanje 2

Nela Bosner @ U tom slucaju rijeSavamo (n+ 1) x (n+ 1) sustav

Ax = b sa

L(Biz)(x1)  L(Bz3)(x1)
L(B13)(x2)  L(Bz3)(x2)

L(B1,3).(Xn+1) L(Bz,s).(Xn+1)

dni1

L(Bn113)(x1)
L(Bny1,3)(X2)

L(Bps1.3)(Xns1)

f(X1)
f(xe)

F(Xns1)



Znanstveno
racunanje 2

Metoda kolokacile
sa kubitnim
B-splajnovima

12 L L L L L
0 2 4 6 8 10 12

nz =41

Slika: Raspored netrivijalnih elemenata u matrici A za jedan
primjer rubnog problema sa trivijalnim rubnim uvjetima.



Zadaci

Znanstveno
racunanje 2

Zadatak

Nela Bosner

Napisite M-file funkciju deBoor_Cox () koja implementira
de Boor—Coxovu rekurziju za izvrednjavanje B-splajna B, x u
tocci x. Funkcija neka ima ulazne parametre

@ tocku x

@ cCvorove B-splajnova t
@ stupanj B-splajnova k
@ indeks i
i izlazne parametre
@ y vrijednost B-splajna B x(x)
@ dy vrijednost derivacije B-splajna B;, «(X)
@ d2y vrijednost 2. derivacije B-splajna By (x)
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Nela Bosner

Napisite M-file funkciju odj_kolokacija_kBs_Ab () koja
racuna matricu A i vektor b za metodu kolokacije sa
kubicnim B-splajnovima, uz pomo¢ funkcije

deBoor_Cox (). Aib neka budu definirani za rubni
problem sa trivijalnim rubnim uvjetima. Funkcija neka ima
ulazne parametre

@ cvorove B-splajnova t
@ kolokacijske tocke x

@ pokazivac na funkciju L = L(x,y,y’,y") koja
implementira diferencijalni operator

@ pokazivac na funkciju f = f(x) desne strane ODJ
i izlazne parametre

@ matricu A

@ vektor b
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Zadatak
Napisite M-file funkciju deBoor () koja implementira de
Boorov algoritam za izvrednjavanje po dijelovima polinomne
funkcije v(x) = Y-, a;Bj «(x) u toéci x. Funkcija neka ima
ulazne parametre

@ tocku x

@ cvorove B-splajnova t

@ stupanj B-splajnova k

@ parametre o spremljene u d + 1-dimenzionalno polje

alpha

i izlazni parametar

@ v vrijednost funkcije v(x)

Nela Bosner




Z

cunanc> [ Zadatak

BB Pomocu metode kolokacije sa kubi¢nim B-splajnovima
rijesite sljedeci rubni problem

—y" 4+ 400y = —400 cos?(nx) — 272 cos(2mx),

@ Rubovi podintervala neka su zadani sa s; = 0.1 - i, za
i=0,1...,10.
@ Kolokacijske tocke neka su x; = i/12,zai=1,...,11.

@ Pomocu funkcije odj_kolokacija_kBs_Ab()
izracunajte A i b.

@ Rijesite sustav Ax = b, pri demu je alpha = A~b.
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Zadatak (nastavak)

@ Vektoru alpha dodajte oy = 0 na pocetak, i an o =0 na
kraj (da bi funkcionirao de Boorov algoritam).

@ Definirajte funkciju

Nela Bosner

v(x) = deBoor(x, t,3, alpha).

@ Definirajte funkciju

6_20

1
20x —20x 2

X) = —5-6€ —(3 — COS X),
y(x) 1+e20 +1+e—2° ()

koja predstavija egzaktno rjesenje danog rubnog
problema.
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Nela Bosner

Zadatak (nastavak)

@ Na istoj slici nacrtajte grafove funkcija y(x) i v(x) u
razlicitim bojama, sa prikladnom legendom. Koristite
MATLAB-ovu funkciju fplot () u oba slucaja.

@ [zracunajte maksimalnu gresku u kolokacijskim
tockama.




Metoda konacnih diferencija

Znanstveno

ragunanje 2 @ Osnovna ideja ove metode je zamjena derivacija u ODJ
Nela Bosner pogodnim kvocijentima diferencija, i rieSavanje
dobivenih diskretnih jednadzbi.

@ Metodu ¢emo ilustrirati na sliede¢em rubnom problemu
drugogredazay : [a,b] — R:

—y" +aq(x)y = g9(x)

y(@=qa, y(b)=25.
@ Pod pretpostavkama da

gq.9 € Cla, b]
q(x) >0, x € [a,b]

moze se pokazati da gornji rubni problem ima
jedinstveno rjeSenje y(x).



Znanstveno

ragunanje 2 @ Kako bismo diskretizirali ODJ, segment [a, b] dijelimo u
Nela Bosner n+ 1 jednakih podintervala

—a
n+1

a=Xo<X1<--<Xp<Xpp1=b, X =atjh h= )
i oznacavamo y; = y(X;), yj’ =y'(x)i yj” =y"(x), za
j=1,...,n
@ 1. derivaciju mozmo aproksimirati na dva nacina:
o diferencijom unazad

Yi— Y

Metoda kona¢nih

!~ p—
diferencija 'y/ ~ A_}/l = T’

o diferencijom unaprijed

yj/ ~ A+y/ y/+1h yl



Znanctvens @ Druga derivacija se najceSce aproksimira kombinacijom
ovih dviju diferencija, i tako dobivena aproksimacija
zove se centralna diferencija:
YV _ G

Nela Bosner

Vi =2t Y
= P

@ Sada ¢emo procijeniti gresku
7(y) = ¥"(%) — A%y,
@ Pretpostavit éemo da je y € C*[a, b.
@ Tada iz Taylorovog razvoja od y(x; + h) oko x; dobivamo

R, R, H
Vier = V£ hyj + oy £ gy + gy D06 £ 67h),

0<$<L



Znanstveno @ Zbog toga je

racunanje 2
Nela Bosner

H? _
22y =yj' + 5O 0g+ 67 h) + YO0 — 7))

@ Bududi da je y* jo$ uvijek neprekidna, slijedi da je

h2
7i(y) = ¥"(x) = 8% = — 5y DX + 65h),

za neki |6 < 1.
@ |z danog rubnog problema slijedi da y; = y(x;)
zadovoljavaju jednadzbe

Yo =,
+q(x)y; =9(x) +7i(y), j=1,....n,
Yne1 =B.
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Nela Bosner

@ Uz oznake q; = q(x;) i g; = g(X;), i definicije vektora

F g2
34 m1(¥) 9 o h2
Y 2(Y) :
y= . ) T(y) = . , €= : )
. . 9n—1
Yn (y) oo+ % |
i simetriCne n x n tridijagonalne matrice
2+ g 1 0
1 —1 2+ (khz
. —1
0 —1 24qgph?
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Nele
prethodne jednadzbe ekvivalentne su matricnoj
jednadzbi

Ay =c+T1(y).

@ Metoda konacnih diferencija se sastoji u tome da se iz
gornje jednadzbe izbaci izraz 7(y), pa se prema tome
traZirieSenje u=[ u; ---u, |7 sustava linearnih
jednadzbi

Metoda kona¢nih

diferencija

kao aproksimacija za y.
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PSR Akojeq; >02zaj=1,...,ntada je matrica A pozitivno
definitna, i vrijedi0 < A~' < A, (nejednakost je po
elementima), gdje je Ay pozitivno definitna n x n matrica
oblika

2 1 0
1] -1 2
Ay = —
0w o
0 -1 2

@ |z ovog teorema slijedi da sustav Au = ¢ ima
jedinstveno rieSenje za g(x) > 0i x € [a, b], koje se
jednostavno moze izraCunati metodom Choleskog sa
malim brojem operacija ili metodom konjugiranih
gradijenata.
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Nela Bosner
Teorem

Neka dani rubni problem ima riesenje y(x) € C*[a, b], i
neka je |y (x)| < M za x € |a, b]. Neka je jos q(x) > 0 za
x€labl,iu=[us ---uy]" nekaje rieSenje sustava
Au=c. Tadazai=1,...,n vrijedi

(0) — ] < (3~ 2)(b— x)

Metoda kona¢nih

diferencija

@ Uz pretpostavke teorema gredka metode tezi ka 0 kao
h?, dakle metoda je reda 2.
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Zadatak

Napisite M-file funkciju odj_diferenci je_Ac () koja
racuna matricu A i vektor ¢ za metodu konacnih diferencija.
Funkcija neka ima ulazne parametre

Nela Bosner

@ pokazivace na funkcije q i g
@ rubove segmentaaib
@ rubne uvjete o i
@ vektor x koji sadrZi rubove podsegmenata x;
i=0,....,n+1
i izlazne parametre
@ matricu A
@ vektor c

Zadaci
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raunanje 2 Zadatak

Nela Bosner
Pomoc¢u metode konacnih diferencija rijesite sljedeci rubni
problem

—y" 4+ 400y = —400 cos?(nx) — 272 cos(27x),

@ Rubovi podintervala neka su zadani sa x; = 0.1 - i, za
i=0,1...,10.

@ Pomocu funkcije odj_diferencije_Ac()
izracunajte A i c.

@ Rijesite sustav Au = c.
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Zadatak (nastavak)
@ Vektoru u dodajte o na pocetak, i 3 na kraj.
@ Definirajte funkciju

Nela Bosner

—20
€ 20x 1 _20x

_ 2
= me = 1+ 6_209 — COS (7TX),

y(x)
koja predstavija egzaktno rjesenje danog rubnog
problema.

@ Na istoj slici nacrtajte graf funkcije y(x) i tocke uj,
i =0,...,10 u razli¢itim bojama, sa prikladnom
legendom.

@ [zracunajte maksimalnu gresku max; |u; — y(x;)|.




Primjeri iz primjene:

Distribucija temperature unutar cilindra

Znanstveno Prlmjer
racunanje 2

@ Temperatura stacionarnog stanja unutar cilindra
radijusa 1 opisana je kao rjesenje y(x; o) nelinearnog
rubnog problema

Nela Bosner

/
y”:—y;—aey,

y'(0)=y(1)=0.
@ Ovdje je « “prirodni” parametar definiran kao

__ generiranje topline

< 0.8.
konduktivitet S 0.8

Q
|
o
|
\

Zadatak

Rijesite ovaj primjer metodom gadanja sa sy = 1. Potrebno
Je samo malo preraditi metodu odj_gadjanje 2rru().

4
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Nela Bosner

Primjer (nastavak)

@ Ovaj zadatak, ovako zadan, u principu ne da se rijesiti
metodom gadanja jer funkcija desne strane ODJ ima
singularitet u x = 0, pa RK4 puca odmah u 1. koraku.

@ lako je rjesenje y(x; «) analiticka funkcija na cijelom
segmentu [0, 1], kod rjeSavanja rubnog problema dolazi
do problema u konvergenciji.

@ Razlog gubitka konvergencije metode gadanja nije u
samoj metodi vec¢ u polaznom rubnom problemu.

@ Medutim, sa malo lukavstva ovaj problem se mozZe
izbjeci tako da rjesenje y(x) razvijemo u Taylorov red
oko x =0:

y(x) = y(0) + 5;¥®(0) + y(s)(O) + y9o)+---,
jerjey'(0) = O.
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Nela Bosner

uuuuu

Primjer (nastavak)

o Koeficijenti y()(0), i = 2,3, 4,... mogu se izraziti preko
izraza A\ = y(0) koji predstavlja nepoznatu konstantu.

@ /z ODJ rubnog problema slijedi

2
YO(x) = = (Y20) + 5y9(0) + 5y 0 + ) ~ae'®

a kada pustimo x — 0 dobivamo
y@(0) = —y?(0) — ae¥®,

odnosno
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Nela Bosner @ Daljnje deriviranje daje
1 X
YO(x) = - (YO0 + 300 + -+ ) - ay (e,

tako da je
y®(0) =o0.

@ Jos jedanputa deriviramo i ostaje nam

y®(x) = — <%y(4)(0) + x(- ..)> o [(y’(x))z +y(2)(x)} e/

“““““ odakle je
y(4)(0) _ gOz282>\.
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Nela Bosner

uuuuu

Primjer (nastavak)

@ MoZe se pokazati da je y(®(0) = 0, i opéenito
y(2i+1)(o) = 0.
@ Polazni rubni problem moZemo sada preformulirati na
sljedeci nacin:
@ u nekoj okolini od x = 0 Koristi se reprezentacija
Taylorovim redom,
@ a na dovoljnoj udaljenosti od singulariteta x = 0 koristi
se polazna ODJ samog problema.

@ Kako iz Taylorovog reda slijedi

X2
y"() =y2(0) + xy@(0) + Sy D(0) + -,

polazni rubni problem sada moZemo aproksimirati
problemom
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Nela Bosner

Primjer (nastavak)

Y= [ 109 (1432200, a0je0<x <1074
YO v, akoje 1072 < x < 1|

@ Zax < 1072 greska u funkciji desne strane ODJ je reda
velidine 10~8.

@ Sada desna strana jos uvijek sadrZi nepoznati
parametar A = y(0).

@ MoZe se pokazati da se ovaj problem moZe
interpretirati kao proSireni rubni problem s 3 jednadzZbe:

@ za supstituciju

y1(x) =y(x),
Yo(x) =y'(x),

ya(x) =y(0) = A,
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Nela Bosner Primjer (nastavak)

dobivamo sustav ODJ za0 < x < 1

yi =y,

;[ Yae” (—1+8x2ae”), akoje0<x <1072
2= 2L _qen, akoje 1072 < x <1,
y3 =0,

sa rubnim uvjetima

¥2(0)
Distribucija r= Y1 (1 ) = O
1empera‘|ureunu(ar yg(o) _ y1 (O)

cilindra
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Rijesite rubni problem na prethodno opisani nacin za
a=0.8.
@ Napisite M-file funkciju
odj_primjer_distr_temp_f3 () Kkojaimplementira
funkciju desne strane ODJ.

@ Rijesite rubni problem pomocu metode gadanja, ali tako
da s bude aproksimacija samo za y(0), pri tome ¢e
inicijalni uvjet za Runge-Kutta metodu biti[ s 0 s 7.

@ F(s) je samo druga komponenta od r(s, y(b; s)), jer
ona jedina definira uvjet u krajnjem rubu x = 1.

@ [spiSite optimalni s i nacrtajte graf riesenja.
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