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Numericko deriviranje

1.1 Osnovne formule

Formule za numericko deriviranje daju aproksimaciju derivacije funkcije izra-
¢unatu pomoc¢u vrijednosti funkcije u konaéno mnogo tocaka. Najjednostavnije
takve formule dobivamo polazeé¢i od definicije derivacije

u(x + h) —u(x) (11)

! T
o) =

iz koje se vidi da u/(z) mozemo aproksimirati izrazom
u(z + h) — u(z)
- :

Ovakva formula moze dati dobru aproksimaciju derivacije ukoliko vrijedi:

e Korak A je dovoljno malen;

e Derivacija u/(z) je neprekidna.

Lako je vidjeti da formula moze dati neprihvatljive rezultate i za vrlo male vri-
jednosti koraka h ako derivacija ima skokove (pokazite primjerom).

Formule za numericko deriviranje koristimo kada nam analiticki izraz za derivaciju
funkcije nije poznat. Isto tako, ako umjesto funkcije poznamo samo tabelu funkci-
jskih vrijednosti u konac¢no mnogo tocaka tada derivaciju mozemo “racunati”
samo numericki. U takvoj situaciji pretpostavljamo da kroz tabulirane vrijed-
nosti prolazi neprekidno derivabilna funkcija.

Na temelju formule (1.1) dobivamo sljedece formule za numericko deriviranje:

u(x + h) —u(zx)

v (z) ~ - = Atu(z) diferencija unaprijed,
—u(z—h
u'(z) ~ u(@) Z(x ) _ A~u(z) diferencija unazad,
h) — —h
u'(z) ~ u(z + )Qhu(x ) _ Au(z) centralna diferencija.



2 NUMERICKO DERIVIRANJE

Tocnost ovih formula lako se nalazi pomoc¢u Taylorovog razvoja uz pretpostavku
glatkoce funkcije. Na primjer, po teoremu srednje vrijednosti imamo

w(x +h) =u(z) +u'(x)h + %u”(f)hQ

za neki & € J(xz,x + h) gdje smo uveli oznaku J(a,b) = (min{a, b}, max{a, b}).
Odavde izlazi

h)— 1 1
() = PR Z @) Loy - Avu() - L,
h 2 2
Izraz h
ea(x;h) =o' (z) — ulz+ })L_ w()
nazivamo greska diskretizacije ili greska odsjecanja (engl. truncation error). Za
diferenciju unaprijed eq(x;h) = —%u” (x)h. Posve analogna formula vrijedi i za

diferenciju unazad.
Ukoliko gresku diskretizacije mozemo ocijeniti na sljedec¢i nacin:

leq(z; h)| < MA™,

gdje M ne ovisi o h i z, onda kazemo da formula numerickog deriviranja ima
red to¢nost jednak n. Evidentno diferencija unaprijed (i unazad) aproksimira
derivaciju s toc¢noséu prvog reda ako je druga derivacija funkcije ogranicena.

Za centralnu diferenciju imamo:

w(x +h) =u(z) +u'(x)h + %u”(:c)h2 - éu'"(&*)h‘g’, & e J(z,x+ h),
w(x —h) = u(x) —u'(z)h + %u”(ac)h2 - %u”’(f_)h?’, ¢ € J(x,x—h).

Oduzimanjem dobivamo

u(x+h)—u(x—h)_ / 1 " e 2
57 = /() + [ (€7) +u" (€A

Dakle, u ovom slucaju je

cala ) = J5[u"(€9) + (€2

odnosno formula ima drugi red to¢nosti ako je tre¢a drerivacija funkcije ogranicena.
Ukoliko je funkcija u” neprekidna, onda izraz za gresku diskretizacije mozemo
pojednostaviti. Tada, naime postoji tocka & € J({7,£1) takva da je u” (&) =
H(u"(€*) + u”(¢)) pa imamo

calws h) = éu"f(g)h%

RADNA VERZIJA



1.2 OPCI PRISTUP 1ZVODENJU DIFERENCIJSKIH FORMULA 3

Aproksimaciju druge derivacije mozemo dobiti pomocu vec izvedenih aproksi-
macija prve derivacije. Na primjer,

_ Atu(z) — A u(x) _ w(z 4+ h) — 2u(z) + u(x — h)
h h? .

To je centralna diferencija drugog reda i ona je drugog reda toc¢nosti (Zadatak Z1.1).

Kod numerickog deriviranja vaznu ulogu imaju greske zaokruZivanja. Anal-
izirajmo njihov utjecaj na primjeru diferencije unaprijed. Pretpostavimo da su
vrijednosti u(x) i u(x + h) poznate s nekim greskama d;, odnosno ds, |01, |92 <
Tada imamo

APu(z)

(AJru(x))izr _ [u(x + h) + 51] - [u(x) + 52] _ A+'U/(.T) + 01— 52.
h h
Izraz e, (h) = (01 — d2)/h je greska zaokruzivanja, a ukupna greska je
1 25 )
lec(z; h)| = |eq(z; h) + e, (h)] < §Mh+ - M = max |u"(z)|.

Funkcija G(h) = Mh/2 + 26/h postize svoj minimum u

homin = 21/ % G (homin) = 2v/3M. (1.2)

Smanjivanjem koraka h ispod h,,;, greske zaokruzivanja dominiraju nad greskama
diskretizacije i ukupna greska se povecava. (Tu nismo uzeli u obzir dokidanje
znacajnih znamenki.)

1.2 Opéipristup izvodenju diferencijskih formula

Da bismo nasli formule za numericko (priblizno) deriviranje funkcije koja nam
je poznata samo u konac¢no mnogo tocaka mozemo se posluziti sljede¢im pos-
tupkom: formiramo interpolacijski polinom za zadane funkcijske vrijednosti i
derivaciju funkcije aproksimiramo derivacijom interpolacijskog polinoma.

Tim postupkom odmah dobivamo i ocjenu greske. Preciznije, neka je f zadana
funkcija definirana na nekom segmentu [a, b] i neka su zg, x1, ..., z, tocke u ko-
jima poznamo vrijednosti funkcije. Ako je p, interpolacijski polinom provucen
kroz te tocke onda je

f(z) = pu(z) + flzo, 21, - . ., Tpy ]y (),  wy(z) = H(SL’ — ;).
Za k-tu derivaciju imamo

FW (@) =P (@) + - (flwo, 21, 2, 2l ().

M. JURAK 16. studenog 2005.



4 NUMERICKO DERIVIRANJE

Greska koju smo uéinili aproksimirajuéi f*)(z) sa pﬁf) () jednaka je %Rn(:p)
gdje je R, (x) = flxo, z1, ..., 2y, xJw,(z) greska interpolacije. Tako ovako izvedene
formule daju aproksimativnu derivaciju funkcije u cijeloj domeni [a,b] u praksi
se najcesce takve formule koriste samo u interpolacijskim tockama z;. U tim
tockama se izraz za gresku formule numericke derivacije pojednostavljuje.

[lustrirajmo taj postupak na jednom primjeru. Funkcija f zadana je u tri
tocke xg, 1, Ts. Zelimo nadéi formulu za priblizno racunanje prve derivacije. In-
terpolacijski polinom kroz te tocke je dan formulom

pa(x) = f(m0) + (x — 20) f20, 1] + (T — 20) (¥ — 71) f[W0, 71, T3],

a formula za gresku interpolacije nam daje

f(@) = pa(x) + (& — @) (z — 21) (2 — 22) flwo, 21, 22, 2].
Deriviranjem ove formule dobivamo

f'(@) = ph(z)+[(z — 21)(x — 22) + (& — 20)(x — 22) + (z — mo) (x — 21)] %
d
flwo, w1, 20, 2] + (. — 20)(x — 21) (T — 902)%]0[%@1, Tg, T].
Clan p)(z) je aproksimacija derivacije f’(z) a posljednja dva ¢lana predstavljaju
gresku aproksimacije. Ocito je da se izraz za gresku pojednostavljuje ako za x
uzmemo jednu od interpolacijskih tocaka xg, 1, 5. Uzmimo na primjer x = xy;
tada je
f'(w0) = py(xo) = flro, 21] + (20 — 21) fl0, 71, W3],

dok je greska te formule

(SL’Q — .Tl)(.l’(] — l’g)f[ﬂfo, xT1,T9, .’170].

Tu smo pretpostavili da je izraz % flzo, 1, x2, x| ograni¢en u okolini tocke .
Ukoliko f ima neprekidnu tre¢u derivaciju, onda znamo da je

ALY

f[l‘o,l'l,l’g,l’o] - 3|

za neki ¢ iz intervala koji sadrzi tocke zg, x1 1 z2. U slucaju ekvidistantnih tocaka
r1 = xg + h, x5 = xg + 2h dobivamo sljedec¢u formulu

_ —3f(xo) +4f(xo+ h) — f(xo + 2h)
2h

f' (o)

za neki £ € (zg, xo+2h). Ra¢unajudi pak derivaciju u tocki z5 mozemo dobiti for-
mulu numericke derivacije koja koristi tocke lijevo od zadane tocke (zadatak Z1.4)

Drugi postupak za nalazenje formula viseg reda za numericko deriviranje
bazira se na Taylorovom razvoju i metodi neodredenih koeficijenata. Ilustrirajmo
to na primjeru formule ¢etvrog reda to¢nosti za prvu derivaciju.

Loe, )

RADNA VERZIJA



1.2 OPCI PRISTUP 1ZVODENJU DIFERENCIJSKIH FORMULA 5)

Uzmimo da imamo ekcidistantno rasporedene tocke x; = z,+ih, i =0,1,2,.. .,
gdje je h > 0 korak mreze. Zelimo naéi formulu za aproksimaciju derivacije
funkcije f(z) u tocki x = z;, koriste¢i vrijednosti funkcije u tockama z; o, z;_1,
Ti, Tiy1 1 1o Radi jednostavnosti zapisa pisat ¢emo f; = f(x;), f/ = f'(x;),
fI'= f"(x;) itd. Prvo raspisemo Taylorove razvoje:

fivo = fi +2hf] + o f” + 8;3fim + %;lflfz(w) %}'ﬁfi(v) b
firi=fi+nfi + h—f" + — f’” h_4 (iv) + };—Tfi(v) 1
fir=fi=hfl+ th;/ - h—gf’” v Z, @By

fia = fi = 2hf] +4—h2f{’ 8h3 B 1%’43@' 32h fz(”

Zatim formiramo izraz

afizo + Bfiqn +7fi +0fici + efice

=(a+B+y+d+e)fi+h(2a+p—0—2e)f!
2

h h?
+2(4a+ﬁ+5+46)f"+3'(8a+ﬁ 5 — 8e)f!"

h4 [ h’ v
+E(16a+ﬁ+5+166)fi()+§(32a+ﬁ—5—326)fi()+"'

Da bismo postigli maksimalnu to¢nost formule odredujemo koeficijente tako zado-
voljavaju sljededi sustav jednadzbi:

at+fB+y+d+e=0

20+ 3 —0—2e=1

da+pB+06+4e=0

8a++d+8 =0

16+ B+ + 16e = 0.

Rjesenje je
1 2
a__ﬁa ﬁ_ga 7_07 0=—

Time dobivamo formulu

—fiva + 8fir1 — 8fi1 + fie
12h

h*
:f{_%fi()jL

M. JURAK 16. studenog 2005.



6 NUMERICKO DERIVIRANJE

Zadatak. Istom metodom dokazite i ove formule:

2fiy1+3fi —6fi1+ fio
6h
—fire +6fiy1 —3fi = 2fia
6h

P )
:fi+ﬁfz’ +

h'3 i
= fz/ - Efz( : +

1.3 Richardsonova ekstrapolacija

Richardsonova ekstrapolacija je opcéenit postupak kojim se mogu dobiti for-
mule viSeg reda to¢nosti u slucaju kada ra¢unamo neku velicinu ¢(h) koja ovisi
o malom parametru h. Vrijednost koja nas zanima je lim,_q¢(h) = L, no mi
mozemo izracunati jedino ¢(h) za male vrijednosti parametra h. Jednu takvu
situaciju predstavljaju formule za numericko deriviranje; tu je ¢(h) dana formula
numerickog deriviranja s korakom h, a L je stvarna vrijednost derivacije.

Da bismo mogli primijeniti Richardsonovu ekstrapolaciju greska L—¢(h) mora
se dati razviti u red potencija po parametru h. Na primjer, mozemo imati

L = ¢(h) + ash® + ayh* + agh® + - - - (1.4)

Takva se situacija javlja u slu¢aju centralne diferencije ako je funkcija f koju
deriviramo analiticka. Naime, tada imamo

flz+h)= Z f(’l‘c

Flo—h) = () 0 ).

k=0
Tada je
X
51

f,(x):f(x‘i‘h)—f(l’—h) f(B()

o — (z) —---

Ukoliko vrijedi razvoj (1.4) za ¢(h/2) imamo sljedeéi razvoj:
h h2 h4 h®

Razvoje (1.4) i (1.5) mozemo iskoristiti da skratimo ¢clan s koeficijentom ay. Do-
bivamo

h 3 15
L=4L—L=4¢(=) - — ~ash* — —agh®
3 ¢(2) ¢(h) 4a4h 16&6h
odnosno 1 hB . .
L=—¢(=)— _ - _ 2 b —
59(3) = o(h) — gk’ — Jzash

RADNA VERZIJA



1.4 METODA KONACNIH DIFERENCIJA 7

Vidimo dakle da izraz L h
61(h) = 26(3) — o(h)

aproksimira L s cetvrtim redom toc¢nosti.
Proces Richardsonove ekstrapolacije moze se nastaviti i dalje. Za funkciju ¢,
vrijedi
L = ¢1(h) + byh* + bgh® + - --
4 6
L=on(0) 4 bt b+
s nekim koeficijentima b,, koje nije potrebno poznavati. Slicnom manipulacijom
kao ranije dobivamo

h
PL— L= 261(0) — 6a(h) — hoh® —
odnosno 42 " . -
L=——¢(=)— ——o&(h) — - beh® — - -
42_1¢1(2) 42_1¢>() IPTEL

Time smo dosli do aproksimacije Sestog reda. Postupak se moze nastaviti dalje.
Lako je uociti da opéenito dobivamo izraz

_ 260a(8) = bua(h)

Onlh) An 1

¢iji je red aproksimacije 2n + 2. Shema rac¢unanja Richardsonove aproksimacije
moze se predstaviti sljedecom tablicom.

O(h?) O(h?) O(h®) O(h")
¢(h)

53 o)
o) 6y oum
h

6 ail) o) ssih)

Tablica se izracunava po stupcima. Prvo se izracuna prvi stupac do zeljene
dubine. Zatim se izracunava drugi. On koristi samo vrijednosti prvog stupca.
Postupak se nastavlja dok se ne dode do dubine koja je odabrana.

1.4 Metoda konac¢nih diferencija

Ovdje ¢emo pokazati kako se primijenjuju formule za numericko deriviranje u
diskretizaciji rubnih problema za obi¢ne diferencijalne jednadzbe.

M. JURAK 16. studenog 2005.



8 NUMERICKO DERIVIRANJE

Zadan je rubni problem za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu

d du du
. (zg(x)%) Fue) o+ d(wu= fz) @€ (0,1) (L6)
u(0) =a, u(l)=4. (L.7)

Zadane vrijednosti su funkcije k, w, d i f te brojevi a i 3. Trazi se funkcija u,
definirana na segmantu [0, 1], koja zadovoljava diferencijalnu jednadzbu u svakoj
tocki z € (0,1) i prima zadane vrijednosti u rubnim tockama. Pretpostavit ¢emo
da su sve zadane funkcije glatke, da vrijedi

k(x) > ko >0, d(z)>0 Vze]|0,1],

te da je derivacija funkcije w dovoljno mala, npr. strogo manja od 4kq. Uz takve
se uvjete moze pokazati da rubni problem (1.6), (1.7) ima jedinstveno rjesenje.

Da bismo konstruirali priblizno rjesenje problema uvedimo na segmentu [0, 1]
ekvidistantnu mrezu

0:$0<ZL‘1<$2<'-'<l‘n<l‘n+1:1,
pri ¢emu je
1
n+1
Time smo segment [0,1] razbili na n + 1 segmenata [z;,x;11]. Oznacimo jos
sredinu svakog od tih segmenata sa

zj=jh, 7=0,1,...,n+1, h=

Tjs1j2 = 5 (25 + Tj).

Diferencijalne operatore koji se javljaju na lijevoj strani u (1.6) aproksimi-
rat ¢emo tako da derivacije zamijenimo diferencijskim kvocijentima ra¢unatim u
tockama mreze. Da bismo pojednostavili zapis uvesti ¢emo oznake

kjvije = k($j+1/2)> w; = w(xr;), dj = d(z;), fj = f(x;).

Imamo: J ( ) ( )
_u 'u Tjt1) —U(Tj-1
(p(x) dl‘) T=; J h ’
Diferencijalni operator drugog reda aproksimiramo u dva koraka:
d du
(k) ==
dx( ($)dx) —

1 du

du
~ = [kp (o)

— kj,1/2(%) }m:xj—l/Q]

T=Tjy1/2

1 Ik, ul@j) —ulzy) - ulzy) - U(ﬂfjfl)]
h J+1/2 h j—1/2 h

Q

1
=2 [(Bjay2 + kjoaye)u(ay) = kyypu(zj) — kjopu(r; 1))

RADNA VERZIJA
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Sumirajuéi razne doprinose vidimo da vrijednosti u(z;) zadovoljavaju pribliznu
jednakost

1
(kjrje + ka2 + h2dy)u(as) = (Kjaay2 — hw;)u(j)
1
= (kj1y2 + Ghwy)u(z; ) = b f; - (1.8)
zaj=1,2...,nteu(ry) = aiu(xr,41)= 0. Aproksimaciju u; ~ u(z;) tocnog

rjesenja definiramo tako da u (1.8) pribliznu jednakost zamijenimo s jednakoséu.
Time dobivamo diferencijsku jednadzbu

1 1
(kjsr2+kjajo +h2d;Juy — (Kjyage — i) = (Kjyo + S hwg)u—y = h*f;

za j =1,2,...,n. Rubne uvjete zadovoljavamo neposredno: uy = a i u,11 = .
Uvedimo radi jednostavnosti zapisa sljede¢e oznake

a; = j+1/2 + k?j_l/g + thj ] = ]_,2, Lo, n (]_9)
1
bj = ]%;1/2 + §hwj j = 1,2, o, n (110)
1 .
Cj:kj+1/2_§hwj ] :1,2,...,7’L. (]_]_1)

Prebacivanjem poznatih vrijednosti ug = « i u,+1 = 3 na desnu stranu dobivamo
sljedeci sustav jednadzbi:
aju) — Clug = h2f1 + b
—bjuj,l + ajU; — CjUjq1 = h2fj j = 2, N 1
_bnun—l + apuy, = h2fn + Cnﬁa

ili u matricnom zapisu

ap —C Uy _h2f1 + blOé_ F1
—by ay —c U2 h2f2 Fy
—bz a3 —C3 u3 h2f3 F3
_bn—l Ap—1 —Cp—1 Up—1 h2fn—1 Fn—l
| 0 _bn Qp, 1 L Up, | _h2fn +Cnﬁ_ | Fn |

Dobili smo sustav s trodijagonalnom matricom. Gaussove eliminacije bez pivoti-
ranja svode se na dvije petlje. U prvoj se eliminiraju b-ovi i modificiraju a-ovi,
dok c-ovi ostaju nepromijenjeni. U drugoj petlji se supstitucijama nalazi rjesenje.
Preciznije, u prvoj petlji racunamao

bi

Qi—1

a; = a; — Ci—1, i:2,...,n,

M. JURAK 16. studenog 2005.



10 NUMERICKO DERIVIRANJE

F’i:E+—F’i—17 i:27"'7n7
Qi—1
1 time dobivamo sustav oblika
ay —C Uy Fl
Ay  —C2 U2 Fy
a3z —C3 us F3
Ap—1 —Cp—1 Up—1 anl
0 a, U, F,

gdje su koeficijenti a; i F; promijenjeni. Povratne supstitucije sada daju

un:Fn/an
ul-:(Fi—i-cl-qu)/ai 2:n—1,,1

Rubni uvjeti oblika u(0) = a i u(l) = [, u kojima se zadaje vrijednost
rjeSenja u grani¢nim tockama nazivaju se Dirichletovi rubni uvjeti. Pored njih
moguce je postaviti rubne uvjete koji ukljucuju vrijednost prve derivacije u
grani¢nim tockama. Na primjer, /(1) = 3 (Neumannov rubni uvjet) ili «/(1) +
~yu(1) = B, (Robinov rubni uvjet) gdje su [ i v zadani brojevi. Postavlja se pi-
tanje, ako diskretiziramo rubni uvjet koji sadrzi derivaciju u sebi hoce li matrica
ostati trodijagonalna? Odgovor na to pitanje ovisi o nacinu diskretizacije rubnog
uvjeta. Uzmimo na primjer, mjeSoviti rubni uvjet

W'(1) +yu(l) =
i diskretizirajmo derivaciju diferencijom unatrag. Dobivamo

Upt1 — Uy
By =5,

sto je dodatna jednadzba za u, 1, pa tu vrijednost treba tretirati kao varijablu.
Dimenzija sustava se povecala za jedan ali nova jednadzba ima isti oblik kao i
prethodne te se trodijagonalna struktura matrice ne kvari.

Uoc¢imo da ovakva diskretizacija ima i jedan nedostatak. Diskretizacija difer-
encijalne centralnim diferencijama ima drugi red to¢nosti, dok diskretizacija rubnog
uvjeta diferencijom unatrag ima samo prvi red to¢nosti. Ako bismo zeljeli imati
konsistentnu diskretizaciju drugog reda, morali bismo iskoristiti to¢niju formulu
za numericko deriviranje koja nuzno ukljucuje vrijednost funkcije i u tocki x,,_.
Time bi struktura matrice u zadnjem retku bila narusena.

Pokazat ¢emo sada malo drugaciji pristup rjeSavanju dobivenog sustava, koji
vodi na metodu koja je fleksibilnija u odnosu na rubne uvjete.

RADNA VERZIJA
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1.4.1 Thomasov algoritam

Zelimo rijesiti diferencijsku jednadzbu
—bjui_ + agu; — cu = h2f;, i=1,...,n (1.12)
Uy =, Upp1 = [. (1.13)
Na osnovu Gaussovih eliminacija znamo da rjeSenje mozemo traziti u obliku
U; = Pip1liz1 + Gir1, 1=0,1,....n (1.14)

pri ¢emu su nam za sad koeficijenti p;, ¢; nepoznati. Uvrstavanjem u (1.12)
dobivamo
—b;(pu; + q;) + agu; — i = W f

Sto nakon sredivanja daje

Ci W2 fi + bigi

= a; — bipiUH—l * a; — bip; 1)
za1=1,2,...,n. Usporedivanjem s (1.14) zaklju¢ujemo da mora vrijediti
Ci h2 f; + big;
Piv1 = ﬁ’ qi+1 = m
za1=1,2,...,n. Time smo dobili rekurzije na osnovu kojih mozemo izracunati

sve koeficijente ako znamo p; i ¢;. Te koeficijente dobivamo iz rubnog uvjeta.
Opcenito mora vrijediti
Ug = prur + q,

pa u slucaju Dirichletovog rubnog uvjeta ug = « treba uzeti
=0, ¢ =«

Pomocu (1.15) mozemo odrediti ¢itavo rjeSenje ako znamo u,,1, ali ta vrijednost
je dana rubnim uvjetom: u,,; = . Time smo dosli do Thomasovog algoritma.

Algoritam 1 rjesava jednadzbu (1.6) uz rubne uvjete (1.7).

Izvedivost i stabilnost Thomasovog algoritma ovisi o tome da li nazivnik a; —
b;p; moze postati blizak ili jednak nuli. Algoritam nije izvediv ako je za neki
indeks taj nazivnik jednak nuli. S druge strane, kada postane vrlo malen faktori
p; mogu postati veéi od 1 sto moze voditi do gubitka stabilnosti algoritma.

Lema 1.1 Thomasov algoritam je provediv i stabilan ako je
la;| > |bj| +cil, 7=1,...,n, (1.16)

tec;#A0zaj=1,...,n
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Algorithm 1 Thomasov algoritam
Ulaz: n, h, (aj)?:lv (bj)?:h (CJ')?:M (fj)?:l
n = broj unutarnjih tocaka mreze,
h = korak mreze,
a;,bjc; = koeficijenti iz formula (1.9)-(1.11),
f; = vektor desne strane,
m=0,q =«
fort=1,2,...,ndo
Piv1 = Ci/<az' - biPz’)
Giv1 = (B2 fi + big) /(@i — bip;)

end for
Unp+1 = ﬁ
fori=nn—-1,...,0do
Ui = Pit1Uir1 T+ Git1
end for
Izlaz: (u)?f) = rjesenje u tockama mreze.

Dokaz. Iz p; = 0 izlazi
C1
p2| = |—[ < 1.
a1

Pokazimo indukcijom da za sve j = 1,...,n vrijedi

aj = bip; #0 1 |pj| <1

Za j =1 tvrdnja je provjerena. Opcenito za j > 1 imamo

|a; = bip;| = la;| — [b;]]p;|
> |a;| —|b;j| pretpostavka indukcije [p;| <1
> |¢j| >0 pretpostavke leme.

Time smo ujedno dobili

C,

J

Ipj41] = | b <1 O
i — UiPj
Primjer 1.1 Rubni problem
—u" 4+ = 2sin(x) + 26 cos(5z) na (0, )
w(0) =1, u(l) =-1,

ima rjesenje u(x) = sin(x)+cos(5z). Aproksimacija s 50 to¢aka pokazana je na Slici 1.4.1. To¢no

.....

tocaka lako se vidi da je greska racunata po formuli err = max; |u; — u(x;)| proporcionalana s
h? (err ~ 3h?).

RADNA VERZIJA
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20 T
15 E
0]
0.5 E
0.0 E

-057]

0.0 0.5 1.0 15 20 25 3.0 35

Slika 1.1:

Primjer 1.2 Rubni problem

—eu” +u' =1 mna(0,1)
u(0) =u(l) =0,

ima jedinstveno rjesenje
u(;p) =T — (67(17x)/5 _ 671/6)/(1 _ e*l/s)'

Numeri¢ka aproksimacija rjesenja (¢ = 1/70) pokazana je an Slici 1.4.1 za 20 (lijeva) i 50
(desna) diskretizacijskih tocaka. Vidimo da je stabilnost izgubljena. Matrica sustava ima oblik

a —c
b a —c
b a —c a=2¢
) , b=e+h/2
- c=¢e¢—h/2,
b a —c
| 0 b a |

pa vidimo da je uvjet stabilnosti zadovoljen samo ako je € > h/2. Drugim rije¢ima, za zadani
€ prostorni korak mora biti manji od 2¢.

1.4.2 Jednadzba —cu” 4+ w(x)u' = f(x)

Analizirajmo nestabilnost koja se javila u Primjer 1.2 na modelnom rubnom
problemu:

M. JURAK 16. studenog 2005.
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Slika 1.2: RjeSenje za e = 1/70 te 20 i 50 diskretizacijskih tocaka

Diskretni sustav glasi

[ a —C 17T Ui i [ h2f1 1

—by, a —co Ug h? f

—b a —c U h?
3 3 3| _ .f3 (1.19)
_bn—l a —Cp—1 Up—1 h2fn—1
0 —b, a Uy, h?f,
pri cemi je
h
a:25, bj:€—|—§wj, cj:e—iwj.

Uvjet stabilnosti (1.16)

h h
2e 2 |e + Gwj| + |e = Suyl
bit ¢e zadovoljen ako i samo ako su clanovi na desnoj strani pozitivni, sro daje
uvjet
2e

h<———:.
~ max; |wj]|
Taj uvjet postaje suvise restriktivan kada je € mali.
Napomena. Za mali ¢ diferencijalna jednadzba je singularno perturbirana.

Clan s drugom derivacijom mnozi se s malim brojem, tako da je jednadzba (1.17)
bliska diferencijalnoj jednadzbi prvog reda

w(x)u' = f(x), xe(0,1). (1.20)
Rjesenje jednadzbe (1.20) moze zadovoljiti smo jedan rubni uvjet pa rjeSenja

jednadzbi (1.17) i (1.20) ne mogu biti bliska. U Primjeru 1.2 smo vidjeli $to se
dogada. Rjesenje jednadzbe za € = 0 je u tom slucaju u(z) = x i dva rjeSenja
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su bliska svugdje osim u okolini rubne tocke x = 1, gdje se rjesenje e-jednadzbe
eksponencijalno spusta na nulu.

Kada rjesenje diferencijalne jednadzbe trpi veliku promjenu u blizini granice
domene onada kazemo da ono ima rubni sloj. Polozaj rubnog sloja ovisi o predz-
naku funkcije w(x). Na primjer, jednadzba —eu” — «' = 1 uz rubne uvjete
u(0) = u(1) = 0 ima rubni sloj u z = 0 (izracunajte totno rjesenje).

Rubni slojevi su vazni s numerickog stanovista jer izazivaju nestabilnost u
numerickim shemama. Posebnim tehnikama diskretizacije se takve nestabilnosti
izbjegavaju. [J

Struktura matrice diskretnog sustava je posljedica nacina na koji smo diskretizirali
prvu i drugu derivaciju. PokuSajmo promijeniti na¢in diskretizacije derivacije pr-
vog reda (diskretizaciju ¢lana —eu” neéemo mijenjati). Umjesto centralne difer-
encije mozemo iskoristiti 1) diferenciju unaprjed:

w(@;)u'(25) = wj(ujea — ug)/h
ili 2) diferenciju unazad:
w(z;)u' () = wj(u; — uj)/h
U oba slucaja dobivamo diskretnu jednadzbu u obliku (1.19) u kojoj je
a =2 —hw;, c¢j=¢c—hwj b;=¢c diferencija unaprijed
a=2+hw;, cj=¢, bj=c+hw,; diferencija unazad.

Koja je od te dvije sheme stabilna? Odmah se vidi da to ovisi o predznaku od
w;. Za w; > 0 treba uzeti diferenciju unazad, a za w; < 0 unaprijed. Tamo gdje
je w; = 0 izbor je nebitan.

Tako dobivena shema naziva se upwind shema. Za nju je

a=2¢+hlw;|, ¢ =¢c—hw;, bj=c+hw

gdje je
wt = max(w,0), w~ = min(w,0).

Uocite da je wt —w™ = |w| i wt +w™ = w. Shema se moze zapisati u obliku
—€<Uj+1 — 2u]' + U];l) + hw;r(u] — Ujfl) + hw]_ (Uj+1 — Uj) = hzfj.

Zadatak. Usporedite centralne diferencije i upwind shemu na Primjeru 1.2.
Pokazite da za ¢ = 1/70 1 n = 25 te n = 50 dobivamo rezultate kao na Slici 1.4.2.
Vidimo da je upwind shema stabilnija i da nam dozvoljava izracunati rjesenje
na grubljoj diskretizacijskoj mrezi, bez oscilacije. S druge strane, evidentno smo
upwindingom umanyjili tocnost sheme. To je za ocekivati jer smo prvu derivaciju
diskretizirali formulom prvog reda toc¢nosti.
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Centralne diferencije (n=25) Upwinding (n=25)
127 . 1.2
1 . .. | : ‘e
o] aproksimacija \ ol T aproksimacija
| —— tocno ‘ "~ 1 —— tocno _
081 \‘ 058 \
] |
0.6 0.6 7 \
041 041 \
021 021 |
0_07 \\\\\\\\\\\\\\\\\\\ OO — T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0.0 01 02 03 04 05 0.6 07 0.8 09 1.0 00 0.1 02 03 04 05 0.6 0.7 0.8 09 1.0
Centralne diferencije (n=50) Upwinding (n=50)
1.07 1.2
091 —— aproksimacija 10] — aproksimacija
0.8 ] :
] — tocno —— tocno e
0.7 1 ] N\
0.8
0.6 ] \
057 0.6 7] \
0.4
03] 04
0.2 ] 021
0.1
0.0 T T T T T T T T T 0.0 T T T T T T T T T
0.0 01 02 0.3 04 05 06 07 08 09 1.0 00 01 02 03 04 05 0.6 07 0.8 09 1.0

Slika 1.3: RjeSenje za e = 1/70 te 25 i 50 diskretizacijskih tocaka

1.4.3 Lokalna greska diskretizacije
1.4.4 Jednadzba —u"(z) = f(x)

U ovoj sekciji promatramo najjednostavniji primjer rubnog problema za obi¢nu
diferencijalnu jednadzbu. Nasa motivacija nije vaznost tog problema ve¢ zelja da
s minimalnim tehnickim komplikacijama ilustriramo analizu metode kona¢nih
diferencija koja je primijenjiva i na daleko slozenije zadace.

Pogledajmo sada specijalan slucaj jednadzbe (1.6)

—U”(l‘) = f($’), S (07 1)7 (121)
u(0) = u(1) = 0. (1.22)
Diskretiziran sustav glasi
(2 -1 1Tw] [A]
-1 2 -1 Uy f2
1 -1 2 -1 Us fg
i - T 129
-1 2 -1 Up—1 fn—1
-1 2 Unp, fn
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Vidimo da diskretizacijom operatora A = —% dobivamo matricu
o g -
-1 2 -1
1 -1 2 -1
Av=13 . (124)
-1 2 -1
-1 2

Zelja nam je prouditi svojstva te matrice i pokazati da su ona analogna svo-
jstvima diferencijalnog operatora A.

Diferencijalnu jednazbu mozemo promatrati kao operatorsku jednadzbu na
nekim funkcijskim prostorima. Uvedimo stoga oznaku C*([0, 1]) za linearan pros-
tor svih k-puta neprekidno derivabilnih funkcija na segmentu [0,1].! Umjesto
C°([0,1]) (prostor neprekidnih funkcija na segmentu) pisat ¢emo C([0, 1]). Uved-
imo jo$ prostor

C5((0,1]) = {u € C*([0,1]): u(0) = u(1) = 0}.
Evidentno je A linearan operator na sljede¢im prostorima:
A: CG([0,1]) — C([0,1]).

Lako je pokazati (zadatak) da je operator A bijekcija na tim prostorima. Rijesiti
postavljenu rubnu zada¢u znaéi izracunati za zadano f € C([0,1]) funkciju A7 f,
gdje je A71: C([0,1]) — CZ([0, 1]) inverz operatora A.

U diskretnom sluéaju operatoru A~! odgovara inverzna matrica A;l. Pitanje
je sto mozemo zakljuciti o ta dva operatora.

Korisna svojstva inverznog opertora mozemo dobiti na osnovu principa maksi-
muma. Radi se o sljede¢em: ako funkcija u € CZ([0,1]) zadovoljava diferencijalnu
nejednakost

—u"(z) <0 xz€(0,1),

onda ona ne moze imati lokalni maksimum u intervalu (0,1). Zaista, u tocki
lokalnog maksimuma z, € (0, 1) vrijedilo bi u/(z9) = 01 u”(z9) < 0. Ova druga
nejednakost je u suprotnosti s gornjom pretpostavkom. Na temelju toga i rubnog
uvjeta u(0) = u(1) = 0 zakljuéujemo da vrijedi u(z) < 0 za sve x € [0, 1].

Time smo dobili zakljucak:

Au<0 na(0,1) = u«<0 nal0,1].
Posve analogno se dokazuje (a slijedi i mnozenjem s -1)

Au>0 na (0,1) = w>0 nal0,1].

'Neprekidnost na segmentu [0, 1] znaéi da je funkcija uniformno neprekidna na (0, 1), pa je
stoga ogranicena i ima jedinstveno proSirenje po neprekidnosti u rubnim toc¢kama intervala.
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Dakle, princip maksimuma pokazuje da nas operator ima odredeno svojstvo monotonosti.
2

Uzmimo sada proizvoljni f € C([0,1]) i neka je u € CZ(]0, 1]) rjesenje prob-
lema Au = f. Funkcija w(z) = z(1 — x)/2 je u prostoru CZ([0, 1]) i zadovoljava
jednadzbu Aw = 1 (provjerite). Za proizvoljnu konstantu C' imamo

Alu—Cw) = f—-C.
Odaberemo li C' > || f|~, gdje je

1l = nax f ()], (1.25)

onda dobivamo
Alu—Cw) <0 = u—Cw<N0.

Time smo dobili ocjenu
u(z) < Cw(z) < %C’ za sve x € [0, 1],
koja vrijedi za svaki C' > || ||~ pa stoga mora vrijediti i za C' = || f||o. Dakle
u(r) < 1||f||C>O za sve © € [0, 1].
Posve se analogno dokazuje
—%Hf”oO <wu(zr) zasvex e [0,1], (1.26)

tako da imamo |
(@)l < Slifllee zasve z €[0,1], (1.27)

odnosno ||ullec < || flleo/8. Ocjena tog tipa naziva se apriorna ocjena. Ona nam
kaze da je operator A~! ograni¢en ako se promatra kao operator s prostora
C([0,1]) u prostor C([0,1]), pri éemu je norma u C([0,1]) odabrana s (1.25).
U operatorskoj normi imamo

-1
HAle — sup ”A f”OO <

! (1.28)
reco)  Iflle =8 '

Napomena. Apriorna ocjena (1.27) dokazuje korektnosti zadace (1.21), (1.22).
Pri tome kazemo da je rubna zadaca korektno postavljena ako ima jedinstveno
rjesenje koje neprekidno ovisi o zadanim podacima zadace. (Jedini podatak o
kome zadaca (1.27) ovisi je desna strana f(z).) U operatorskoj formi to se svodi
na ogranicenost inverznog operatora. [J

2Sada je vidljivo zasto drzimo minus ispred druge derivacije.
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Mozemo li analogne zakljucke izvesti o inverznoj matrici A,:l?
Uvest ¢emo odgovaraju¢u normu na vektorima:

Zax €R" ||z||e = max |z;|. (1.29)
1<i<n

Pripadna matricna norma je tada

||A$||oo

"l

Za A€ R || Al =

Lako se pokazuje da je za matricu A, = (a; ;) € R™*"

1Al = max Zl |ai 5] (1.30)
Za matricu Ay, iz (1.24) lako izlazi
4
Al < .

Nadalje bismo htjeli pokazati da je matrica A, regularna. To je najjednos-
tavnije vidjeti tako da dokazemo da je A pozitivno definitna, odnosno da postoji
konstanta o > 0, takva da je

Vo € R, Ayz-x > alzl’ (1.31)

Pri dokazivanju pozitivne definitnosti najces¢e se koristi ovaj kriterij: Matrica
Ay, je pozitivno definitna ako i samo ako vrijedi (Zadatak 18)

VeeR", x#0 = Ay -x2>0. (1.32)

Izravnim racunom dobivamo

n—1

Apx - x = (201 — x2)21 + Z<_1’i71 + 205 — X))@ + (—Tp—1 + 22,) Ty
=2

2 §
$1+($1—$2$1+ _le

n—1
+ Z(!Ez — 1) T+ (Tp — Tno1) Ty + 25
=2
:ZE%+Z(—ZE21{E2+Z ‘—I‘Z+1I‘Z+l‘
=2
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Zamjenom indeksa na primjer u prvoj sumi dobivamo

n—1

2 2 2
Apr -z =27+ E (Tip1 — ;)" + ..
=1

Lako je vidjeti da je taj izraz strogo pozitivan za svako x # 0 pa je time je pozi-
tivna definitnost matrice dokazana. Sljedeca definicija je uobicajena u linearnoj
algebri.

Definicija. Matrica A = (a;;) € M"™*" je pozitivna ako su svi njeni elementi
pozitivni, tj. za sve 1 < ,j < n vrijedi a;; > 0. Vektor v = (v;) € R" je pozitivan
ako je za sve 1 <7 < n, v; > 0. Tada jednostavno pisemo

A>0, v>0.0

Princip maksimuma vrijedi i u diskretnom slucaju i tada se naziva diskretni
princip maksimuma. Kao i u kontinuiranom slucaju zakljucujemo: ako vektor
x € R™ zadovoljava Apx < 0, tada x nema strogog lokalnog maksimuma, tj. ne
postoji indeks i € {1,...,n} takav da je

T, > xoq oz > Tit1-
U tom bi sluc¢aju bi, naime, vrijedilo

—Tio1 + 2w — x40 > 0,

Sto je u suprotnosti s pretpostavkom. Zbog rubnog uvjeta, xy = x,.1 = 0
zakljucujemo da je x; < 0 zasve ¢ =1,...,n. Drugim rijecima dobivamo sljedeci
zakljucak:

VeeR", Apxr>0 = x2>0. (1.33)

Monotonost matrice se definira na sljede¢i nacin:
Definicija. Matrica A € M"™*" je monotona ako je regularna i ako je A~!
pozitivna. [

Lema 1.2 Matrica A, € M"*" je monotona ako i samo ako vrijedi (1.33).

Dokaz. Neka je matrica A, monotona i neka je x € R™ vektor sa svojstvom
Az > 0. Tada je zbog pozitivnosti elemenata matrice A™!, z = A~1 Az > 0.
Obrat. Neka vrijedi (1.33). Tada je prvo natrica A regularna. Zaista:

Ar =0 = A(xz)>0 = 4+xr>0 = z=0.
Time je dokazana injektivnost, koja povlaci i surjektivnost. Nadalje, ako je x €

R™ rjeSenje sustava
Axr = e;,
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gdje je e; i-ti vektor kanonske baze, onda (1.33) daje x = A~1le; > 0; i-ti stupac
inverzne matrice je pozitivan. Kako to vrijedi za 1 < i < n, cijela je matrica A~}
pozitivna. [J

Napomena. Uocite da smo pomocu principa maksimuma ponovo dokazali
da je matrica A, regularna. Pokazali smo, k tome, da matrica A,;l ima pozitivne
elemente. []

Sljedec¢i korak je dokazati korektnost diskretne zadace. Ve¢ smo dokazali da
diskretna zadaca ima jedinstveno rjesenje. Ostaje jo§ samo pokazati neprekidnu
zavisnost rjeSenja o desnoj strani. To se svodi na ocjenu norme inverzne matrice
A,:l. Kod problema koji se dobivaju diskretizacijom kontinuiranih problema uvi-
jek je potrebno zahtijevati vise od same ogranicenosti inverznog operatora: Kon-
stanta koja se pojavljuje u toj ocjeni mora biti neovisna o parametru diskretizacije
h. Kada je taj uvjet zadovoljen kazemo da je diskretna zadaca stabilna. Stabilnost
diskretne zadace je pojam koji odgovara korektnosti kontinuirane zadace.

Pojmovi stabilnosti i korektnosti bitno ovise o izboru norme. Pokazat ¢emo
stabilnost diskretne zadacée (1.23) u oco-normi (1.29). Uoc¢imo prvo da zbog pozi-
tivnosti matrice A;' = (b;;), po definiciji matriéne norme (1.30), imamo

n

147 oo = max 2 1% — |45 ey €= (1,1,..., 1)
J:

Da bismo izracunali A,;le treba nam rjesenje sustava
Ahw = €. (134)

No ovdje nam pomaze kontinuirani slucaj. U izvodu apriorne ocjene sluzili smo
se funkcijom w € CZ([0,1]) koja je zadovoljvala jednadzbu —w” = 1. RjeSenje
je bilo w(x) = (1 — x)/2. Linearan sustav A,w = e je upravo diskretizacija te
jednadzbe. To nam sugerira da rjeSenje sustava (1.34) mora biti

1 1
w; = 5:&(1 — ) = §i(n —i)h* 1<i<n. (1.35)

To se lako provjerava (Zadatak 20). Sada je

1
45 oo = 1145 el = pmass sl = 5.
Time je stabilnost zadace dokazana.
Spomenimo jo$ da se pored monotonih matrica u teoriji konacnih diferencija
i konacnih elemenata promatra jos uza klasa matrica: to su tzv. M-matrice
Definicija. Regularna matrica A € R™*" naziva se M-matrica ako je A™1 > 0
te
Vi, a; >0, Vi §£ 7, Qjj <0.

Matrica (1.24) je primjer M-matrice.
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Ocjena greske metode

Nakon sto smo dokazali stabilnost numericke metode lako je dokazati njenu
konvergenciju i Stovise, dobiti ocjenu greske. Potrebno je samo uvesti u razma-
tranje greske diskretizacije.

Neka je u(z) € C*([0,1]) tocno rjeSenje zadace (1.21), (1.22). Formiramo
vektor U = (U;)™y, U; = u(x;), zai = 0,1,...,n,n + 1. Koristeéi Taylorov
razvoj lako se pokazuje (Zadatak 21) da vektor U zadovoljava sustav

h2

AhU:f—l—

b 1.
b (1.3

gdje je b; = u™(z; + 0;h), za neke brojeve §; € (0,1). Vektor —}1‘—21) predstavlja
gresku diskretizacije. Neka je u € R” rjesenje diskretnog problema

Ahuh = f

Oduzimanjem dobivamo

a stabilnost metode tada daje

h2

h2
h _ < — AT Dl < — 1B .
[ = Ulloo < 51145 llsliblloo < G lblc

Time dobivamo ocjenu greske metode
2

h
max |u; — u(x;)| < — max |u(4)(x)|.
1<i<n 96 z€[0,1]

1.4.5 Crank-Nicolsonova shema za parabolicku PDJ

Promatramo rubnu zadacu za parabolicku jednadzbu

up = bug, + f x€(0,1),te (0,T),
u(z,0) =up(x) z€(0,1)
u(0,t) = u(1,t) = 0.
Koeficijent b je konstantan i strogo pozitivan. Funkcije f i ug su zadane.
Rjesenje ovog problema je funkcija dvije varijable u = u(x,t). Stoga moramo

pored prostornog koraka h uvesti i vremenski korak At. Metoda konaé¢nih difer-
encija daje aproksimaciu

ul ~u(ih,nAt), i=0,1,...,.N+1, n=0,1,...,M
gdje je
1
h=—— At=—.
N+1’ M
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Crank-Nicolsonova shema glasi

wt — bt = 2uf ! L bu 2w,
At 2 h? 2 h? 2

I+ )

Shema je dobivena tako da prvo izvrsena aproksimacija vremenske derivacije

;H—l — 1
At

U r
- R bumm('xla thr%) ~ _b<umr<xi7 thrl) + Umm<l’l,tn)),

[\]

gdje je x; = th it = kAt. Zatim je druga prostorna derivacija aproksimirana
centralnom diferencijom. Ovakva je aproksimacija drugog reda toc¢nosti i ima
svojstvo bezuvjetne stabilnosti.

Algoritam rjeSavanja je sljedeéi: Vrijednosti u? su poznate iz pocetnog uvjeta.
Za izraCunati vrijednosti na sljede¢em vremenskom sloju potrebno je rijesiti sus-
tav s trodijagonalnom matricom. Taj se postupak ponavlja zan =1,2,..., M.

1.5 Zadaci

Z1.1. Dokazite da za cetralnu diferenciju drugog reda vrijedi

2

u"(z) = Au(z) — %u(4)(§) za &€ J(x—h,xz+h).

71.2. Diferencijom unaprijed racunati derivaciju funkcije u(z) = arctan z u tocki
a =2 (v(a) = 1/3). Korak h u pocetku uzeti jednak 1, a zatim ga u
svakom sljede¢em koraku poloviti. Odredite na taj nacin eksperimentalno
hmin 1 usporedite ga s teorijskim (formula (1.2)).

Z1.3. Dokazite formulu (1.3).

Z1.4. Dokazite formulu numericke drivacije

3f(x) —4f(x —h)+ f(z — 2h)
2h

h2

za neki £ € (x — 2h, z).

Z1.5. Koristeéi interpolacijski polinom drugog stupnja (u tockama xg, z1 i x3)
nadite formule za priblizno racunanje druge derivacije. U slucaju ekvidis-
tantnih tocaka pokazite da su formule dobivene u tockama xg i x9 prvog
reda tocnosti dok se u x; dobiva centralna diferencija drugog reda koja je
drugog reda tocnosti.

M. JURAK 16. studenog 2005.



24 NUMERICKO DERIVIRANJE

71.6. Izvedite sljedece formule formule drugog reda za drugu derivacuju:

() :2f(:c) —5f(z+h) —l—;ll];(:(:—i-Qh) — f(z + 3h) N %}ﬂf@)(g)
2f(x) = 5f(x —h) +4f(x —2h) — f(xr —3h) 11

_ - (4)
= 3 + ().

71.7. Za funkciju f(xr) = arctg(z) u tocki @ = +/2 ispisati vrijednosti cen-
tralne diferencije A°f(a) i njene ekstrapolacije do nekog nivoa M. Ulazni
parametri su pocetni korak h i nivo M. Raditi u jednostrukoj i dvostrukoj
preciznosti.

Z1.8. Numericki rijesiti diferencijalnu jednadzbu
u’(z) + 9u(x) = cos(2x), =z € (0,7/2),

uz rubne uvjete u(0) = 11 u(n/2) = —1. Izracunajte to¢no rjeSenje i
odredite eksperimentalno gresku metode. Pokazite da je drugog reda.

71.9. Rijesite diferencijalnu jednadzbu
u’(z) + 9u(x) = cos(2x), x € (0,7/2),

uz rubne uvjete u(0) = u(1) = 0. Izracunajte tocno rjesenje i usporedite s
pribliznim. Eksperimentalno odredite red konvergencije.

71.10. Modificirajte Thomasov algoritam tako da mozete rijesiti rubni problem
u'(z) — 2u'(z) + u(z) = 2¢%, x€(0,1),
uz rubne uvjete u(0) = 0, v/(0) = e.

71.11. Dokazite stabilnost modifikacije Thomasovog algoritma iz prethodnog za-
datka.

Z1.12. Diskretizirajte jednadzbu (1.6) s periodickim rubnim uvjezom u(0) = wu(1).
Kakvu strukturu ima matrica diskretiziranog problema?

71.13. Pokazite da su skupovi funkcija C*([0,1]) k = 0,1,2,... 1 C3([0,1]) vek-
torski prostori u odnosu na uobicajene operacije zbrajanja funkcija i mnozenja
skalarom. Pokazite da ti prostori nisu konacnodimenzionalni.

Z1.14. Nadite formulu za rjesenje problema —u”(x) = f(x) uz homogene Dirich-
letove rubne uvjete u(0) = u(1l) = 0 i na osnovu toga uvjerite se da je
operator A surjekcija. Dokazite i njegovu injektivnost.

RADNA VERZIJA
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71.15.

71.16.
71.17.

Z1.18.

71.19.
71.20.
71.21.

71.22.

71.23.

Neka su X i Y normirani vektorski prostori. Dokazite da je linearan op-
erator A: X — Y neprekidan ako i samo ako je ograni¢en, tj. postoji
konstanta C, takva da je

Ve e X, [Axlly <Cllz|x.

Dokazite ocjenu (1.26).
Dokazite formulu (1.30).

Dokazite kriterij pozitivne definitnosti (1.32). Uputa: koristiti kompaktnost
jedini¢ne sfere i ¢injenicu da neprekidna funkcija dostize svoj minimum (i
maksimum) na kompaktnom skupu.

Dokazite da je svaka pozitivno definitna matrica regularna.
Dokazite da je (1.35) rjesenje sustava (1.34).

Razvojem u Taylorov red do ¢lana ¢etvrtog reda dokazite formulu (1.36).
Uocite da treba iskoristiti Zadatak 1.

Izracunajete svojstvene vektore i svojstvene vrijednosti matrice (1.24) po-
lazeci od rjesenja kontinuiranog problema svojstvenih vrijednosti: naci u €
CZ([0,1]) i A € R za koje vrijedi

—u"(x) = Mu(z), =z € (0,1).

Crank-Nicolsonovom shemom rijesiti rubnu zadacu

up = 2u,, x € (0,1),t€(0,5),
u(z,0) =sin(8rz) x € (0,1)
u(0,t) = u(l,t) =0.

Nadite to¢no rjesenje separacijom varijabli. Izracunajete aproksimativno
rjesenje i gresku u normi

n+1 1/2
— n|2
lulloco = max, (ZO [y ) -
1=

Pokazite eksperimentalno na ovom primjeru da metoda konvergira i odred-
ite red konvergencije.
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