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eroblom @ Problemi svojstvenih vrijednosti i dekompozicija
Sl singularnih vrijednosti (SVD) su srodni problemi.

vrijednosti i
SVD

Definicija

Neka je A € C™". Skalar A € C zove se svojstvena
vrijednost matrice A, ako postoji vektor x € C", x # 0 takav
da je

Ax = Ax.

Takav vektor x zove se svojstveni vektor od A, koji pripada
svojstvenoj vrijednosti \.

v
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SR Ukoliko za matricu A= [ay ... an] moZemo napisati da je
vijednosti i A= SDS™', za neku regularnu matricu S = [sy ... sp|, i

SVD
D = diag(d,, ..., d) dijagonalnu matricu tada vrijedi:

AS=SD = Asi=dsji=1,...,n.

U tom slucaju dijagonalni elementi matrice D predstavijaju
svojstvene vrijednosti matrice A, a stupci matrice S
predstavijaju svojstvene vektore matrice A. Za rastav

A= SDS~' kaZemo da je spektralna dekompozicija
matrice A. |
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Problemi
svojstvenih

vrijednosti i Napomena

SVD

Ako je A € R™" simetricna matrica, onda postoji
ortogonalna matrica U € R™" i dijagonalna matrica
A = diag(M,...,An), pricemusu e Rzai=1,...,n,
takve da je

A= UANUT.
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Neka je A € C™ " matrica ranga r. Tada postoje unitarne
Problemi matrice U € C™ ™ j V € C"™" takve da je

svojstvenih
vrijednosti i

SVD . _ z+ 0 r
WA = [ 0 0] m—r
r n—r
gdje je ¥ = diag(o,...,0r), UZ01 > 02 > -+- >0y > 0.

(Tada je A= UL V*.)

Definicija

Pozitivni skalari o+, . . . ,or Zovu se singularne vrijednosti,
a stupci matrica U i V zowvu se lijevi i desni singularni
vektori matrice A.
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Problemi

Napomena
Za matricu A € C™" ranga r < min(m, n), matrice

el A*A e C™Mj AA* € C™ ™ su simetricne i pozitivno
SvD semidefinitne. Vrijedi:
°
V*A*AV = diag(o?,...,02,0,...,0), o1>0>>0r>0
N——
n—r

lj, kvadrati singularnih vrijednosti matrice A su
svojstvene vrijednosti matrice A*A, samo sto se medu
njima nalazi n — r nula, a stupci matrice V su njeni

svojstveni vektori.
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Problemi
svojstvenih
vrijednosti i
SVD

Napomena (nastavak)

U*AA*U = diag(o%,...,02,0,...,0), o1>05>>0,>0
N’

m—r

lj, kvadrati singularnih vrijednosti matrice A su
svojstvene vrijednosti matrice AA*, samo sto se medu
njima nalazi m — r nula, a stupci matrice U su njeni
svojstveni vektori.




Spektralna dekompozicija
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Metode numeri¢kog racunanja spektra

@ Ako je A € R™" simetricna matrica, onda trazimo niz
ortogonalnih matrica Uy, Us,. . .takvih da

Ul - UJUJ AU Us - - U — A =diag(\y, ..., An),

kad kK — oo.

@ Ovakvim transformacijama Cuva se simetri¢nost
matrice.



Jacobijeva metoda
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S(A) = E E i
i=1 j=1
J#i
koju jo§ nazivamo normom vandijagonalnih

elemenata.
@ Najprikladniji izbor za matrice U; su Jacobijeve
rotacije R = Ri(p;. Gi; 1)- ,
@ Definirajmo niz simetriénih matrica A() € R"*", takav
da je,
A=A  AD = RTAU-1R;
@ Za svaki i, biraju se
e pivotni indeksi p; i g;, ovisno o pivotnoj strategiji,
e kut ¢;, takav da ponisti elemente sa indeksima p; i g;, ]

aE)I) q — gl) Pi =0.



Znanstveno
raunanje 1

Nelz

@ Kada se raspiSe djelovanje Jacobijevih rotacija u i-tom
koraku, onda se vidi da se mijenjaju samo p;-ti i g;-ti
stupac i redak. Odnosno

Spektralna
dekompozicija 1

1
Ci —Sj
1
Sj Cj

* ¥ X X ¥ ¥
* X ¥ X ¥ X
* X ¥ X ¥ ¥
* X ¥ X ¥ X
* ¥ X X ¥ ¥
* X ¥ X ¥ X

O

»
¥ @ X @ X X
¥ @ %X @ ¥ ¥
e Oe o o o
¥ @ X @ % X
e e 6 O o
*¥ @ X @ X X

1

pri Cemu su sa * oznacene stare vrijednosti, sa e nove,
Ci = C0S ¢j, i §j = sing; .
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NEE Besie o IZ uVJeta af(;/)aQI prmnd a(qll),p’ p— o S“Jedl da Su
1
= — Si = 1ici,

Ci = 5

dekompozicija

pri Cemu su

t—tang = S9N
|7i| + W
(i—1) (i—1)
99,0 — 8pipi-

(i—1)
2a > Qi
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@ Jos treba odabrati pivotnu strategiju. Postoje razne
pivotne strategije, od kojih ¢emo mi obraditi jednu.

@ Jacobijeva metoda sa ciklickom strategijom po
recima — ciklusi se sastoje od:

(pi,qi) =(1,2),(1,3),...,(1,n),(2,3),(2,4),...,(2,n),...
ooy(n=2,n=1),(n—=2,n),(n—1,n),

odnosno u jednom ciklusu se ponistavaju
vandijagonalni elementi u sljede¢em poretku:

12 3 45
*x 6 7 8 9
6 « 101112
7 10 % 13 14]
8 1113 x 15
9 1214 15 «

OB WN =
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@ Na kraju treba odrediti i uvjet zaustavljanja iteracija.
ot lteracije se zaustavljaju kada

S(AD) < tol| Al

za neku veli¢inu tolerancije tol > 0.



Znansiveno Algoritam (Jacobijeva metoda sa ciklickom pivotnom
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Nela Bosner Strategljom pO I’eCIma)

tol zadan;
while (S(A) > tol||Al|F){
for(p=0,p<n—1,p++){
for(g=p+1;g<nqg++){
if (Alp][q]! = 0){

tau = (A[q][q] — Alpl[p])/(2 * Alpl(q])
t =sign(tau)/(fabs(tau) + sqrt(1 + pow(tau, 2)));
¢ =1/(sqrt(1 + pow(t,2)));
S=t=xc;
app = Alpl[p]; apq = Alp][q]; aqq = Ald][q],
app = app — tx apq;
aqq = aqq + t* apq;

-
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for (k =0,k < nk + +){
pom = A[K][p;
A[K][p] = ¢ = pom — s « A[K][q];
Alk][q] = s x pom + ¢ x A[K][q];

| Alp][k] = AlK][p]; Algl[k] = AlK][ql;

Alpl[q] = 0; Alq][p] = O,
Alpllp] = app; Alq][q] = aqq;

Nela Bosner




Zadaci
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Zadatak

Napisite potprogram jacobi_sd () koji implementira
Jacobijevu metodu za spektralnu dekompoziciju simetricne
matrice. Ulazni parametri neka su

@ dimenzija problema n
@ matrica A
@ folerancija tol

Kriterij zaustavljanja je S(A")) < tol||A||r. Potprogram treba
vratiti niz izracunatih svojstvenih vrijednosti.




Znanstveno
raunanje 1

Nela Bosner

Zadatak

Svoj potprogram testirajte na 4 x 4 simetricnoj matrici sa
poznatim svojstvenim vrijednostima. Generirajte slu¢ajnu
ortogonalnu matricu U, dijagonalnu matricu

D = diag(—10,—5,0.1,0.2), a matricu A izracunajte kao
A= UDUT. Uzmite tol =4 -10718,

Zadatak

Testirajmo Jacobijevu metodu na primjeru Risove matrice.
Risova matrica A € R1%%10 je simetriéna, i definira se kao

1
@—i—j+15)

AN = 5 i,j=0,...,9.

Poznato je da svojstvene vrijednosti tvore nakupine oko
—7/2 in/2. Neka je tol = 1013,

A\
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Zadaci

3
ciklusi

Slika: Norme vandijagonalnih elemenata po ciklusima Jacobijeve
metode sa cikliCkom strategijom po recima, za matricu iz
prethodnog zadatka.



Primjeri iz primjene
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ratunanje 1 Za sljedece primjere koristit éemo CLAPACK-ove
Nela Bosner potprog rame

@ dsyev_ () zaracunanje svih svojstvenih vrijednosti i

svojstvenih vektora simetricne matrice.
e Potprogram najprije svede matricu A na tridijagonalni
oblik T, tako da je A= QTQT pri ¢emu je Q

R ortogonalna.

e Zatim se koristi brz algoritam za raunanje spektralne
dekompozicije tridijagonalne matrice T, tj. T = PAP’.

e Konacna spektralna dekompozicija od A je
A= (QP)\(QP)T.

e Poziv potprograma je
int dsyev_ (char *jobz, char =xuplo,
integer *n, doublereal *a, integer =x1lda,
doublereal xw, doublereal xwork, integer
x*1lwork, integer xinfo);
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Primjeri iz primjene

uplo

(ulaz)
='N’: raCuna samo svojstvene vrijednosti

='V’: racuna svojstvene vrijednosti i

svojstvene vektore

(ulaz) odreduje dio matrice A koji je

spremljen:

="U’: gorniji trokut

="L’: donji trokut

(ulaz) red matrice A

(ulaz) matrica A; spremljen je samo njen gorniji,
ili donji trokut (ovisno 0 uplo)

(izlaz) ako je jobz ="V’ — matrica svojstvenih
vektora

ako je jobz =’N’— ulazni trokut je unisten
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Primijeri iz primjene

work
1dw

info

(ulaz) vodeca dimenzija polja a (Ida > n)
(izlaz) n polje koje sadrzi svojstvene vrijednosti
u rastu¢em poretku

pomocno polje dimenzije ldw

(ulaz) vodeca dimenzija polja work, ldw > 3n—1
(izlaz) informacija o izvr§avanju potprograma
(0=0K)
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Primjeri iz primjene

@ dsyevx_ () zaracunanje nekih svojstvenih vrijednosti i
odgovarajucih svojstvenih vektora simetricne matrice.

e Potprogram najprije svede matricu A na tridijagonalni

oblik T, tako da je A= QTQT pri temu je Q
ortogonalna.

Zatim se koristi algoritam za raCunanje svojstvenih
vrijednosti i svojstvenih vektora tridijagonalne matrice T.
Poziv potprograma je

int dsyevx_ (char *jobz, char *xrange, char
*uplo, integer =xn, doublereal =xa, integer
*1lda, doublereal xvl, doublereal =xvu,
integer  il, integer =xiu, doublereal
*abstol, integer #*m, doublereal xw,
doublereal =z, integer x1ldz, doublereal
*work, integer =xlwork, integer xiwork,
integer xifail, integer =xinfo);
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Primjeri iz primjene

range

uplo

(ulaz)
='N’: raCuna samo svojstvene vrijednosti
="V’: raCuna svojstvene vrijednosti i
svojstvene vektore

(ulaz)

='A’: raCuna sve svojstvene vrijednosti

'V’: raCuna svojstvene vrijednosti u (v/, vu]
="I': raCuna od il-te do iu-te svojstvene
vrijednosti u rastu¢em poretku

(ulaz) odreduje dio matrice A koji je
spremljen:

="U’: gorniji trokut

="L’: donji trokut

(ulaz) red matrice A
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lda

vl

vu

il

iu
abstol

Primjeri iz primjene

ili doniji trokut (ovisno 0 uplo)
(izlaz) ulazni trokut je unidten
ulaz) vodeca dimenzija polja a (Ida > n)

(
(ulaz)
(ulaz)
(ulaz)
(ulaz)
(ulaz) Tolerancija na apsolutnu gresku u
svojstvenim vrijednostima. Najbolje uzeti
vrijednost 2«dlamch_ (" S’)

(izlaz) ukupan broj izraCunatih svojstvenih
vrijednosti, 0 < m < n.

ako je range="A'— m=n
akoje range="I'—m=iu—il+1

(ulaz) matrica A; spremljen je samo njen gorniji



Znanstveno
raunanje 1

Nela Bosner

1dz
work
1dw
iwork
ifail

info

(izlaz) n polje Cijih prvih m elemenata sadrzi
trazene svojstvene vrijednosti u rastu¢em
poretku

(izlaz) Idz x k polje (k > m)

ako je jobz ="'V’ i info = 0 — prvih m stupaca
od Z sadrzi ortonormalne svojstvene vektore od
A, tako da je i-ti stupac jednak svojstvenom
vektoru svojstvene vrijednosti w(i]

(ulaz) vodeca dimenzija polja z (ldz > n)
pomocno polje dimenzije ldw

(ulaz) vodeca dimenzija polja work, ldw > 8n
pomocno cjelobrojno polje dimenzije 5n

(izlaz) ako je jobz ='V’'iinfo>0—ifail
sadrzi indekse svojstvenih vektora koji nisu
izkonvergirali

(izlaz) informacija o izvrSavanju potprograma
(0=0K)




Sistem masa s elasticnim oprugama

e WM Primjer
peEl e Promatramo fizikalni sistem koji se sastoji od tijela razlicitih
masa, povezanih elasti¢nim oprugama.

ks
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Sistem masa s
elasticnim
oprugama

Primjer (nastavak)
Problem je pronaci slobodne oscilacije ovog sistema.

@ U ovom konkretnom primjeru imamo Cetiri tijela masa
m;i=1,2 3,4, i osam opruga krutostik; I =1,...,8.
@ Definirat ¢emo sljedec¢e matrice:

m 0 0 O
0O m 0 O
M = 2 :
0O 0 m O
0O 0 0 m
ki + k2 + ks —ka —ks 0
K — —ko ko + k3 + ks —kK3 —ks
B —kKs —k3 ks + K4 + ks + k7 —Ks
0 —kg —Ks K4 + ks + ks

pri cemu je u matrici K prikazana interakcija medu
masama.
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Sistem masa s
elasticnim
oprugama

Primjer (nastavak)

e i-ti redak odgovara i-toj masi, a njegov j-ti stupac
odgovara odnosu i-te mase sa j-tom.

e Na svakom dijagonalnom elementu na poziciji (i, i)
nalazi se zbroj krutosti svih opruga vezanih za i-tu
masu.

e Na (i, j)-toj poziciji nalazi se —k; ukoliko I-ta opruga
povezuje i-tu i j-tu masu, ili 0 ako te dvije mase nisu
povezane oprugom.

@ Na kraju, definirat cemo vektor
x1]
x[2]
X3 |’
x[4]

kod kojeg x|i] predstavija vertikalni poloZaj i-te mase.




DTS Primjer (nastavak)

racunanje 1 L. ) . . . ) )
@ [z fizikalnih zakona, poloZaj masa moZe se opisati
sistemom diferencijalnih jednadzbi

Nela Bosner

X = —M1Kx.

@ Ako pretpostavimo da je rieSenje oblika

Sistem masa s
elasticnim

oprugama X = XO el¢t7
tada za drugu vremensku derivaciju imamo
X = —¢2X0€i¢t =M KXoei¢t.

Sredivanjem dobivamo

M~ Kxo = ¢°xq,
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peEl e Sto se svodi na rieSavanje problema traZenja
svojstvenih vrijednosti i svojstvenih vektora matrice
M-K.
@ U ovom sluéaju svojstvena vrijednost je oblika ¢°.
@ Nadalje, moZemo uociti da je matrica K simetricna, ali
. produkt M=K gubi to svojstvo.
@ Matrica M je dijagonalna sa pozitivnom dijagonalom,
zato je dobro definirana matrica

1 1
Mz = diag(m?,..., mz).
@ MnoZenjem produkta M—'K matricom Mz slijeva i

matricom M~z zdesna, dobit cemo matricu A koja je
sliéna matrici M~'K.
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Sistem masa s
elasticnim
oprugama

Primjer (nastavak)
@ Matrica A je oblika

A=Mz(M'"K)M~2 = M2 KMz,

Sto pokazuje da je ta matrica i simetricna, i imat e iste

svojstvene vrijednosti kao i polazna matrica.

@ Pomnozimo i jednadzbu M~ Kxy = ¢?x, sa Mz, dobit

¢emo novi svojstveni problem

(M2 KM~ 2)(M2 x5) =¢2(M2 x,)

pri cemu su

A=M32KM 2,

Au =\u

U= Mzxy, \=¢2
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@ Neka su vrijednosti masa i krutosti opruga dane u
sljedec¢im tablicama.

i (1]2|3]|4
m|2|5|3]|6
i 1 12[/3|4|5|6|7|8
ki |10 (9 |/8|7[6|5|5|5
@ Tada su matrice M i K dane sa

2000 24 -9 -5 0
0500 —9 22 -8 -5
M=10903 0] K=l _5 g 25 _7
000 6 0 -5 -7 18
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Nela Bosner o U naéem primjel’u je

12.0000 —2.8460 —2.0412 0

—2.8460 4.4000 —-2.0656 —-0.9129

—2.0412 —-2.0656 8.3333 —1.6499 |’
0 -0.9129 —-1.6499 3.0000

A=

i mi traZimo svojstvene vrijednosti i vektore matrice A.
@ Problem ¢emo rijesiti pomocu potprograma dsyev._ ().
@ Trebamo naci matrice U i A\, takve da je

A~ UNUT,

i iz dobivenih svojstvenih vrijednosti i svojstvenih
vektora, trebamo izracunati 4 slobodne oscilacije x;.
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asa s

Primjer (nastavak)
@ [zradunate matrice bi trebale biti

0.9228 0.2354 0.1835 -0.2438
—0.2301 0.6226 —0.4426 —0.6029

U= —-0.3015 0.3894 0.8626 —0.1161
0.0682 0.6367 —-0.1625 0.7507
13.3767 0 0 0
A 0 1.0983 0 0
0 0 9.2700 0
0 0 0 3.9883

@ Dakle, imamo 4 rjesenja koja predstavijaju putanje
slobodnih oscilacija, oblika

X = M2 u;eVit, i=1,23, 4.

9
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@ )\; je i-ta svojstvena vrijednost od A, a u; je njen
svojstveni vektor, odnosno N\ = diag(\, Az, Az, Ag), i
U= [U1 Us Us U4].

@ Na kraju dobivamo

s 0.6525 0.1298
= IR A R
0.0278 —0.0664
—0.1724 0.1665
= | B2 [ m | S5 | o

0.3065 0.2599




Particioniranje grafa
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Zelimo podijeliti skup objekata u grupe koje sadrZe objekte
sa slicnim svojstvima.

@ Matematicki ovaj problem je ekvivalentan particiji
vrhova grafa.

@ Particija grafa se izvodi tako da se minimiziraju teZine
bridova koji povezuju vrhove iz razlicitih grupa.

@ Ovaj problem se dalje svodi na svojstveni problem.
@ Za pocetak nam trebaju neke definicije.

Particioniranje grafa
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Particioniranje grafa

Graf je uredeni par G = (V, E), gdje je
@ () # V = V(G) skup vrhova,
@ E = E(G) je skup bridova disjunktan s V,

@ a svaki brid e € E povezuje dva vrha u,v € V koje
nazivamo krajevima od e.

@ Vrhoviu i v su tada incidentni, i pisemo e = {u, v}.

@ Graf G je konacan ako su skupovi V i E konacni.
@ Brid Ciji krajevi se podudaraju naziva se petlja.

@ Dva ili vise bridova sa istim parom krajeva nazivaju se
visestruki bridovi.
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Definicija (nastavak)

@ Graf je jednostavan ako ne sadrZi petlje niti visestruke
bridove.

@ Jednostavan graf kod kojeg je svaki par vrhova
povezan s jednim bridom naziva se potpuni graf.

@ Neka je w funkcijaw : E(G) — F, gdje F moZe biti R,
R*, Zpm,. ... Uredeni par (G, w) koji se sastoji od grafa
G i teZinske funkcije w naziva se teZinski graf.

Particioniranje grafa




Znanstveno

radunanje 1 Primjer (nastavak)

el osner @ Neka je zadan jednostavan teZinski graf (G, w), gdje je
G=(V,E),

@ )£V ={1,2,...,n} je skup vrhova,

@ E je skup bridova {i,j} i,j € V, sa teZinama
w({i,j}) € R*.

@ Zelimo podijeliti V u dva podskupa Vy i V,. Taj
postupak nazivamo biparticija.

@ Biparticija skupa V moZe se opisati relacijom

Particioniranje grafa

V=Viu\V,, Vin Vo = 0.

@ Kako izvesti smislenu biparticiju tako da Vy i V>
predstavijaju grupe sa nekim zajednickim svojstvima?

v
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Particioniranje grafa

Slika: Biparticija grafa G. €
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Matrica susjedstva grafa G je n x n matrica W = [w;], gdje

Jje

w({i,j}), ako{i.j} € E,
i=1 o inace.

Particioniranje grafa

Napomena

@ Matrica W je simetricna matrica Ciji elementi su
nenegativni realni brojevi.

@ Buduci da je graf jednostavan, dijagonalni elementi od
W su jednaki O.
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raunanje 1

Nela Bosner

Particioniranje grafa

Primjer (nastavak)

@ Razlika izmedu dva skupa V; i Vo moZe se mjeriti kao
ukupna teZina svih bridova koji povezuju ta dva skupa.

@ Ta mjera se naziva rez particije, i definira se kao

CUt( Vi, Vg Z wij za Vi, Vo C V.
ieVy,jeVs

@ Dalje, generaliziramo pojam teZinske funkcije i
definirajmo pojam teZine vrhai c V:
n

N=>_w;
j=1

@ Definirajmo jos i pojam teZine skupa Vk CV:

w(Vi) = > w(i)=cut(Ve, V)= > w

ie Vg i€ Vi, jev




Znanstveno

raunanje 1 Primjer (nastavak)

Nela Bosner @ Za primjer grafa G sa slike:
o V={1,23456,7}
° V4 ={1,234}
o V,=1{56,7}

imamo

CUt( Vi, Vg) =4
w(Vq) =w(1) + w(2) + w(3) + w(4) = 42
w(Vo) =w(5) + w(6) + w(7) = 34

Particioniranje grafa

@ Najjednostavniji nacin za biparticiju grafa je
minimizacija reza, i za to postoje efikasni algoritmi.

@ Medutim, kod takvih particija Cesto se izoliraju blokovi
sa malim brojem vrhova. To ponekad nije poZeljno.




Znanstveno
raunanje 1

Nela Bosner

Particioniranje grafa

Primjer (nastavak)

@ Ako Zelimo podskupove sa balansiranim teZinama,
trebamo minimizirati normalizirani rez:

CUt( Vi, V2) CUT( Vo, V1)
w(Vi) w(Va) 7

cuty( Vi, Vo) =

@ Za graf G sa slike imamo

4 4
CUtN(V1, V2) = E I 3—2 = 0.2202.

@ Problem nalaZenja egzaktnog minimalnog
normaliziranog reza pripada NP klasi — vrijeme
izvrSavanja algoritma koji rieSava taj probleme raste
eksponencijalno sa velicinom ulaznih podataka.




Znanstveno
raunanje 1

Nela Bosner

Particioniranje grafa

Primjer (nastavak)

@ Taj problem moZemo rijesiti aproksimativno
prebacivanjem u realnu domenu.

@ Ponovo polazimo od skupa vrhova V = {1,2,...,n}.

@ Particija V = V4 U Vb moZe se reprezentirati vektorom
x = [xj], koji je definiran sa

x={ 1 1ew i=1,....n
=L A1, eV = lpoosyih

@ MoZe se pokazati da za matricu
D = diag(w(1), ..., w(n)) vrijedi sliedece
1
CUt( V17 V2) :ZXT(D - W)Xa )

zT(D—- W)z

cuty(Vy, Vo) = Dy




Znanstveno
raunanje 1

Nela Bosner

Particioniranje grafa

Primjer (nastavak)
gdje je

o 1, eV i—1 n _W(V'l)
I — _q’ iGVz ) — o th q_W(VZ)

@ Matrica L = D — W Zzove se Laplaceova matrica grafa
G i ima mnogo korisnih svojstava.

@ Matrica L = [¢;] je n x n matrica Cifi svaki red i stupac
odgovara jednom vrhu, tako da

n
D Wi, i=]
k=1

_Wij’ I#]v {I,j}GE
0, inace.




Znanstveno Primjer (nastavak)
racunanje 1

@ L je simetricna pozitivno semidefinitna matrica, tako da
Su foj sve svojstvene vrijednosti realne i nenegativne.

@ Dalje, vrijedi

Nela Bosner

Le=0, za e=[1 ... 1],

Sto znaci da je 0 je najmanja svojstvena vrijednost od L,
Paricoiaie rata a e je njen svojstveni vektor.

@ Sada mozemo preformulirati problem. Zapocet c¢emo
sa problemom diskretne minimizacije

min cut(Vy, Vo) = min  x7Lx
ViuVo=V ,6{71,1}
VinVa=0 xTe=0
zTLz

min cuty(Vy, Vo min  ——
ViUVo=V (A, Vo) = zie{—q1} 2T Dz’
VinVa=0 zTDe=0




Znanstveno
raunanje 1

Nela Bosner

Particioniranje grafa

Primjer (nastavak)

e Uvijet xTe = 0 sluzi da se izbjegne trivijalno riesenje, i
da se balansira broj vrhova u podskupovima.

@ Za sludaj kada je n paran, uvijet x" e = 0 znadi da je
27:1 x; = 0, i da skupovi V i V> sadrzZe isti broj vrhova.

o Uvijet z De = 0 znadi da je

n
0=> zw(i)=>Y_ w(i)—q)_ w( )—qw(V2),
i=1 i€V ieVo
Sto daje definiciju broja q.
@ Gornji diskretni problemi ¢e se sada zamijeniti
problemom kontinuirane minimizacije.




Znanstveno
raunanje 1

Nela Bosner

Particioniranje grafa

Primjer (nastavak)

min x'Lx
|| ||2 1
Te=0
;
. Z'lz
mn =—— = min y'D" 2LD 2y
2TDe=0 Z' Dz H}’||2 1

yTD2 e=0

gdiejey = D:z.

@ Matrica Ly = D~ 2LD% zove se normalizirana
Lapalaceova matrica grafa G.

@ Ly je takoder simetricna pozitivno semidefinitna, Cija je
najmanja svojstvena vrijednost jednaka 0, sa
svojstvenim vektorom Dze.




Znanstveno
raunanje 1

Nela Bosner

Primjer (nastavak)

@ MozZe se pokazati da se minimum prvog problema
kontinuirane minimizacije postize za u, = [u,(z)], Sto
predstavlja svojstveni vektor druge najmanje svojstvene
vrijednosti od L.

@ Taj vektor se naziva Fiedlerov vektor.

@ Minimum drugog problema kontinuirane minimizacije
postiZze za uy o = [u,(N ’2)], Sto predstavija svojstveni
vektor druge najmanje svojstvene vrijednosti od Ly,.

@ Taj vektor se naziva normalizirani Fiedlerov vektor.

Particioniranje grafa

v




Znanstveno
raunanje 1

Nela Bosner @ Na kraju, za aproksimativno rieSenje optimalne
biparticije moZemo uzeti

Primjer (nastavak)

za minimizaciju cut

Vi = {i:u® >0}, Vo = {i: u® <0}

za minimizaciju cuty

Vi={i: D 2u™? >0}, Vo ={i:D2u™? <0}

Particioniranje grafa

@ Problem grafa G sa slike ¢emo rijesiti pomocu
potprograma dsyevx_ ().

@ Nakon Sto izracunamo Fiedlerov vektor i normalizirani
Fiedlerov vektor, trebaju se odrediti podskupovi Vi i Vo
dobiveni za oba slucaja.




Znanstveno
raunanje 1

Nela Bosner

Primjer (nastavak)

Uz

—0.37308
—0.14519
—0.38009
0.42371
0.40851

0.44941

@ [zracunati Fiedlerovi vektori bi trebali biti

[ —0.38326 |

, Un2 =

[ —0.34096 |
—0.36254
—0.13241
—0.45047
0.41428
0.46191
0.38324

@ Odgovarajuce svojstvene vrijednosti su

Ao = 1.9497,

@ U oba slucaja ispada

V1 = {57 67 7}7

Anz = 0.17559.

Vo = {1,2,3,4)}.




Znanstveno

ratunanie 1 Za sljedece primjere koristit éamo CLAPACK-ov potprogram

Nela Bosne dgeSVd_ ().

@ dgesvd_ () racuna dekompoziciju singularnih
vrijednosti openite pravokutne matrice.

e Potprogram najprije svede matricu A na bidijagonalni
oblik B, tako daje A= WBYT pri¢emusu WiY
ortogonalne.

e Zatim se koristi brz algoritam za raCunanje SVD-a
bidijagonalne matrice B, tj. B= Sx.Z7.

e KonatniSVDod Aje A= (WS)Z(Y2).

e Poziv potprograma je
int dgesvd_ (char =*jobu, char xjobvt,
integer xm, integer *n, doublereal =*a,
integer xlda, doublereal *s, doublereal
*Uu, integer x 1ldu, doublereal =xvt,
integer x1ldvt, doublereal *work, integer
*1lwork, integer =xinfo);



Znanstveno
raunanje 1

Nela Bosner (uIaz)
='A’: svih m stupaca od U su vraceni u polju u

="S’: prvih min{m, n} stupaca od U su vraceni

polju u

'O’: prvih min{m, n} stupaca od U su vraceni

polju a

'N’: stupci od U nisu izraCunati

ulaz)

'A’: svih nredaka od V7 su vraéeni u polju vt
=’S’: prvih min{m, n} redaka od VT su vraceni
u polju vt

="0’: prvih min{m, n} redaka od VT su vraceni
u polju a

="N: reci od V7 nisu izradunati

c

c

—

Jjobvt



Znanstveno
raunanje 1

Nela Bosner

lda

(ulaz) broj redaka matrice A

(ulaz) broj stupaca matrice A

(ulaz) matrica A;

(izlaz) ako je jobu ='O’ — prvih min{m, n}
stupaca od U

ako je jobvt =0’ — prvih min{m, n} redaka
od VT

ako je jobu #'O’i jobvt # 'O’ — sadrzaj od A
je unisten

(ulaz) vodeca dimenzija polja a (lda > m)
(izlaz) min{m, n} polje koje sadrzi singularne
vrijednosti u padajuéem poretku



Znanstveno
raunanje 1

Nela Bosner

1du
vt

ldvt
work
1dw

info

(izlaz) ako je jobu ='A’— m x m ortogonalna
matrica U

ako je jobu =S’ — prvih min{m, n} stupaca
od U

ako je jobu =N’ ili'O’, u se ne referencira
(ulaz) vodeca dimenzija polja u (ldu > m)
(izlaz) ako je jobvt =’A’— n x nortogonalna
matrica V'

ako je jobvt =’S’ — prvih min{m, n} redaka
od VT

ako je jobvt ='N’ili’O’, vt se ne referencira
(ulaz) vodeca dimenzija polja vt (ldvt > n)
pomoc¢no polje dimenzije ldw

(ulaz) vodeca dimenzija polja work,

ldw > 5 max{m, n}

(izlaz) informacija o izvr§avanju potprograma




Znanstveno
raunanje 1

Nela Bosner

Primjeri iz primjene

Primjeri iz primjene

SVD ima Siroku primjenu:

raCunanje inverza regularne kvadratne matrice
racunanje generaliziranog inverza pravokutne matrice
racunanje uvjetovanosti matrice

rieSavanje ortogonalnog Procrustes problema
nalaZzenje presjeka jezgara dvaju linearnih operatora
nalazenje kuteva izmedu dva potprostora

nalazenje presjeka potprostora

rieS8avanje linearnog problema najmanjih kvadrata
rjeSavanje linearnog problema totalnih najmanjih
kvadrata

rieSavanje integralnih jednadzbi (geofizika)
procesiranje slika

modeliranje prometa na internetu

genetika (obrnuti inZenjering genske mreze)



RjeSavanje ortogonalnog Procrustes problema

Znanstveno ——

el osner @ Ovaj problem se npr. pojavijuje u psihometriji (znanost
0 mjerenju mentalnih sposobnosti i procesa, lj.
predocavanje psihickih pojava matematickim
sredstvima).

@ Pretpostavimo da je A € R™" matrica podataka
dobivenih izvodenjem odredenog skupa
eksperimenata.

@ Ako se isti skup eksperimenata ponovo izvede, dobiva

se druga matrica podataka B € R™*",

@ U ortogonalnom Procrustes problemu istraZujemo
mogucnost da li se podaci u A mogu zarotirati tako da
dobijemo podatke u B (Cuvaju se medusobni kutevi i
udaljenosti).




Znanstveno Primjer (nastavak)

raunanje 1

Nela Bosner @ Zbog greSaka u podacima taj problem vjerojatno nije
moguce rijesiti egzaktno.
@ Zato traZimo rieSenje problema

min |AQ — B||F.
QeR™n, QT Q=I,

@ Primijetimo da ako je Q € R"" ortogonalan, tada je

min ||AQ — B||% = min(trag(A’ A) + trag(B” B) — 2trag(Q’ A" B)).

Rjesavanje

ortogonalnog
Procrustes

probena @ Ortogonalni Procrustes problem je, prema tome,
ekvivalentan problemu maksimiziranja izraza
trag(QT A’ B)).

@ Maksimiziraju¢i Q se moZe naci racunanjem SVD-a
matrice AT B.




Znanstveno
raunanje 1

Nela Bosner Primjer (naStavak)
@ Ako je

UT(ATB)V = 5 =diag(o1,...,0n)

SVD matrice AT B i ako definiramo ortogonalnu matricu
Z=V'QTu,
@ fadaje

Pt trag(Q" A" B) = trag(Q" UT V") = trag(Z¥) ZZ,,U, < Za,

@ Jasno se vidi da se gornja ograda postize za Z = |, pa
jetadaQ= UV'.




Znanstveno
raunanje 1

Algoritam (RjeSavanje ortogonalnog Procrustes problema)
Nela Bosner o C — ATB

@ /zradunaj SVD UTCV =¥.
Q@ Q=uv'.

Primjer (nastavak)
@ Mi cemo uzeti sljedece konkretne podatke

1.2 21

Rjesavanje

ortogonalnog 2 . 9 4 . 3
Procrustes

problema A S B =

52 6.1 |’
6.8 8.1

[oc B> I "N \V)

1
3
5
7

@ Konkretan problem rjesavat c¢emo pomocu gornjeg
algoritma i pofprograma dgesvd_ ().




Znanstveno
racunanje 1

Nela Bosner

Primjer (nastavak)

@ Osim rjesenja Q nadite i minimalnu normu za
IAQ - Bllf.
@ [zraCunata matrica Q bi trebala biti

o 0.9999 -0.0126
~ | 0.0126  0.9999 |’

Rjesavanje

eseraes @ a minimalna vrijednost

problema

IAQ — B]|r = 0.4661.




Nalazenje kuteva izmedu dva potprostora

e WM Primjer
el e @ Neka su X iy potprostori od R™, Cije dimenzije
zadovoljavaju

p =dim(x) >dim(y) =g > 1.

@ Glavni kutevi by, ..., 04 € [0,7/2] izmedu X iy
definiraju se rekurzivno sa

cos(fk) = max max xTy = x] yx

tako da:
potprostora

[X[l2 = llyll2 =1

x"x;=0 i=1,... k-1
yTyi=0 i=1,... k-1




Znanstveno
raunanje 1

Nela Bosner Primjer (nastavak)

@ Vektori{x1,...,Xq} i{y1,-..,Yq} Zovu se glavni
vektori izmedu potprostora X i) .

@ Za glavne kuteve vrijedi
0<6y<---<bg<m/2

@ Ako je p = q tada je

dist(X,Y) = ||[Px — Py|l2 = /1 — cos(6p)? = sin(6p),

udaljenost izmedu potprostora jednakih dimenzija, gdje
su Py i Py ortogonalne projekcije na X i ).

Nalazenje kuteva
izmedu dva
potprostora




Znanstveno
raunanje 1

Primjer (nastavak)
@ Utom slucaju kut Z(X,)) moZe se definirati kao

Nela Bosner

Z(X,Y) =arcsin(dist(X,Y)) = 6p
= max Z(x,Y) = max min Z(x,y)
X yey

=max Z(y,X max min Z(x,
EL (y, X) = IERIT (x, ).

e Stovide

Z(x,Y) = mmA(x y) = min arccos <£)
yey Ixl2llyll2 /)

pri ¢emu svi vektori x i y moraju biti razliciti od nule.




Znanstveno Primjer (nastavak)

raunanje 1

Nela Bosner @ Ako stupciod X € R™*P j Y € R™*9 definiraju
ortnormirane baze za X i ), tada

max max x'y = max max u'(XTY)v.
XEX  yey ueRP  veRY
Ixll2=1 |ly|l2=1 llull2=1[[v]l2=1

@ Slijedi, da ako je
UT(XTY)V =diag(oy,...,0q), sa o1 >00>--->0q

SVD od XY, tada moZemo definirati x, yx i 0x sa

Nalazenje kuteva
izmedu dva
potprostora

[ x1 ... Xq]=XU,

[vi - yq]=YV,
cos(bx) =0k, k=1,...,q.




Znanstveno

raunanje 1

Nela Bosner

Primjer (nastavak)

@ Obicno potprostori X iy su definirani kao slike matrica
A € R™P jB e R™*9 koje ne moraju biti ortonormirane.

@ U tom slucaju traZene ortonormirane baze mogu se
dobiti QR faktorizacijom matrica A i B.

Nalazenje kuteva
izmedu dva
potprostora



Znanstveno
raunanje 1

Nela Bosner

Algoritam (Racunanje glavnih kutova i glavnih vektora

izmedu dva potprostora)

@ /zracunaj QR faktorizaciju A = QaRa: Qa € RM<P,
QfQa = Ip, Ry € RP*P,

@ /zracunaj QR faktorizaciju B = QgRg: Qg € R™*9,
QL Qs = Iy, Rg € RI*9.

Q@ C=Q]as.

© Izradunaj SVD UT CV = diag(cos(fk)).

e [X17-~ 'aXQ] = QAU(:51 : q)

e [Y17-~-a}’q] = QBV




Znanstveno
raunanje 1

Nela Bosner

Primjer (nastavak)

@ Mi ¢emo racunati glavne kuteve i glavne vektore
izmedju dvije 2D ravnine u R* pomodu gornjeg
algoritma i potprograma dgesvd_ ().

@ Ravnina X neka je razapeta vektorima (1,0,0,0) i
(1,1,1,1).

@ Ravnina Y neka je razapeta vektorima (1,—1,1,—1) i
(0,1,0,1).

@ Koliki je kut Z(X,))?




Znanstveno
raunanje 1

Nela Bosner Primjer (naStavak)

@ Kosinusi glavnih kuteva bi trebali biti

cos(fq) =1, cos(f2) = 0.5774.

@ Glavni vektori bi trebali biti

~0.5000 —0.8660 —0.5000
[x x ]—| 08000 02887 [ j— | —05000
1 %2 1= _os000 02887 |* 'Y Y21=| _g5000
~0.5000  0.2887 ~0.5000
NG @ Kut izmedu ravnina iznosi

potprostora

Z(X,Y) = 0.9553 = 54°44'

—0.5000
0.5000
—0.5000
0.5000




Znanstveno
raunanje 1

Nela Bosner

Nalazenje presjeka
potprostora

Nalazenje presjeka potprostora

Primjer
Isti postupak kao u prethodnom primjeru moZe se koristiti za

racunanje ortogonalne baze za Im(A) N Im(B), gdje su
AcR™P B e RM™A,

Teorem

Neka sucos(fx) zak=1,...,9,[ X1 -+ Xq]i

[ 1 .-+ Yq ] definirani kao u prethodnom primjeru. Ako
indeks s definiramo sa

1 =cos(fy) =--- =cos(fs) > cos(bs1), tada vrijedi

Im(A)NIm(B) = [{x1,....Xs}| = [{¥1,--., ¥s}]

Primjer (nastavak)
@ Koja je baza presjeka ravnina iz prethodnog zadatka?




Procesiranje slika

Znanstveno
ratunanje 1 —

Nela Bosner Prlmjer

@ Zelimo nacrtati plohu u 3D grafici.

@ Pretpostavimo da je ploha definirana kao graf sljedece
funkcije

(6,9) = g5 (%Y — 2 = Y +178)  (x,y) € [-5,5] x [-5,5].

@ Buduci da je racunalna grafika diskretna, prvo moramo
definirati mreZu na kvadratu [—5,5] x [-5, 5], i onda
crtamo toCke koje predstavijaju vrijednost funkcije u
svakom ¢voru mreZe.

@ Pocetni kvadrat mozemo podijeliti na male 0.5 x 0.5
kvadrate, proizvevsi ukupno 21 x 21 = 441 tocaka
mreZe.




Znanstveno

radunanie 1 Primjer (nastavak)
MELE (el @ Tocke mreZe oznacimo sa

(xi,y), 1,j=0,...,20, x;=-5+0.5/, y; = —540.5.

@ Te tocke dalje organiziramo u 21 x 21 matricu A = [a;],
gdje su
ajj = f (Xi Y )7
koja se dalje koristi za crtanje.
@ Prema tome moramo spremiti 441 elementa.
@ Pomocu potprograma dgesvd_ () izracunajte SVD
matrice A.

@ Koliko je netrivijalnih singularnih vrijednosti od A, tj. koji
jer=r(A)?

4




racunanje 1 Teorem

Nela Bosner Neka je dan SVD OdA € Rmxn. AkOje k <r= I’(A) /

k
Ac=> o] =U(1 :mA:K)X(1:k1: KV :n1:k)T
i=1

tada, za svaku unitarno invarijantnu normu || - || vrijedi

min, A~ B] = A~ A.

a posebno

min [|A— Bll2 =[|A— Akll2 = ok+1,
r(B)<k

Procesiranje slika
r
min A—BFZ A—Ak F= o2,
in, 1A= Bll- =1A=Adir = || 3 o




Znanstveno
raunanje 1

Nela Bosner

Primjer (nastavak)
@ /zraCunajte Ax zak =1,...,r i usporedite |A — Ax||F.
e Sto mozete zakljuditi?

@ Za spremanje matrice Ax dovoljno je umjesto m- n
elemenata spremiti(m+ n+ 1) - k elemenata od
u:m1:k), V(1:n1:k)ix(1:k,1: k), sto moZe
biti velika usteda.




o
<
o)
2
17}
c
<
(=]
N

raunanje

5(X2y — x% — y? +175).

1
- 25

Slika: 3D prikaz funkcije f(x, y)

Procesiranje slika



Znanstveno
raunanje 1

Nele

Slika: Za aproksimaciju ranga 1 A; potrebno je spremiti 43
AT elemenata, $to predstavlja 9.75% originalne koli¢ine memorije.
Prikaz nije precizan.



o
<
o)

2
17}
c
<
=

N

1

raéunanje

Slika: Za aproksimaciju ranga 2 A, potrebno je spremiti 86

elemenata, $to predstavlja 19.50% originalne koli¢ine memorije.

Prikaz je identi¢an originalu.

Procesiranje slika
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