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@ Mnoge aplikacije koriste geometrijske transformacije za

e promjenu polozaja
e orijentaciju
e velicinu
objekata na slici.
@ Transformacije se primijenjuju na toCke.
@ Za primijenu transformacije na liniju ili poligon potrebno
je transformirati samo krajnje tocke.



2D transformacije

Geometrijske

transformacije @ Tocke prikazujemo kao stupcane vektore:

Nela Bosner X X,
-] o [2]
tzrznsformacije |: y :| y !
e Translacija: zavektor T=[ dy d, |"
x| | x+dx
y'| Ly+dy
P=P+T

@ Skaliranje: za faktor sy duz x osi i za faktor s, duz y

REFAECRIG

P=S.P
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oD @ Rotacija: za kut 6 oko ishodista

transformacije
[ x' ] B [ X-cosf —y-sind ]

y' x-sinf + ycosd

x'| _[cos® —sing | [ x

y'| | sinf cos6 y
P=R-P

Pozitivni kutevi se mjere u smjeru obrnutom od kazaljke
na satu.



Homogene koordinate i matricne reprezentacije

2D transformacija

Geometrijske

transformacije @ Zelimo sve transformacije prikazati na konzistentan

Nela Bosner nacin, tako da se lagano kombiniraju.

@ ZatoCke izrazene u homogenim koordinatam, sve tri
transformacije se mogu prikazati kao mnozenja matrica

Homogene .

koordinate i i vektora.

matri¢ne

reprezentacie @ Kod homogenih koordinata dodaje se treca koordinata:

transformacija

(X, y) — (x,y,w)

@ Dvije trojke homogenih koordinata (x, y,w)i (x',y’, w)
reprezentiraju istu tocku ako i samo ako za f # 0
/ / / HH 1 / 1 / 1 /\
(X Y W) = (t'Xa tyv tW) ili (X7.ya W) = ?'X ; ?y ) ?W

/

@ Barem jedna od homogenih koordinata mora biti # 0;
(0,0,0) nije dozvoljena.
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Nela Bosner @ Ako je w # 0 tada (x, y, w) reprezentira istu toCku kao i
(x/w,y/w,1):

e x/wiy/w nazivamo kartezijevim koordinatama
Homogene homogene tocke.

koordinate i

e acie @ ToCke sa w = 0 se nazivaju se toCkama u

2D beskonacnosti.

@ Sve trojke (tx, ty, tw), t # 0 koje reprezentiraju istu
tocku, Cine pravac u 3D prostoru.

@ Ako homogeniziramo trojke u pravcu (podijelimo ih sa
w koordinatom), dobit cemo tocCke oblika (x, y, 1).

@ Homogenizirane tocke oblikuju ravninu s jednadzbom
w = 1u (x,y, w)-prostoru.

transformacija
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[\

Homogene

koordinate i /
matri¢ne /
reprezentacije /

2D - - X
transformacija /

y .

ravnina w = 1

y

Slika: xyw homogeni koordinatni sustav, sa ravninom w = 1 i
tockom P(x, y, w) projektiranom na ravninu.



Translacija u homogenim koordinatama

Geometrijske
transformacije
1 0 0 1

Nela Bosner y/

Homogene 1 O dX
oordinate i P'=T(dy,dy)-P, gdieje T(dx,dy)=|0 1 d
rzet;))rezentacije 0 0 1

transformacija

® Za P’ = T(dy1,dy1) - Pi P’ = T(dxa, dyz) - P' imamo
P’ = T(dxz, dy2) : T(dX1’d}’1) -P

@ vrijedi
1 0 dyp 1 0 dy 1 0 dy1+dye
0 0 1 0 0 1 00 1
T(dx2a dy ) ) 7-(dx1 ) dy ) = 7-(dx1 + dyo, dy1 + dy2)



Skaliranje u homogenim koordinatama

it X' sx 0 0 X
Nela Bosner y/ - 0 Sy 0 ° y
1 0 0 1 1

Homogene SX o O
oordinate i P"= S(sx,sy)- P, gdieje S(sx,s,)=| 0 s, 0
rzet;))rezentacije O 0 1

transformacija

® Za P’ = S(s¢1,8y1) - Pi P" = S(sx2, Sy2) - P imamo
P// — S(sz, Sy2) ‘ S(SX1 ) Sy1) : P

@ vrijedi
sz 0 0 Sx‘l 0 o SX1 'sz 0 0
0O 0 1 0O 0 1 0 0 1

S(SX27 5y2) ’ S(Sx17sy1) = S(Sx1 * Sx2, Syt - Sy2)



Rotacija u homogenim koordinatama

ranstonmonle cosf —sinfg 0 X

Nela Bosner sinf cosf® O |- y
K

Homogene ! cosf® —sinfd 0 ]

ooranate P'=R(0)-P, gdieje R(#)= | sind cosé O

reprezentacie 0 0 1

transformacija

® ZaP' = R(61)- PiP"=R(6) - P'imamo
P" = R(02) - R(61) - P

@ vrijedi
cosf> —sinfs 0 cosfy —sindy 0 cos(61+62) —sin(61+62) 0
sinf, cosfp 0|-| sinfy cosfy 0| = | sin(61+02) cos(f1+62) O
0 0 1 0 0 1 0 0 1

R(62) - R(61) = R(61 + 62)



Kompozicija 2D transformacija

Souesl  Matrica nastala kao produkt proizvoljnog niza matrica
transformacije .. . L . ;
translacije, skaliranja i rotacija je oblika

Nela Bosner

g1 Q2 I
M=1 g1 g2 t
0 0 1

@ M je reprezentacija afine transformacije, i ima svojstva
Kompozicija e Cuva pralelnost pravaca

o e ne &uva duljine i kuteve

@ M je reprezentacija transformacije krutog tijela ako je
di1 G2
Q21 Q22

transformacija

2 x 2 podmatrica [ ortogonalna, i ima

svojstva
e M je nastala kao produkt proizvoljnog niza matrica
translacije i rotacija
e Cuva duljine i kuteve
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@ Kompozicija transformacija translacije, skaliranja i
rotacija se efikasno implementira mnozenjem
odgovarajuc¢ih matrica, odgovaraju¢im redoslijedom i

- primijenom produkta matrica na tocke.

gél?:::ua @ Redoslijed mnozenja je bitan jer mnozenje matrica

opcenito nije komutativno.



Geometrijske
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Rotiranje i skaliranje kucice sa centrom transformacija u P;,
i smjeStajavanje centra u Ps.

\ a?)
Kompozicija [ @
2D Py
transformacija
originalna translacija P4 skaliranje rotacija translacija
kucica u ishodiste ishodista u Py

T(x2,y2) - R(6) - S(sx,Sy) - T(—x1,—y1)
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Matri¢ne
reprezentacije
3D

transformacija

Matri¢ne reprezentacije 3D transformacija

@ 3D transformacije se mogu reprezentirati pomocu 4 x 4
matrica u homogenim koordinatama:

(X7yaz) - (Xay7z> W)

@ Dvije Cetvorke homogenih koordinata (x, y, z, w) i

(x',y',Z', w') reprezentiraju istu toCku ako i samo ako
zat=#0

X,y Z,w)=(t-x,t-y t-zt w)il
(X Y,z W): <1'X/ 1y’ 1.2’ 1w’>
) 9 ) t 9 t 9 t 9y t
@ (0,0,0,0) nije dozvoljena.
@ Standardna reprezentacija toCke (x,y,z,w)saw # 0
je (x/w,y/w,z/w,1) — homogenizirane tocke.
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@ ToCke za koje je w = 0 se nazivaju toCkama u
beskonacnosti.

@ Svaka toc¢ka u 3D prostoru moze se reprezentirati
pravcem kroz ishodiste 4D prostora.

@ Homogenizirane reprezentacije toCke Cine hiperravninu
. definiranu jednadzbom w = 1.

reprezentacije
3D

transformacija
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Nela Bosner @ Mi ¢emo razmatrati desne 3D koordinatne sustave

y
X
Matricne z
reprezentacije
ﬁinsformacija @ Pozitivne rotacije su u smjeru suprotnom od kazaljke na

satu kada se gleda duz pozitivhe koordinatne osi
prema ishodistu.
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Matri€ne
reprezentacije
3D
transformacija

Translacija u homogenim koordinatama




Skaliranje u homogenim koordinatama

Geometrijske
transformacije

sx O 0
0 s, 0O
S(SX7S}/7SZ) - 0 6/ Sz 0
0 0 0 1
X Sx - X
y Sy-y
atricne S S ,S ,S : =
:\gptrezentacije ( X oy Z) V4 S, Z
o 1 1

transformacija



Rotacija u homogenim koordinatama

Geometrijske ("] rOtaCija oko osi z

transformacije

Nela Bosner I COSs ‘9 - Sin 9 0 0
sinf cosd 0 O

F:(0) = 0 0 10

0 0 0 1

@ rotacija oko osi x

1 0 0 0
0 cosf —sinfd O
R(0) = 0 sinfd cosf O
:\gf)trrelire]?\tacije L 0 0 0 1 -
3D . .
transformacija o rOtaClja oko osi y
[ cosf® 0 sinfd 0]
0 1 0 0
Ry(0) = —sind 0 cosf O
0 0 -0 1



Kompozicija 3D transformacija

Souesl  Matrica nastala kao produkt proizvoljnog niza matrica
transformacije .. . L . ;
translacije, skaliranja i rotacija je oblika

g11 Q12 Qi3 Ik
Q21 Qo2 Qo3 1ty

Nela Bosner

M =
Q31 Q32 Q33 I
0 0 0 1
. g1 Gz @ )
@ 3 x 3 podmatrica Q :{ q; qli q;§ } je rezultat
31 Q32 Q33

rotacija i translacija.

tx
o T :{ ty } je rezultat uzastopnih translacija.
tz

el @ Sve tri transformacije imaju inverze:
transformacija ° T(dx, dy, dz)71 — T(*dx7 *dy, *dz)
® S(sx,Sy,S7) ' =S(sx '8, ", 87 "), zasc £0,5, £0,5: £0

o R(6)""=R(®)T = R(—0)
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Kompozicija
3D
transformacija

Zadatak

IzraCunajte 4 x 4 matricu transformacije S(s,) koja skalira
faktorom s, duZ pravca zadanim sa u = (uy, Uy, Uz), pri
cemu je ||ull2 = 1 . Koordinate uy, uy, i U, su kosinusi
kuteva izmedju pravca i koordinatnih osi x, y, i z.

Zadatak

Izracunajte 4 x 4 matricu transformacije R,(0) koja rotira za
kut 6 oko proizvoljne osi zadane pomocu vektora smjera
u = (Ux, Uy, uz), saljul> = 1.
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14+ (su— 12 (su—1Nuxuy,  (su—1)uzux 0
(su—Nuxty 1+ (su—15  (su—1Nuyu; 0
S(su) = 2

(su — 1)uzux (su—Nuu 14+(sy—1u; 0

0 0 0 1
U2 + cos 6(1 — u2) UxUy(1 —cos8) — uzsing  uzux(1 —cos@) +uysin 0
Ru(0) = uxuy (1 — cos 8) + u sin @ U5 + cos 0(1 — u5) uyuz(1 —cos ) — uxsing 0
N UzUx(1 — €08 0) — uysing  uyuz(1 — cos @) + uy sin 6 u2 +cos (1 — u2) 0
0 0 0 1

Kompozicija
3D
transformacija



Transformacija kao promjena koordinatnog

sustava

e @ Do sada smo promatrali transformacije skupa to¢aka u

Nela Bosner drugi skup to€aka, pri ¢emu su oba skupa prikazana u
istom fiksiranom koordinatnom sustavu.

@ Drugi pristup je promatrati transformaciju kao promjenu
koordinatnog sustava.

@ Ovaj pristup je koristan kada kombiniramo puno
objekata zadanih u svojim lokalnim koordinatnim
sustavima.

Tricycle-coordinate
system

~ Wheel-coordinate
system

Transformacija
kao promjena

peodateg Slika: Stilizirani tricikl sa tri koordinatna sustava.

sustava
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Transformacija
kao promjena
koordinatnog
sustava

@ Definiramo M;._; kao transformaciju koja prevodi
reprezentaciju tocke u koordinatnom sustavu j u njenu

reprezentaciju u koordinatnom sustavu i.

@ Definiramo P') kao reprezentaciju todke u
koordinatnom sustavu i.

@ Tada vrijedi:
PO = M- P i PO = M - PO

odakle je
Mi—k = Mi—j - Mj—x

() M,'<_/ m!

J—i
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Transformacija
kao promjena
koordinatnog
sustava

Tocka P i koordinatni sustavi 1, 2, 3, i 4.

b<
NN T B
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Nela Bosner Primjer (nastavak)
Transformacije koordinata:
o M _>=T(4,2)
@ Mo_53=T(2,3)-5(0.5,0.5)
@ M;_4=T(6.6,1.8)- R(45°)
Koordinate tocke P u koordinatnim sustavima 1, 2, 3, i 4:

e P =(10,8)
e P = (6,6)
e PO = (8,6)
e PU =(4,2)

Transformacija
kao promjena
koordinatnog
sustava




Geometrijske
transformacije

Mol B @ Opce pravilo je da transformacija koja transformira
skup to¢aka u fiksiranom koordinatnom sustavu je
inverz odgovarajuce transformacije koordinatnog

sustava u kojima su toCke reprezentirane.

@ Ako je QU) neka transformacija u koordinatnom sustavu

/, tada vrijedi

odakle slijedi

Transformacija
kao promjena

koordinatnog
sustava

Q. PO — p;_; . QU . PO

Qi . M;_j - pU) — M. - QY . pl)

Q) — M. - Qu) . Mijj
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Transformacija
kao promjena
koordinatnog
sustava

Primjer

originalna translacija P4 skaliranje rotacija translacija
kucica u ishodiste ishodista u Py

Transformacija toCaka reprezentiranih u fiksiranom
koordinatnom sustavu:

T(x2,y2) - R(6) - S(sx,Sy) - T(—x1,—y1)
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Transformacija
kao promjena
koordinatnog
sustava

Primjer (nastavak)

Transformacija koordinatnog sustava:

Ms_1 = Ms_4My_3Ms_oMo_4

= (T(x2, ¥2) - R(6) - S(5x,8y) - T(—x1,—y1))”"
Sc '8, 1) R(=0) - T(—x2, —ye)

= T(xq,y1) - S(

tako da je

PG = Ms_4 - P

O

(a)

(b)
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