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Sadrzaj predavanja
e I—————

@ Multigrid (visemrezna) metoda za diskretnu Poissonovu
jednadzbu:

@ Uvod u Multigrid.

@ Grubi opis Multigrida u 2D.
@ Multigrid V—ciklus (MGV).
@ Puni Multigrid (FMG).

@ Slozenost Multigirda.

@ Detaljni opis Multigrida u 1D.

@ Usporedba metoda za diskretnu Poissonovu jednadzbu:
@ Tablica slozenosti.

NumAnal 2011, 26. predavanje — p. 2/92



Multigrid metoda za diskretnu

Poissonovu jednadzbu
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Uvod u multigrid
I ——

Multigrid (visemrezne) metode izmisljene su za rjesavanje
@ parcijalnih diferencijalnih jednadzbi, poput Poissonove,

ali se mogu primijeniti i na Siru klasu problema.

Osnovna prednost pred ostalim iterativnim metodama:

@ brzina konvergencije multigrid metode ne ovisi o veli¢ini
N problema, tj. o fino¢i diskretizacije — koraku h.

Drugim rije¢ima, nema usporenja za velike probleme!

Posljedica: multigrid metoda rjesava problem s n nepoznanica
@ u O(n) vremena (sekvencijalno), ili
@ u konstantnom broju operacija po nepoznanici.

To je optimalno, do na multiplikativnu konstantu.
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Problem kod standardnih iterativnih metoda
o ———

Sto je problem kod svih ostalih iterativnih algoritama koje
smo dosad spominjali? Ukratko:

@ brzina Sirenja “informacije” u aproksimacijama rjeSenja
pripadnog linearnog sustava dobivenog diskretizacijom.

Ta brzina je premalal

Razlog tome je
~ * . . . Y . Py . -~ . 1
@ nacin generiranja sljedece aproksimacije rjesenja alias ),
koji se svodi na

@ “lokalno” usrednjavanje vrijednosti iz prethodne
aproksimacije ™ i desne strane (vanjskog djelovanja).

Ilustrirajmo to na primjeru Poissonove jednadzbe u 2D.
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Problem kod standardnih iterativnih metoda
e ——.

Za korak diskretizacije h = 1/(N + 1), jednadzbe linearnog
sustava imaju oblik

2 .
4ui,j — Uj—1,5 — Uit1,5 — Ui j—1 — Ui 41 = h fi,ja 1 <4, < N.

Svaka jednadzba je prirodno “lokalna” i veze
@ rjesenje i vanjsko djelovanje u tocki (¢, ),

@ s rjesenjem u najblizim susjednim tockama mreze.

To vrijedi bez obzira na poredak jednadzbi u sustavu, tj.
Neovisno o numeraciji ¢vorova.

Problem kod standardnih iterativnih metoda je Sto

@ matrica iteracije 1" odrazava istu “lokalnost”.
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llustracija problema kod Jacobijeve metode
e,

Na primjer, u Jacobijevoj metodi, iteracije imaju sljedeci oblik
(pisan “prostorno”, bez eksplicitne numeracije ¢vorova):

1
m-+1 m m m m
wiy = 1 (xz(—l)y + @ m + T, + h2f7:,j) :

za 1l <17, <Nim>0.

Uz oznaku za desnu stranu b, ; := h?f; ;, ocito je da se nova

. .. 1 .
aproksimacija a:,frr;”L ) dobiva “lokalno”,
@ usrednjavanjem vrijednosti iz prethodne aproksimacije
(™ i desne strane,
@ preko najblizih susjednih ¢vorova mreze, ukljucujuci i
dani ¢vor.
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llustracija problema kod Jacobijeve metode (n.)
L m—_—_

Neka je N = 31 (neparan) i zamislimo da desna strana b ima
@ jedan jedini element razli¢it od nule (na pr. jednak 1),
@ i to u centru kvadrata — tocki (¢, 7) = (16, 16).

To odgovara koncentriranom djelovanju u centru.

Broj nepoznanica (red sustava) je n := N2,

Pravo (egzaktno) rjesenje u; ; je
@ razlicito od nule u svim unutarnjim ¢vorovima mreze,

i pada prema rubovima kvadrata (homogeni rubni uvjet).

Slike su malo dalje.
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llustracija problema kod Jacobijeve metode (n.)
S |

Za pocetnu iteraciju uzmimo x? = 0. Pogledajmo §to se
dogada u Jacobijevoj metodi nakon £ iteracija. Zanima nas
@ u kojim évorovima je x*) razli¢ito od nule,

@ 1 kolika je greska obzirom na pravo rjesenje.

U iteraciji (¥, zbog usrednjavanja preko najblizih susjeda,

@ samo vrijednosti u ¢vorovima udaljenim za najvise k od
centra mogu biti razlicite od nula.

Do ostalih ¢vorova, “informacija” iz centra jos nije stigla,

@ jer se “siri” brzinom od jednog ¢vora po iteraciji.

Slike za k = 5 su na sljedec¢oj stranici.
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llustracija problema na 31 x 31 mrezi

o —_—_— —
Right Hand Sde True Solution

5 steps of Jacobi Best 5 step solution
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Lokalnost i brzina konvergencije iteracija
I

Uz takvo “Sirenje” informacije, najbolja moguéa aproksimacija
rjeSenja nakon £ iteracija je

@ restrikcija pravog rjeSenja na odgovarajucu okolinu centra
(v. prethodnu sliku),

@ jer aproksimacija mora biti nula u svim tockama
udaljenim za vise od k£ od centra.

Greska te aproksimacije jednaka je

@ pravom rjeSenju u ¢voru udaljenom za £ + 1 od centra.

Kako pada ta greska s porastom k7 Potrebno je barem
@ O(logn) iteracija, odnosno, O(nlogn) operacija,

@ da greska padne za konstantni faktor manji od 1.
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Lokalnost i brzina konvergencije iteracija (n.)
D

Potpuno isto ponasSanje vrijedi 1 za sve ostale standardne
iterativne metode, poput

@ Gauss—Seidelove, SOR(w) (¢ak i uz optimalni izbor
parametra w), Krilovljevih iteracija (mnozenje matricom
sustava Gyxpy) 1 sl.

Dakle, niti jedna iterativna metoda bazirana
@ samo na lokalnom usrednjavanju

ne moze biti optimalna.

Informacije kroz mrezu ¢évorova treba prenostiti

@ brze no sto je to jedna tocka po iteraciji.

To je osnovna motivacija za multigrid metodu.

NumAnal 2011, 26. predavanje — p. 12/92



Osnovne ideje multigrida
S

U sustini, multigrid je rekurzivni algoritam, baziran na
@ “divide-and-conquer” (“podijeli-pa-vladaj”) pristupu,

@ koji koristi vise razlicitih mreza za generiranje
aproksimacije rjesenja.

Multigrid spada u iterativne metode, ali se iteracije odvijaju

@ na raznim mrezama — od grubljih, prema sve finijima
(a, dijelom, i obratno!).

Poanta: Sve iteracije nisu na samo jednoj mrezi, ve¢ na vise
njih, pa zato 1 naziv multigrid.
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Osnovne ideje multigrida (nastavak)
L m—_—_

“Lokalne” iterativne metode koriste se samo za
@ (iterativno) poboljsanje rjesenja na svakoj pojedino]
mrezl.
Usput, to poboljsanje se radi s vrlo preciznim ciljem, a ne bilo
kako (detalji malo kasnije).
Medutim, ovdje “lokalnost” nema losih posljedica, jer se
@ pocetno rjesenje na svakoj mrezi dobiva “globalno”,

@ na bazi “divide-and-conquer” — iz dvostruko grublje
mreze.

Upravo to osigurava

@ brze Sirenje informacija kroz mrezu (ili mreze) ¢vorova.
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“Podijeli-pa-vladaj” u multigridu
I ————

U Multigridu se pristup “podijeli-pa-vladaj” koristi na dva
povezana nacina:
@ u prirodnoj prostornoj domeni — po gustoc¢i mreze,

@ u frekvencijskoj domeni — prigusivanjem gornje
polovine, tj. visokih frekvencija pogreske.

Za ilustraciju principa, opet gledamo

@ Poissonovu jednadzbu u 2D (kao na slikama).

Kako tamo — u 2D, izgleda

@ prostorna rekurzija po gustoc¢i mreze?
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“Podijeli-pa-vladaj” u prostornoj domeni
S

Pocetno rjeSenje na N x N mrezi dobiva se

@ koristenjem grublje — “poloviéne” (N/2) x (N/2) mreze
kao aproksimacije,

@ uzimanjem svake druge mrezne tocke iz N X N mreze,
raspolavljanjem u svakoj dimenziji.

Ova grublja (N/2) x (N/2) mreza opet se aproksimira
@ jos grubljom (N/4) x (N/4) mrezom,

1 tako redom — rekurzivno.

Cilj: Oc¢uvanje globalnosti u svim fazama rjesavanja problema,

@ tj. — brzo Sirenje informacija.
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“Podijeli-pa-vladaj” u frekvencijskoj domeni
D

Za “podijeli-pa-vladaj” u frekvencijskoj domeni, rjesenje
problema 1, posebno, gresku rjeSenja treba promatrati
@ kao linearnu kombinaciju svojstvenih vektora, ili

@ sinusnih funkcija s razlicitim frekvencijama.

Intuitivno govoreéi, posao koji radimo na odredenoj mrezi

@ treba umanjiti (ili eliminirati) gresku u onoj polovini
frekvencijskih komponenti,

@ cija greska jos nije smanjena (ili eliminirana) na grubljim
mrezama.

To znaci da treba prigusiti gresku
@ u gornjoj ili visoj polovini frekvencija,

jer se one pojavljuju tek na finijoj mrezi.
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“Podijeli-pa-vladaj” u frekvencijskoj domeni (n.)
e,
Realizacija ovog “poboljsanja” rjeSenja na pojedinoj mrezi je

@ usrednjavanje rjeSenja u svakoj tocki mreze, obzirom na
njezine susjede,

@ varijacijom Jacobijeve iterativne metode.

Taj postupak “izgladuje” rjesenje, sto je ekvivalentno

@ prigusivanju visokih frekvencija (brzih oscilacija) u
pogrescl.

Detaljna ilustracija ovog postupka (u 1D) slijedi malo kasnije.
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Matlab implementacija Multigrida
L,

Jednostavnu Matlab implementaciju Multigrida u 1D 1 2D
napravio je Jim Demmel 1 nalazi se na Web adresi

http://www.cs.berkeley.edu/ "demmel/
ma221_Fall09/Matlab/MG_README.html

Napomena: link iz Demmelove knjige ne radi.
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Grubi opis Multigrida u 2D
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Mreze za Multigrid u 2D
D

Poc¢injemo s opisom algoritma na globalnom nivou, a onda
¢emo ga dopuniti potrebnim detaljima.

Krenimo od specifikacije mreza za Multigrid u 2D.

Princip “raspolavljanja” u domeni
@ “uzmi svaku drugu tocku” (u svakoj dimenziji),
zgodnije je interpretirati kao raspolavljanje intervala, tako da

@ broj podintervala, a ne tocaka, treba biti potencija od 2.

Zbog toga se Multigrid (u 2D) koristiti na mrezi koja ima

@ (2 —1) x (2F — 1) nepoznanica — to su nepoznate
vrijednosti rjeSenja u unutrasnjim ¢vorovima mreze.
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Mreze za Multigrid u 2D (nastavak)
L —

Jos treba dodati rubne ¢vorove, u kojima su zadane
vrijednosti rjesenja (rubni uvjeti).

U nasem modelnom problemu, radi jednostavnosti, uzimamo
homogeni rubni uvjet, tj.

@ rubmne vrijednosti su 0.
Tako dobivamo cijelu (2% + 1) x (2¥ 4+ 1) mrezu na kojoj radi
algoritam. Ova mreza odgovara

@ podjeli svake stranice kvadrata na 2% jednakih
podintervala.

Ozna¢imo jo§ N = N, := 2¥ — 1 = broj nepoznanica po
stranici kvadrata, odnosno, dimenziji problema.
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Slika mreza za Multigrid u 2D

o —
Cijele mreze za Multigrid, za k = 3, 2, 1, prikazane su na
sljedeco] slici.
Sagquence of Gridse Used by kol tigrid

i i i

A I I -

2 2 2 12 12 Il Il |
P3: 2 by 2 orid of points P2: 3 by 3 grid of points P1: 3 by 3 orid of points
7 by 7 orid of unknovwns 3 by 3 orid of unknovwns 1 bv 1 grid of unknowns
Points labeled 2 are Points labeled 1 are
part of next coarser grid part of next coarser grid
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Oznake za potprobleme u Multigridu
I

Neka je P% problem rjesavanja diskretne Poissonove
jednadzbe s (homogenim) rubnim uvjetima na mrezi

@ od (2 +1) x (2° + 1) ¢vorova, s (2 — 1)? nepoznanica.
Ekvivalentno, velicina cijele mreze je

@ (N;+2) x (N; +2), a broj nepoznanica je N?.

Taj problem P® je odreden, ili zadan, sljedeéim podacima:
@ velicinom mreze N; = 2' — 1 (dovoljno je znati 7),
@ matricom koeficijenata sustava G\ := Gy .. i

@ desnom stranom sustava b®.

Priblizno rjesenje problema P, tj. pripadnog linearnog
sustava, oznacavamo s x(9.
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Oznake za potprobleme u Multigridu (nastavak)
o —————

Tada su b9 i () polja (ili vektori)
@ veli¢ine, odnosno, duljine (2" — 1) x (2" — 1),
@ s vrijednostima u svakoj unutarnjoj toc¢ki pripadne mreze.

Rubni uvjeti (ako nisu homogeni) ulaze implicitno u ovaj opis
problema, na desnoj strani sustava — ne pamte se posebno!

Ovo su osnovni podaci s kojima radi Multigrid.

Medutim, stvar (osim na trivijalnoj mrezi) ne radi tako
@ da je b ulaz,
@ a izlaz je egzaktno (ili priblizno) rjesenje (9.

Bas to je klju¢na ideja Multigrida.
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Klju€na ideja Multigrida
.

U trenutku kad “rjesavamo” problem P,

@ ulaz su desna strana b¥) i neko priblizno rjesenje 2%,

@ aizlaz je “poboljsano” rjesenje x(!
Dakle, poznato priblizno rjesenje x¥ koristi se

@ za dobivanje jos boljeg riesenja problema P,
koje 1 opet ne mora biti egzaktno.
Kako to radi? Generira se niz problema PV~ pti=2)  pl)
na sve grubljim i grubljim mrezama, 1 to tako da je

@ rjesenje problema PU—1

@ dobra aproksimacija za gresku rjesenja problema P,
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Tri operatora u Multigridu
.

Da bismo objasnili kako algoritam zaista radi, potrebno je
uvesti tr1 vrste operatora

@ operator “poboljsanja” rjesenja S (operator rjesenja),
@ operator restrikcije R, 1
@ operator interpolacije In.
T1 operatori
@ uzimaju problem P s rjesenjem x¥, na jednoj mrezi,
@ ionda ga “poboljsvaju” ili transformiraju u odgovarajuci
problem na nekoj drugoj mrezi — grubljoj ili finijoj.
Sasvim opcenito, ovi operatori rade na parovima oblika
(PW, 2() sastavljenim od problema i njegovog pribliznog
rjesenja.
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Zapis argumenata operatora
R,

Radi jednostavnosti, mozemo zamisliti da je problem P s
pribliznim rjesenjem =¥ na nekoj mrezi
@ potpuno opisan (zadan) samo vektorima b") i z(%),

@ jer se “indeks” 7 1 velicina mreze V; mogu “ocitati” iz
duljine ovih vektora.

Matrica G je, takoder, potpuno odredena s i

@ i konstantna je za fiksni problem P®.

Zato uzimamo da operatori rade na
@ parovima vektora oblika (b, z(9),

@ ili samo jednom od ta dva vektora, ako je drugi
konstantan — nema utjecaja na rezultat operatora.
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Operator rjesSenja
S

Dodatno, radi preglednosti, izostavljamo indekse operatora,
jer su ociti iz indeksa ili duljine argumenata.

Operator rjesenja S

@ uzima problem P s poznatim pribliznim rjeSenjem z¥,
(4)

impy 2

@ 1 izracunava novo “poboljsano” rjeSenje, u oznaci x
taj isti problem P®.

Zapis djelovanja je

Poboljsanje se dobiva

@ prigusivanjem komponenti “visokih frekvencija” u
vektoru pogreske rjesenja.
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Operator rjesenja (nastavak)
S,

Operator rjesenja S se implementira
@ tezinskim usrednjavanjem svakog pojedinog ¢vora s
njegovim najblizim susjedima.
Moze se interpretirati i kao

@ varijacija Jacobijeve iterativne metode za rjesavanje
linearnog sustava problema P s matricom G,

Detaljni opis implementacije u 1D — ide malo kasnije.

To znaci da je slozenost ovog operatora
@ konstantan broj aritmetickih operacija po nepoznanici,

@ ili, O(n), za n nepoznanica.
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Operator restrikcije

Operator restrikcije R

@ uzima problem P, zadan desnom stranom b,

@ i preslikava ga u novi problem PU~Y na grubljoj mrezi, s

desnom stranom b1

Priblizno rjesenje x¥ nije potrebno za R.
Zapis djelovanja je
b1 = R(BW).

Trivijalna implementacija ovog operatora

@ ‘“restrikcijom” — tj. kopiranjem odgovarajucih

komponenti vektora b

se ne koristi u praksi (s dobrim razlozima).
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Operator restrikcije (nastavak)
o —————

Operator restrikcije se implementira

@ tezinskim usrednjavanjem svakog pojedinog ¢vora grublje
mreze

@ s njegovim najblizim susjedima (na finijoj mrezi).

Razlog za to je simetrija sa standardnim operatorom
interpolacije In (ilustracija malo kasnije).
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Operator interpolacije
I am—aa

Operator interpolacije In

@ uzima priblizno rjesenje 2~V problema P~ na
grubljo] mrezi

@ i pretvara ga u priblizno rjesenje ¥ problema P® na
sljedec¢oj finijoj mrezi.
Desne strane b8~ i b ovdje nisu bitne.
Zapis djelovanja je
2\ = In(z0D).
Standardna implementacija ovog operatora u praksi je

@ obi¢na linearna interpolacija.
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Operator interpolacije (nastavak)
S |

Opcenito, operator interpolacije se, takoder, implementira

@ tezinskim usrednjavanjem svakog pojedinog ¢vora finije
mreze

@ s njegovim najblizim susjedima (na grubljoj mrezi).

Vidimo da se sva tri operatora S, R i In implementiraju

@ nekim oblikom tezinskog usrednjavanja preko najblizih
susjednih ¢vorova odgovarajuée mreze.

Zato svaki od ovih operatora zahtijeva
@ konstantan broj aritmetickih operacija po nepoznanici,

@ ili, slozenost operatora je O(n), za n nepoznanica.

To je klju¢ za optimalnu slozenost cijelog Multigrid algoritma.
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Osnovni algoritam — Multigrid V-ciklus
D

Ovaj funkcionalni opis operatora dovoljan je za formulaciju
osnovnog algoritma koji se naziva Multigrid V-ciklus, ili,

skra¢eno, MGV.

Algoritam MGV. Zapis u notaciji nalik na Matlab je
function MGV (b9, ™)

/* Zamjenjuje priblizno rjesenje () problema P
poboljsanim rjesenjem. */
if 1 =1 /* samo jedna nepoznanica */
izracunaj egzaktno rjesenje ) problema P
return

else
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Multigrid V-ciklus (nastavak)
T —"_ 5 5

/* poboljsaj pocetno riesenje z() */

(1) W) = S ()

/* izracunaj rezidual tog rjesenja */
(2) r) = GO . () — pli)

/* rijesi rekurzivno na grubljoj mrezi */
(3)  dD=1In(MGV(4-R(r?),0))
/* korigiraj rjeSenje na finoj mrezi */
/* jos jednom poboljsaj rjesenje */
(5) 7 = S (b, 5,;(7?))

return ¥
endif
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Kratki opis pojedinih koraka MGV-a
e,
Algoritam poc¢inje na finijoj mrezi, s problemom P®
@ i njegovim pribliznim rjesenjem 2.

Odakle se dobiva to pocetno rjesenje — o tome malo kasnije!

U netrivijalnom slucaju ¢ > 1, algoritam radi sljede¢e korake.

(1) Prvo poboljsava polazno rjesenje, prigusivanjem visokih
frekvencija greske

2@ = (b0, 20,

(2) Racuna rezidual r) novog aproksimativnog rjesenja z(¥.
Ideja: dobiti priblizno rjesenje d? problema P® s
desnom stranom | tj. jednadzbe G . 409 = (),
Onda je d® korekcija rjesenja z¥.
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Zasto rezidual pribliznog rjeSenja?
L,

Opravdanje. Neka je d¥) egzaktno rjesenje te jednadzbe.
©nda je
GO g — () — @), L0 _ )
Preuredivanjem dobivamo
GO (2™ — d(i)) =)
pa je d¥ korekcija rjesenja, a (¥ — d¥ je egzaktno rjesenje.

Ako je d® priblizno rjesenje jednadzbe G . d) = () onda
je 20 — d® novo priblizno rjesenje polaznog problema P s
desnom stranom b®.

Dodatno, ako je (¥ egzaktno rjesenje, onda su rezidual r® i
korekcija d¥ jednaki nula.
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Kratki opis pojedinih koraka MGV-a (nastavak)
T ——

Koristenje reziduala izbjegava restrikciju rjesenja z¥.
(3) Ovaj korak ima nekoliko podkoraka — u isto] “naredbi”.
@ Prvo se aproksimira rezidual na sljedecoj grubljoj
mrezi kao restrikcija R(r) ovog reziduala (¥ na
finijoj mrezi. Taj grublji rezidual ¢e biti desna strana
za problem na grubljoj mrezi.
@ Rjesava se grublji problem (rekurzivno), s nulom kao

pocetnom aproksimacijom rjeSenja

MGV (4- R(r"),0).

Faktor 4 dolazi zbog faktora h? na desnoj strani
Poissonove jednadzbe. Taj se promijeni za faktor 4, kad s
finije mreze prelazimo na 2 puta grublju mrezu (h — 2h).
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Kratki opis pojedinih koraka MGV-a (nastavak)

(3) (kraj)
@ Dobiveno rjeSenje za korekciju na grubljoj mrezi
preslikava se interpolacijom na finiju mrezu

dY = In( MGV (4 - R(r"),0)).
To je priblizna korekcija rjesenja.

(4) Ta korekcija d') se oduzima od proglog rjesenja z(¥), §to
daje novo priblizno rjesenje (na finijoj mrezi)

L) _ ) )
(5) Jos§ jednom se poboljsava to rjesenje

2@ = (b0, 20,
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Kratki opis pojedinih koraka MGV-a (kraj)

Na kraju, uo¢imo da se trivijalni problem P™ za i =1
@ rjesava egzaktno (jedna jedina operacija),

@ a pocetno rjesenje xM se ne koristi!

Zato se ovo rjesenje Y moze iskoristiti kao

@ pocetno rjesenje u cijelom algoritmu (tzv. Full Multigrid).

Drugim rije¢ima, nije potrebno

@ posebno traziti pocetno rjesenje =¥,

Detalji slijede nakon analize slozenosti MGV-a.
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Slika V-ciklusa u Multigridu
D,

Zasto se algoritam zove V-ciklus? Ako nacrtamo tocke za
rekurzivne pozive MGV-a u koordinatnom sustavu s osima
(vrijeme, broj ¢vora i), dobivamo sljedecu sliku:

Mul tigrid V-cvyela

Pocetak za MGV (b®), 2))
je u gornjem lijevom kutu.

1 Algoritam zove MGV,
redom, na mrezama za
=4, 3,211, azatim se
vraca na k = 9.
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Analiza slozenosti MGV-a
I ——

Za grubu analizu slozenosti MGV-a dovoljno je znati da svaki
od operatora S, R, In

@ mijenja vrijednost u pojedinom ¢voru mreze

@ nekom tezinskom sredinom vrijednosti u samom tom
¢voru 1 konstantnom broju njegovih susjeda.

Dakle, za svaki ¢vor mreze trebamo (najvise)
@ konstantan broj racunskih operacija,

pa je slozenost svakog operatora za n nepoznanica jednaka
O(n), tj. linearna u n.

Potpuno isto vrijedi za sve korake (1)—(5) u algoritmu MGV,
do na rekurzivni poziv.
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Analiza sloZzenosti MGV-a (nastavak)
o ——————————————

Rekurzivni pozivi MGV-a opisani su V-ciklusom.
@ U svakoj “tocki” e mna razini ¢ u V-ciklusu,
@ prije i poslije rekurzivnog poziva,
algoritam, takoder, treba
@ O(N?)=0((2" — 1)%) = O(4") racunskih operacija.
Kvadrat dolazi iz dimenzije problema — 2D.
Ako se najfinija mreza nalazi na razini k, s n = (28 — 1)? ~ 4*

nepoznanica, onda ukupna koli¢ina posla u MGV algoritmu
ima red veli¢ine opisan geometrijskom sumom

k
Z O(4") = O(4%) = O(broj nepoznanica).
i=1
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SloZzenost MGV-a — zakljucak
S

Dakle, broj operacija u MGV algoritmu je
@ linearan u broju nepoznanica.

U sekvencijalnoj implementaciji algoritma, to vrijedi 1 za
vremensku slozenost.

Isti zakljucak izlazi 1 direktno — rekurzijom za slozenost.

Neka je T'(i) = broj ra¢unskih operacija u algoritmu MGV
@ na “ulaznoj” mrezi s indeksom ¢,
tj. na mrezi s N? = (2" — 1)? = O(4") nepoznanica. Onda je
T)=TG—1)+04"), i>1,
uz T(1) = const, pa je T'(k) = O(4%).
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Cijeli algoritam — ideja
TGS,

Problem. Osnovni algoritam MGV na netrivijalnoj mrezi, u
startu treba

@ neko pocetno riesenje ¥, kojeg onda poboljsava.

Zato je ideja:
@ startati s trivijalnom najgrubljom mrezom za i = 1,
@ na kojoj MGV racuna egzaktno rjesenje (i nista mu ne
treba za start),
a onda se polako “penjati”,
@ “V-ciklus, po V-ciklus” — za po jednu mrezu finije,

@ do one najfinije koja nam treba.
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Cijeli algoritam — ideja (nastavak)
e
Prijelaz iz jednog V-ciklusa u “za jedan visi” V-ciklus
@ 1de jednostavno — interpolacijom,
@ koja daje pocetnu aproksimaciju na finijoj mrezi,

tj. bas ono sto nedostaje u startu za sljede¢i MGV.

Cijeli algoritam se zove Puni Multigrid (engl. Full Multigrid),
ili, skra¢eno, FMG.

@ On koristi MGV kao gradevni blok, kojeg iterira.
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Cijeli algoritam — Puni Multigrid
]

Algoritam FMG. Zapis u notaciji nalik na Matlab je

function FMG (6% z*)

/* Vracéa priblizno, ali vrlo toéno rjesenje z(*)
problema P®). */
rijesi problem PW egzaktno da dobijes prvo rjesenje z(!)
for 1 =2 to &k
) = MGV (b9, In(z))
end for

return (%
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Kratki opis pojedinih koraka FMG-a

e,
Drugim rijecima, algoritam FMG radi sljedece.
@ Rjesava problem PW egzaktno.

@ Dobiveno (priblizno) rjesenje z~Y) grubljeg problema
PU=1 preslikava interpolacijom u pocetnu aproksimaciju
2 sljedeéeg finijeg problema P®

In(z'Y).

@ Rjesava finiji problem P koristenjem MGV-a s tom
pocetnom aproksimacijom

MGV (b9 In(zY)).
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Slika cijelog Multigrida

Full Multigrid Cyele

time

Napomena. Postoje i drugacije (malo slozenije) realizacije
cijelog algoritma. Ovo je najjednostavnija.
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Analiza slozenosti FMG-a
I ——

Slozenost cijelog algoritma FMG izlazi trivijalno.

Svaki V-ciklus na prethodnoj slici predstavlja
@ jedan poziv MGV-a unutar petlje FMG-a, s tim da
@ V-ciklus koji poc¢inje (i zavrSava) na nivou i treba
T(1) = O(4") operacija.

Slozenost FMG-a je zbroj slozenosti svih poziva MGV-a.
Ukupan broj operacija je

k k
ZT(Z) = Z 0O(4") = O(4") = O(broj nepoznanica).
i=1 i=1

Konstanta proporcionalnosti, “skrivena” u oznaci O, je malo
veca (ali ne puno) od one za osnovni algoritam.
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SloZzenost FMG-a — zakljucak

Broj operacija u cijelom FMG algoritmu je
@ linearan u broju nepoznanica n,
Sto je optimalno, do na multiplikativnu konstantu,

@ zahtijeva konstantan broj operacija po svakoj
nepoznanici.

jer

Isti zakljucak vrijedi i za vremensku slozenost sekvencijalne

implementacije algoritma.
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Detaljni opis Multigrida u 1D
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Detaljni opis Multigrid metode u 1D
O e——.

Pojednostavljenje: objasnjenje multigrid algoritma na 1D
problemu.

U 1D, problem P ima 2¢ + 1 é&vorova s 2° — 1 nepoznanica.

2 2 2 2 2

P®): 9 évorova, 7 nepoznanica
grublja mreza — indeksi 2

1 1 1

—o—o—0o o P(): 5 évorova, 3 nepoznanice
grublja mreza — indeksi 1

- * e  PWM: 3 ¢vora, 1 nepoznanica
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- Matrica problema
L aaaiaim—_—,

Neka je:
@ G tridijagonalna matrica koeficijenata problema P,
reda 2¢ — 1;
Yy i
—1 2 -1
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Svojstvene vrijednosti vektori matrice problema
e

Promotrimo vektor rjesenja i greske u rjesenju kao linearne
kombinacije svojstvenih vektora z9) matrice G®.

Sjetimo se da je za G
@ red matrice N =2¢ — 1,

@ njezine svojstvene vrijednosti su

)
)\j:2(1—COSN+1),

@ a komponente svojstvenog vektora 2U) su

2 . gkm
= sin :

20
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Primjer svojstvenih vrijednosti i1 vektora
————

Za i =5, tj. za matricu G® je red matrice N = 2° — 1 = 31.

Sljedeci graf predstavlja svojstvene vrijednosti (frekvencije) A;
matrice G® u rastuéem poretku, j =1,...,N.
E L
n a
4! 20
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Primjer svojstvenih vrijednosti i vektora (nast.)

Komponente z;

0.2

-02
-04

(9)

Frequency 1

nekih svojstvenih vektora (sinusne krivulje)
za pripadne svojstvene vrijednosti A\, (frekvencije).

N

0.2

-0.2

Fragu a'i?'ng].r e

-0.4

20

Fraguenoy 2

g

/

. Frequanznn].r 18

20

0.2

a
-0.2
-0.4

Frequency 3

. Frag uanzun].r 24

20

0.2

-0.2
-0.4

Frequenecy 4

. Frag uanzun].r ai

20
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Svojstva operatora rjesSenja
S

Neka je Z matrica svojstvenih vektora
7 = [z 22 ]

Pokazat ¢emo kako operator rjeSenja “rusi” ili “prigusuje”
najgornjih pola frekvencija greske. Multigrid metodu mozemo
opisati 1 ovako:

@ Na najfinijoj mrezi P prigusuje se gornja polovina
frekvencijskih komponenti pogreske.

@ To se obavlja koristenjem operatora rjesenja S®.

@ Na sljedecoj grubljoj mrezi multigrid prigusuje polovinu
od preostale donje polovine frekvencijskih komponenata
u gresci, sve dok ne dodemo do egzaktnog rjesenja za

problem P,

NumAnal 2011, 26. predavanje — p. 59/92



Operator rjesenja S
L arhh——

Operator rjesenja S(7) je JOR(w) iterativna metoda.

Standardna Jacobijeva metoda za rjeSavanje sustava Gxr = b
(indekse (i) izostavljamo zbog jednostavnosti) je

1
2T = Tya™ 4 ¢y, c;=D""b= §b

1

1
—D‘l(L+U):§ =1—-=G.
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Operator rjesenja S (nastavak)
i

Standardna Jacobijeva metoda j-tu komponentu pribliznog
riesenja (¥ zamjenjuje sa:

(56(73)

imp

) = O.5(x(z)1 + ZE§Z_|)_1 + 4. b;)

j_
=2\ 4 0.5z, — 22 428 1470,
JOR(w) metoda, umjesto matrice T}, uzima tezinsku matricu
1 70R(w), & umjesto ¢y, uzima CjoR(w),

W W
TJOR(w) — (1 — w)] — CUTJ =] — §G7 CJOR(w) = 5[)

Time smo dobili JOR(w) metodu koja glasi
(x(i) ) = 2\ 4 O.5w(a:§-i)1 — 22\ 4 56521 +4"-b)).

imp J — J
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Operator rjesenja S (nastavak)
i

Za tezinu w = 1 dobivamo obi¢nu Jacobijevu metodu.

Neka je svojstvena dekompozicija matrice G
G=ZANZ".

Zato sto su 1 1y 1 TjoR(w) matricni polinomi u G, njihova je
svojstvena dekompozicija

|
T, =7 (1 _ 5A) 77, Tionw = 2 (1 _ gA> 77

Prisjetimo se, da bi iterativna metoda konvergirala mora biti

spr(7) < 1.
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Greske u rjesenju
L arhh——

Neka je e™ greska m-te iteracije JOR (w) metode,

Onda 1imamo

elm = (TJOR(w)«T(m + cjorw)) — (TyoRW)T + CIORW))

= Tror@w) (@™ — ) = Tiorwe™ ") = TOR(w)€

(2 (1-0) 27) e = 2 (1 5" 2

(0)

pa zbog ortogonalnosti matrice Z vrijedi

7T e(m) _ (1 _ gA)m 770
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Greske u rjeSenju (nastavak)
.

U prethodnom vektoru, j-ta komponenta je
To(m)y. — “A) (7T
(ZTem), = (I——A) (ZTe®),.
2 /g
Ovu komponentu (ZTe(™); zovemo j-ta frekvencijska
komponenta greske ™), buduéi da je
elm = Z(ZTem).

To je tezinska suma stupaca matrice Z s tezinom (Z7e(™);
N

e(m) — Z(ZTe(m))j L),

g=1

$to je zapis greske e™ u bazi svojstvenih vektora matrice Z.
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Greske u rjeSenju (nastavak)
e

Znamo da su stupci od Z sinusoide raznih frekvencija. Onda
svojstvene vrijednosti matrice T;op(.), a to su

W
Ni(Tiorw)) =1 — 5)\7',

odreduju kojom c¢e se brzinom svaka od frekvencijskih
komponenti (Z7e™)); prigusivati, kako m raste.

Ako uzmemo w = 2/3, onda vrijedi

1
INi(TroRrw )|—| gj

aiz)\j:2(1—cos za j > N/2 izlazi da je 2 < \; < 4.

N—|—1)

NumAnal 2011, 26. predavanje — p. 65/92



Greske u rjeSenju (nastavak)

L
Zakljucak: za j > N/2 vrijedi

1

A (Tror@w))| < 3

To znaci da se u JOR(w) metodi
@ gornja polovina frekvencijskih komponenata (Z7e(™),
greske e(™)

@ mnozi s 1/3 ili manje, u svakoj iteraciji, bez obzira na N.

Taj w je dobar izbor, a pripadna JOR(w) metoda za SV glasi

(2 ), = g(x§ll + )+ al) 4+ 4i;),
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Primjer — gusenje frekvencija JOR(w)
TGS,
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Primjer
.
Primjer za S, ako je i =6, a N = 26 — 1 = 63. Opis:
@ U prvom redu je pocetno rjeSenje i greska tog rjesenja.

@ Preostalih 5 redova pokazuju rjesenja i greske nakon
uzastopnih primjena S®.

@ Pravo rjesenje je sinusoida nacrtana tockasto na
najljevijoj slici u svakom retku.

@ Aproksimativno rjeSenje je prikazano na istoj slici, ali
punom linijom.

@ Srednja slika u retku prikazuje gresku i njezinu normu (u
naslovu slike).

@ Najdesnija slika pokazuje frekvencijske komponente
greske ™) tj. komponente vektora Z7e(™.
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Primjer — 1. red
D ——

Soluten after O staps Errer {nerm = 1.781 ) EmarIn Frequaney Coordinates

15 ! ns T ! ! [ ! ! T

Ttue {dotted)

Approxinate [solki}

7] SO RS . A gabfedee s i

gafF------ .: .. ...%.... .-.i_ aarFk--|-1-- 1.-4F--- ...i_

aeHb-LF-B-- -0 - H _

"I

n.z

soluten(])
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Primjer — 2. red

Soluten after 1 staps Errer {nerm = 1.112 ) EmarIn Frequaney Coordinates
18 ! ! ! 0& T ! ! Q& ! ! !
Ttue {dotted} : : : : : !
Approximate {solid) ; ; ;

E . . n‘ T R '\. ........ | ........ E_
na— ........ ........ _
asHb-IF4-- - . ........ _
Qi

z =
= o afr
2 =
© o
L]
-1
02
_ua — [ —
_n‘ - - - - . | ISR — _n‘ - - ... A a - | IR —
RS I S SR § R AN SN SN R RN S S
T a 20 40 &0 a 20 dd &0 o 20 40 &0
] ] ]
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Primjer — 3. red

Soluten after 2 staps Errer {norm = 0.532 ) EmarIn Frequaney Coordinates
! 0& T ! ! Q& ! ! !

Tiue {dotted)
Approximate {solid) ; ; ; : : :
E . . n d — - m . ........ | ........ E_ n ‘ T R '\. ........ | ........ E_

Qaf e 751 P A5 S T A

neH- .- ........ . ........ _

Qi
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Primjer — 4. red

Soluten aftar A staps Errar{norm =084 ) EmarIn Frequaney Coordinates
! 0& T ! ! Q& ! ! !

Tiue {dotted)
Approximate {solid) ; ; ; : : :
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Qaff e T A
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Primjer — 5. red

Soluten after 4 staps Errar{nerm =07784} Emerin Frequaney Coordinates
! 0& T ! ! Q& ! ! !

Tiue {dotted)
Approximate {solid) ; ; ; : : :
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Primjer — 6. red
I ————

Soluten after & staps Errer {nerm = 0.735 ) EmarIn Frequaney Coordinates
! 0& T ! ! Q& ! ! !

Tiue {dotted)
Approximate {solid) ; ; ; : : :
E . . n d — - m . ........ | ........ E_ n ‘ T R '\. ........ | ........ E_

Qaf e . A5 S T A

neH .- ........ . ........ _

soluten(])
arrar]]

15 i i 1l ng i i 1l ng i i i
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Primjer — zakljucak
I

Ponasanje metode:

@ Nakom primjene S, desna polovina frekvencija se
prigusi.

@ To omogucava da aproksimativna rjesenja postanu glada,
jer greske u nizim frekvencijama izgledaju glade nego u
Visim.

@ Na pocetku norma vektora greske rapidno opada s 1.78
na 1.11, ali kasnije sporije opada, jer treba prigusiti sve
manje greSaka u visokim frekvencijama.

@ Zbog toga ima smisla upotrijebiti samo 1 do 2 iteracije
operatora S u odredenom vremenskom trenutku.
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2D sludaj

Ako operator S za JOR(w) metodu u 1D slu¢aju napisemo u
obliku

i i W 0 i i
i)y = (1= w)al? + 5 (a4 2+
onda operator S u 2D slucaju ima oblik

(i) Ve = (1 — w)aly

el O (4) (4) (4) (4)
+ 1 (%-1,/4 Tk T L1 T Ty T bj,k) :

U oba slucaja koristi se tezina w = 2/3.
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Operator restrikcije R
L —S—S—S—S— .

Promatrajmo operator restrikcije R, koji uzima desnu
stranu b problema P i aproksimativno rjesenje z¥, i
preslikava ga na problem P~ Y g desnom stranom b0~V i
aproksimativnim rjesenjem x¢—Y.

Neka je 7 rezidual aproksimativnog rjesenja x
) _ )60 _ (i)
Ako je £ egzaktno rjesenje, 7 = 0. Ako rijesimo jednadzbu
) 40— .6)

egzaktno za korekciju d, tada je ¥ — d® rjesenje koje
trazimo.
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Operator restrikcije R (nastavak)
D

Naime, ocito je
G(i)(x(i) _ d(i)) — @D _ @) g6 — (T(i) 4+ b(i)) _ @ — )

Ako nademo priblizno rjesenje za korekciju d®, onda je

@ 2@ —d® novo priblizno rjesenie.
Aproksimaciju za d¥ dobivamo iz grubljeg problema PG,
interpolacijom dobivenog rjesenja.
Da bismo dobili problem P~V operator restrikcije se ne
primjenjuje direktno na par (b, z(9),

@ jer bismo trebali restringirati oba vektora.

Bas zato 1 idemo na rezidual!
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Operator restrikcije R (nastavak)
S,

Za dobivanje PU~Y moramo

@ izracunati rezidual .

@ restringirati ga na sljedec¢u grublju mrezu da dobijemo
pli—1) — p(i=1)

@ staviti pocetnu pretpostavku rjesenja ¢~ = 0.

Operator R se primjenjuje samo na rezidual r.

Problem P/~Y se onda svodi na rjesavanje sustava

=1 g1 — .(-1)

za korekciju d~Y | s pocetnom aproksimacijom =% =0 (0 je
vektor!). Dobiveno (priblizno) rjesenje d'~Y interpolacijom
prevodimo u d®,
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Operator restrikcije R (nastavak)
L m—_—_

Najlaksi nac¢in za rac¢unanje restrikcije je

@ uzimanje iste vrijednosti u zajednickim tockama (onima
iz. grublje mreze).

No, to se ne radi!

Restrikcija se dobiva usrednjavanjem vrijednosti v s
najblizim susjedima na finoj mrezi, da bi se dobila
aproksimacija na grubljoj mrezi.

Vrijednost u tocki grublje mreze je zbroj:
@ (.5 puta vrijednost u odgovarajuc¢oj tocki fine mreze i

@ (.25 puta vrijednost u 2 najbliza susjeda na finoj mrezi.
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Operator restrikcije R (nastavak)
e —

Matri¢no, to izgleda ovako:

1
2

N
N N
DO | —

pli—1) — pli)

N N
DN —
N

Ovo usrednjavanje mozemo interpretirati “integralno”,
@ kao srednju vrijednost integrala u okolini,

@ a integral aproksimiramo produljenom trapeznom
formulom s dva podintervala (lijevo i desno od tocke).
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Operator restrikcije R (nastavak)

Resgtriction Operator in Mul tigrid

r(3)(1)

x(3)(0)=0 »

r(3)(5)

R(3)

r(3)(8)=0 ri3) for P(3)

r(3){7)
r(3)(6)

r(2)(1) =x(3W1)F 4 + (32042 + (334

x(2){0)=0 »

202y = x(I3p A + {42 + (354
/\w}{i}mﬂkﬂ H(2) for P(2)

r{2)(3) = x{3)5)*4 + x{3)(6)/2 + c(3)7)4
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Operator restrikcije u 2D
T ——a—aa—_-_ -

U 2D sluéaju, operator R zahtijeva usrednjavanje s (najvise)
8 najblizih susjeda (u N, S, E, W, NW, SW, SE i NE
smjerovima prema kompasu). Princip usrednjavanja je isti,
samo se primijenjuje u oba smjera.

Vrijednost u (unutrasnjoj) tocki grublje mreze je zbro]
@ 1/4 vrijednosti u toj tocki na finijoj mrezi,

@ 1/8 puta zbroj vrijednosti u susjedima lijevo, desno, gore
i dolje (W, E, N, S)

@ 1/16 puta zbroj vrijednosti u dijagonalnim susjedima
(NW, NE, SE, SW).
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Operator interpolacije In
TGS,

Operator interpolacije InY uzima priblizno rjesenje d—)
na grubljo] mrezi 1 preslikava ga u aproksimaciju rjesenja d®
na finijoj mrezi. Standardno se koristi linearna interpolacija,

Matematicki, interpolaciju rjeSenja mozemo napisati kao

N—= = N

—_ N

AW — =1 0=1) — 41

DO | =

N[ = N
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Operator interpolacije /n (nastavak)

Rjesenje d“~1) se interpolira na finojoj mrezi na sljedeéi nacin.

[nterpolation Operator in Mul tigrid

x(2)(1)

/\ X(2)(2)

x(2){0)=0+

x(2)(3)

In{2)

X3)2)=(x{2)(1)

X(2)(d)=0 x(2) for P(2)

3N 1) = 2)(0) +x:(2)(1))/2 X{3)(3) =(a2)( 1) +(2)(2))/2
M 3)()=x(2)(2) xX(3)(8)=0 ®(3) for P(3)

x(3){0)=0+
X(3)(5)=(x(2)(2)+x(2)(3))2 X3NT)=(x(2)(3) d2)(4))2

x3)(6)=x(2)(3)
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Operator interpolacije u 2D
R —_

U 2D slucaju, interpolacija zahtijeva usrednjavanje s (najvise)
4 najbliza susjeda (NW, SW, SE i NE).

@ Ako je tocka finije mreze ujedno i toc¢ka grublje mreze,
uzimamo istu vrijednost (“usrednjavanje” preko 1 tocke).

@ Ako tocka finije mreze ima dva najbliza susjeda iz grublje
mreze (gore i dolje, ili lijevo i desno), uzimamo srednju
vrijednost tih susjeda (usrednjavanje preko 2 tocke s
faktorom 1/2, kao u 1D slucaju).

@ Konacno, ako tocka finije mreze ima cetiri najbliza
susjeda iz grublje mreze (dijagonalno rasporedenih, tako
da je tocka u sredistu kvadrata), uzimamo srednju

vrijednost tih susjeda (usrednjavanje preko 4 tocke s
faktorom 1/4).
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Usporedba metoda za
diskretnu Poissonovu
jednadzbu

011, 26. predavanje — p. 87/92




Modelni problem — veli¢ina i metode
U

Problem. Za zadani N € N, gledamo diskretnu Poissonovu
jednadzbu u 2D,

@ na ekvidistantnoj mrezi od N X N tocaka,

na pr., na jedini¢nom kvadratu, s korakom A = 1/(NN + 1).

Slozenost metoda izrazavamo u terminu
@ broja nepoznanica n := NZ.
Dakle, “mali” n je kvadrat “velikog” V.
Metode za rjesavanje diskretne Poissonove jednadzbe grubo
dijelimo u dvije skupine:
@ D = direktne metode,

@ [ = iterativne metode.
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“Pravila igre” za usporedbu metoda
.

Bitna razlika izmedu ovih skupina:

@ Direktne metode daju tocan rezultat, ako nema gresaka
zaokruzivanja, tj. slozenost ne ovisi o to¢nosti rezultata.

@ Kod iterativnih metoda, broj iteracija (pa onda i
slozenost) ovisi o zadanoj tocnosti.

Za korektnu usporedbu, treba

@ 1zabrati trazenu tocnost € za iterativne metode.

Dogovor: iteriramo sve dok greska ne padne ispod zadane
@ konstantne “male” vrijednosti — na primjer, € = 107,

tj. greska ne ovisi o koraku A, odnosno, o dimenziji n.
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Tocnost i broj iteracija
.

Neka je p(T') = spektralni radijus matrice iteracija T' u
iterativnoj metodi. Za broj iteracija ni, onda vrijedi

log e
log p(T")

Znamo da p(T) ovisi o n, 1 ta ovisnost varira, ovisno o metodi.

(p(T))" <&, il nyer &

Uz nasu pretpostavku, log ¢ je konstantan u gornjoj formuli!

Kad bismo iterirali sve dok greska ne padne na razinu greske
odbacivanja, tj.

e=0(h")=0((N+1)7)=0(n""),

onda broj iteracija ny., raste za faktor reda velicine O(logn).
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Tablica slozenosti metoda
I

Metoda sekv. vrijeme prostor tip
Puni Gauss/Cholesky n’ n? D
Eksplicitni inverz n? n? D
Vrpcasti Cholesky n? n¥? D
Suplji Cholesky n>/? nlogn D
Jacobi n* n I
Gauss—Seidel n? n I
Konjugirani gradijenti n>/? n I
Optimalni SOR n>/? n I
Sim. SOR s Ceb. ubrzanjem n>/4 n I
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Tablica sloZzenosti metoda (nastavak)
S,

Metoda sekv. vrijeme prostor tip
Brza Fourierova transformacija n logn n D
Blok ciklicka redukcija n logn n D
Multigrid n n |
Donja ograda n n

Dakle,
@ Multigrid metoda je optimalna,
@ jer “trosi” konstantno vrijeme 1 prostor po nepoznanici,

do na (malu) multiplikativnu konstantu, “skrivenu” u O(n).
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