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Sadrzaj predavanja
TGS,

@ Aproksimacija i interpolacija:

Uvod u problem aproksimacije (norme, linearnost).
Problem interpolacije polinomima.

Egzistencija 1 jedinstvenost.

PP pP

Izbor baze — potencije 1 Vandermondeova
determinanta.

Lagrangeova baza.

Racunanje Lagrangeovog oblika IP.

Ocjena pogreske za dovoljno glatke funkcije.
Newtonova baza.

PPPPRP

Racunanje Newtonovog oblika IP.
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Aproksimacija 1 interpolacija
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Opcenito o problemu aproksimacije
GGG

Sto je problem aproksimacije?

Poznate su neke informacije o funkciji f, definiranoj na nekom
podskupu X C R.
Na osnovu tih informacija, zelimo funkciju f

@ zamijeniti nekom drugom funkcijom ¢ na skupu X, ili na
jos vecem skupu,

@ tako da su funkcije f i ¢ bliske u nekom smislu.
Skup X je najcesce:
@ interval oblika |a, b] (koji moze biti i neogranicen), ili

@ diskretni skup tocaka.

Pitanje: Zasto uopce zelimo zamjenu f +— 7
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Oblici problema aproksimacije
I — _-_-

Problem aproksimacije javlja se u dva bitno razli¢ita oblika.

Prvi oblik: Znamo funkciju f (analiticki ili sli¢no),

@ ali je njezina forma prekomplicirana za racunanje.

U tom slucaju,
@ izaberemo neke informacije o f i

@ po nekom kriteriju odredimo aproksimacijsku funkciju .

Prednosti ovog oblika problema aproksimacije:
@ Mozemo birati informacije o f koje ¢emo koristiti.

@ Jednako tako, mozemo ocijeniti gresku dobivene
aproksimacije ¢, obzirom na prave vrijednosti funkcije f.
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Oblici problema aproksimacije (nastavak)
S,

Drugi oblik: Ne znamo funkciju f,
@ ve¢ samo neke informacije o njoj,

@ na primjer, vrijednosti na nekom (diskretnom) skupu
tocaka.

Zamjenska funkcija ¢ odreduje se iz raspolozivih informacija.
@ Osim samih podataka (poznate vrijednosti),
@ ove informacije mogu ukljuc¢ivati i o¢ekivani oblik
ponasanja tih podataka (tj. funkcije ).
Mane ovog oblika problema aproksimacije:
@ Ne moze se napraviti ocjena pogreske,

@ bez dodatnih informacija o nepoznatoj funkciji f.
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Prvi oblik problema — primjene
I

Prvi oblik se obi¢no koristi u teoriji

@ za razvo] numerickih metoda na bazi aproksimacije.
Na primjer, za numericko

@ integriranje funkcija (integriramo aproksimaciju),

@ rjesavanje diferencijalnih jednadzbi.

Prakti¢ni primjer:

@ programska biblioteka za racunanje raznih elemenatrnih
funkcija (exp, sin, cos, sqrt i sl),

Trazi se maksimalna brzina i puna tocnost, na razini osnovne
greske zaokruzivanja.

Realizacija standardno ide racionalnim aproksimacijama.
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Drugi oblik problema — primjene
D

Drugi oblik problema se vrlo ¢esto javlja u praksi.

Na primjer,
@ kod mjerenja nekih veli¢ina (rezultat je “tablica”),

@ osim izmjerenih podataka, pokusavamo aproksimirati i
podatke koji se nalaze “izmedu” izmjerenih tocaka.

To je kljucna svrha ovakve aproksimacije!

Napomena. Kod mjerenja se javljaju 1 greske mjerenja.

@ Zato postoje posebne tehnike — vrste aproksimacija,
za, “ublazavanje” tako nastalih gresaka.

Na primjer, metoda najmanjih kvadrata.
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Izbor aproksimacijske funkcije ¢
e

Aproksimacijska funkcija ¢ bira se:
@ prema prirodi modela — izbor dolazi iz problema,

@ ali tako da bude relativno jednostavna za racunanje.

Obicno se prvo fiksira (izabere) neki skup funkcija F.
@ Onda se trazi “najbolja” aproksimacija ¢ iz tog skupa F.

Skup JF moze biti vektorski prostor, ali ne mora.

Za prakticno racunanje, funkcija ¢ obic¢no ovisi
@ o nekom konac¢nom broju parametara ai, k =0,...,m,
@ koje treba odrediti po nekom kriteriju aproksimacije.

Ideja: Sve moguce vrijednosti ovih m + 1 parametara
odreduju skup svih “dozvoljenih” funkcija F.
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Parametrizacija aproksimacijske funkcije ¢
.

Kad funkciju ¢ zapiSemo u obliku

QO(CC) — gp(az, Qp, A1, - - . 7a'm)7

kao funkciju koja ovisi o parametrima aj, onda kazemo

@ da smo izabrali opc¢i oblik aproksimacijske funkcije ¢
(u odnosu na skup F).

Prema obliku ovisnosti o parametrima, aproksimacijske
funkcije mozemo grubo podijeliti na:

@ linearne aproksimacijske funkcije,

@ nelinearne aproksimacijske funkcije.

Koje su bitne razlike izmedu ove dvije grupe?
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Linearne aproksimacijske funkcije
.

Opci oblik linearne aproksimacijske funkcije je

p(x) = appo(®) + a1 (@) + -+ + amem (),
gdje su g, ..., v, poznate tunkcije koje znamo racunati.

Linearnost u ovisnosti o parametrima znaci:

@ trazeni parametri su koeficijenti u linearnoj kombinaciji
poznatih funkcija.

Velika prednost: Odredivanje parametara a; obi¢no vodi na
“linearne” probleme (koji su lakse rjesivi od nelinearnih):

@ sustave linearnih jednadzbi, ili

@ linearne probleme optimizacije.
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Linearne aproksimacijske funkcije (nastavak)
v ———

Standardni model za linearni oblik aproksimacije:
@ skup “dozvoljenih” tunkcija F je vektorski prostor, a

@ funkcije oo, ..., v, su neka baza u tom prostoru.

Unaprijed se bira (fiksira):
@ vektorski prostor F, odgovarajuce dimenzije m + 1,

@ baza ©qg,...,om u F.

Napomena. Kod pribliznog numerickog racunanja,
@ “dobar” izbor baze je kljucan za stabilnost postupka

@ 1 tocnost izracunatih vrijednosti parametara
aproksimacijske funkcije .
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Primjer 1 — polinomi
[

Nekoliko primjera najc¢esc¢e koristenih vektorskih prostora F.

Polinomi. Uzimamo F = P,,, gdje je P,, vektorski prostor
polinoma stupnja < m.

Standardni izbor baze je pp(z) = 2, za k = 0,...,m, tj.
o(xr) =ag+ arx + - + apx™.
Nije nuzno da ¢ zapisujemo u bazi { 1, z, ..., 2™ }. Upravo

suprotno, vrlo ¢esto je neka druga baza bitno bolja.
@ Na primjer, { 1, (x — xg), (x —x9) (x — 1), ... }, gdje su
To, L1, ... zadane tocke (v. kod interpolacije).

@ Ortogonalni polinomi, obzirom na pogodno izabrani
skalarni produkt (v. kod najmanjih kvadrata).
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Primjer 2 — trigonometrijski polinomi
D

Trigonometrijski “polinomi”. Za funkcije ¢ uzima se prvih
m + 1 funkcija iz skupa

{1, cosz, sinz, cos2z, sin2zx, ... }.

Koriste se za aproksimaciju periodickih funkcija na intervalu
perioda — ovdje, recimo, [0, 27].

@ Primjena je, na primjer, u obradi 1 modeliranju signala.

Varijacije u izboru baze:

@ Koristi se dodatni faktor u argumentu sinusa i kosinusa
(x — Ax) — koji sluzi za kontrolu perioda.

@ Ponekad se biraju samo parne ili samo neparne funkcije
1z ovog skupa.
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Primjer 3 — polinomni splajnovi
D

Polinomni splajnovi. To su funkcije koje su “po dijelovima”
polinomi. Ako su zadane tocke zo < --- < x,,, onda se splajn
funkcija na svakom podintervalu

@ svodi na polinom odredenog fiksnog (niskog) stupnja,
QY = Pk, k:1,2,...,n,
[Tk —1,7K]
a pi. su polinomi najceSce stupnjeva 1, 2, 3 ili 5.
U tockama x; obi¢no se zahtijeva da funkcija ¢ zadovoljava jos
@ i “uvjete ljepljenja” vrijednosti funkcije i nekih njezinih
derivacija, ili nekih aproksimacija za te derivacije.

Splajnovi se ¢esto koriste zbog dobrih ocjena greske
aproksimacije i kontrole oblika aproksimacijske funkcije.
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Nelinearne aproksimacijske funkcije
e,

Nelinearne aproksimacijske funkcije ¢

QO(CU) — QO(f, Qp, A1, - - . 7a'm)7

imaju nelinearnu ovisnosti o parametrima aproksimacijske
funkcije aq, ..., a,,.

Pripadni skup ‘dozvoljenih” funkcija F najcesSce

@ nije vektorski prostor.

Odredivanje parametara aj, opc¢enito, vodi na “nelinearne”
probleme:

@ sustave nelinearnih jednadzbi, ili

@ nelinearne probleme optimizacije.
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Primjer 4 — eksponencijalne funkcije
o —————————————

Par primjera najcesé¢e koriStenih oblika nelinearnih
aproksimacijskih funkcija.

Eksponencijalne aproksimacije. Imaju oblik linearne
kombinacije eksponencijalnih funkcija s parametrima u
eksponentu:

90(37) — Coebox -+ Cleblx 4+ Crrebras7
Broj nezavisnih parametara je m + 1 = 2r + 2.

Opisuju, na primjer,
@ procese rasta i odumiranja u raznim populacijama,

@ s primjenom u biologiji, ekonomiji 1 medicini.
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Primjer 5 — racionalne funkcije
[

Racionalne funkcije. Imaju op¢i oblik

b0+b1x—|—---+brxr
p(T) = -,
Co T C1T 4+ + + CsT

1m+ 1 =r+ s+ 1 nezavisnih parametara, a ne v + s + 2,
kako formalno pisSe.

Objasnjenje. Razlomci se mogu prosirivati,
@ ako su b;, ¢; parametri, onda su to i tb;, tc;, za t # 0;

@ uvijek mozemo fiksirati jedan od koeficijenata b; ili ¢;, a
koji je to — obicno slijedi iz prirode modela.
Ovako definirane racionalne funkcije imaju mnogo bolja
svojstva aproksimacije nego polinomi, a pripadna teorija je
relativno nova.
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Kriteriji aproksimacije — interpolacija
I —

Interpolacija je zahtjev da se funkcije f i ¢ podudaraju na
nekom konac¢nom skupu tocaka.

@ Te tocke nazivamo ¢vorovi interpolacije.

@ Zahtjevu se moze, ali 1 ne mora, dodati zahtjev da se u
¢vorovima, osim funkcijskih vrijednosti, poklapaju i
vrijednosti nekih derivacija.

U najjednostavnijem obliku interpolacije, kad se podudaraju
samo funkcijske vrijednosti, od podataka o funkciji f

@ koristi se samo informacija o njenoj vrijednosti na skupu
od n + 1 tocaka,

@ tj. podaci (xg, fr), gdje je fr:= f(xx), za k=0,...,n.
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Kriteriji aproksimacije — interpolacija (nast.)
i

@ Parametri ag, ..., a, (mora ih biti tocno onoliko koliko i
podataka, tj. m = n) odreduju se iz uvjeta

o(xg; ag, a1, ... an) = fr, k=0,...,n,

Sto je, opcenito, nelinearni sustav jednadzbi.

@ Linearnost funkcije ¢ povlaci da parametre a; dobivamo
1z sustava linearnih jednadzbi
@ koji ima tocno n + 1 jednadzbi za n 4+ 1 nepoznanica.
Matrica tog sustava je kvadratna.
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Kriteriji aproksimacije — minimizacija pogreske
.
Minimizacija pogreske je drugi kriterij odredivanja parametara
aproksimacije. Funkcija ¢ bira se tako da se minimizira neka
odabrana norma pogreske

e(r) = f(z) — p(z)

u nekom odabranom prostoru funkcija F za ¢, na nekoj
domeni X.

Ove aproksimacije, ¢esto zvane i najbolje aproksimacije po
normi, dijele se na

@ diskretne — ako se norma pogreske e minimizira na
diskretnom skupu podataka X;

@ kontinuirane — ako se norma pogreske e minimizira na
kontinuiranom skupu podataka X.
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Kriteriji aproksimacije — minimizacija pogreske
e

Standardno se kao norme pogreske koriste
@ 2-norma 1

Q@ oo-norma.

Za 2-normu
@ pripadna se aproksimacija zove srednjekvadratna,

@ a metoda za njeno nalazenje zove se metoda najmanjih
kvadrata.

Funkcija ¢, odnosno njeni parametri, se traze tako da bude

mi () |
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Kriteriji aproksimacije — minimizacija pogreske

@ U diskretnom slucaju je X = {zg,...,x,}, pa raspisom
prethodne relacije dobivamo

n

\ Z(f(xk) — (2x))? — min,

k=0

@ a u kontinuiranom slucaju

b

/(f(:z:) — (x))?dr — min.

\

Preciznije, minimizira se samo ono pod korijenom.
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Kriteriji aproksimacije — minimizacija pogreske
OO,

U slucaju oo-norme pripadna se aproksimacija zove minimaks
aproksimacija, a parametri se biraju tako da se nade

i |o(2)]

@ U diskretnom slucaju trazi se

max. | f(zr) — ¢(x)| — min,

@ a u kontinuiranom slucaju

m[a}g] | f(z) — ¢(x)| — min.
re|a,
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Kriteriji aproksimacije — minimizacija pogreske
.
Ovaj je tip aproksimacija pozeljniji od srednjekvadratnih,
@ jer se trazi da maksimalna greska bude minimalna,
@ ali ih je opéenito mnogo teze izracunati (na primjer,

dobivamo problem minimizacije nederivabilne funkcije!).

Za znatizeljne: U praksi norme, pored funkcije mogu
ukljucivati 1 neke njene derivacije. Primjer takve norme

b

191 = | [ @)+ (@) de

\

na prostoru C''[a, b] svih funkcija koje imaju neprekidnu prvu
derivaciju na |a, b|.
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Klju€ni problemi kod aproksimacije

Matematicki problemi koje treba rijesiti:

Q

egzistencija 1 jedinstvenost rjesenja problema
aproksimacije, Sto ovisi o tome

@ koje funkcije f aproksimiramo kojim funkcijama ¢
(dva prostora)

@ i kako mjerimo gresku e (norma);

analiza kvalitete dobivene aproksimacije — vrijednost
“najmanje” pogreske i ponasanje funkcije greske e (jer
norma je ipak samo broj),

konstrukcija algoritama za rac¢unanje najbolje
aproksimacije.
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Interpolacija polinomima

011, 13. predavanje — p. 27/72




Interpolacija polinomima
L,

Neka je funkcija f zadana na
@ diskretnom skupu razlicitih tocaka xy, za £k =0, ..., n, tj].
T; 7 Tj 781 F J;
@ funkcijske vrijednosti u tim tockama skrac¢eno
oznacavamo s fr = f(xx).

Komentar. Kad bismo dozvolili z; = z; za i # 7,
@ ili f nije funkcija (ako je f; # f;)
@ ili imamo redundantan podatak (ako je f; = f;).

Ako je |a,b] segment, u praksi su tocke obi¢no numerirane
tako da je

a<zTo<x1 <<z, <Db.
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Egzistencija i jedinstvenost
O e——.
Pitanja.
@ Uz koje uvjete postoji interpolacijski polinom?
@ Je li jedinstven?

Odgovor daje sljedeci teorem.

Teorem. Neka je n € NU{0}. Za zadane tocke (xg, fr),
k=0,...,n, gdje je z; # x; za © # j, postoji jedinstveni
interpolacijski polinom ¢ € P,,, stupnja najvise n

o(x) :=pp(x) =ag + arx + - - + aa”
za koji vrijedi

polzr) = for k=0,....n.

NumAnal 2011, 13. predavanje — p. 29/72



Egzistencija i jedinstvenost (nastavak)

Dokaz. Neka je
po(x) =ao+ a1z + -+ - + a,z"

polinom stupnja najvise n. Uvjete interpolacije napisimo u
obliku linearnog sustava s nepoznanicama ay, .. ., G,
Pn(20) = ap + a1xo + -+ - + anxy = fo
pn(®1) = ap + a1y + -+ + a2y = fi

Pa(Tn) = ag + a1xp, + -+ + apxh = fp.

Pokazat ¢emo da je matrica ovog sustava regularna, pa sustav
ima jedinstveno rjesenje.
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Egzistencija i jedinstvenost (nastavak)
D,

Provjeru regularnosti napravit ¢emo racunanjem vrijednosti
determinante.

Pripadna determinanta je tzv. Vandermondeova determinanta

1 xy  x} Ty
1z T
| R L1
1 =z, 2 "
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Egzistencija i jedinstvenost (nastavak)

Definiramo determinantu koja “nali¢i” na D,,, samo umjesto
T, stavimo da je posljednji redak u V,,(x) funkcija od x:

I x x5 e al
| SRR A
Valx) = : : :
2 n
1 Ln—-1 Tp_q Ln—1
| I 2 x"
Primijetimo da je
D, = V,(x,).

Promatrajmo V,,(z) kao funkciju varijable .
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Egzistencija i jedinstvenost (nastavak)
i

Razvojem po posljednjem retku uocavamo da je
@ V,(z) polinom stupnja najvise n u varijabli z,

@ koeficijent tog polinoma uz x" je D, — “krizanje”
zadnjeg retka i1 stupca.

Ako u determinantu V,,(z) redom uvrstavamo xg, ..., x, 1

@ determinanta V,,(xy), za k=0,...,n — 1, ima dva
jednaka retka, pa je

Va(2o) = V(1) = - - = Vi (wn—1) = 0,

tj. tocke xy,...,x,_1 su nultocke polinoma V,,(x) stupnja
n.
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Egzistencija i jedinstvenost (nastavak)
.

Za polinom V,,(z) stupnja n znamo
@ vodedi koeficijent D,,_1,
@ sve nultocke, xg, ..., T,_1,

pa V,(r) mozemo napisati kao
Vo) =D, g (x—x0) (x —21) - (T — 0 _1).
Uvrstavanjem r = x,,, dobivamo rekurzivnu relaciju za D,
Dy = Dy 1 (y — o) (T — 1) - (T — Tp1).

Odmah vidimo da je Dy = 1 (lijevi gornji kut!), pa je

D, = H (x; — ;).

0<j<i<n
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Egzistencija i jedinstvenost (nastavak)

Bududi da je z; # z;, za ¢ # j, onda je
D,, # 0,

tj. matrica linearnog sustava je regularna, pa

@ postoji jedinstveno rjesenje ag, ..., a, za koeficijente
polinoma p,,,

odnosno jedinstveni interpolacijski polinom. O

Napomena. Nadalje ¢emo se baviti raznim formama
interpolacijskog polinoma koje ¢e uvijek

@ predstavljati isti interpolacijski polinom,

samo zapisan u raznim bazama.
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Izbor baze 1| matrica sustava
I —m—m————

Ako u prostoru polinoma P,, izaberemo bazu ¢, ..., ©,, onda
interpolacijski polinom p,, mozemo prikazati u obliku

Pn = CL()QD()(x) + algpl(a:) + -+ angpn(x)
Linearni sustav za nepoznate koeficijente ao, ..., a, ima oblik

Pn(T0) = aopo(xo) + arp1(xo) + -+ + anpn(zo) = fo
Pn(l"l) = aOSOO(xl) T CL1901(5’31) T o ansﬁn(l"l) = fi

Pitanje: Moze li se relativno jednostavno pronaci baza
©o, . .., Pn za Koju je matrica ovog sustava jedinicna matrica?
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Primjer
D

Primjer. RjeSavanjem linearnog sustava za koeficijente, nadite
interpolacijski polinom stupnja 40 koji interpolira funkciju

f(x) =sinx,

na intervalu [0, 207| na ekvidistantnoj mrezi tocaka.

Vandermondeov linearni sustav je katastrofalno uvjetovan,
Ko A 5.027 - 10%%,

pa se ocekuju greske u rjeSenju.

Kad izracunamo vrijednost u ¢vorovima interpolacije, greske
su tolike da interpolacijski polinom ne interpolira zadane
podatke — ni rezidual nije malen.
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Primjer (nastavak)

Legenda. Na slici je prikazan samo dio podataka
@ plavim kruzi¢ima oznaceni su ¢vorovi interpolacije,

@ crvenim kruzi¢ima oznacene su izracunate vrijednosti u
¢vorovima interpolacije.

A o

(0]

Né o
&
&
€0
&
'

27TI37TCI’47TI57T

Zakljucak. Treba naci brzi na¢in racunanja, koji u ¢vorovima
daje gresku 0.
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Uvjetovanost Vandermondeovih matrica
.

Pogledajmo uvjetovanost Vandermondeovih matrica za neke
standardne izbore mreza ¢vorova, u ovisnosti o broju ¢vorova.

Oznaka: Za zadani n € NU {0} promatramo mrezu s n + 1
cvorova

x§"), i =0,....,n, a:(()n)<---<x7(%").

Pripadnu Vandermondeovu matricu reda n + 1 oznacavamo s
V(n—l—l) _ V(n—l—l) (:E(()n)7 o ’x(n))7

a njezini elementi su

j—1
(V(n+1))ij — (xgﬁ)l) . 4,jg=1,...,n+1.
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Uvjetovanost Vandermondeovih matrica (nast.)
T —"_ 5 5

Primjer 1. Ekvidistantna mreza s n podintervala na segmentu
[_17 1]7

ko (V (1)) n | ke (VD) n | ke (V1) n | ko (Vnt+)
1.000 - 10V 8 | 1.605-10°  25|2.131- 10 60 |2.253 - 1023
3.226-10° 10| 1.395-10*  30|5.642-10'% 70 [1.722-1033
8.012-10Y 12| 1.234-10>  35|1.496-10'® 80 [1.329-10°8
14| 1.105-10 40 |4.044-10"® 90 |1.033 - 10*3
6.383-10% 16| 9.983-10°  45/1.093-10%" 100 |8.083-10*"
1.898 -10% 18] 9.085-10" 50 (2.989-10%

5.354 -10% 201 8.314 - 108

N O Ut e W NN 3
DO
o)
(&)
OV
[S—
-
—
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Uvjetovanost Vandermondeovih matrica (nast.)
T —"_ 5 5

Primjer 2. Ekvidistantna mreza s n podintervala na segmentu

0,1],

ko (V(P11)) n | ke (V1) n | ke (V1) n | ke(Vn+1)
2.618 - 10" 8 | 2.009-10°  25[2.628 - 102! 60 | 7.018 - 10°2
1.510-10 10| 1.156-10%  30|7.896-10%° 70 [6.998 - 106!
9.887 - 10"  12] 6.781-10°  35(2.404-10%° 80 |7.048-107°
6.864 - 10>  14[4.032-10"  40]7.391-10%* 90 |7.151-107?
4.924-10°  16|2.421-10'%  45|2.289-10%°  100| ne ide
3.606 - 10*  18[1.465-10  50|7.132-10%*

2.678 -10°  20(8.920-10'¢

N O Ot e W NN =3
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Uvjetovanost Vandermondeovih matrica (nast.)
o ——————

Primjer 3. Neekvidistantna “harmonijska” mreza s n
podintervala na segmentu |0, 1],

a:§”>: ! -, 1=0,...,n.
n+1—1

n | ko (VD) n | ko (V1) n | ke (V1)
1| 6.342 - 10° 8 | 4.650 - 10? 2519.112 - 103Y
2| 5.965 - 10! 10| 6.033 - 1012 30|1.037 - 10°°
3| 7.532 - 107 12]1.129 - 1016 35 [ 2.649 - 1099
41 1.217-10* 14 |2.878 - 107 40|1.356 - 10™
51 2.404 - 10° 16 | 9.586 - 10%2 45 1.277 - 1082
6| 5.620 - 106 18 [ 4.041 - 1026 50(2.071 - 1093
71 1.518 - 108 20 |2.102 - 103Y
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Uvjetovanost Vandermondeovih matrica (nast.)
o ——

Za dani n, ¢vorovi “harmonijske” mreze su redom

my 1 NONES. O3 L 1

SR T o TSy WS

pa zato 1 naziv “harmonijska”. Prvi ¢vor tezi prema 0, kad
n — oQ.

Moze se pokazati da je

liz(v(nJrl)) (n + 1)n—|—1
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Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma

Da bismo nasli koeficijente interpolacijskog polinoma, nije
potrebno (ni dobro) rjesavati linearni sustav za koeficijente.

Interpolacijski polinom p,, mozemo napisati koriStenjem tzv.
Lagrangeove baze {{;,k = 0,...,n} prostora polinoma P,

n

pn(x) — Z fkgk(x)a

. . k:O
pri cemu je

(z—20) - (v — xp—1) (T — Tpy1) - - (T — )

ék(:c) — («Tk: _ «TO) e (g;k — xk_l) (CUk — CIJ}<;+1) T (xk o xn)
r—=T; k(x) — n
_ka_xz. wi (1) Pl
z;ék
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Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma (n.)
e,

Polinomi /¢, su stupnja n, pa je p,, polinom stupnja najvise n i

vrijedi .
0, za1+#k,

1, zai1=k.

Uvrstimo li to u p,, vidimo da suma svodi na jedan jedini clan
za 1 = k, tj. da vrijedi

pn(xk) — fk7

¢ime smo pokazali da se radi o interpolacijskom polinomu u
¢vorovima (g, fi), k=0,...,n.

Iz oblika ¢;, vidi se da je za rac¢unanje polinoma u
Lagrangeovoj formi potrebno O(n?*) operacija.
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Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma (n.)

Polinom

zovemo polinom c¢vorova.

Polinome /. (x) Lagrangeove baze mozemo napisati preko w(z),
w()

(x — xp) wp(xy)

Nadalje, lako se vidi da je wi(zy) = W'(xk), pa je
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Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma (n.)

Forma

r— xg) W(xk)

Pn(7) = w(z) 2.7

se moze koristiti za racunanje vrijednosti polinoma u tocki
r#x,zak=0,...,n (za x = x znamo da je p,(zr) = fr).
Ipak, svrha Lagrangeovog interpolacijskog polinoma

@ nije racunanje vrijednosti u tocki, ve¢ se uglavnom koristi
za, teoretske svrhe (dokaze).

Ako znamo neke informacije o funkciji f, mozemo napraviti i
ocjenu greske interpolacijskog polinoma.
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Ocjena greske interpolacijskog polinoma
S

Teorem. Pretpostavimo da

@ funkcija f ima (n + 1)-u derivaciju na segmentu |a, b| za
neki n € NU{0};

Q@ 1, € la,b], k=0,...,n, sumedusobno razliciti ¢vorovi
interpolacije, tj. x; # x,; za i@ # j;

@ p, je interpolacijski polinom za f u tim ¢vorovima.

Za bilo koju tocku x € |a, b] postoji tocka &
Tin := min{zg, ..., Ty, v} < & <max{zg,...,Tn, T} = Tmax

takva da za gresku interpolacijskog polinoma vrijedi

() = f(@) = palw) = =5, F"V(E).
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Ocjena greske interpolacijskog polinoma (nast.)
S

Dokaz.
. slucaj — x = x1, je ¢vor interpolacije

Tada je w(xr) = 0, pa su obje strane posljednje relacije

jednake 0, a & je proizvoljan.

2. slucaj — x nije ¢vor interpolacije

Tada je w(x) # 0 i gresku interpolacije prikazujemo u obliku
e(z) = f(z) — pa(r) = w(z)s(z),

s time da je s(x) korektno definiran ¢im x nije ¢vor.

Fiksirajmo x 1 definiramo funkciju u varijabli ¢

g(t) = e(t) —w(t)s(z) = e(t) — w(t) °lz)

w(x)’

t € la,bl.
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Ocjena greske interpolacijskog polinoma (nast.)
S

Zakljucak:

@ funkcija pogreske e ima to¢no onoliko derivacija (po t)
koliko i f, 1 one su neprekidne kad su to i derivacije od f;

@ 1z nije ¢évor, pa je ¢ korektno definirana na [a, b].

Nadimo koliko nultocaka ima funkcija g. Ako za t uvrstimo
x1, dobivamo

g(z) = e(xg) — w(xg) () =0, k=0,...,n.

Jednako tako je i
g(z) =e(x) —e(x) =0.

Drugim rijeCima, g ima barem n + 2 nultocke na [Z iy, Tmax|-
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Ocjena greske interpolacijskog polinoma (nast.)
i aononmm—h

Buduéi da je g derivabilna na [yin, Tmax],

@ Rolleov teorem = ¢’ ima barem n + 1 nultocku unutar
<37min7 xmax> .

Induktivnom primjenom Rolleovog teorema zakljuc¢ujemo da

@ ¢Y) ima bar n + 2 — j nultoéaka na (Tmin, Tmax), za
17=0,...,n+1;

@ za j =n+ 1 dobivamo da ¢! ima bar jednu nultocku
5 S <$min7$max>-
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Ocjena greske interpolacijskog polinoma (nast.)
i aononmm—h

Nadalje,

@ p, je polinom stupnja najvise n, pa je pf{lﬂ) = 0,

@ w je polinom stupnja n + 1,
pa je
() = fUH(), W () = (n 4 1)L

Uvrstavanjem e"*(¢) u (n + 1)-u derivaciju za g dobivamo

g (1) = (D) — e (t) S

= fD () — (n+ 1)) Z((?)
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Ocjena greske interpolacijskog polinoma (nast.)
i aononmm—h

Kona¢no, ako uvazimo da je ¢+ (&) = 0, onda je

0= g™ = FU(E) — -+ 1)1 S,
odnosno
(o) = 20 £ )
Sto smo trebali dokazati. O

Ako je frtD)
@ ogranic¢ena na |a, b],

@ ili, jace, ako je f € C™""a,b], tj. f ima neprekidnu
(n + 1)-u derivaciju na [a, ] ...
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Ocjena greske interpolacijskog polinoma (nast.)
L

... onda se iz prethodnog teorema dobiva sljedeca ocjena
oreSke interpolacijskog polinoma za funkciju f u tocki
r € |a,b]

w(z)]
— pp(2)] < M, M, .1 := m (1) ()]
F(@) = pa@)] < =5 Moty Mo = max [ £ (@)

Ova ocjena slijedi direktno iz teorema, a korisna je ako
relativno jednostavno mozemo

@ izracunati ili odozgo ocijeniti vrijednost M, 1.
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Newtonov oblik interpolacijskog polinoma
v ———

Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma

@ nije pogodan za povecanje stupnja interpolacijskog
polinoma.

Postoji Newtonova forma interpolacijskog polinoma

@ koja se izvodi tako da se interpolacijskom polinomu
dodaju nove tocke interpolacije, tj. povecava se stupan]
interpolacijskog polinoma.

Interpolacijski polinom stupnja 0

Nadimo konstantu koja interpolira funkciju f u tocki xy. Ocito

po(x) = fo.
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Newtonov oblik interpolacijskog polinoma (n.)
T —

Interpolacijski polinom stupnja 1

Dodajmo jos jedan ¢vor interpolacije, x1.
Polinom p; napisimo kao zbroj polinoma pq 1 korekcije rq,

pi(z) = po(x) + ri(x).
Uoc¢imo
@ 7r; mora biti stupnja 1;
@ iz uvjeta interpolacije u o imamo
fo = p1(x0) = po(T0) + 1r1(T0) = fo + 71(20);

tj. mora biti r(xg) = 0, odnosno r; mora imati oblik

ri(x) = a1 (x — xp),
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Newtonov oblik interpolacijskog polinoma (n.)
T —

@ iz uvjeta interpolacije u r; iImamo
fi=p1(x1) = po(x1) +71(21) = fo +71(21),
tj. mora biti r(x1) = f1 — fo, pa je
_ Ji—Jo

X1 — Xy

aq

Interpolacijski polinom stupnja 2

Dodajmo jos jedan ¢vor interpolacije, x5.
Polinom ps napisimo kao zbroj polinoma p; 1 korekcije rs,

po(z) = p1(x) + ro(x).
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Newtonov oblik interpolacijskog polinoma (n.)
I —

Uoc¢imo
@ 79 mora biti stupnja 2;

@ iz uvjeta interpolacije u zg 1 1 imamo
fe = pa(wx) = pr(wg) + ro(zr) = fr +ra(ar), k=01
tj. mora biti 1 (x) = 0, odnosno ry mora imati oblik
ro(x) = as(x — xo)(x — 1),

@ koeficijent as racunamo iz uvjeta interpolacije u xs.
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Newtonov oblik interpolacijskog polinoma (n.)

Nastavimo li postupak, konstriurali smo interpolacijski

polinom
n—1
() =ag+ a1(x — zg) + -+ + ay, H(az — Tp),
k=0

tj. konstruirali smo “donju trokutastu” Newtonovu bazu

n—1

1, (x—x9), (x—x9)(x—121), ..., H(x—a:k)

k=0

u prostoru polinoma stupnja manjeg ili jednakog n.

Sada samo treba odrediti koeficijente ay.
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Newtonov oblik interpolacijskog polinoma (n.)
L —

Vec¢ smo pokazali da je

o

1 —ZIZ'O.

ao :f07 aq

Buduéi da dizemo stupanj interpolacijskog polinoma, onda ay

ovisi samo o funkciji f i tockama xo, ..., zx.
Oznaka:
ar = flxo,..., Tk,
a velicinu f|xo, ..., x| zovemo k-ta podijeljena razlika.
Katkad se koristi “operatorska” oznaka [zg, ..., z|f.
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Podijeljene razlike
————

Lema. Za medusobno razli¢ite tocke xg, ..., z,, podijeljena
razlika f|xo,...,z,] ne ovisi o permutaciji tocaka o, tj.
f[x()a S ,In] — f[aja(())a <. 7330(77,)]'

Dokaz. Oznacimo koeficijente interpolacijskog polinoma p,,

@ s a; ako je poredak tocaka xg, ..., x,,
@ s b ako je poredak tocaka T (0), ..., To(n)-
Dakle,
n—1
pa(@) = ag + a1(x — zo) + -+ + a, | [(x — z)
k=0

n—1
= by + b1(x — Zo(0)) + -+ by H(l“ — To(k))-
k=0
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Podijeljene razlike (nastavak)
o ———

Buduc¢i da se radi o istom polinomu

@ koeficijenti uz odgovarajuce potencije moraju biti
jednaki;
@ usporedivanjem koeficijenata uz x" vidimo da je a,, = b,,.
[]

Ostaje jos samo pitanje kako efikasno racunati f|zg, ..., z,].

Lema. Za podijeljene razlike vrijedi sljedeca rekurzija

e = sl S )

s tim da je flzi] = fi.
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Podijeljene razlike (nastavak)

Dokaz. Oznacimo koeficijente interpolacijskog polinoma p,,

@ s a; ako je poredak tocaka xzg, ..., x,,
@ s b, ako je poredak tocaka z,,, ..., 2.
Dakle,
n—1
() = ag+ ar(x — z9) + - - - +anH(x — T)
k=0

:bo+b1(x—a:n)+---+an(x—xk).
k=1

U prethodnoj lemi je dokazano da je a,, = b,,. Usporedimo sad
koeficijente uz 2" 1.
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Podijeljene razlike (nastavak)
S

Koeficijent uz 2" dobivamo kao zbroj dva koeficijenta:

@ koeficijent uz pretposljednji ¢lan u p,,, sto je a,,—1 u
jednom slucaju, a b,_1 u drugom,

@ u posljednjem ¢lanu — u produktu faktora [ [,_. (z — xx),
uzmemo iz jedne zagrade —xy, a iz svih ostalih =z,

odnosno

n—1 n
Up—1 — Un E L — bn—l — bn E L.

Uvazimo da je a,, = b,

n—1 n
Up—1 — Qp § L = bn—l — Qp E Lk,
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Podijeljene razlike (nastavak)

pa dobivamo

bn—l — Up—1 = an(fEn - 370)7

111
bn—l — Qp—1
Ay = .
Ly — X
Bududéi da je
an = flro, ..., Ty,
Ap—1 — f:an fe 73777,—1]7
bn—l — f:xnw")x'l] — f[mlw"axn])

odmah izlazi trazena rekurzija.

Start rekurzije je flxg] = fi, Sto se vidi iz konstantnog
interpolacijskog polinoma. N
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Tablica podijeljenih razlika
O OOeemm———————.

Tablica svih potrebnih podijeljenih razlika ima ovaj oblik:

T floi] flek, ze1]  floe, Tper, vea2] - flwo, oo @0
o flzol

f[flfo, 331]
X1 f[xl] f[af(),llfl,ZCQ]

f[331, xQ]

flxo, ..., xn]
f[wn—Qa xn—l]
Ln—1 f[wn—l] f[wn—Qa Ln—1, wn]
f[wn—la xn]
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Newtonov oblik interpolacijskog polinoma (n.)
T —

Konacni izgled Newtonovog interpolacijskog polinoma
Palx) = flao] + floo, z:1] (x — 2o)
+ flxo, 21, 22| (x — x0) (x — 21)
+ -+ flro, 1, .- ] (T —20) - (2 — Ty 1).

Od tablice podijeljenih razlika treba nam samo “gornji rub”.
To se moze izracunati u jednom jednodimenzionalnom polju.

Algoritam racunanja podijeljenih razlika

za 1 =1 do n radi {
za j =n do i radi {
flj] = (£03] - £ - 1D/ &x[3] - x[j - 1i1);
+;
+;
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Newtonov oblik interpolacijskog polinoma (n.)
e

Nakon zavrSetka algoritma za racunanje podijeljenih razlika

@ “gornji rub” flxg, ..., ;] se nalazi redom u polju f£.

Algoritam izvrednjavanja interpolacijskog polinoma u nekoj
tocki r ima oblik Hornerove sheme.

Algoritam izvrednjavanja interpolacijskog polinoma

sum = f[n];
za i =n -1 do 0 radi {

sum = sum * (x - x[i]) + f[i];
+;

/* Na kraju je pn(x) = sum. */
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Ocjena greske interpolacijskog polinoma
S

Gresku interpolacijskog polinoma (jednaku onoj iz
Lagrangeove forme), mozemo pisati koristenjem podijeljenih
razlika.

Ideja. Dodajmo joS jedan ¢vor x,,1 u Newtonov oblik
polinoma, tako da je x,1 € (a,b), s tim da x, 1 nije jednak
ni jednom od polaznih ¢vorova xg, ..., z,. Tada je

Prr1(x) = flwo] + flxo, 1] (x — 0)

+ flxo, 21, 22| (x — x0) (T — 21)

‘|—"'—|—f[5130,$1,...,33n] (.T—xo)"'(.fli—l“n_l)
—|—f[5130,5131,...,513n,:6n_|_1] (m—xo)...(x_xn).
=pp(x)+ (x —x9) - (x — ) flTo, X1, oo\ Ty Tppp 1]
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Ocjena greske interpolacijskog polinoma (nast.)
i,

Buduc¢i da je

Pn+1(@Tnt1) = f(@Tnt1),
onda je

f(xn—l—l) — pn(xn—l—l)
=+ (ilfn+1— xo) e (ilfn+1— %) f[ﬂ?o, e ,5I3n+1]
= Pn(Tns1) + W(Tng1) fl2o, .- -, Tnga).

Usporedimo to s ocjenom greske iz u Lagrangeovog oblika,
(napisanoj u tocki x,.1, a ne x)

Nnet) pnit) gy,

f(anrl) _pn(anrl) — (n + 1)!

za neki £ € (Tmin, Tmax)-
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Ocjena greske interpolacijskog polinoma (nast.)
.

Iz prethodne formule odmah ¢itamo da je

(g
(n+ 1)1

f[x()? L1,y Tn, Z'n_|_1] —

Ova se formula uobi¢ajeno pise u ovisnosti o varijabli x, (t;.
T,41 Se zamijeni s x), pa je

F(g)
(n+ 1)

f[x()axl)"'axnax] —

Zanimljivo je da ova formula vrijedi i kad ¢vorovi nisu
medusobno razli¢iti (v. Hermiteova interpolacija).
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Podijeljene razlike visokog reda za polinome
L,

Iz formule

Fe(e)
(n+1)!

f[x()a L1y.-- 5L, xn—l—l] —

direktno izlazi jos i1 ovaj rezultat.

Korolar. Ako je f € P, polinom stupnja najvise n, onda je
flxg,x1,...,2x] =0, za k>n+1,
za bilo koji izbor tocaka xq, ..., x.

Dokaz. Tada je f*) (&) = 0 u svakoj tocki &. ]
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