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1. Uvod

Nepoznanica u diferencijalnim jednadzbama je realna (ili kompleksna) funkcija, te se
osim nepoznate funkcije javljaju i njene derivacije. Na ovom kolegiju ¢emo proucavati
samo situacije u kojima nepoznata funkcija ovisi samo o jednoj realnoj varijabli.

Nezavisnu varijablu ¢emo obi¢no oznacavati s x ili t. Za nepoznatu funkciju ée
se javljati nekoliko moguénosti pa ¢emo obi¢no imati sljedece: u = u(z), y = y(z),
u = u(t), x = z(t) (primijetite da se u ¢etvrtoj opciji x javlja kao funkcija, dok u prve
dvije opcije = predstavlja varijablu). Ako nepoznatu funkciju ozna¢imo s u = u(x),
tada za njene derivacije koristimo zapis «’, u”, ..., u™ ili flg, g;;, e ZZZ—% (u literaturi
se mogu pronadi i sljedeé¢e oznake: 1, i, u(”))

U ovom poglavlju posveéenom teOI"IJI OblCIllh diferencijalnih jednadzbi kao glavne
reference navodimo [1, 4, 9] u kojima zainteresirani ¢itatelj moze pronaci i neke sa-
drzaje koji nadilaze sadrzaj ovog kolegija.

Definicija 1.1. Obicna diferencijalna jednadzba je jednadzba oblika
F(z,u(z),d(2),...,u™(2)) =0, z€l, (1.1)

pri ¢emu je F': Q — R, Q C R"?2 dana funkcija, n € N, te w : I — R, I C
R, nepoznata funkcija. Dakle, to je relacija koja povezuje nezavisnu varijablu x,
nepoznatu funkciju jedne varijable u = u(z) i njezine derivacije ', u”, ..., u(™.

Red obicne diferencijalne jednadzbe je red najvise derivacije koja se u jednadzbi
pojavljuje. Dakle, (1.1) je obi¢na diferencijalna jednadzba n-tog reda.

Po teoremu o implicitnoj funkciji obi¢na diferencijalna jednadzba n-tog reda se
(lokalno) moze zapisati u obliku

W (z) = fz,u(@),d (2),...,u"V(2), xel,

od kojeg ¢emo obi¢no polaziti u teoretskim razmatranjima.

Ako je nepoznata funkcija u funkcija vise varijabli, tada se javljaju parcijalne
derivacije pa se pripadna diferencijalna jednadzba naziva parcijalna diferencijalna
jednadzba, a neki posebni slucajevi takvih jednadzbi se obraduju na kolegiju Metode
matematicke fizike. Kako u ovom kolegiju proucavamo samo obi¢ne diferencijalne
jednadzbe, mozemo koristiti kraé¢i naziv tako da ispustimo pridjev obicne, Sto ce
Cesto 1 biti slucaj.

Razni fizikalni, bioloski, ekonomski i drugi sustavi su rukovodeni promjenama
promatranih veli¢ina. Kako su promjene funkcija opisane pripadnim derivacijama,
diferencijalne jednadzbe se prirodno javljaju kao modeli koji opisuju razli¢ite pojave
u znanosti i tehnologiji. Kao ilustraciju, navest ¢emo nekoliko primjera u kojima
¢emo vidjeti da neke jednostavne diferencijalne jednadzbe veé¢ sad znamo rjesavati.

Primjer 1.2 (Slobodan pad). Promatramo gibanje kamena mase m koji je ispusten
s visine h u polju sile teze (otpor zraka zanemarujemo). Oznac¢imo s x(t) vertikalni
polozaj kamena (materijalne tocke) u trenutku t. Ako postavimo koordinatni sustav
kao na Slici 1, tada u pocetnom trenutku ¢ = 0 imamo x(0) = 0. Potrebno je odrediti
(prvi) trenutak 7" > 0 za koji imamo x(7T) = h.
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Slika 1: Slobodni pad.

Po drugom Newtonovom zakonu vrijedi F= md, pri Cemu je F sila koja djeluje
na materijalnu tocku, m njena masa i @ akceleracija. U naSem modelu o¢ito imamo
gibanje samo u smjeru koordinatne osi x tako da prethodnu vektorsku jednadzbu
mozemo zamijeniti pripadnom xz-komponentom (sve ostale komponente su trivijalno
ispunjene).

Akceleracija je dana kao druga derivacija, pa je njena x-komponenta u trenutku
t jednaka x”(t).

Na kamen djeluje samo sila teza koja je dana s F = mg, pri ¢emu je ¢ vektor
ubrzanja materijalne tocke pod utjecajem Zemljine gravitacijske sile koji je iznosa
pribliZzno ¢ = |g] = 9.8ms? i smjera okomitog na horizontalnu plohu. U nagem
slucaju je x-komponenta sile F dana s mg.

Dakle, po drugom Newtonovom zakonu slijedi da x zadovoljava sljede¢u obi¢nu
diferencijalnu jednadzbu drugog reda:

' =g. (1.2)

Ovu jednadzbu jednostavno rjeSavamo integriranjem (iz jednadzbe imamo da je 2’
primitivna funkcija konstantnoj funkciji ¢ — ¢). Naime, nakon prvog integriranja
(po varijabli t) dobivamo z/(t) = gt + C, gdje je C' neka konstanta, pa jo§ jednim
integriranjem konac¢no dobivamo:
gt’
1(t) =" +Ct+D, teR, (1.3)
gdje su C, D € R po volji odabrane konstante.

Buduéi da oc¢ekujemo da je gibanje u potpunosti odredeno danim uvjetima, nas
matematicki model bi trebao dati jedinstveno rjeSenje. Radi toga u model dodatno
uvodimo uvjete koje bi funkcija = morala zadovoljiti. Veé¢ smo ranije ustvrdili da je
kamen u pocetnom trenutku na visini A, $to s obzirom na na$ izbor koordinatnog
sustava odgovara uvjetu 2(0) = 0. Dodatno, kamen je ispusten u po¢etnom trenutku
Sto znaci da mu je pocetna brzina 0. Kako je brzina dana kao prva derivacija, iz toga
dobivamo 2/(0) = 0.

Uvjete
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nazivamo pocetnim uvjetima. Sada u (1.3) slijedi C' = D = 0, pa je jedinstveno

rjeSenje dano s z(t) = %gt2.
Kona¢no, trenutak 7' odredujemo rjeSavanjem jednadzbe z(7) = h, odnosno
$gT?* = h. Dakle, dobivamo
2h
T=4—,
g

pri ¢emu smo u obzir uzeli samo pozitivno rjeSenje zbog prirode problema.

Napomena 1.3. a) Uoc¢imo da smo za gornju diferencijalnu jednadzbu (1.2) dru-
gog reda trebali dva pocetna uvjeta da bismo dobili jedinstveno rjesenje.

b) Pristup rjesavanja jednadzbe (1.2) u prethodnom primjeru jednostavno mozemo
poopéiti na sve diferencijalne jednadzbe n-tog reda oblika (™ (t) = f(¢).

¢) Zakljucci (tj. dobiveni rezultati) u prethodnom primjeru ne ovise o izboru ko-
ordinatnog sustava. Medutim, ¢esto pogodnim izborom koordinatnog sustava
mozemo znatno pojednostaviti rac¢un.

Primjer 1.4 (Malthusov populacijski model). Promatramo populaciju nekih zivih
organizama u zatvorenom sustavu (npr. bakterije u Petrijevoj posudi, ribe u jezeru)
i zanima nas rast jedinki po vremenu.

Neka je p(t) veli¢ina populacije (broj jedinki) u trenutku ¢.

U ovom modelu uvodimo sljedeéu (prirodnu) pretpostavku: brzina rasta popu-
lacije je proporcionalna velicini populacije. To znaci da postoji konstanta & > 0
(neovisna o t) tako da vrijedi
P =kp. (1.4)
Ovo je diferencijalna jednadzba prvog reda, ali ne spada u klasu jednadzbi opisanih
u Napomeni 1.3(b) pa ju ne moZemo jednostavno rijesiti integriranjem.

Pokusajmo pogoditi rjesenje. Za pocetak uoc¢imo da je jedno trivijalno rjesenje
dano s konstatnom funkcijom p = 0. Neka je sada k& = 1. Tada rjeSenje mora
zadovoljavati p’ = p, a znamo da je jedna takva funkcija upravo eksponencijalna
funkcija, odnosno p(t) = e!. Nije tesko pokazati da za opéeniti k funkcija p(t) = ekt
zadovoljava danu diferencijalnu jednadzbu.

Jo§ je preostalo uociti da ako p zadovoljava diferencijalnu jednadzbu, tada za
proizvoljnu konstantu C' € R funkcija Cp takoder zadovoljava jednadzbu. Naime,

(Cp)' = Cp' = C(kp) = k(Cp),

pri ¢emu smo u drugoj jednakosti koristili da p zadovoljava jednadzbu (1.4). Pret-
hodno svojstvo je zajednicko za sve homogene linearne diferencijalne jednadzbe (v. Odje-
ljak 4).
Dakle, sve funkcije oblika
p(t) = Cer*, (1.5)

C € R, zadovoljavaju diferencijalnu jednadzbu (1.4) (za C' = 0 dobivamo ranije
komentirano trivijalno rjesenje). U idu¢em odjeljku ¢emo pokazati da su to zaista i
sva rjeSenja.
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Vratimo se sada nasem modelu. Da bismo mogli nesto re¢i o dinamici populacije,
potrebno je zadati pocetan broj jedinki (broj jedinki u pocetnom trenutku ¢ = 0).
Oznac¢imo taj broj s N, pa dobivamo pocetni uvjet

p(0) = N. (1.6)

Ovaj uvjet zajedno s (1.5) daje jedinstveno rjesenje diferencijalne jednadzbe dano s
p(t) = Ne* (primijetimo da je rast populacije po ovom modelu eksponencijalan).

Sada kada znamo tocan broj jedinki u svakom trenutku ¢, mozemo izvoditi razne
zakljucke. Na primjer, ako nas zanima u kojem trenutku 7' ¢e se populacija udvos-
truciti, potrebno je rijesiti jednadzbu p(T) = 2N, iz ¢ega slijedi T = 1“

Napomena 1.5. Odredivanje svih rjeSenja diferencijalne jednadzbe (1.4) mogli smo
napraviti ipak uz manje pogadanja. Naime, ako pretpostavimo da je p pozitivna
funkcija (8to s obzirom na promatrani model ima smisla), tada mozemo jednadzbu
podijeliti s p. Kako je % = (Inp)’, integriranjem dobivamo da je nuzno In p(t) = kt+C
za neku konstantu C' € R, iz ¢ega jednostavno slijedi zakljucak.

Ovaj postupak rjesavanja bit ¢e pogodan za sve separabilne jednadzbe $to ¢emo
detaljnije razmatrati u Odjeljku 3.

Zadaci

Zadatak 1.1 (Gibanje tijela u polju sile teze). Tijelo mase m baceno je uvis brzinom
vp. Odredite najvecu visinu koju ¢e tijelo postiéi te trenutak kada ¢e tijelo pasti na
zemlju. Otpor zraka zanemarujemo.

Rjesenje Prlmljetlmo najprije da vrijedi ' = —mg, gdje je g = 9.8% (zapravo je
F= mg, gdje je F sila teza, dok je ¢ vektor ubrzanja sile teze, || = 9.87; v. Primjer
1.2).

Ako je z(t) polozaj (visina) tijela u trenutku ¢, po drugom Newtonovom zakonu
vrijedi:
d*x
a2
uz pocetne uvjete (fl—ﬂt:o = vg 1 x|4=0 = 0 (ovi uvjeti odgovaraju koordinatnom sustavu
u kojem je os = postavljena okomito na horizontalu i orijentirana prema gore, a
ishodiste se nalazi u poc¢etnom polozaju tijela).

Sada iz jednakosti (1.7) slijedi:

(1.7)

—mg=m

Z'(t) = —g. (1.8)
Integriranjem jednadzbe (1.8) od 0 do ¢ dobivamo:
t
Z'(t) — 2'(0) = —/ gdr = —gt.
0

Uzimajuci u obzir da je 2'(0) = vy, imamo:

Z'(t) = vy — gt. (1.9)
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Integriranjem jednadzbe (1.9) od 0 do ¢t slijedi:
t2
x(t) — x(0) = vot — 95
Uzmemo li u obzir da je 2(0) = 0, imamo:

t2
x(t) = vot — 95

Trazimo maksimalnu vrijednost z(t). Ona se postize za takav T, u kojem je
&' (Tinaz) = 0. Dakle, imamo (koristimo (1.9)):

Vo _ngaz =0 <:>J“’max =

Iz toga slijedi
2
Y%
29
Trenutak pada na zemlju: trazimo T},,q > 0 takav da je 2(7},4q) = 0. Dakle, mora
vrijediti:

Tmazx = x(Tmax) -

QTand 2ug

:O@Tad:_a
? g

Vo Tpad -

pri ¢emu smo koristili da je T,qq (¢ime je iskljuceno rjesenje T,,q = 0 koje odgovara
pocetnom polozaju). Time smo odgovorili na sva pitanja. O

Napomena 1.6. U prethodnom modelu otpor zraka moze igrati vaznu ulogu pa je
to¢niji model (ali ne i dalje u potpunosti egzaktan):

&z _ e
e = 7 T P

gdje k u drugom ¢lanu na desnoj strani predstavlja koeficijent otpora zraka.
U Odjeljku 8 ¢emo vidjeti kako ovu diferencijalnu jednadzbu drugog reda rijesiti.

Zadatak 1.2 (Radioaktivni raspad). Brzina radioaktivnog raspada elementa propor-
cionalna je trenutnoj koli¢ini tog elementa. Odredite trenutak poluraspada.

Rjesenje: Koli¢inu elementa u trenutku ¢ oznacavamo s N(t). Na temelju dane pret-
postavke znamo da postoji parametar £ > 0 takav da je raspad elementa opisan
sljede¢om diferencijalnom jednadzbom (detaljnije objasnjenje kako smo dosli do ove
jednadzbe moze se pronaéi u rjeSenju Zadatka 3.14):

dN

— () = kN (1) (1.10)

(koeficijent uz N(t) je negativan jer se po pretpostavci veli¢ina N(¢) smanjuje pa
mora biti N'(t) < 0). Ovdje parametar k > 0 predstavlja koeficijent raspadanja koji
ovisi o elementu. Pocetni uvjet oznac¢imo s Ny = N(0) > 0.

Trazimo T takav da je N(T) = £2.
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Sada iz (1.10) dijeljenjem s N(t) # 0 (zanima nas samo situacija kada koli¢ina
elementa nije jednaka 0) slijedi:

N'(t) _
NOR (1.11)
Iz (1.11) direktno imamo:
(In|N(t)]) = —k. (1.12)

Integriranjem jednadzbe (1.12) od 0 do t dobivamo:
In([N(#)]) = In [No| = —kt,

odnosno

pri ¢emu smo koristili da je Ny > 0. Dakle,
IN(t)| = Noe ™.

Kako je Ny > 0 te e ¥ > 0, zaklju¢ujemo da funkcija t — N(t) nema nultocki, pa iz
N(0) = Np > 0 slijedi da za svaki trenutak ¢ vrijedi N(¢) > 0. Time je rjeSenje dano
sa

N(t) = Nye ™.

Iz sljedeceg uvjeta odredujemo trenutak poluraspada:

5 = N(T) = Nye 7,
iz Cega slijedi
jar L
2
te konac¢no o
n
T=—
k

[]

Zadatak 1.3 (Rast populacije). Populacija miSeva i puzeva u nekom podrucju raste
brzinom koja je jednaka 0.5 (zapravo 0.5 mjese¢no) trenutne populacije. Sove nas-
tanjuju isto podrucje i svaki dan pojedu tocno 15 puzeva. Na pocetku populacije
miSeva i puzeva imaju po 1000 jedinki. Odredite broj jedinki miseva i puzeva nakon
10 mjeseci.

Rjesenje: Neka je p(t) broj miSeva u trenutku ¢ (pretpostavimo da se vrijeme ¢ mjeri
u mjesecima). Broj jedinki miSeva odredujemo iz sljedece jednadzbe:

dp

(1) = 05p(1), (1.13)
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uz pocetni uvjet p(0) = 1000. Odredujemo vrijednost p(10). Iz jednadzbe (1.13)
slijedi da je rjeSenje dano sa:
p(t) = 1000e™.

Sada lako dobivamo da je populacija miSeva nakon 10 mjeseci jednaka:
p(10) = 1000e® ~ 148413.

Neka je sada ¢(t) broj puzeva u trenutku t. Broj jedinki puzeva odredujemo iz
sljedece jednadzbe:
dq
dt
uz pocetni uvjet ¢(0) = 1000. Broj 450 = 30-15 na desnoj strani gornje diferencijalne
jednadzbe odgovara broju puzeva koje sove pojedu svaki mjesec. Iz jednadzbe (1.14)
dobivamo:

(t) = 0.5¢(t) — 450, (1.14)

/

q pr—
g — 900

Sada iz jednadzbe (1.15) imamo:

0.5. (1.15)

(In |g — 900])" = 0.5. (1.16)
Integriramo 1i jednadzbu (1.16) po t, dobivamo:
In |g(t) — 900 = 0.5t + C, C € R. (1.17)
Iz jednadzbe (1.17) direktno slijedi:
lq(t) —900] = %™ C e R.

Dakle, imamo:
q(t) — 900 = £Ce%% C > 0.

Napokon, opce rjeSenje je dano u sljede¢em obliku:
q(t) =900 4 Ce™™, C # 0.

Uz pocetni uviet ¢(0) = 1000, slijedi da imamo 1000 = 900 + Ce° te iz toga C' = 100.
Dakle, rjesenje problema je dano s:

q(t) = 900 + 100e%*,

pa imamo:
q(10) = 900 + 100e” ~ 15741,

]

Zadatak 1.4 (Kosi hitac). Tijelo mase m baceno je s tla brzinom vy > 0 pod kutom
a € (0, §) s obzirom na horizontalu. Otpor zraka zanemarujemo.

Odredite polozaj tijela u trenutku ¢ i udaljenost na kojoj ée pasti od pocetnog
polozaja. Za koju vrijednost kuta « ¢e ta udaljenost biti najve¢a? Skicirajte krivulju
koju prebrise tijelo u letu.
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Slika 2: Prikaz postavljenog koordinatnog sustava za problem kosog hica.

Rjesenje: Za razliku od Primjera 1.2 i Zadatka 1.1, ovdje je ocito rije¢ o dvodi-
menzionalnom (ravninskom) gibanju, pa nam nije dovoljno promatrati samo jednu
koordinatnu os.

Postavimo ishodiste koordinatnog sustava u poc¢etnom polozaju tijela, os y oko-
mito na horizontalnu plohu i orijentiranu prema gore, dok os x u smjeru horizontale
i orijentiranu u smjeru kretanja (vidi Sliku 2).

Oznacimo s (z(t), y(t)) polozaj tijela u trenutku t. Tada je d(t) = (2" (t),y"(t)).
S druge strane, za silu tezu (jedinu silu koja djeluje na tijelo) imamo mg = m(0, —g)

gdje je priblizno g = |§] = 9.8ms™2. Time iz Newtonove jednadzbe ma = mg

dobivamo
(2"(t),y"(t)) = (0,—g).
odnosno
2'(t) =0, (1.18)
y'(t)=—g. (1.19)
S obzirom na odabrani koordinatni sustav o¢ito imamo
z(0) =0, (1.20)
y(0)=0. (1.21)

Vektor pocetne brzine vy = (2/(0),4'(0))) je vektor koji lezi na pravcu kroz isho-
diste koji s osi z zatvara kut «, ¢ija je duljina vy, a koji je orijentiran gore desno (vidi
Sliku 2). Dakle, imamo ¥y = (v cos a, vg sin @), ¢ime slijedi

2'(0) = vg cos o, (1.22)
y'(0) = vpsina. (1.23)

Nas matematicki model se sastoji od dvije obi¢ne diferencijalne jednadzbe, $to
nazivamo sustavom obicnih diferencijalnih jednadzbi s dvije jednadzbe i dvije nepoz-
nanice (vidi Odjeljak 7). Srec¢om, u ovom slucaju je rije¢ o nepovezanom sustavu,
tj. gornji problem mozemo razdvojiti na rjeSavanje dva nezavisna problema sacinjena

od (1.18), (1.20) i (1.22), odnosno (1.19), (1.21) i (1.23). Oba problema jednostavno
rjeSavamo kao u Primjeru 1.2 i Zadatku 1.1, ¢ime dobivamo

x(t) = tvg cos o, (1.24)

1
y(t) = tvgsina — éth . (1.25)
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Time smo ujedno odredili polozaj tijela (do trenutka pada).
Trenutak pada T},,q dobivamo rjeSavanjem y(7,.q) = 0 1 uzimanjem pozitivnog
rjeSenja. Iz

1
Thad (UO sina — §ngad) =0
slijedi Tpeg = 22522, Sada je udaljenost z,,4 na kojoj e pasti tijelo jednaka

203sinacosa V3

Tpad = T(Tpad) = Tpadavo cOs @ = T = ? sin(2a) .

Odredivanje kuta za koji dobivamo najvecu prijedenu udaljenost odredujemo tako
da trazimo u kojoj tocki skupa (0, %) funkcija o — %"sin(2oz) postize maksimum.
Poznavajuci svojstva funkcije sinus lako se vidi da je jedino rjesenje kut a = 7, a
alternativno smo do tog zakljucka mogli do¢i koriste¢i diferencijalni ra¢un (trazimo

nultocke prve derivacije navedene funkcije).

y“

@ Lpady Tpads

Slika 3: Putanja tijela uz kut a = 40° i dvije vrijednosti iznosa pocetne brzine vy:
plavom to¢kastom linijom je oznacen slucaj v2/g = 0.1m, a crvenom punom linijom
v3/g = 0.4m. U kojem su odnosu vrijednosti Zpaq, 1 Zpaa,?

Za kraj je preostalo skicirati parametarski zadanu krivulju t — (x(t),y(t)) za t €
[0, Tpaa)- Obi¢no nam je lakse skicirati krivulje u eksplicitnom obliku, $to jednostavno
postizemo izrazavanjem varijable ¢ iz (1.24) i uvrStavanjem u (1.25). Time dobivamo

T ) 1 T 2
y:( )vosma——g( )
Up COS (v 27 \ygcos o
g 22

= (tge)z = 208 cos? a

pa dana krivulja odgovara dijelu gornje parabole izmedu nultoc¢aka (vidi Sliku 3).

[]
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2. Osnovni rezultati postojanja i jedinstvenosti rje-
Senja
Promatramo diferencijalnu jednadzbu prvog reda u obliku

u(z) = f(z,u(x)).

Kako je nas cilj odrediti sva rjeSenja gornje jednadzbe, definirajmo precizno sto to¢no
smatramo pod pojmom rjeSenja.

Definicija 2.1. Neka je Q C R? otvoren skup i f € C(€;R). Kazemo da je funkcija
u : I — R rjeSenje diferencijalne jednadzbe

u'(r) = f(x,u(x)), (2.1)
ako je
a) I interval u R,
b) u € CY(I;R),
c) I'y:= {(:p,u(x)) S ]} C Q,

d) (2.1) vrijedi za sve = € I.

U primjerima iz prethodnog odjeljka vidjeli smo da za dobivanje jedinstvenog
rjeSenja trebamo zadati i pocetne uvjete. Preciznije, naslutili smo da broj uvjeta
mora odgovarati redu diferencijalne jednadzbe.

Problem odredivanja rjeSenja jednadzbe (2.1) koje zadovoljava pocetni uvjet u(zg) =
ug, pri ¢emu je (zg,up) € 2, nazivamo inicijalnom, pocetnom ili Cauchyjevom zada-
éom (ili problemom).

Definicija 2.2. Neka je Q C R? otvoren skup, f € C(;R), (z9,uq) € €, te neka je
I interval takav da je zy € I. Kazemo da je u € C'(I;R) rjeSenje Cauchyjeve zadace

u(z) = f(z,u(z)) 2.2)
u(xo) = uo, (2.3)
ako je u rjeSenje jednadzbe (2.2) i zadovoljava uvjet (2.3).

Napomena 2.3. Ako je u : I — R rjeenje diferencijalne jednadzbe (2.2), tada je
1 za svaki interval I C [ restrikcija @ := u). takoder rjeSenje. Da to bude rjeSenje i

Cauchyjeve zadace (2.2)-(2.3) dodatno treba biti ispunjeno z € I.
Naravno, cilj je odrediti rjesenje Cauchyjeve zadace definirano na najveéem mo-
guéem intervalu koji sadrzi .

Osnovna pitanja u teoriji obi¢nih diferencijalnih jednadzbi su:

e postojanje rjesenja zadace (2.2)—(2.3);
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e jedinstvenost rjesenja zadace (2.2)—(2.3);
e odredivanje eksplicitne formule za rjesenje zadace (2.2)—(2.3).

U (rac¢unskim) zadacima ¢emo se uglavnom baviti trecom tockom, gdje ¢emo pre-
zentirati nekoliko metoda rjesavanja ovisno o tipu jednadzbe. Ponekad odredivanje
eksplicitne formule za rjeSenje nije moguce ili je prekomplicirano, pa se u tom slu-
¢aju koriste numericke metode za dobivanje aproksimacije rjeSenja. Taj alternativni
pristup ovoj tocki kratko ¢emo spomenuti pri kraju idué¢eg poglavlja.

Odgovor na prve dvije tocke dati ¢emo sada osnovnim rezultatom postojanja i
jedinstvenosti rjesenja, ali i u idu¢em odjeljku za poseban oblik diferencijalnih jed-
nadzbi (separabilne jednadzbe).

Teorem 2.4 (Picard). Neka je Q C R? otvoren, (xg,up) € Qi f: Q — R. Neka su
g, > 0 takvi da za zatvoreni pravokutnik

P =[x — gz, o + ] X [ug — QU + ]
vrijedi:
i) PCQ;
ii) feC(P;R);
iii) f Lipschitz neprekidna po drugoj varijabli na P, tj.
(3L > 0)(V(z,wy), (x,uz) € P) |f(z,uy) — f(z,us)] < Lluy — ug| .

Tada postoji § € (0, o) takav da (2.2)—(2.3) ima jedinstveno rjesenje na inter-
valu I = (xg — ,x9 + 6) (vidi Sliku 4).

Slika 4: Prikaz skupa €2, pravokutnika P i jedinstvenog (lokalnog) rjesenja u danog
Teoremom 2.4

Napomena 2.5. a) Ako nije ispunjena pretpostavka (iii) prethodnog teorema,
tj. f nije Lipschitz neprekidna po drugoj varijabli na P, tada i dalje znamo
da rjeSenje postoji (Peanov teorem; v. |9, Teorem 2.7|), ali rjeSenje nije nuzno
jedinstveno (v. Primjer 2.10).
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b) Primijetimo da je prethodni teorem lokalne prirode, tj. znamo da postoji jedins-
tveno rjeSenje samo na malom intervalu koji sadrzi xg. Medutim, uz dodatne
pretpostavke na f se moze iz Picadovog teorema dobiti rezultat postojanja i je-
dinstvenosti globalnog rjesenja (rjeSenje koje se ne moze progiriti na veéi interval
od onog na kojem je zadano). Na ovom kolegiju nec¢emo ulaziti u taj dio u op-
¢em slucaju, ve¢ ¢emo samo u nekim posebnim primjerima, ali zainteresiranog
Citatelja upuéujemo na [9, Odjeljak 7].

Primjer 2.6. Provjerimo da je rjesenje zada¢e dane u Primjeru 1.4 uistinu jedins-
tveno (barem lokalno oko 0).
Jednadzba (1.4) i pocetni uvjet (1.6) u oznakama Teorema 2.4 glase

pri ¢emu je f(z,u) = ku.
Funkcija f ne ovisi o i linearno ovisi o u pa je o¢ito neprekidna na cijelom R2,
te za proizvoljne (x,u1), (z,uz) € R? vrijedi:

|f(z,u1) — f(z,u2)| = |kuy — kua| = Kkluy — gl .

Dakle, f je Lipschitz neprekidna po drugoj varijabli takoder na cijelom R2.

To znac¢i da su pretpostavke Picardovog teorema ispunjene za svaki zatvoreni
pravokutnik P, odnosno, za svaki N € R gornja zada¢a ima jedinstveno lokalno
rjeSenje i to je upravo ono zapisano u Primjeru 1.4:

u(z) = Nek® . (2.4)

Medutim, gornja funkcija je definirana na cijelom R, pa bismo htjeli da je njom
dano jedinstveno rjeSenje na cijelom R, a ne samo lokalno oko tocke 0. Preciznije,
potrebno je odbaciti moguénost da postoji funkcija v koja zadovoljava gornju Ca-
uchyjevu zadac¢u, podudara se s funkcijom (2.4) na malom intervalu oko 0, ali nije
jednaka toj funkciji, tj. postoji tocka (oc¢ito van dane male okoline oko 0) u kojoj se
vrijednosti funkcija v i v ne podudaraju. U ovom primjeru ¢emo to modci dobiti, a
klju¢no je to to je f Lipschitz neprekidna po drugoj varijabli na cijelom R2.

Naime, iz postupka Napomene 1.5 se vidi da je gornje rjeSenje jedino unutar klase
funkcija koje nemaju nultocku (stalnog su predznaka). Dakle, preostalo je ispitati
situaciju kada potencijalno rjesenje ima nultocku.

Neka je xy € R takva da u(zg) = 0 i promotrimo diferencijalnu jednadzbu uz taj
uvjet (uvjet u(0) = N trenutno zanemarujemo). Kako je i za ovu zadacu ispunjen
uvjet Picardovog teorema (jer je funkcija f Lipschiz neprekidna po drugoj varijabli na
cijelom R?), dobivamo da je tada nuzno « = 0 na malom intervalu oko x¢ (ta funkcija
je ocito rjeSenje, a zbog jedinstvenosti nemamo drugog izbora). Pretpostavimo da
u nije identicki jednaka nuli na cijelom R. Kako je nuzno neprekidna, to znaci da
postoji z; € R takva da je u(x;) = 0 i u nije nula na maloj okolini lijevo ili desno
od x;. Sada opet primijenimo Picardov teorem i zaklju¢ujemo da je u nuzno jednaka
nuli i na maloj okolini oko x;, ¢ime dobivamo kontradikciju. Zakljucak je sljededi:
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ako rjeSenje zadace ima barem jednu nultocku, tada je ono konstantna funkcija 0. To
je onda moguée samo ako je N = 0, jer u protivnom pocetni uvjet u(0) = N nije
zadovoljen.

Dakle, po gornjoj analizi i Napomeni 2.3, sva rjeSenja ove Cauchyjeve zadace su
restrikcije funkcije (2.4), odnosno funkcija (2.4) je jedinstveno rjesenje definirano na
cijelom R (globalno rjesenje).

Sljede¢a napomena nam olaksava provjeru pretpostavke (iii) Teorema 2.4 (v. |9,
Zadatak 2.3|).

Napomena 2.7. Neka je f € C'(€;R) i njena parcijalna derivacija po drugoj varijabli
postoji na zatvorenom pravokutniku P C 2. Tada je f Lipschitz neprekidna po
drugoj varijabli na P ako i samo ako je njena parcijalna derivacija po drugoj varijabli
omedena na P.

Pokazimo samo jedan smjer, tj. da je omedenost parcijalne derivacije dovoljan
uvjet za Lipschitz neprekidnost. Naime, neka je L := sup, ,)ep |%(m, w)| i neka su
(z,u1), (z,us) € P po volji odabrane. Po Lagrangeovom teoremu srednje vrijednosti
postoji @ (izmedu wu; i ug; vidi Sliku 5) takav da vrijedi

) = f, )] = [ 2 (0, s — ol < Lhs — ).

Posebno, kako je neprekidna funkcija omedena na kompaktu, dovoljno je provjeriti
da su f i njena parcijalna derivacija po drugoj varijabli % neprekidne na P.

Uy

H"

Slika 5: Skupovi P i (2.

Primjer 2.8. Promotrimo sljede¢u Cauchyjevu zadacu:

u =1+ u?
u(0) =0.

Ovdje se na desnoj strani jednadzbe javlja funkcija f(x,u) = 1+u?. Ona je o¢ito
neprekidna na cijelom R?. Nadalje, njena parcijalna derivacija po drugoj varijabli

%(az, u) = 2u je takoder neprekidna na cijelom R?.
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Dakle, po Napomeni 2.7 su ispunjene pretpostavke Picardovog teorema za svaki
pravokutnik, pa onda i za neki oko tocke (0,0). Time dobivamo da gornja zadaca
ima jedinstveno lokalno rjesenje.

Jednadzba ima lijepu strukturu pa jedinstveno rjeSenje mozemo odrediti pos-
tupkom kratko opisanim u Napomeni 1.5 (vidi i Zadatak 1.3). Naime, dijeljenjem
jednadzbe s 1 + u? > 0 dobivamo

u
=1.
1+ u?
Kako je 14?25290()93) = (arctgu(z))’, integriranjem dobivamo
arctgu(x) =x + C', (2.5)

za neku konstantu C' € R.
Uvrstavanjem pocetnog uvjeta u(0) = 0 u gornju jednakost dobivamo C' =
arctg 0 = 0, odnosno
arctgu(zr) = x.

Eksplicitnu formulu za u dobivamo djelovanjem funkcije tg. Medutim, ona nije defi-
nirana na cijelom R pa uzimamo najveéi otvoreni interval koji sadrzi 0 (jer je u toj
tocki dan pocetni podatak), a to je interval (=7, 7). Dakle, konac¢no rjeSenje je dano
su:(=%,5) =R,
u(z) =tgz .

Uocimo, iako su f i g—ﬁ neprekidne na cijelom R?, gornje rjeSenje o¢ito ne mozemo
prosiriti na cijeli R.

Opcenito, ako je pocetni uvjet dan s u(xg) = 0, tada je rjeSenje dano s u :
(o — 5,20+ 5) = R, u(x) = tg(x — x0) (provjerite!).

Napomena 2.9. Neka je F € C'(Q). Ako za svako (lokalno) rjesenje u € C*([)
diferencijalne jednadzbe (2.2) postoji realna konstanta C' takva da vrijedi

F(z,u(z))=C, z€el, (2.6)

tada se F' naziva pruvi integral jednadzbe (2.2). Dakle, pojam prvog integrala se javlja
kada Zelimo opisati sva rjeSenja pripadne diferencijalne jednadzbe.
Moze se pokazati da je nuzan i dovoljan uvjet da F' bude prvi integral jednadzbe
(2.2) dan s:
oF OF

o () () flu) =0, (z,u) €90, (2.7)

tj. nuzno je i dovoljno da je F' rjeSenje gornje (parcijalne) diferencijalne jednadzbe.
[ustrirajmo gornju tvrdnju. Ako je F' prvi integral, tada vrijedi (2.6) za svako
rjeSenje u. Deriviranjem te jednakosti po varijabli x dobivamo

oF oF () —
57 (@ u(@) + (@, u(@))u'(z) = 0,
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Sto je upravo jednako (2.7) u tocki (z,u(z)) kada iskoristimo da je u rjeSenje jed-
nadzbe (2.2), tj. v/(z) = f(x,u(x)). Obratno, ako F' zadovoljava (2.7) i u je rjeSenje
jednadzbe (2.2), pokazimo da je - F(z,u(z)) = 0 (5to je ekvivalentno s (2.6)). Imamo

d oF oF ’

= S ul@) + S, ul@) f @ u(w) = 0,

gdje smo u prvoj jednakosti koristili lanc¢ano pravilo za derivaciju kompozicije, u
drugoj smo iskoristili da je u rjeSenje jednadzbe (2.2), te smo u posljednjoj jednakosti
primijenili (2.7).

Osim u posebnim slu¢ajevima (vidi Odjeljak 6 posvecen egzaktnim jednadzbama),
postupak dobivanja prvog integrala je identi¢an postupku standardnog rjesavanja di-
rjeSavanja, a koju svako rjeSenje mora zadovoljavati. Na primjer, iz (2.5) moZemo
zakljuciti da je F(z,u) = arctgu — x (jedan) prvi integral pripadne diferencijalne
jednadzbe. Naravno, cilj pri rjesavanju je pokuSati izraziti rjeSenje u $to je moguce
eksplicitnijem obliku (u prethodnom primjeru smo uspjeli eksplicitno izraziti rjese-
nje).

Primjer 2.10. Promotrimo Cauchyjevu zadacu

{u(O) 0. (28)

Funkcija f(z,u) = us je o¢ito neprekidna na cijelom R?, medutim, njena parcijalna
derivacija po drugoj varijabli g—i(x, u) = %u*§ nije uopce definirana u tocki (0, 0).
Dakle, direktnom primjenom Napomene 2.7 ne mozemo dobiti odgovor na pitanje
je li f Lipschitz neprekidna po drugoj varijabli (za koristenje tvrdnje je potrebno da
je parcijalna derivacija definirana na cijelom pravokutniku). PokuSajmo provjeriti to
svojstvo po definiciji.
Koristeci

slijedi
1

fla,u) = fz,0) = us — 3

u—v

u% + uév% + v§ '
Da bi f bila Lipschitz neprekidna po drugoj varijabli nuzno i dovoljno je da je funkcija

1

2 1 1 2
U3 +u3vs 4+ vs

(u,v) —

omedena na okolini tocke (0,0). To o¢ito ne vrijedi (nazivnik ide u nulu kada u i v
idu u nulu), pa f nije Lipschitz neprekidna po drugoj varijabli. Dakle, ne moZzemo
primijeniti Picardov teorem.
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Medutim, mozemo primijeniti Peanov teorem (v. Napomenu 2.5) pa znamo si-
gurno da rjeSenje postoji, ali nije nuzno jedinstveno. Zaista, lako se provjeri da su
sljedece dvije funkcije

ﬁﬁ
u =0, uz(ﬂ:):{ 7% 20

0, z <0

rjeSenja zadace (2.8).
Kod provjere funkcije uy promatrajte zasebno slucajeve x < 01z > 0, te na kraju
jo§ argumentirajte da su us i njena derivacija neprekidne u x = 0.

Izbor pocetnih uvjeta moze bitno utjecati na rjesivost pripadne zadace, kao sto
se moze vidjeti u sljedeé¢em zadataku gdje je napravljena mala promjena u poc¢etnom
uvjetu u odnosu na prethodni primjer.

Zadatak 2.1. Provjerite da Cauchyjeva zadaca

{u(O) ; 1

zadovoljava pretpostavke Picardovog teorema i provjerite da je na (—%, %> jedinstveno

(lokalno) rjeSenje dano s u(z) = (3z + 1)%.

Sada dajemo skicu dokaza Teorema 2.4, dok za potpuni dokaz upucujemo na |9,
Teorem 2.2].

Skica dokaza Teorema 2.4: Najprije ¢emo izvesti ekvivalentnu formulaciju Cauchyjeve
zadace (2.2)-(2.3). Neka je u: I — R rjeSenje te zadace. Integriranjem (2.2) od xy do
x € I, koristenjem Newton-Leibnizove formule, te evaluiranjem uvjeta (2.3) dobivamo
da v nuzno zadovoljava

u(z) = ug +/f(y,u(y))dy , wel. (2.9)

Medutim, vrijediiobrat. Preciznije, ako u € C'(I) zadovoljava (2.9), tada je u rjeSenje
Cauchyjeve zadace (2.2)—(2.3). Naime, pocetni uvjet (2.3) je trivijalno ispunjen,
dok iz (2.9) slijedi da je u klase C' (ona je primitivna funkcija neprekidne funkcije
y— f(y,u(y))), pa deriviranjem uoc¢avamo da u zadovoljava i (2.2).

Definirajmo sada Picardove iteracije:

uy(z) =y

U1 () == up + /1 fly,up(y))dy , keN. (2.10)

Ako niz funkcija (ug) (uniformno) konvergira k nekoj neprekidnoj funkeiji u, tada
formalno prelaze¢i na limes u (2.10) dobivamo da w zadovoljava (2.9). Zbog gornje
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ekvivalencije to onda znaci da je limes u rjesenje Cauchyjeve zadace, ¢ime se dobiva
postojanje (lokalnog) rjesenja. Za potpun dokaz potrebno je najprije pokazati dobru
definiranost Picardovih iteracija (graf funkcije u; mora biti sadrzan u domeni funkcije
f), a potom i pripadne konvergencije.

Pogledajmo sada kako se pokazuje jedinstvenost rjesenja. Ideja je pretpostaviti
da postoje dva rjesenja uy,us € C1(I) i pokazati da su ona nuzno jednaka, odnosno
da je funkcija u := |u; — us| identicki jednaka nuli. Neka je z € I, © > xg, po volji
odabran (analogno se pokazuje za x < zy). Funkcije u; i ug zadovoljavaju (2.9) pa
imamo

u(r) = |ui(z) — uz()|

= ‘uo+/xf(y,ul(y))dy—uo—/If(y,Uz(y))dy
< / 1w () — Flyswa))| dy
SL/$ |u1<y>—u2<y>|dy=L/zu<y>dy,

zo
pri ¢emu smo u prvoj nejednakosti iskoristili monotonost integrala (v. [8, Teorem 5.3]),
dok smo u posljednjoj liniji (drugoj nejednakosti) primijenili svojstvo Lipshitzovosti
funkcije f.
Sada nam je potrebna sljedeca vazna lema (za dokaz upuc¢ujemo na |9, Lema 2.3]).
Lema 2.11 (Gronwallova lema). Neka je u neprekidna nenegativna funkcija na in-
tervalu [a,b) za koju postoje nenegativne konstante A, B takve da

u(:ic)SA—l—B/xu(y)dy, z € (a,b) .

Tada vrijedi u(z) < AeP@=),
Iz prethodnog racuna slijedi da nasa funkcija u ispunjava pretpostavke prethodne

leme uz A =01i B = L. Time dobivamo da je u(z) < 0, a kako je o¢ito po definiciji
u(z) > 0, slijedi u = 0. ]

Ako Cauchyjeva zadaca ispunjava pretpostavke Picardovog teorema, tada iz do-
kaza vidimo da Picardove iteracije (2.10) konvergiraju k rjeSenju pa nam mogu pos-
luziti kao nacin dobivanja (aproksimativnog) rjeSenja.

Primjer 2.12. Zadana je Cauchyjeva zadaca

U (z) = 2z(1 + u(z))
u(0) =0.

Pokazimo da su na kvadratu [—1, 1] x [—1, 1] zadovoljeni uvjeti Picardovog teorema,
te potom odredimo nekoliko Picardovih iteracija.

Na desnoj strani diferencijalne jednadzbe imamo funkciju f(z,u) = 2z(1 + u).
Ona je o¢ito neprekidna na cijelom R?, diferencijabilna je (polinomi su diferencijabilne
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funkcije), te je 2 (x u) = 2x takoder neprekidna na cijelom R?. Dakle, po Napomeni
2.7 su ispunjene pretpostavke Picardovog teorema, pa znamo da postoji (lokalno)
jedinstveno rjesenje.

Pokusajmo odrediti rjeSenje iz Picardovih iteracija. Za prvu iteraciju imamo
uy = 0. Iduce tri iteracije ra¢unamo po (2.10):

ug(aj):O—i—/ 2y(1+u1(y))dy:/ 2ydy = 22,
0 0
4

U3(I)=0+/ 2y(1+u2(y))dy:/ 2ydy+/ 2y3dy:x2+%,
0 0 0

4 6

ug(@) =0+ | 2y(1+us(y))dy= [ 2ydy+ | 2y dy+ y5dy:x2+x——|—x— ,
0 0 0 0 2 6

Pokusajmo sada naslutiti oblik opée Picardove iteracije. Iz gornjeg se ¢ini da su u
ovom slucaju sve Picardove iteracije polinomi s parnim potencijama. Nadalje, ¢ini se
da se povecanjem reda iteracije povecava i red polinoma, s tim da ¢lanovi nizeg reda
ostaju isti kao u prethodnom koraku. Preciznije, slutimo da vrijedi: ug(x)—ug(x) =
Crx?* . gdje je Oy realan broj. Kako je C; = 1, 0y = %, C; = % = %, ima smisla
pretpostaviti da je C} = % Ovi svi zakljucci se mogu dokazati matematickom
indukcijom, sto ostavljamo za vjezbu. Na temelju ovih slutnji imamo:

2j

=
2277 k=2,
=1 7

pa je (tockovni) limes niza funkcija (ux) jednak redu potencija u(z) := > 7, “%,
(naime Picardove iteracije su upravo parcijalne sume tog reda). Dakle, preostalo je
odrediti sumu reda potencija (ako je konvergentan). Kako je Taylorov red funkcije

e” jednak
Z
k!
k=0

(v. [8, Primjer 6.18]) i konvergira prema e na cijelom R, imamo

x?k = (a?)F 2
e — 1= 1
k! ;; k! c ’

i to je upravo kandidat za rjeSenje.

Kako smo u gornjoj analizi bili neprecizni (cilj je bio samo iz Picardovih iteracija
naslutiti rjeSenje), za kraj provjerimo da je funkcija u zaista rjeSenje Cauchyjeve
zadace, a onda ¢e po Picardovom teoremu to biti i (lokalno) jedinstveno rjeSenje.
Racunamo:

o0

k=0

u(0) =€’ —1=0;
W () = 2we® = 2z ((e"

2

—1)+1) =2z(u(z) + 1) .
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Zadaci

Zadatak 2.2. Zadovoljava li jednadzba

TS i
1+Vo+1
pretpostavke Picardovog teorema uz
a) u(0) = 2.
b) u(1) = 3.
c) u(—1)=2.

Rjesenje: a) NE b) DA ¢) NE

Zadatak 2.3. Zadana je diferencijalna jednadzba

o= @r(1-1)

u

a) Mozemo li primijeniti Picardov teorem ako za pocetni uvjet uzmemo u(—1) = 17
b) Napravite prve dvije Picardove iteracije za isti poetni uvjet.

Rjesenje: a) DA b) uy(x) =1, ug(z) =1
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3. Separabilne i homogene jednadzbe

3.1. Separabilne jednadzbe

Promotrimo Cauchyjevu zadacu

u'(z) = f(x, u(z))

u(zg) = up ,

uz dodatan uvjet na funkciju f:

[z, u) = g(z)h(u) , (3.1)

pri ¢emu su g, h : R — R zadane funkcije. Tada gornja Cauchyjeva zadaca poprima
oblik

u'(z) = g(x)h(u(r)) (3.2)
u(zo) = ug - (3.3)

Ako je g neprekidna na okolini tocke xg i h Lipschitz neprekidna na okolini ug, tada po
Picardovom teoremu (Teorem 2.4) slijedi lokalno postojanje i jedinstvenost rjeSenja
zadace (3.2)—(3.3). Zaista, neka je g neprekidna na [zo — ay, g + @], te h Lipschitz
neprekidna (pa onda i neprekidna) na [ug — av,, ug + o] s Lipschitzovom konstantom
Lp > 0 (ag,a > 0). Tada je f(x,u) := g(x)h(u) neprekidna na P := [xy — a,, xo +
Q] X [ug — ay, ug + o] (kao produkt neprekidnih funkcija), te za (x,u;), (z,uz) € P
imamo
f (@, u1) = [z, u)| = |g(@)[[h(ur) = h(uz)| < max — [g(z)|Lnfur — us| ,

TE€[To—00z , Lo+ ]

pa je f Lipschitz neprekidna po drugoj varijabli uz Lipschitzovu konstantu

L= max lg(x)| Ly,
ZEG[&BO*QZ,IOJFQI]
Medutim, ako je f separiranog oblika (3.1), tada pretpostavku Lipschitz nepre-
kidnosti mozemo zamijeniti drugim svojstvom funkcije h.

Teorem 3.1 (Separabilne jednadzbe). Neka su g € C([xg — ap,x0 + ay]) @ h €
C(Jug — o, up + o)) za oz, an, > 0, te neka je h stalnog predznaka (strogo pozitivna
ili strogo negativna) na (ug—uy, ugtay). Tada postojid € (0, ) takav da (3.2)—(3.3)
ima jedinstveno rjesenje na intervalu (xo — &,z + ).

Prethodni teorem je takoder lokalne prirode kao i Picardov teorem, te su (uz oblik
desne strane (3.1)) oni u opéem odnosu. Naime, pretpostavka stalnog predznaka ne
povlac¢i Lipschitz neprekidnost, i obratno.

Neka je u (lokalno) rjesenje zadace (3.2)—(3.3) dano prethodnim teoremom. Po-
gledajmo kako ga odrediti. Kako je h(u(x)) # 0, mozemo jednadzbu (3.2) podijeliti
s h(u(z)), te integrirati po x, ¢ime dobivamo:

/%daj:/g(m)dm.
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Funkciju na lijevoj strani mozemo jednostavnije izracunati tako da iskoristimo za-
mjenu varijabli v = wu(x), integriramo po v i potom vratimo supstituciju. Dakle,
lijeva strana se moze zapisati kao H(u(z)), pri ¢emu je

Hew) = [ 7

tj. H je primitivna funkcija funkcije %
Time smo dobili da rjeSenje u nuzno zadovoljava implicitnu jednadzbu

To je upravo prvi integral diferencijalne jednadzbe (3.2), odnosno prvi integral (u
smislu Napomene 2.9) je dan s

(pokazite). U rijetkim situacijama ¢emo modci eksplicitno izraziti rjeSenje (ako je H
invertibilna i inverz mozemo eksplicitno odrediti, onda imamo u(z) = H~ ([ g(z) dz)),
ali uglavnom ¢emo rjeSenje izrazavati u obliku prvog integrala.

Pri rjesavanju zadataka nec¢emo svaki put iznova izvoditi prvi integral i provoditi
gore opisanu zamjenu varijabli. Radi lakSeg pamdcenja postupka je onda korisno

jednadzbu zapisati u Leibnizovoj notaciji
d
= = gl)h(u) (3.4)

Sada prvi integral formalno dobivamo dijeljenjem jednadzbe s h(u), mnoZenjem s dx

1 integriranjem, tj.
du
— = dx .
[ gy = [ s

Naravno, ovaj postupak nije matematicki korektan, ali dobiveni prvi integral je toc¢an.

Napomena 3.2. U nekim zadacima neéemo imati zadan pocetni uvjet u(zq) = uo,
veé ¢e nas se traziti da odredimo sva rjeSenja. Tada u (3.4) slucajeve kada je h(u) =
0 ne mozemo iskljuciti, te ih moramo zasebno analizirati (to su obi¢no trivijalni
slucajevi).

Rigorozan dokaz Teorema 3.1 se zasniva na opravdanju gornjeg postupka (npr. po-
trebno je pokazati da je H dobro definirana i da postoji okolina oko uy na kojoj je
invertibilna) u $to nec¢emo na ovom kolegiju ulaziti, a zainteresiranog ¢itatelja upu-
¢ujemo na |9, Teorem 3.1].

Primjer 3.3. Vratimo se na zada¢u Primjera 2.12:

W' (z) =2z (1 + u(x))
u(0)=0.
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Koriste¢i Picardov teorem dobili smo postojanje jedinstvenog lokalnog rjesenja,
te smo ga pogodili koriste¢i Picardove iteracije. Pogledajmo kako odrediti rjesenje
gornjim postupkom prilagodenim za separabilne jednadzbe.

Uoc¢imo najprije da je jednadzba zaista u separiranom obliku, te da su funkcije
g(x) = 2x 1 h(u) = 1 + u neprekidne na cijelom R. Nadalje, h je stalnog predznaka
na intervalima (—oo, —1) i (=1, 4+00). Dakle, za svaku pocetnu vrijednost funkcije u
osim —1 (u nasem slu¢aju je pocetna vrijednost 0) mozemo primijeniti Teorem 3.1 i
pripadni postupak rjesavanja.

Kako je rjesenje u neprekidno i zadovoljava u(0) = 0, o¢ito postoji okolina tocke 0
za koju ne postize vrijednost —1, odnosno na kojoj je h(u(x)) > 0, pa dalje ra¢unamo
na nekoj takvoj okolini.

Dakle, prvi integral je dan s

/ du :/2xd$,
14+u

In(1+u(z)) =2"+C,

gdje je C' € R neka konstanta i pri ¢emu smo koristili 1 + u(x) > 0. UvrStavanjem
uvjeta u(0) = 0 dobivamo C' = 0, pa djelovanjem eksponencijalnom funkcijom ko-
nacno dobivamo u(z) = ¢*” —1. To je naravno isto rjesenje koje smo dobili u Primjeru
2.12.

iz Cega slijedi

Primjer 3.4 (Logisticka jednadzba). Malo slozeniji model opisa rasta populacije od
Malthusovog je dan zada¢om

1
,_ _— —
P =pp(1 Kp)
p(O) = Do,

pri ¢emu su p,x > 0 dane konstante, a p = p(t) predstavlja veli¢inu populacije u
trenutku ¢. Pripadna diferencijalna jednadzba se zove logisticka jednadzba. Prirodno
je uzeti py > 0 (pocetna veli¢ina populacije), ali radi potpunosti matematicke analize
promatramo opceniti slucaj py € R. Sli¢no ¢emo promatrati sve vrijednosti t za koje
rjeSenje ima smisla, a ne samo slucaj ¢ > 0.

Ova jednadzba je oito separabilna. Stovise, desna strana f(t,p) = pp(1 — p/k)
ne ovisi eksplicitno o varijabli ¢ i takve jednadzbe nazivamo autonomnim jednadz-
bama. Kako je f neprekidno diferencijabilna, po Napomeni 2.7 i Teoremu 2.4 znamo
da za svaki izbor pocetne vrijednosti py postoji jedinstveno lokalno rjesenje. Nada-
lje, slicnim postupkom kao u Primjeru 2.6 mozemo dobiti i globalnu jedinstvenost
rjeSenja.

Pogledajmo sada sto mozemo zakljuc¢iti o ovom problemu koristeé¢i Teorem 3.1.
Mozemo uzeti g = 11 h(p) = pp(1l — p/k), koje su neprekidne, te h ima konstantan
predznak na intervalima (—o0,0), (0, k) i (K, +00).

Ako je po € {0,k}, tada ne moZzemo primijeniti Teorem 3.1, pa niti pripadnu
metodu rjesavanja. Medutim, u tom slucaju je ocito konstantna funkcija p = pg
rjeSenje. To je i jedino rjeSenje jer smo vec ranije komentirali jedinstvenost za svaki
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po € R. Ova rjeSenja se nazivaju ravnoteZnim stanjima (populacija se ne mijenja po
vremenu).
Neka je sada pg & {0,x}. Tada je prvi integral dan (lokalno) s

/ﬁp_%):/dt, (3.5)

pa je preostalo samo izra¢unati pripadne neodredene integrale.
Rastavom na parcijalne razlomke slijedi

J T Ay
pp1=2) pJ) p px) 1-F

1 1 1
:—ln\p|——ln’1—£’+01=—ln’
p p K p

+

p
1 —

p
K

gdje je C1 € R proizvoljna konstanta, te smo koristili da je funkcija G(p) = In|p|

derivabilna na R\ {0} i G'(p) = 1/p.
Sada iz (3.5) djelovanjem eksponencijalnom funkcijom dobivamo

_ t
== Cg@p s

p
1—2

gdje je Cy = e~?°1 proizvoljna pozitivna konstanta (jer je C bila proizvoljna iz R).

Kako je na skupu na kojem rjeSavamo izraz % konstantnog predznaka, mozemo

maknuti apsolutnu vrijednost ako dopustimo i neéativne vrijednosti za konstantu Cj.
Dakle, za svaki py € {0, k} rjeSenje diferencijalne jednadzbe zadovoljava

t
fi(]; = Che | (3.6)
za neku konstantu Cy € R\ {0}, odnosno
Cgept
p(t) = 15 Gt (3.7)

Uvrstavanjem pocetnog uvjeta p(0) = py u (3.6) dobivamo

Po
Cy = T
pa onda konacno iz (3.7) slijedi
Po pt
—m € _ —pt
p(t) = L . (K —po)e ™ _ KPo (3.8)

14 2oert (k—po)e ™ po+ (k—po)e
Iako je ova formula izvedena za slucaj py & {0, k}, jednostavnom provjerom se moze
vidjeti da daje to¢no rjeSenje i u slu¢aju py € {0, k}.

Analizirajmo dobivena rjeSenja u ovisnosti o parametru py. Za py € [0,k] je
nazivnik u (3.8) strogo pozitivan pa je rjesenje definirano na cijelom R, a rjeSenje u
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lijevom rubu domene ide u 0, a u desnom u « (pravci p =01 p = k su lijeva i desna
horizontalna asimptota grafa rjeSenja). S druge strane, za py € (K, +00) to nije slucaj,
veé je rjeSenje definirano samo na intervalu (—% In pfﬁﬁ, +o0) (provjerite). Bitno je
uociti da je 0 (tocka u kojoj je zadan pocetni uvjet) sadrzana u tom intervalu. O¢ito

u desnom rubu domene i ovdje rjesenje ide u k, dok se u lijevom rubu javlja vertikalna

asimptota (limes zdesna u tocki —% In SP2— je +00). U fizikalno nezanimljivom slucaju
Po € (—00,0) rjesenje je definirano na intervalu (—oo, ;In 22=%).

Da bismo mogli kvalitativno skicirati graf rjeSenja, potrebno je jos ispitati prvu
i drugu derivaciju. Sre¢om, ne trebamo derivirati rjesenje dano formulom (3.8), ve¢
se mozemo posluziti logistickom jednadzbom koju ta funkcija zadovoljava. Naime,
za pg € (0,k) je uvijek h(p(t)) > 0 pa iz logisticke jednadzbe dobivamo da je p’
strogo pozitivna, odnosno p je strogo rastuca na cijeloj domeni. Za py € (k,+00)
imamo obratnu situaciju pa je funkcija strogo padajuc¢a. Ovo zajedno s prethodno
komentiranim limesima u rubovima domene daje da je slika funkcije (3.8) u slucaju
po € (0,k) jednaka (0, k), dok je u slucaju py € (k,+0o0) slika (k,+00) (doduse,
fizikalno nas zanimaju vrijednosti samo za t > 0).

Deriviranjem logisticke jednadzbe dobivamo

pri cemu smo u trecoj jednakosti iskoristili da p zadovoljava logisticku jednadzbu.
Kako je h/(p)h(p) = p*p(1— %p)(l — %p), tocke infleksije se pojavljuju samo u tockama
gdje graf funkcije sije¢e pravac p = 5 (jer u netrivijalnom slucaju py ¢ {0, £} rjeSenje
ne smije poprimiti vrijednosti 0 i k). Dakle, u slucaju py € (K, +00) funkcija (3.8) je
uvijek konveksna (jer je p” > 0), dok se u slu¢aju py € (0, k) pojavljuje tocka infleksije
u tocki p(t) = §. Lijevo od te tocke je funkcija konveksna, a desno je konkavna. Ovim
pristupom mozemo i bez eksplicitne formule za rjesenje (3.8) iz same diferencijalne
jednadzbe izvuéi dovoljno podataka o funkciji p = p(¢) da bismo mogli kvalitativno
skicirati graf funkcije (barem za t > 0 uz po > 0). Posebno, uo¢imo da ako je py blizu
K, vrijednost p(t) je za sve t > 0 blizu . S druge strane, koliko god uzeli py blizu 0,
p(t) ¢e za dovoljno veliki ¢ > 0 biti daleko od 0 (tezi ka x). Iz tog razloga kazemo
da je rjesenje p = k stabilno ravnotezno stanje, dok je p = 0 nestabilno ravnotezno
stanje.

Na Slici 6 je dana skica grafa funkcije p za nekoliko vrijednosti parametra py.
Skicirajmo sada grafove funkcija za neke vrijednosti py.
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Slika 6: Graf funkcije p za Kk = 21 p = 1 u ovisnosti o vrijednosti parametra py.
Punom linijom su oznaceni fizikalno relevantni dijelovi grafa (¢ > 01 p(t) > 0).

Zadaci

Zadatak 3.1. Odredite prvi integral jednadzbe:
2’ + 1 = . (3.9)

Rjesenje: Zapisimo jednadzbu (3.9) na sljedeéi nacin:

d
t2x2—$ +1=r,

dt
Sto zapisujemo kao
22 oy (3.10)
dt
Sada iz (3.10) slijedi:
t*r?dr = (z — 1)dt. (3.11)

Ovo je, ocito, jednadzba sa separiranim varijablama.

Sada dijelimo jednadzbu (3.11) s ¢*(x — 1). Time moramo iskljuciti tocku ¢ = 0 iz
domene rjesenja, pa je domena rjeSenja koja ¢emo ovim postupkom dobiti u potpu-
nosti sadrzana ili u skupu (—o0,0) ili u (0, +o0). Nadalje, takoder ovim postupkom
moramo iskljuéiti mogucénost da funkcija z poprima vrijednost 1 u nekoj tocki (na
ovaj slucaju ¢emo se vratiti na kraju). Zanimljivo je uociti sljedece: ako je tocka
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t = 0 ipak u domeni nekog rjesenja, tada iz (3.10) nuzno slijedi z(0) = 1. Dakle,
dovoljno je na kraju samo komentirati slucaj kada funkcija = poprima vrijednost 1.
Za x # 1 iz jednadzbe (3.11) slijedi:

.IQ

1
= —dt. 12
x—ldx t2dt (3.12)

Integriramo i jednadzbu (3.12), dobivamo:

2—-1+1
- dx = —dt. Nl
/ = / (3.13)

Sada iz (3.13) slijedi da sva rjeSenja za koja vrijedi z(t) # 1, za t # 0, postoji
konstanta C' € R takva da vrijedi:

2

1
%+x+ln|x—1|=—¥+0. (3.14)

Time je (neki) prvi integral dan s

x? 1
F(t,l‘) = 5+ZL‘+1H|1’—1|+Z .

Komentirajmo jos sluc¢aj kada rjesenje u nekoj tocki poprima vrijednost 1. Za
pocetak uo¢imo da za konstantnu funkciju z = 1 vrijedi 2’ = Z—f = 0, pa uvrstavanjem
u polaznu jednadzbu dobivamo: t2-1-04 1 = 1, ¢ime slijedi 1 = 1. Dakle, iz =1
je rjeSenje.

Jos je preostalo vidjeti postoji li rjeSenje x koje nije konstantna funkcija, a poprima
vrijednost 1 u nekoj tocki.

Pretpostavimo da za neki ¢ty # 0 vrijedi z(t;) = 1. Sada mozemo primijeniti

Picardov teorem (Teorem 2.4) na zadacu

z(t) — 1

Z'(t) = FrnEa z(ty) =1,

i zakljuciti da je rjesenje (lokalno) jedinstveno, pa je nuZzno konstantna funkcija s
vrijednosti 1. Dakle, ako rjeSenje poprima vrijednost 1 u nekoj toc¢ki iz R \ {0},
nuzno je rije¢ o konstantnoj funkciji s vrijednosti 1.

S druge strane, ve¢ smo istaknuli da sva rjeSenja za koja vrijedi z(t) # 1, za
t # 0, zadovoljavaju (3.14). Pretpostavimo da medu njima postoje i ona kojima je
totka t = 0 u domeni. Sada iz diferencijalne jednadzbe (3.9) nuzno slijedi z(0) = 1,
pa puStanjem limesa t — 0% u (3.14) dobivamo —co = —oco + C za t — 0%, te
—o00 = 400 + C zat — 07. Kako je drugi izraz o¢ito nemogué, mozemo zakljuciti
da se tocka 0 sigurno ne moze nalaziti u interioru domene rjesenje, ve¢ eventualno
rjeSenje mozemo prosiriti u t = 0 zdesna. O

Napomena 3.5. U prethodnom zadatku smo dali preciznu analizu slucajeva na
kojima nismo mogli primijeniti metodu rjesavanja za separabilne jednadzbe. Kako ¢e
obi¢no takvi sluc¢ajevi rezultirati trivijalnim situacijama (takvo rjeSenje ne postoji ili
je rije¢ o konstantnoj funkciji), u sljede¢im zadacima ¢emo te dijelove manje detaljno
obraditi.



28 POGLAVLJE 1. OBICNE DIFERENCIJALNE JEDNADZBE

Zadatak 3.2. Odredite prvi integral jednadzbe:
2%y’ + 1% = 2. (3.15)

Rjesenje: Jednadzbu (3.15) zapisujemo kao:

dx
A — =2 — 2°. 3.16
Sada iz (3.16) dobivamo:
2t?xrdr = (2 — 2?)dt. (3.17)

Za x # £+v/2 dijelimo jednadzbu (3.17) s t3(2 — 2?) (za t = 0 imamo 2%(0) = 2, tj.
2(0) = ++/2) kako bismo dobili:

2x
2 — 2

1
dv = . (3.18)

Integriramo li jednadzbu (3.18), dobivamo:

2x 1
/2 —xde :/t—th. (3.19)

Sada iz (3.19) imamo:
9 1
—ln]2—x\:—¥—lnC,C>0. (3.20)

Iz jednadzbe (3.20) dobivamo:

2 9| 1
2 = |:¥, C > 0. (3.21)

In

Iz (3.21) direktno slijedi:
2% — 2| = Cer, C > 0.

Zbog definicije rjesenja, tj. njegove glatkoce i definicije na intervalu mozemo maknuti
apsolutnu vrijednost (ovisno o predznaku izraza z* — 2 prilagodavamo i predznak
konstante):

1
t

2 —2=_Cet, C#0,

Sto zapisujemo kao
1
22 =2+ Cet, C#0.

Zax =+V2ix=—2vrijedi 2/ = Ccll—f = 0, pa je jednadzba (3.15) zadovoljena, tj.
2=2.
Dakle,

22 =2+ Cet,C €R.

je prvi integral zadane diferencijalne jednadzbe. n
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Napomena 3.6. Cesto ¢emo diferencijalne jednadzbe zapisivati u obliku diferen-
cijalnih formi (kao $to je slucaj s idué¢im zadatkom). Preciznije, za dane skalarne
funkcije M, N definirane na otvorenom podskupu R? promatramo

M (z,t)dt + N(z,t)dz =0 .

U teoriju diferencijalnih formi neéemo ulaziti, veé¢ ¢e za nas gornja jednadzba
znaCiti da je potrebno pronacéi prvi integral jedne od sljedece dvije diferencijalne
jednadzbe:

M(a(t), 1) + N(x(t), t)a' (1)
M (z, t(z)'(x) + N(z, t(z))

U prvoj jednadzbi je x nepoznata funkcija u ovisnosti o varijabli ¢, dok je u drugoj
jednadzbi situacija obratna. Lako je zapamtiti kako doé¢i do ove dvije diferencijalne
jednadzbe. Naime, samo formalno podijelimo pocetnu jednadzbu s dt i uz % =1
prepoznajemo prvu jednadzbu, dok za drugu formalno dijelimo s dz. Koju od ove
dvije jednadzbe rjesavamo ovisi o tome za koju nam je lakse odrediti prvi integral.
Nije ¢udno da je u ovom slucaju svejedno koju od gornje dvije diferencijalne
jednadzbe rjesavamo jer to vrijedi i op¢enito. Naime, pretpostavimo da nam je zadana
diferencijalna jednadzba (3.22) i neka je x = z(t) neko (lokalno) rjesenje za koje vrijedi
2'(t) # 0 u svakoj tocki ¢t promatranog intervala. Tada je x invertibilna funkcija.
Ozna¢imo njen inverz s t = t(y) (ovdje t predstavlja funkciju, a y varijabli). Iz

pravila za derivaciju inverzne funkcije znamo da vrijedi t/(y) = m Uvrstavanjem

0, (3.22)
0 (3.23)

t(y) na mjesto t u diferencijalnoj jednadzbi (3.22) dobivamo

0= M(z(t(y)), ty)) + N(2(t(y)), t(y)) 2’ (t(y))
= M(y,t(y)) + N(y,t(y))

Y

t'(y

pri ¢emu smo koristili z(¢(y)) = y (kompozicija inverznih funkcija je identiteta) i
prethodno komentiranu vezu derivacija. Mnozenjem dobivene jednadzbe s t'(y) pre-
poznajemo diferencijalnu jednadzbu (3.23) (samo imamo razlic¢ite oznake za varija-
ble).

Dakle, za rjesenja za koja (lokalno) prva derivacija nema nultoc¢ku, svejedno koju
od gornje dvije jednadzbe rjesavamo. Medutim, za preostala rjesenja ne vrijedi na-
vedena ekvivalencija (npr. za rjeSenja koja su konstantne funkcije).

Ova ekvivalencija ¢e biti vrlo korisna pri rjeSavanju nekih zadataka (npr. Zadatak

5.5).
Zadatak 3.3. Odredite prvi integral jednadzbe:

(ta® — 2%+t — 1)dt + (t*x — 2tz + > + 22 — 2t + 2)dz = 0. (3.24)
Rjesenje: Faktorizirajmo koeficijente u diferencijalnoj formi:

tr? — P+t —1=(t—1)(z* + 1),
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te
e —r+ 2 +20 —2t+2 =tz +1)—2t(x + 1) +2(x+1) = (v + 1)(£* — 2t +2).
Sada jednadzba (3.24) postaje

(t —1)(z® + 1)dt + (v + 1)(#* — 2t + 2)dx = 0. (3.25)
Podijelimo jednadzbu (3.25) s (22 +1)(#* — 2t +2) = (2> + 1)((t — 1)+ 1) > 0 kako

bismo dobili:
t—1 r+1

dt
t2 —2t+2 +x2—i—1

a zatim integriranjem slijedi:
t—1 r+1
—dt ——dr =0.
/t2—2t+2 +/x2—|—1x

1 1 1
§1n(t2 —2t+2)+ éln(:v2 + 1) + arctanz = —élnC’, C>0.

dr =0,

Time dobivamo:

Sredivanjem gornjeg izraza slijedi:
In[(#* — 2t + 2)(2* + 1)C] = —2arctanz, C > 0.
Napokon, prvi integral zadane diferencijalne jednadzbe dan je s:

C(t2 =2t +2) (2% + 1) = e 2% (150

Zadatak 3.4. Rijesite Cauchyjev problem:

{th’ — cos(2z) = 1,

limy o0 2(t) = 7.

Rjesenje: Najprije odredimo prvi integral dane diferencijalne jednadzbe:

d
th_:ztg =1+ cos(2z). (3.26)

Iz jednadzbe (3.26) slijedi:
t*dr = (1 + cos(2x))dL. (3.27)

Neka je cos(2z) # —1, tj. = # ZEHx k € Z. Podijelimo jednadzbu (3.27) s t3(1 +

cos(2z)) (za t =0 je cos(2z(0)) = —1, tj. z(0) = 27, k € Z) kako bismo dobili:

1 1
———dr = —dt
1 + cos(2z) TR
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Sto dodatno integriramo:

1 1
———dx = | =dt. 2
/1—|—COS(21‘) v /t2 (3:28)

Uzmemo li u obzir da vrijedi jednakost 1 + cos(2x) = 2cos®z, iz jednadzbe (3.28)
slijedi:

1 1
§tanx:—¥+0, C eR. (3.29)
Sada iz (3.29) imamo:
2
tanx:C’—z, C eR. (3.30)
Prisjetimo se da je uvjet zadatka dan s:
) 9
tlgglox(t) T4

Ovdje ¢emo koristiti vazno svojstvo neprekidnog preslikavanja da komutira s limesom,

tj. da vrijedi lim,_,,, f(p) = f(lim,—p, p) = f(Po)-

Sada imamo:
. i 97
lim tanx = tan lim = = tan — =1,
t—o0 t—o00 4

iz ¢ega dobivamo

2

1 = lim tanz = lim (C' — =) =C,
t—o0 t—00 t

pa slijedi

C=1 (3.31)
Dakle, iz (3.30) i (3.31) dobivamo:

2
tanx =1 — —.
t
Sada imamo:

arctan(tan z) = arctan(tan(z — 27)) = = — 27,

gdje smo uzeli u obzir to da mora biti zadovoljen pocetni uvjet (naime, arctan: R —
(=%, %), pa je arctan(l) = 7, a uvjet je %). Direktno slijedi:

2
x = arctan(1 — ;) + 27,
Za xv = 2"“2—+17T, k € Z imamo 2’ = 0, pa je jednadzba (3.26) zadovoljena, tj. vrijedi
1 =1. Dakle, x = 2]‘32—+17r, k € Z su takoder rjesenja polazne diferencijalne jednadzbe,
ali ne i Cauchyjevog problema buduci da niti za jedan k& € Z ne mozemo postici

limy o0 2(t) = 2. 1z toga slijedi da je
2
x = arctan(l — ;) + 2m,

jedino rjesenje dane Cauchyjeve zadace. O



32 POGLAVLJE 1. OBICNE DIFERENCIJALNE JEDNADZBE

Zadatak 3.5 (Domaca zadaca). Odredite rjesenje diferencijalne jednadzbe
3227 + 16t = 2ta°, (3.32)
koje je ogranic¢eno za t — oo.

Rjesenje: Jednadzbu (3.32) zapisujemo na sljede¢i nacin:

dx
2 = 2t(a® - 8). .
3x o (z° —8) (3.33)
Sada iz (3.33) dobivamo:
32°dr = 2t(z* — 8)dt. (3.34)

Neka je z # 2. Podijelimo jednadzbu (3.34) s 2* — 8 i dobivamo:

3x2

xr3 —

oo = 2tdt. (3.35)

Integriramo li jednadzbu (3.35), imamo:

2
/ xffﬁ_ Jdo = / 2tdt. (3.36)

In|z® =8| =t*+1InC, C > 0.

Sada iz (3.36) slijedi:

Dobivamo jednadzbu: .
|2° — 8| = Ce", C > 0.

Zbog glatkoce rjeSenja mozemo brisati apsolutne vrijednosti, pa imamo:
2? = Ce +38, C #0.

x = 2 je takoder rjesenje jednadzbe (3.33). Dakle, rjeSenje dane diferencijalne jed-
nadzbe je dano sa:
2
23 =Ce" +8, C €R.

Uvjet zadatka: x(t) je ogranic¢eno za t — oo, §to znaci da je x3(t) ograniteno za
t — o0o. Dakle, imamo

lim 23(t) = tlim (Ce”” +8) = lim Ce!” + 8.
—00

t—o00

Kako je t — €'’ strogo rastuca funkcija i lim;_, 4 e = +00, slijedi da je C' = 0.
Dakle, 2® = 8 je rjeSenje danog problema.

]
Zadatak 3.6 (Domaca zadaca). Rijesite Cauchyjev problem
1 t I ot
(14 e)xa’ =€, (3.37)
z(0) = 1.
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Rjesenje: Diferencijalnu jednadzbu (3.37) zapisujemo na sljedeé¢i nacin:

dz
1+e)o— =¢. 3.3
(1+e")z =€ (3.38)
Sada iz (3.38) dobivamo:
(1+ e")adz = e'dt. (3.39)

Podijelimo jednadzbu (3.39) s (1 + ') > 0 kako bismo dobili:

a potom je integriramo:

t
/a;dx = . dt . (3.40)
Sada iz (3.40) dobivamo:

2
%:ln(l—i—et)—I—C’, C eR,

Sto je prvi integral diferencijalne jednadzbe.
Pocetni uvjet: z(0) = 1, pa slijedi #2(0) = 1. Dakle, imamo:
1

3 =In(l1+¢€")+C,

iz ¢ega dobivamo C' = % — In 2. Stoga je rjeSenje problema dano s:

2
1
% =1In(1+¢€") + 5 —In2,
iz Cega slijedi:
2> =2In(1 +e')+1—2In2,

() =1+ [(225)]

Buduéi da rjesenje Cauchyjevog problema mora biti glatko (neprekidno), imamo dvije
mogucnosti. Ovdje je bitno napomenuti da je jedno od svojstava funkcija neprekidnih
u tocki sljedece:

Ako je f: {a,b) — R neprekidna u tocki ¢ty € (a,b) i ako je f(to) # 0, onda postoji
0 > 0 takva da je:

pa napokon imamo:

Flto) >0, It~ tol < 6= (1) > 5 f(t0) >0,

odnosno )
f(to) <0, [t —to] <6 = f(t) < §f(to) <0.
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Prema tome, buduéi da je (0) = 1 > 0, a rjeSenje Cauchyjevog problema mora biti
neprekidno, iz gornje tvrdnje slijedi da i rjeSenje u okolini 0 mora biti veée od 0.
Dakle, rjesenje Cauchyjevog problema je

o) =1 (2],

Promatramo diferencijalnu jednadzbu oblika
' = f(at +bx +¢), a,b,c=const., a,b+#0. (3.41)

Takvu jednadzbu mozemo svesti na jednadzbu sa separiranim varijablama, i to sup-
stitucijom:

z=at +bx + c. (3.42)
Zaista, iz (3.42) slijedi:

dz n bd:c

— =aq R

dt dt’
to jest

d

d_i =a+bf(z),

Sto je upravo jednadzba sa separiranim varijablama.
U idué¢em pododjeljku ¢emo vidjeti jo§ neke oblike diferencijalnih jednadzbi koji
se odgovarajuc¢om supstitucijom svode na separirani oblik.

Zadatak 3.7. Odredite prvi integral jednadzbe:
(t+2)%" =9. (3.43)

Rjesenje: Supstitucijom z =t + x gornju jednadzbu svodimo na jednadzbu sa sepa-
riranim varijablama. Najprije primijetimo da vrijedi:

dz " dx
= dt’
to jest
dr dz
—=——-1 3.44
dt dt ( )
Dakle, iz (3.43) i (3.44) slijedi:
dz
2
C-1) =9,
: (dt
iz ¢ega dobivamo:
dz
227 94 22 3.45
S +z (3.45)

Sada iz (3.45) imamo:
22dz = (9 + 2%)dt. (3.46)
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Podijelimo li jednadzbu (3.46) s (9 + z?) > 0, dobivamo:

22

9+ 22

dz = dt.

Integriramo li jednadzbu (3.47) imamo:

224+49—-9
———dz = | dt.
/ 9+ 22 : /

Iz (3.48) slijedi:

z—3arctan§:t—|—6’, C eR.

Vrac¢anjem supstitucije z = t 4+ x, dobivamo:

t+x
t + x — 3arctan +

Sada iz (3.49) imamo:

t
arctan %?—)x _ 2 +C.

Napokon dobivamo rjesenje u sljede¢em obliku:

t+x:3tan<§+0), C eR.

Zadatak 3.8. Rijesite Cauchyjevu zadacu

35

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

Rjesenje: Supstitucijom z =t + 2z gornju jednadzbu svodimo na jednadzbu sa sepa-

riranim varijablama. Primijetimo najprije da vrijedi:

dz dz
27 1 492”
i ta
iz ¢ega dobivamo:
dr 1<dz B 1)
dt — 2\dt '
Uvrstavanjem (3.51) u (3.50), imamo:
1 /dz
37 —1) =
Sada iz (3.52) slijedi:
dz
z2——z2=2

(3.51)

(3.52)

(3.53)
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Jednadzbu (3.53) zapisujemo na sljede¢i nadin:

dz
— = 2.
Zdt z +

Dobivamo jednadzbu sa separiranim varijablama:
zdz = (z +2)dt (3.54)
Neka je z # —2. Sada jednadzbu (3.54) podijelimo sa (z 4 2) # 0 kako bismo dobili:

z
z4+2

Integriramo jednadzbu (3.55) i dobivamo:

/Mdz:/dt.
z42

z—2lnlz+2|=t+C.

dz = dt. (3.55)

Dakle, imamo:

Vrac¢anjem supstitucije z = t 4+ 22 dobivamo:
t4+2r —2Inft + 22+ 2| =t +C.

Sada lako slijedi:
CH+zrz=h|t+2zx+2], CeR

Napokon, dobivamo:
e“e” = |t + 2z + 2|,

Sto zapisujemo kao:
Ce"=t+2x+2, C#N0.

Za z = —2 slijedi % = 0, pa je zadovoljena jednadzba (3.53), tj. vrijedi 2 = 2. Dakle,
z = —2 je takoder rjeSenje dane jednadzbe. Stoga je t + 2x + 2 = 0 takoder prvi
integral jednadzbe.

Napokon, imamo da je prvi integral dane diferencijalne jednadzbe dan s:

t+2x+4+2=Ce" CeR.
Uvrstavanjem pocetnog uvjeta x(0) = —1 u gornji izraz dobivamo:
—242=Ce !,

iz Cega slijedi da je C' = 0. To znaci da je rjeSenje naseg Cauchyjevog problema dano
u sljede¢em obliku:

t+2x+2=0,
to jest:
t
t)=—-1——.
(1) ;

]

Zadatak 3.9 (Domaca zadaca). Odredite prve integrale sljedecih diferencijalnih jed-
nadzbi:
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a) t+tr+a'(v+tx) =0, f) ' —x=2t-3,

b) 2v/1 — 2dx + t/1 — 22dt = 0, g) @ =(t—x)*+1,

¢) tedt+ (t + 1)dz =0, h) 2’ =sin(t — z),

d) 262z’ = 1+ t%, i) st 7'+ 3e' cotx = 0,

e) ¥ =4t +2x + 1, j) @ = (at + bz +¢)?, a,b,c € RT.

Rjesenje: a) (t + 1)(z + ) Ce™ C eR;b)V1—a2=—-/1-t?+C,C €R,
r==+lc)z=Ct+1)e’,CeRd)a?=t—174+C, CeR;e) Vit +2z+1—
21n(\/4t—|—2x+1+2)—t+0 CeRif)2t+a—-1=Ce", CeR;g)t+C =+,
CeR,az:t;h)WthjLC—O CeR x=1t—-7%5—2km kecZi
tanz = C(e" —2)3, C e R\ {0}, z =2 +km; j) t+C = =~ arctan(\/;(at—i-bx%—c)),
CeR.

Zadatak 3.10 (Domaca zadaca). Rijesite sljedece Cauchyjeve probleme:
a) d)
{x' sint =xzlInuz,
2(3) =1. (a2 + 2?)dt + 2t\/at — 2dz = 0,
z(a) =0, a #0.

2V/tdr = xdt,
z(4) = 1.

{:c—tx’:a(1+t2x’), { 37’ sinx = 2,

z(1) = 1. limy o0 2(t) = 5.

Rjesenje: a) x =1b) x =eV"2¢) z = 2t d) r = atan(

t(a—t)
t

)e)x = arccos(t%)

Zadaci s primjenama

U zadacima iz ovog dijela ¢emo trebati najprije sami izvesti diferencijalnu jednadzbu
koju zadovoljava trazena veli¢ina (probleme modeliramo odgovarajué¢im diferencijal-
nim jednadzbama), a potom je i rijesiti. Problemi ¢e biti uglavnom vezani uz geome-
triju (derivacija se pojavljuje kao koeficijent smjera tangente) ili uz promatranje neke
veli¢ini za koju je odredeno kako se mijenja po vremenu (sli¢no kao u primjerima i
zadacima iz Odjeljka 1).

Zadatak 3.11. Odredite sve krivulje sa svojstvom da u svakoj tocki krivulje sjeciste
tangente s y-osi raspolavlja spojnice diraliSta tangente i sjeciSta tangente s x-osi.

Rjesenje: Oznacimo s y = y(x) krivulju koju trazimo. Neka je D(xzg,yo) proizvoljna
tocka te krivulje (time smo ujedno zadali y(xy) = o) i promotrimo tangentu na
krivulju u toj tocki (vidi Sliku 7).
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Ya

SQ (.’172, O)

Slika 7: Skica trazene krivulje.

Takoder, znamo da je jednadzba tangente u tocki D(xg,yo) dana s:

Y —yo =y (x0)(x — o) .

Oznac¢imo sa S1(0,y1) 1 Se(za,0) sjecista te tangente s odgovaraju¢im koordinantim
osima. Iz uvjeta zadatka, zbog toga sto tocka S; mora biti poloviste duzine DSs,

zakljucujemo da vrijedi:
1
Y1 = Qyo-

S druge strane, y-komponentu tocke S; mozemo odrediti i iz jednadzbe tangente kroz
tocku D. Preciznije, u S1(0, ;) imamo:

Y — Yo = —y/(l‘o)xo,
odnosno:

Y1 =Y — xoy’(xo) .

Izjednacavanjem dobivenih vrijednosti za y; dobivamo:

1

5@0 =Y — onl(l’O) )

iz ¢ega sredivanjem konac¢no slijedi:

1
zoy'(¥0) = Yo -
Prema uvjetima zadatka, ova jednakost mora vrijediti za svaku toc¢ku grafa D(xg, yo).
Dakle, traZene krivulje y = y(x) traZimo medu rjeSenjima diferencijalne jednadzbe:

, 1
Yy :ﬁy'
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Jednadzbu rjesavamo separacijom varijabli:

dy 1
rT—= = —
dx 2y
d ! d
zdy = —ydzx.
Yy Qy

Pretpostavimo sada da = 0 nije u domeni rjeSenja (odnosno, da trazimo rjesenja
ili na (—o0,0) ili na (0,00)), te da je y # 0 (poslije je potrebno provjeriti i taj slucaj
zasebno). Dijelimo jednadzbu s zy, te dobivamo:

dy dx

y 22
odakle integriranjem slijedi:

1
1n|y|:§ln|m|—|—07 C e R,

odnosno:

ly|=CVlzl,  C>0.

Zbog glatkoce rjesenja mozemo se rijesiti apsolutnih vrijednosti te kona¢no dobivamo:

y=Clz|, C#0

(vidi Sliku 8).

K

)

Slika 8: Prikaz jedne krivulje koja zadovoljava uvjet zadatka.

Dakle, skup svih rjesenja je jedna familija parabola. Pritom je domena rjeSenja
ili (—o00,0) ili (0,00). Za kraj, vratimo se na sluc¢aj y = 0. Iako ono jest rjeSenje
diferencijalne jednadzbe, ta krivulja nije rjeSenje naseg polaznog problema zbog ge-

ometrijske besmislenosti uvjeta u tom slucaju.
O

Zadatak 3.12. Nadite krivulju koja prolazi toc¢kom 7(3, 2), a diraliste bilo koje njene
tangente raspolavlja odsje¢ak tangente medu koordinatnim osima.
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=@
51(0,41)
© 52(5U2,0)\ g
Slika 9: Skica trazene krivulje.
Rjesenje: Ozna¢imo ponovno s y = y(z) trazenu krivulju, te neka su D(xzg, o),

S1(0,41) 1 Sa(x2,0) kao i u prethodnom zadatku (vidi Sliku 9).
Ponovno primijetimo kako y-komponentu tocke S; mozemo dobiti na dva nacina:
iz uvjeta zadatka, zbog toga $to je tocka D poloviste duzine 5195, slijedi da je

Y1 =2,

dok s druge strane, iz jednadzbe tangente kroz tocku D, dobivamo isto kao i ranije:

Y1 = Yo — xoyl(%) .

Izjednacavanjem ovih izraza dolazimo do diferencijalne jednadzbe koju krivulja mora
zadovoljavati (ponovno iz razloga Sto ta jednakost mora vrijediti za svaku tocku

(0, yo) na krivulji):

y=-uy.

Rjesavamo metodom separacije varijabli. Domena rjeSenja ¢e biti takva da ne sadrzi
x = 0, te zasad pretpostavljamo da je y # 0. Dijeljenjem s zy jednadzba prelazi u:

dy _ _dv

Y

Yy T

odakle integriranjem slijedi:

odnosno:

In|y| = —1Inlz| + C, C eR,

C
ly| = —, C > 0.
|z]

Zbog glatkoce rjeSenja, skup rjeSenja mozemo zapisati u obliku:

Xz
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Preostaje nam jo§ medu svim dobivenim krivuljama (rjeSenjima jednadzbe) pronaci
ono koje sadrzi tocku 7T'(3,2). UvrStavanjem x = 3,y = 2 u izraz dobivamo da takva
krivulja odgovara konstanti C' = 6. Dakle, trazena je krivulja (hiperbola):

6
y=—.
x
Za kraj, primijetimo jo$ kako y = 0 nije rjeSenje zadatka zbog toga sto ocito ne prolazi
zadanom tockom (iako je rjesenje diferencijalne jednadzbe).
m

Zadatak 3.13. Odredite krivulju takvu da je za svaku tocku S(zg,yo) na njoj -
komponenta tezista lika omedenog koordinatnim osima, tom krivuljom i pravcem
T = xo iznosi 2z (vidi Sliku 10). Pretpostavite da je y(z) > 0 za sve z, tj. da se
krivulja nalazi iznad z-osi.

Rjesenje: Uzmimo za pocetak xg > 0 te oznac¢imo s P lik dobiven uvjetima zadatka
(kao na Slici 10), te oznacimo s T'(xr, yr) njegovo teziste.

Ya

Py

V&

Lo

3
270

Slika 10: Skica trazene krivulje.

Skup P kao podskup ravnine mozemo zapisati na sljede¢i nacin:
P:{(x,y)E]RQ:OSxSxO,Ogygy(x)}.

Teziste skupa P je, prema definiciji (vidi |7, Teorem 8.5]), tocka (zr,yr) takva da

vrijedi:
! / dP. ! / dP.
Tr = 57 [ rar, Yr = o7 | yar,
T T

pri ¢emu [, xdP oznacava integral funkcije f(z,y) = x na P, a |P| oznatava povr-
sinu lika P (koja je zbog uvjeta da se krivulja nalazi iznad z-osi jednaka integralu
konstantne funkcije s vrijednosti 1 na P, tj. [, dP).

Uvjet zadatka nam kaze da vrijedi:

3

T = —X¢-
4
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Stoga zelimo precizirati gornji izraz za xr preko integrala. Veé¢ smo zapravo naveli
parametrizaciju lika P, iz ¢ega ra¢unamo:

To y(z) xo
| P| :/dP:/ (/ dy)dmz/ y(x)dx,
P 0 0 0
o y(x) o
/de:/ </ a:dy)dx:/ xy(x)dz.
P 0 0 0

Uvrstavanjem dobivenih vrijednosti u izraz za xp dobivamo:

Syt ay(@yda
LT y(a)de

odnosno:

Vrac¢anjem na relaciju iz uvjeta zadatka, vidimo da za svaki xy imamo jednakost:

fozo vy (z)dx o §3:
[oy(e)de — 477

odnosno:

xo 3 xo
/ ry(x)dr = —:cg/ y(x)da.
0 4" Jo

Dobivenu integralnu jednakost deriviramo (po xg koji je ovdje varijabla), te dobivamo:

zoy(T0) = %(/O‘”O y(z)dz + $oy($0)>,

odnosno, nakon sredivanja:

0
zoy(zo) = 3/ y(x)dx.
0
Dobivenu jednakost ponovno deriviramo (po zg) te dobivamo:

y(xo) + 2oy (o) = 3y(wo),

odnosno, nakon sredivanja:
xoy (z0) = 2y(xo).
Kako ova jednakost vrijedi za sve xy > 0, zaklju¢ujemo da krivulju trazimo medu

rjeSenjima diferencijalne jednadzbe:

xy = 2y.

Separacijom varijabli za y # 0 te uzimanjem u obzir domene koja ne ukljucuje
x = 0, dobivamo:
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odakle integriranjem i primjenom eksponencijalne funkcije imamo:
ly| = C|z|?, C > 0.
Zbog glatkoce rjesenja, skup rjeSenja mozemo zapisati u obliku
y = Ca?, C #0.

Medutim, zbog pretpostavke da je y(x) > 0, medu tim rjeSenjima moramo odbaciti
ona za koja je C' < 0. Iz istog razloga i rjeSenje y = 0 odbacujemo. Dakle, trazena
familija krivulja (parabola) je

y = Cx?. C>0.
O

Zadatak 3.14. Brzina raspadanja radija proporcionalna je postoje¢oj masi radija.
Odredite koliki se postotak mase radija raspadne nakon 100 godina ako je poznato da
je razdoblje poluraspada (vrijeme koje je potrebno da se raspadne polovica postojece
mase) 1600 godina.

Rjesenje: S obzirom na prirodu zadatka, s t ¢emo oznacavati vrijeme mjereno u
godinama. Takoder, neka je m(t) koli¢ina radija koja je prisutna u trenutku ¢. Prema
pretpostavci zadatka, postoji k& > 0 (faktor proporcionalnosti) takav da je brzina
raspadanja radija u svakom trenutku proporcionalna trenutnoj masi radija. Iako
je na§ problem kontinuiran (odnosno, masa radija i brzina raspada se mijenjaju u
svakom trenutku, a ne u vremenskim intervalima) pravimo se na trenutak da se on
za jako male vremenske intervale ponasa diskretizirano (slicno kao $to i u slucaju
odredivanja smjera tangente pratimo sve manje i manje promjene y u odnosu na ).
Uvjet zadatka, za jako mali vremenski interval At, tada mozemo zapisati na sljedeci
nacin:

m(t + At) — m(t)

At

gdje lijeva strana predstavlja brzinu promjene mase radija, a desna pretpostavku da
je ta brzina proporcionalna trenutnoj masi. S obzirom da se radij raspada, masa s
vremenom opada, pa zato s desne strane stoji —k < 0. PuStanjem limesa At — 0
dobivamo:

= —k-m(t),

m/(t) = —km(t).

Kako ovo vrijedi u svakom trenutku ¢, masa radija m(t) zadovoljava diferencijalnu

jednadzbu:
dm

Takoder, ozna¢imo s mg = m(0) > 0 pocCetnu masu radija. Uz taj pocetni uvjet,
formirali smo Cauchyjevu zadac¢u. Primijetimo prije nastavka kako iz prirode pro-
blema slijedi da u svakom trenutku ¢ > 0 masa radija mora biti nenegativan broj.
Rijesimo sada gornju zadac¢u. Diferencijalnu jednadzbu rjesavamo metodom sepa-
racije varijabli (pritom nije ni potrebno promatrati slu¢aj m = 0 zbog prethodnih

komentara):

am g,
m
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odakle integriranjem slijedi:
In|m| = —kt + C, C eR,

odnosno:
Im| = Ce™™, C > 0.

Zbog zahtjeva m > 0 vidimo da nam u obzir dolaze samo rjeSenja oblika:
m(t) = Ce ™, C > 0.

Odredimo sada konstantu C' uvrStavanjem pocetnih uvjeta. Imamo:
mo =m(0) = Ce *0 = C.

Dakle, masa radija se ponasa po pravilu:

kt

m(t) = mpe”

Iz druge pretpostavke zadatka, onoj o brzini poluraspada, mozemo takoder odrediti
faktor proporcionalnosti k. Preciznije, imamo:

1

1
& mge 1000k — §m0

< —1600k = —1In 2
B In2

-~ 1600

Preostaje nam odrediti koliki se postotak p mase radija raspao nakon 100 godina.
Racunamo

m(0) — m(100)
m(0)
~ m(100)
m(0)

p:

—1—
:1—6_11]762
—1-9271 ~ 0.0424.

O

Zadatak 3.15. Svota od 10000 kn poloZena je na bankovni rac¢un uz godisnju ka-
matnu stopu od 8%. Za koliko godina ¢e se pocetna svota udvostruciti ako je uka-
macivanje kontinuirano i slozeno?

Istaknimo da ovdje pod kontinuirano i sloZeno ukamacivanje mislimo da se u
svakom (koliko god proizvoljnom malom) vremenskom intervalu kamate pridodaju
osnovci i kamata se obracunava na pocetnu osnovicu i na do tada prispjelu kamatu.
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Rjesenje: Vrijeme ¢emo ponovno mjeriti u godinama. Neka je D(t) svota novca na
ra¢unu u trenutku ¢, dana u kunama. Promotrimo opet nas problem u diskretiziranom
obliku. Za mali interval At svota na racunu se prema uvjetu zadatka uveca za 0.08 -
At - D(t). Prema tome, svota na rac¢unu ¢e u trenutku t + At iznositi:

D(t+ At) = D(t) +0.08 - At - D(t),
Sto mozemo zapisati i kao:

D(t + At) — D(t)
At

=0.08-D(t). (3.56)
Pustanjem At — 0 dobivamo diferencijalnu jednadzbu:
D'(t) =0.08- D(t).
U pocetnom trenutku na rac¢unu se nalazi 10000 kn, $to mozemo zapisati kao:
D(0) = 10000 .

Ovime smo formulirali Cauchyjevu zadacu.
Uocimo da zbog prirode problema vrijedi D(t) > 01 D'(t) > 0, za sve t > 0.
Rijesimo sada diferencijalnu jednadzbu separacijom varijabli:

b = 0.08D.
dt

Kako je rije¢ o istoj jednadzbi (samo uz druge oznake) kao i u prethodnom zadatku,
mozemo odmah zapisati formulu rjesenja:

D(t) = Ce*% C > 0.
Konstantu C' ¢emo odrediti uvrstavanjem vrijednosti za pocetni uvjet ¢ = 0:
10000 = D(0) = Ce® = C,

pa je rjeSenje dano s
D(t) = 10000,

Odredimo sada trenutak ¢ u kojem ¢e se pocetna svota udvostruciti, odnosno iznositi
20000.

D(t) = 20000
< 10000e*% = 20000
o B0.081t — 2
< 0.08t =In?2

St= %ln2%8.87.
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Napomena 3.7. Istaknimo da se model koriSten u prethodnom zadatku teoretski i u
praksi ne koristi (nesto sli¢no se vjerojatno jedino moze naéi u svijetu kriptovaluta).
Naime, neovisno o tome je li ukamacivanje jednostavno ili slozeno, kamata se u pravilu
obra¢unava ipak u diskretnim vremenskim intervalima. Tada pustanjem limesa At —
0 u (3.56) ne dobivamo egzaktan model, ve¢ samo pripadnu aproksimaciju (moZze se
pokazati da je pripadna relativna pogreska sve veéa Sto je vremenski interval veéi).
Preciznije, ako nam nije dopusteno pustanje limesa At — 0, iz (3.56) moZemo samo
po Lagrangeovu teoremu srednje vrijednosti zakljuciti da postoji t € (¢, ¢ + At) tako
da D'(t) =0.08 - D(t).

Za ilustraciju, rijesimo prethodni zadatak i uz uvjet da je ukamacivanje godisnje
i slozeno. Tada iz (3.56) za At = 1 slijedi

D(t+1)=1.08-D(t), teN,

(primijetite da nam je sada t cijeli broj kako je problem diskretan, a ne kontinuiran).
Iz gornjeg ocito vrijedi D(t) = (1.08)*D(0) = 10000(1.08)". Potrebno vrijeme ¢ da se
svota udvostruéi sada dobivamo iz relacije 20000 = 10000(1.08)¢, pa je t = lngrll.?)S) ~9.
Dakle, razlika je od nekih mjesec i pol dana.

Naravno, gornji model ima dovoljno jednostavnu egzaktnu formulu da nema po-
trebe koristiti aproksimaciju.

Spomenimo jo$ da se ponekad rigorozni model sloZenog ukamacivanja svejedno
zapisuje u obliku eksponencijalne funkcije, ali tada se u (3.56) umjesto koeficijenta
proporcionalnosti 0.08 koristi In(1 + 0.08) (vidi [3]).

Zadatak 3.16% [Domaca zadaca| Bazen ima oblik pravokutnika Sirine 20m i duzine
100m. U kutu A bazena nalazi se djecak i u ruci drzi kraj konopa dugackog 20m,
na ¢ijem je drugom kraju povezan brodi¢ koji je u kutu B bazena. Djecak se krece
duz dulje stranice bazena prema tre¢em kutu C' i vuce brodié¢ tako da je konop stalno
napet. Odredite polozaj djecaka i brodi¢a u trenutku kad je brodi¢ 12m udaljen od
stranice bazena duz koje se krece djecak, AC.

Zadatak 3.17 (Domaca zadaca). Nadite krivulju koja prolazi tockom (1, 2), sa svoj-
stvom da je u svakoj tocki koeficijent pravca tangente tri puta veéi od koeficijenta
pravca kroz ishodiste i tu tocku.

Rjesenje: y(z) = 223

Zadatak 3.18 (Domaca zadaca). Odrediti sve krivulje sa svojstvom da je povrsina

trokuta, kojeg ¢ine tangenta, pravac kroz diraliste paralelan y-osi i x-os, konstantna

veli¢ina a?.

Rjesenge: 1. slucaj: y(x) = ffc, C e R, 2. slucaj: y(x) = —ffc, CeR

Zadatak 3.19 (Domaca zadaca). U populaciji s 500 miSeva njih 5 namjerno je zara-
zeno zaraznom bolesc¢u kako bi se testirao model Sirenja zaraze koja pretpostavlja da
je brzina promjene broja zarazenih miSeva proporcionalna produktu broja zarazenih
i broja zdravih miSeva. Koliko je vremena prema modelu potrebno da se zarazi po-
lovica populacije ako je 24 sata nakon pocetka eksperimenta pregledom ustanovljeno
da se boles¢u zarazilo jo§ 5 miseva?
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Rjesenje: t ~ 6.5 dana

Zadatak 3.20 (Domaca zadaca). Na dan kad se rodio, zele¢i mu osigurati bolju
buduénost, brizni roditelji su svom Perici u Zagrebackoj banci otvorili devizni racun
na kojega su polozili 10000 eura i orocili na 18 godina. Ako se u meduvremenu
na ra¢un ne polozi nikakav dodatni iznos, a kamatna stopa je 5 posto godisnje i
ukamacuje se sloZeno i kontinuirano, kolikom svotom novca ¢e Perica raspolagati na
svoj 18. rodendan?

Rjesenje: D(18) = 24596

Zadatak 3.21 (Domaca zadaca). U posudu u kojoj se nalazi 5 litara ¢iste vode
ulijevamo otopinu soli koncentracije = kg/1 brzinom 0.1 1/min. Otopina, koju mijesa-
njem odrzavamo homogenom izlijeva se iz posude istom brzinom. Nakon 10 minuta,
koncentracija soli u posudi dostize 0.005 kg/l. Za koliko posto bi trebalo povecati
koncentraciju otopine koju ulijevamo da bi se isto postiglo za dvostruko krace vri-
jeme?

Rjesenje: Diferencijalna jednadzba za koncentraciju c(t) glasi ¢ (t) = 0.02x —0.02¢(t),
kona¢no rjeSenje je 90.485%

3.2. Homogene jednadzbe

U prethodnoj tocki smo vidjeli kako separabilne diferencijalne jednadzbe lako mozemo
rijeSiti integriranjem. Stovise, za njih imamo i prilagoden teorem o postojanju i
jedinstvenosti (lokalnog) rjesenja (Teorem 3.1).

Iz tog razloga je povoljno prouciti mozemo li neke diferencijalne jednadzbe koje
nisu izvorno u separabilnom obliku svesti na taj oblik. Svodenje obi¢no podrazumijeva
izbor nove nepoznate funkcije (ovisne o pocetnoj) koja zadovoljava novu separabilnu
diferencijalnu jednadzbu.

Veé smo u prosloj tocki vidjeli da jednu takvu situaciju gdje smo diferencijalnu
jednadzbu oblika (3.41) uz supstituciju (3.42) sveli na separabilni oblik. U ovom
pododjeljku ¢emo se baviti homogenim jednadzbama i nekim varijantama.

Pripadna supstitucija moze imati neke singularitete pa treba biti oprezan da ne
propustimo neke rjesenja. Preciznije, moze se dogoditi da neko rjesenje pocetne
jednadzbe ne mozemo dobiti u novom obliku, te obratno, da neko rjesenje nove jed-
nadzbe nije prihvatljivo za pocetnu jednadzbu. Medutim, ako se i dogode takve
situacije, obi¢no ¢e takva rjesenja biti trivijalna i lako ¢emo ih uo¢iti.

Definicija 3.8. KaZemo da je funkcija f : R? — R homogena stupnja k ako vrijedi:
fOt, Az) = Nef(t, ), (t,7) e R A€ R.

Primjer 3.9. Funkcija f : R? — R definirana s f(¢,z) = t3 4+ 2® je homogena i to
stupnja k = 3. Naime, za proizvoljni (¢,7) € R? i X € R imamo:

FOEAZ) = (M) + (\a)® = N3(E +2%) = N f(t,z).
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Definicija 3.10. Jednadzbu oblika
20 =f(3) (3.57)

nazivamo homogenom diferencijalnom jednadzbom prvog reda.

Uoc¢imo da homogena diferencijalna jednadzba nema smisla za t = 0, pa je ta
tocka uvijek izvan otvorenog skupa na kojem promatramo tu jednadzbu.
Prisjetimo se da diferencijalnu jednadzbu mozemo zapisati u obliku:

M(t,z)dt + N(t,z)dz =0,

kojeg shvacamo kao
M(t,z(t)) + N(t,z(t))z'(t) = 0 (3.58)

(vidi Napomenu 3.6). Po sljede¢oj lemi, gornja jednadzba ¢e biti homogena ako su
funkcije M i N homogene funkcije istog stupnja.

Lema 3.11. Ako su M i N homogene funkcije istog stupnja, onda za funkciju f = %
postoji funkcija jedne varijable, g, takva da za t # 0 vrijedi:

fita)=9(3).

tj. f(t,x) = 1\]\/[1((:5)) ovisi samo o kvocijentu 7.

Dokaz: Definiramo funkciju jedne varijable g(x) := J\]\//[(qj))

Neka su t € R\ {0} i z € R proizvoljni. Imamo

(x) M(1,z/t) t*M1,z/t) M(t, ) f(t2)

— = = = = X

INe) T N z/t) ~ *N(La/t)  N(tx) %

¢ime je pokazana tvrdnja. O]
M(t.a(t))

Istaknimo ipak da diferencijalne jednadzbe (3.58) i 2/(t) = — Nz Disu nuZno
ekvivalentne jer u drugoj jednadzbi moramo iskljuciti rjeSenja za koja funkcija t —
N(t,z(t)) ima barem jednu nultocku.

Uvodenjem supstitucije:

) x
rT=1tu, t]. u=—,
t

gdje u = wu(t) predstavlja novu nepoznatu funkciju, jednadzbu (3.57) svodimo na
diferencijalnu jednadzbu sa separiranim varijablama. Zaista, deriviranjem po t dobi-
vamo:

dz du
i U+ t% , (3.59)

iz ¢ega uvrstavanjem u jednadzbu (3.57) slijedi:

du
t— =
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t].
15 = )~ w.

¢ime smo dobili upravo diferencijalnu jednadzbu sa separiranim varijablama (po u).
Za f(u) # u, separacijom varijabli dobivamo:

/%:/%:mmc.

Primjer 3.12. Odredite prvi integral jednadzbe
tdr = (t + x)dt.
Rjesenje: Jednadzbu zapisujemo u obliku:
(t+ x)dt — tdx = 0.

Definirajmo M(t,x) =t + x i N(t,z) = —t. Pokazimo najprije da su ove funkcije
homogene istog stupnja (kao u Primjeru 3.9). Funkcija M je homogena stupnja 1. S
druge strane, za sve t,z, A € R imamo:

N(Mt, Ax) = =Mt = AN(t,x).
Stoga je po Lemi 3.11 nasa jednadzba:

d:c_t+:c_1+x
a t t

homogena jednadzba.
Kao $to smo ve¢ ranije istaknuli, tocka ¢ = 0 se ne nalazi u domeni naseg rjesenja,
pa rjeSenje trazimo na intervalu (—oo,0) ili (0, 00). Uvodimo supstituciju:

xT
U:?,

te deriviranjem po ¢ vidimo da u zadovoljava sljede¢u jednadzbu (vidi (3.59)):

du

t— =1
u + 7t +u,
odnosno:
P
at

Opce rjesenje gornje separabilne jednadzbe dano je s
u=Inlt|+InC =1n(C|t]),
gdje je C' > 0 (u gornjem smo konstantu integracije zapisali u obliku In C' tako da na
kraju imamo jednostavniji izraz).

Sada se bitno sjetiti da je zadatak bio pronaéi funkciju x, pa vra¢anjem supstitucije
x = tu kona¢no dobivamo rjeSenje u sljede¢em obliku:

z(t) = tu(t) = tIn(C|t]), C>0.
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Za kraj ovog odjeljka poopéimo prethodnu metodu za homogene jednadzbe na
sljedecu klasu diferencijalnih jednadzbi:

(1) = f <W> , (3.60)

agt + ngE + ¢

pri ¢emu su a;, b;, ¢; € R te je (a;,b;) # (0,0), i = 1,2. Uoc¢imo da je za a3 = by = 0,
ag = b =1, ¢y = ¢ = 0 (8to je dopusten izbor), gornja jednadzba homogena,
pa je gornjim zaista dan opcenitiji problem od (3.57). S druge strane, za sluca]
(a1,b1) = (0,0) ili (ag,bs) = (0,0) dobivamo upravo jednadzbu oblika (3.41), koju
jednostavno svodimo na separabilni oblik, pa zato i nema potrebe da ovaj slucaj
uklju¢imo u analizu.

Kao i homogene jednadzbe, jednadzba (3.60) se takoder moze svesti na jednadzbu
sa separiranim varijablama, a pripadna supstitucija ovisi o vrijednosti determinante:

a; by

A= (05} b2

= albg — CLle .

Prisjetimo se, ako je A # 0, pripadna matrica je regularna, dok je u suprotnom
singularna. Daljnju analizu éemo razdvojiti upravo na ta dva slucaja.

1.) A#0.
Uvodimo nove varijable:
s=t—a, yls)=alt)-B, (3.61)
gdje je s nova nezavisna varijabla, a y nova nepoznata funkcija, dok su «, 8 za
sada neodredene konstante.
Po definiciji vrijedi
dy
/ —_ — —
y(s) = 2(s)

Sada s obzirom na (3.60) dobivamo:

dz(s + )

T = (s ta)=a(t).

y(s)=a'(t) = f(

_ am(s+a)+bhy+0)+a)  [as+by+ (aa+bf+c)
S\ aa(s Q) Fha(y+B)Fea ) T\ ass byt (asa + b+ o) |

alt + bll' +
agt + bgflf + co

Konstante a i f mozemo odabrati kao rjeSenje linearnog sustava:

aloz—i—blﬂ—i—cl:(),
a2a+b26+02:o,

(po pretpostavci sustav ima jedinstveno rjesenje). Uz tako odabrane konstante
a, B jednadzba prelazi u homogenu jednadzbu:

b ais+biy\ ay + b1 (Y
y@)—f(@Hbe) —f<a2+b2% ~9(%).
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Istaknimo da druga jednakost vrijedi samo za s # 0. Dakle, novodobivenu
jednadzbu promatramo na otvorenom skupu koji ne sadrzi tocku s = 0, tj. t = «
(iako ¢e moZda neka rjeSenja i biti definirana u toj tocki).

2) A =0.
U ovome slucaju postoji A # 0 takav da je (ag,b2) = A(a1,b;) (primijetite da
smo za zakljucak A # 0 koristili da je (a;, b;) # (0,0), i = 1,2). Sada jednadzba

(3.60) glasi:
alt + blflf +
/ t —
v(t) f(A(a1t+ bix) +cz> ’

¢ime smo dobili oblik (3.41). Dakle, supstitucijom z = ait + byx dobivamo

dz @

zZ+
= a4+ b
g\ = ot by

Az + ¢y

(t):a1+blf< >::a1+b1g(z).

Primjer 3.13. Odredite prvi integral jednadzbe:
(2t — 4z +6)dt + (t + 2 — 3)dx = 0.

Rjesenje: Uo¢imo najprije da funkcija x(t) = —t + 3 nije rjeSenje ove jednadzbe, pa
dijeljenjem jednadzbe s ¢t + z — 3 dobivamo ekvivalentnu jednadzbu:
2t —4x + 6
2(t) = i
t+xz—3

Kako je ova jednadzba oblika (3.60), primijenjujemo prethodni postupak.
Odredimo pripadnu determinantu A:

2

A=

4
1‘:6#0

Dakle, nalazimo se u prvom slucaju, te trazimo «a, § kao u (3.61), tj. rjesavamo sustav:

20 — 45+ 6 = 0,
a+p—-3=0.
Rjesenje sustava je dano s a = 1, § = 2, pa uvodimo supstituciju:
s=t—1, y=x—2.
Jednadzba tada prelazi u:
()=~
y Ss) = 1 + % )
Sto je homogena jednadzba. Stoga uvodimo supstituciju z = £ te imamo:
. dz 2 —4z
Z4 85— =—
ds 1+ 2
o dz 22— 3242
S— =—-—
ds z+1
d —1)(z—=2
Ll (-1(E-9)

ds z+1
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Kao $to smo ranije istaknuli, ovu diferencijalnu jednadzbu promatramo na otvo-
renom skupu koji ne sadrzi tocku s = 0 (odnosno ¢ = 1). Uo¢imo da z = —1 upravo
odgovara slucaju x = —t + 3, tako da nemamo problema s nazivnikom desne strane
kako smo taj dio ve¢ komentirali.

Neka je sada z # 11 z # 2. Separacijom varijabli dobivamo:

1 1
Ldz = ——ds,
(z—1)(z—2) s
odakle integriranjem slijedi:
—2In|z—1|+3n|z —2|=—In|s| - InC, C>0,
tj.
(z—1)?
[z =2
Kako je izraz z — 2 konstantnog predznaka (slucaj z = 2 nije dopusten, a funkcija
s+ z(s) je neprekidna), a diferencijalnu jednadzbu promatramo na otvorenom pod-

skupu skupa (—o00, 0) ili (0, +00) (s je onda konstatnog predznaka), mozemo maknuti
apsolutne vrijednosti uz promatranje i negativne konstante:

Cls| = C>0.

(= —1)°
Cs=-—= C#0.
Povratkom u polazne varijable, imamo:
y x—2
= — =
s t—1"
pa je
r—t—1 | x —2t
z—1l=— i z-2= :
t—1 t—1
Uvrstavanjem gornjih izraza slijedi:
(x—t—1>2
_ U
Cit—1)= —(x__%)?) ,
t—1

¢ijim sredivanjem kona¢no dobivamo da su sva rjeSenja u ovom slucaju dana s
Clz —2t)* = (v —t—1)?, C#0.

Provjerimo jos slucajeve z = 11 z = 2. Slucaju z = 1 odgovara funkcija x(t) =
t 4+ 1, te se direktnim uvrstavanjem u polaznu jednadzbu moze provjeriti da je ona
zaista rjeSenje. Dodatno, ovo rjesenje odgovara konstanti C' = 0 u gornjem opcéem
zapisu.

U sluc¢aju 2z = 2, imamo:

o _ T — 2 ’
t—1
odnosno:
x(t) = 2t.

I ovdje uvrstavanjem u pocetnu jednadzbu dobivamo da je time dano rjeSenje (ovdje se
to rjeSenje ne moze dobiti za niti jedan izbor konstante C' u opéem zapisu - formalno,
ovo rjeSenje odgovara izboru C' = oo, odnosno 1/C = 0). ]
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Zadaci

Zadatak 3.22. Odredite prvi integral jednadzbe
tr' —x = Vit2 + 22

Rjesenje: Za pocetak, dijeljenjem s ¢ jednadzbu zapisujemo u obliku:

, T T\ 2
=21+ (3)
x t+ + /

Primijetimo da je desna strana funkcija od ¢: ako stavimo f(y) = y ++/1 4 %2, tada
je desna strana upravo f (%) Iz toga slijedi da je jednadzba homogena pa je svodimo
na separabilnu.

Supstitucijom u = ¢ dolazimo do jednadzbe:

tdd—?:\/quuQ,

te separacijom varijabli:
du dt

Vitd ot

Integriranjem izraza dobivamo:

du
———=Inlt|+ C, C eR.
| o= =i
Odredimo sada integral s lijeve strane. Supstitucijom u = shv, uz du = chuvdv,
integral prelazi u:

/ ch vdv B ch vdv
V1 + sh?v chv

Dakle, rjesenje separirane jednadzbe je:

:/dv:v+C’:Arshu+C.

Arshu =In [t| + C,

odnosno:
h(ln CJe)) = St — — -0
u = sh(In = —|t| - ——
2 2C|t)
Vrac¢anjem supstitucije x = tu kona¢no dobivamo:

x:t(%m—ﬁ) zsgnt<%t2—%>, C >0.

Zadatak 3.23. Odredite prvi integral jednadzbe
, 2+ r+1

T M+o+3
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Rjesenje: Za pocetak, uofimo da je jednadZzba oblika (3.60), te da z = —2t — % nije
rjeSenje kako za te vrijednosti nije definirana diferencijalna jednadzba.

Radunamo A:
2 1

4 2

Dakle, nalazimo se u drugom sluc¢aju. Stoga uvodimo supstituciju:

a=[t 4 -0

z=2t+x.
Deriviranjem po t dobivamo:
dz_2+dx_2+ z+1 5247
dt dt = 22+3  22+3°

Neka je sada z # —g. Separacijom varijabli dobivamo:

224+ 3
Sz + 7

dz = dt,

odakle integriranjem slijedi:

2 1
- —In |5 TN=t+C C eR.
5z+25 n |5z + 7| + C, e

Kona¢no, povratkom u polazne varijable dobivamo:

10t 4+ 5x + 7 = Ce® 107, C eR.

Provjerimo jos i slucaj z = —%. Iz toga slijedi:
7
—— =2+,
)
odnosno: -
x(t) = =2t — =,
(t .
Sto zaista jest rjeSenje. O

Zadatak 3.24. Odredite prve integrale sljede¢ih diferencijalnih jednadzbi:
a) 12+ a2 — 2taxa’ =0, e) tx/—$:<t+$)ln'f‘f‘7x7

b) 2/ =ei + 2
Y
K f) to' = xcosln g,

/

c) t' —x=ttg?,

)
)
)
d) (x + Vtx)dt = tdr, g) o' = —¥I—.

Rjesenje: a) 2> = t* + Ct, C € Rb) z = —tln(InC —Injt])), C > 0¢c) z =
tarcsin(Ct), C € Rd) z = tIn*(Clt]), C > 0¢e)x =t —t, C € Rf) x =
te2arecolCHnlt) | ¢ e R, o = te?™ k € Z g) v = t + t(—HEE)2 O e R, x=t

Zadatak 3.25. Odredite prve integrale sljede¢ih diferencijalnih jednadzbi:
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a) (2t+3w+1)dt+(B3t+4r—1)de =0,  ¢) o/ = 2(;22)",

b) (t+x+1)dt+ (2t +2z—1)dz =0, d) (2 +1)InEH = £

Rjesenje: a) x(t) = 1(1-3t)+1/C —8(t> + 1) + (3t — 1)%4 b) t+2x—2 = Ce5(t+22)
C € R; ¢) In(Jz +2|) + 2arctan(E) = C, C € R; d) —z + (z +t)In(E) —t = C,
CeR
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4. Linearne jednadzbe

Do sada smo promatratli obi¢nu diferencijalnu jednadzbu prvog reda:
u'(x) = f(x,u(z)) (4.1)
ili pripadnu Cacuhyjevu zadac¢u kada dodatno postavljamo i pocetni uvjet:
u(xo) = up - (4.2)

Picardov teorem (Teorem 2.4) nam govori o postojanju i jedinstvenosti lokalnog rje-
Senja. U posebnom slucaju separirane desne strane

f(@,u) = g(x)h(u) ,

vidjeli smo jo§ jedan takav rezultat (Teorem 3.1) koji nije posljedica spomenutog
Picardovog teorema.

Separabilne jednadzbe su posebno znacajne jer smo naucili u prethodnom odjeljku
kako se one mogu jednostavno rijesiti integriranjem, odnosno kako odrediti prvi inte-
gral pripadne diferencijalne jednadzbe. Stoviée, vidjeli smo i kako neke diferencijalne
jednadzbe koje nisu separabilne svesti, uz pogodnu zamjenu varijabli, na diferenci-
jalne jednadzbe u separiranom obliku, a time ih i rijesiti. Preciznije, ovaj postupak
mozemo primijeniti za homogene jednadzbe (vidi (3.57)):

flauw) =g(2).

z
jednadzbe kojoj je desna strana oblika:
flz,u) = glar +bu+c),

(vidi (3.41)) za neke konstante a,b,c € R (sluéaj a = 0 ili b = 0 je trivijalan jer
je tada dana jednadzba veé separabilna), te za najopcenitiji sluc¢aj (obuhvaca oba
prethodna; vidi (3.60))

<a1x + biu + cl>
asx + bou + ¢

za neke ay, as, by, by, c1,co € R takve da (ag, b, c2) # (0,0,0) (iako se obi¢no uzima
(a1,b1) # (0,0) i (ag,by) # (0,0) jer se inace nalazimo u prethodnom slucaju).

U ovom odjeljku promatramo diferencijalnu jednadzbu (4.1) (odnosno pripadnu
Cacuhyjevu zadacu (4.1)—(4.2)) uz dodatnu pretpostavku na desnu stranu

f(z,u) = a(z)u+ b(zx), (4.3)

pri ¢emu su a, b zadane funkcije. Takve diferencijalne jednadzbe nazivamo linearnim
diferencijalnim jednadzbama (prvog reda). Ako je dodatno b = 0, tada kazemo da
je linearna jednadzba homogena. Za sve obi¢ne diferencijalne jednadzbe prvog reda
(4.1) za koje desna strana f nije oblika (4.3) kazemo da su nelinearne.
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Napomena 4.1. Ovdje je bitno istaknuti da razlikujemo pojmove homogena diferen-
cijalna jednadzba (Sto odgovara jednadzbi (3.57)) i homogena linearna diferencijalna
jednadzba.

Ako je u kontekstu jasno da pricamo o svojstvima linearnih diferencijalnih jed-
nadzbi, tada ¢emo ponekad biti neprecizni i samo rec¢i da je jednadzba homogena.

Cesto linearne diferencijalne jednadzbe susreéemo u ekvivalentnom obliku
co(x)u(z) + cr(z)u(x) = ea(x),

pri ¢emu onda mora vrijediti cg # 0 u svakoj toc¢ki promatranog intervala (jer inace
nemamo diferencijalnu jednadzbu, veé algebarsku).

Uz pretpostavku da su a,b neprekidne funkcije na nekom otvorenom intervalu
I C R, postojanje i jedinstvenost lokalnog rjesenja jednostavno slijedi primjenom
Picardovog teorema. Naime, u tom slucaju je ocito f neprekidna na [ x R, te je
derivabilna po drugoj varijabli. Kako je g—ﬁ(x, u) = a(x) o€ito takoder neprekidna na
I x R, po Napomeni 2.7 slijedi da su ispunjene pretpostavke Picardovog teorema za
svaku tocku (zg,ug) € I x R.

Pitanje je kako odrediti to jedinstveno rjesenje. Primijetimo da je u sluc¢aju kons-
tantnih funkcija a i b jednadZzba separabilna (pa je onda znamo rijesiti), te takoder
zaa=0ilib=0.

Krenimo onda od slu¢aja homogene jednadzbe, odnosno a € C(I)ib = 0, te
rijeSimo jednadZzbu metodom prikladnom za separabilne jednadzbe. Prateéi oznake
prethodnog odjeljka (vidi (3.1)), u ovom slu¢aju imamo g(z) = a(x) i h(u) = wu.
Dakle, jedini je problem kada je uy = 0, ali iz jedinstvenosti rjeSenje (to imamo po
Picardovom teoremu) znamo da je onda jedino rjeSenje u = 0. S druge strane, po
Teoremu 3.1 znamo da ¢ée za ug > 0 (ug < 0) rjeSenje (lokalno) stalno biti pozitivno
(negativno).

Idemo sada na rjesavanje za slucaj ug # 0. Dijeljenjem jednadzbe s u(x) i inte-

griranjem dobivamo:
u(x) dv x
/ —Z/a@@,
uQ v x0

(na lijevoj strani smo primijenili zamjenu varijabli v = u(z)).
Integral na lijevoj strani jednak je:

In |u(z)| — In|ug| = In

Y

u(x u(x

‘ ( )‘ _ 1 @)
U Ug

pri ¢emu smo u posljednjoj jednakosti koristili da su (barem lokalno) u(z) i ug istog

predznaka. Dakle, vracanjem u gornju jednakost i djelovanjem eksponencijalnom

funkcijom, kona¢no dobivamo da je rjeSenje homogene zadace dano s:

un(z) = upel2 W W (4.4)

odnosno vrijedi (provjerite!):

uy (z) = a(x)up(x) , zel,

up(zo) = ug -
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Uocimo da je prethodna formula valjana i za slucaj ug = 0 (dobivamo u, = 0), iako
smo u samom postupku rjeSavanja pretpostavili ug # 0.

Promotrimo sada opéeniti slucaj b #Z 0 kojeg nazivamo nehomogenim slu¢ajem.
Neka su a,b € C(I). Buduéi da smo ranije veé¢ ustvrdili da rjeSenje zadace (4.1)—(4.2)
postoji i jedinstveno je, preostalo je samo konstruirati (pronaci) jedno rjesenje. U
trazenju rjesenja koristimo metodu varijacije konstanti, odnosno pokusavamo odrediti
funkciju A takvu da funkcija:

w(x) = Ma)elzo * @ W (4.5)

bude rjesenje zadace. Zapravo smo oblik gornje funkcije dobili tako da smo varirali
konstantu wug (tj. umjesto nje smo stavili varijabilnu funkciju) u formuli za rjeSenje
homogene jednadzbe (4.4).

[zvedimo uvjete koje funkcija A mora zadovoljavati da bi (4.5) bilo rjeSenje zadace
(4.1)—(4.2). Iz pocetnog uvjeta dobivamo:

uy = u(zo) = Map)elzo @ = X(zy) . (4.6)
Derivacija funkcije (4.5) glasi:
u'(z) = /\'(x)efzmo alv)dy 4 )\(x)efjo “W W (p) = /\’(x)efjo WY 4 o (z)u(z),
pa uvrstavanjem u diferencijalnu jednadzbu dobivamo:
/\/(x>€ffo W _ p(r)

odnosno:

N(z) = b(z)e e @ (4.7)

Iz (4.6)—(4.7) vidimo da je A nuzno rjesenje Cauchyjeve zadace u kojoj se diferenci-
jalna jednadzba prvog reda jednostavno rjeSava integriranjem (desna strana ne ovisi
o nepoznatoj funkeiji; vidi Napomenu 1.3(b)). Dakle, A je dan s:

Ax) = uo + / b(z)e Juo W W g
zo
pa uvrstavanjem u (4.5) kona¢no dobivamo:

w(@) = ugeleo *WW 4 lzy W) dy / b(z)e J "W W (4.8)

Zo

— ugel Wy / b(2)e o AW A [0 al) by g
o

= u06f50 alw)dy 4 / b(z)efzz aW)dy (4.9)
o

Uoc¢imo da prvi sumand u (4.9) odgovara rjesenju pripadne homogene zadace,
dok je drugi sumand, kojeg ¢emo oznaciti s u,(x), rjesenje (provjerite!) nehomogene
diferencijalne jednadzbe i homogenog pocetnog uvjeta, tj. vrijedi:

w,(z) = a(z)uy(z) +b(z) , zel,
up(zo) =0 .
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Istu strukturu rjeSenja smo mogli ranije ve¢ vidjeti kod (algebarskih) nehomogenih
linearnih sustava (vidi [2, Propozicija 4.1.10]).

Sada je lako provjeriti da je s (4.9) zaista dano rjeSenje zadace (4.1)-(4.2) (uz
pretpostavku (4.3)). Naime,

u(wo) = un(wo) + up(wo) = up +0 = uo,

te za x € I vrijedi:

u'(z) = uh(z) + u;,(x) = a(z)up(z) + a(x)u,(z) + b(x) = a(z)u(x) + b(x) .

Nadalje, primijetimo da je rjeSenje (4.9) definirano na cijelom intervalu I (na
cijeloj domeni funkcija a i b). Sada se sli¢no kao u Primjeru 2.6 moZze pokazati da je
s (4.9) dano jedinstveno globalno rjesenje zadace (4.1)—(4.2) (uz pretpostavku (4.3)).
Zapisimo ove zakljucke u obliku teorema.

Teorem 4.2. Neka je I C R otvoreni interval te neka su a,b € C(I). Tada za svake
zog € I iug € R Cauchyjeva zadaéa (4.1)~(4.2) s desnom stranom danom (4.3) ima
jedinstveno rjeSenje na cijelom intervalu I koje je dano s (4.9).

Napomena 4.3. a) Iz formule za rjesenje (4.9) se jasno vidi da je za uy > 0 inene-

gativnu funkciju b, rjeSenje takoder nenegativno desno od tocke xg, tj. u(z) > 0,
I > x > xy. Medutim, za r < xy mozemo imati u(x) < 0 jer je tada u vanjskom
integralu partikularnog rjesenja (drugi sumand u (4.9)) gornja granica integrala
manja od donje pa dobivamo minus predznak.

Pri rjesavanju zadataka je obi¢no prikladnije i jednostavnije ponoviti cijeli pos-
tupak varijacije konstanti (ili koristiti neku drugu sli¢nu metodu), nego koristiti
izvedenu eksplicitnu formulu za rjesenje. Naime, u formuli (4.9) se nerijetko jav-
ljaju zahtjevni integrali i komplicirani izrazi koji se nakon sredivanja svode na
znatno jednostavniji oblik, pa taj tehnicki zahtjevan medukorak izbjegavamo
direktnom primjenom metode varijacije konstanti.

Uvjerite se sami u ovo tako da pokusate rijesiti neke zadatke i metodom vari-
jacije konstanti i direktnom primjenom formule (4.9).

Ako se traze sva rjeSenja linearne diferencijalne jednadzbe (nije zadan poceni
uvjet), tada se u formuli (4.8) umjesto ug koristi proizvoljna konstanta C' € R,
a odredeni integrali se mogu zamijeniti s proizvoljnim pripadnim primitivnim
funkcijama, tj. s neodredenima integralima. Dakle, opce rjeSenje je dano s

efa(z)d:p (C—l—/b(‘r)efa(x)dx d.ﬁlf) . (410)

Primjer 4.4. a) Promotrimo Cauchyjevu zadacu:

u'=u+1, u0)=1.

Pripadna diferencijalna jednadzba je nehomogena linearna, ali i separabilna,
pa metodom prikladnom za separabilne jednadzbe jednostavno dobivamo da je
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jedinstveno rjeSenje dano s u(x) = 2¢* — 1. Uvjerimo se da ¢emo isti rezultat
dobiti primjenom formule (4.9).

U naSem slucaju su i a i b konstantne funkcije s vrijednoséu 1, dok je o = 0 i
ug = 1. Dakle, imamo:

T T
u(z) = efffdqu/ els Wy = e””+6x/ e fdz=e"+e"(—e"+1)=2¢e"—1.
0 0

Naravno, kao $to smo ve¢ istaknuli, formula (4.9) obi¢no nije najprikladniji
nacin za dobivanje rjesenja.

Pogledajmo jo$ jedan primjer na kojem ¢emo jos jednom ilustrirati kako se
primijenjuje metoda varijacije konstanti. Neka je dana Cauchyjeva zadaca:

Pripadna diferencijalna jednadzba nije separabilna, medutim, ona je homogena
pa je s odgovarajuc¢om supstitucijom mozemo svesti na separabilnu jednadzbu.
Za vijezbu rijeSite zada¢u ovom metodom, a mi ¢emo sada prezentirati rjeSavanje
metodom varijacije konstanti.

Prvi korak je odrediti sva rjeSenja pripadne homogene jednadzbe

Dijeljenjem s u(x) i integriranjem dobivamo da su sva rjeSenja oblika Cz, za
neku konstantu C' € R.

U drugom koraku umjesto konstante C' promatramo funkciju z — C(x), te
trazimo funkciju C takvu da u(z) = C(z)x bude rjeSenje gornje nehomo-
gene linearne diferencijalne jednadzbe. Uvrstavanjem u jednadzbu dobivamo
C'(x)x + C(z) = C(x) + 1, iz Cega slijedi:

C'(z)r=1.

Ovdje je bitno primijetiti da se u dobivenoj diferencijalnoj jednadzbi ne javlja
C', ve¢ samo C’. To se uvijek mora dogoditi tako da ako to nije sluc¢aj, ocito se
negdje nalazi pogreska u racunu.

Dijeljenjem gornje jednadzbe s x i integriranjem dobivamo da je C' nuzno oblika
C(z) = Inx + D, za neku konstantu D € R. Ovdje nismo stavili apsolutnu
vrijednost u argument funkcije In kako je iz pocetnog uvjeta (zo = 1 > 0) jasno
da jednadzbu rjesavamo za = > 0. Dakle, rjeSenje pocetne nehomogene linearne
jednadzbe je nuzno oblika u(z) = Dz + zlnx.

U posljednjem, tre¢em koraku, odredujemo konstantu D iz pocetnog uvjeta:

3=u(l)=D+0 = D=3.
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Dakle, jedinstveno rjesenje je dano s u(z) = 3z+x Inx i definirano je na cijelom
intervalu (0, +00) (8to je u skladu s Teoremom 4.2).

Da je zadatak bio odrediti sva rjeSenja pripadne nehomogene linearne diferen-
cijalne jednadzbe, tj. nikakav pocCetni uvjet nije bio zadan, tada bismo stali na
drugom koraku, s tim da sada ipak moramo uzeti u obzir i x < 0, tako da su
sva rjeSenja dana s

uw(z) = Dz +zn|z|, D € R.

Zadaci

Zadatak 4.1. Odredite opée rjeSenje jednadzbe:
2t(t* + x)dt = dx.
Rjesenje: Zapisimo jednadzbu najprije u sljede¢em obliku:
o' — 2w = 27, (4.11)
Vidimo kako je rije¢ o linearnoj jednadzbi, pa kre¢emo s rjeSavanjem pripadne

homogene jednadzbe:
' —2tx=0.

Primijetimo kako je funkcija x = 0 (jedno) rjesenje te jednadzbe. Za x # 0, separa-
cijom varijabli dobivamo:

d
& opar
e

odakle integriranjem i primjenom eksponencijalne funkcije slijedi:
z(t) = Ce” C eR.

Pretpostavimo sada variranjem konstanti da je opce rjesenje pocetne jednadzbe

(4.11) oblika:
z(t) = C(t)e",

za neku funkciju ¢ — C(t). Uvrstavanjem u (4.11) dobivamo:
C'(t)e = 213,

odnosno:
2
C'(t) = 2% .

Integriranjem dobivamo:

o 3 —t2 o U/:tQ
C’(t)—/Qte dt_[du:tht}
= —ue“—i—/e“du

= —(U + 1)6_u + Co, Coy € R,
=—+1De ¥ +Cy, CheR.
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Dakle, opce rjesenje jednadzbe (4.11) je oblika:

o(t) = C(t)e” = Coe” =12 =1,  CpeR.

Zadatak 4.2. Odredite opce rjeSenje jednadzbe
(t—1)a2" +ter=e".

Rjesenje: Primijetimo najprije kako je jednadzba veé¢ zapisana u Zeljenom obliku.
Rjesavanje onda zapocinjemo s pripadnom homogenom jednadzbom:

(t—1)2' +tex=0.
Funkcija = = 0 je ocito jedno rjeSenje homogene jednadzbe. Separacijom varijabli na
domeni koja ne ukljucuje tocku t = 1, za x # 0 dobivamo:

dx tdt

t—1°

Integriranjem s lijeve strane dobivamo In |z|, dok s desne strane imamo

tdt dt

Dakle, sva rjesenja homogene jednadzbe dana su s:

In|z|=—t—Injt— 1]+ C, C eR,

odnosno: ,
r=C—— CeR
t—1
Sada pretpostavljamo rjesenje u obliku:
eft
o{t) = ),

te trazimo funkciju C'. Deriviranjem i uvrstavanjem u pocetnu jednadzbu dobivamo

et et

(t — 1)(0’(t)t — O - C(t)%) +t(0(t)te__t1) — et

odakle sredivanjem slijedi:

C'(t) =1,

to jest:
C(t) =1 + Co, CO € R

Kona¢no, opce rjesenje jednadzbe dano je s:

e—t

e(t) = (t+C);—.

C eR.
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Zadatak 4.3. Odredite jednadzbu krivulje koja prolazi tockom A(a? 1) (a > 0) i za
koju vrijedi da je u svakoj njenoj tocki povrsina trokuta kojeg odreduje tangenta u
toj tocki, os apscisa i radijvektor te tocke konstanta iznosa a.

Rjesenje: Trazimo krivulju y = y(x). DiraliSte tangente oznacavamo s D(xg, o).
Jednadzba tangente na krivulju u tocki D dana je s:

Y —yo =y (zo)(x — x0) .

Ya

y = y(x)

D(x07y0)

| A(a®,1)
lyo!!

n S x

O
X
Slika 11: Skica trazene krivulje.

Odredimo to¢ku S koja je dana kao sjeciste tangete i z-osi (vidi Sliku 11):

~yo = ¥ (z0)(z — ),
iz ¢ega dobivamo da je x komponenta tocke S dana s:

Yo
y'(20)

T = Ty —

Primijetimo da mora vrijediti 3/(xo) # 0, jer se inace ne moze ispuniti uvjet zadatka
(tangeta ne sijece apscisu). Dakle, tocka S je dana s:

(e 0)

Ovdje primje¢ujemo da je yo > 0 jer je y(a®) =1 > 0, a y = y(z) ne moze biti 0 zbog
uvjeta zadatka jer je y konstantnog predznaka.
Uvjet zadatka glasi: Paosp = a?, a > 0, §to je ekvivalentno s:

. 20y (o) — Yo Yo 2
VD (o, ) krivul ) ‘—— — a2
( (x0,y0) krivulje (o) 5 a

Dakle, rjesavamo jednadzbu:
o=
xy — =

= 24>,
y/
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Ovdje je bitno napomenuti da je izraz pod apsolutnim vrijednostima stalno veéi ili
manji od nule jer ako je jednak nuli, uvjet zadatka ne moze biti zadovoljen. Stoga je
taj izraz stalnog predznaka pa imamo samo dvije moguénosti:

2 2
a:y—y—/:2a2 ili xy—y—/:—2a2.

Lako se vidi da je jednadzba linearna po z, pa ako zapiSemo jednadzbu u ter-
minima funkcije x = z(y) (vidi Napomenu 3.6), dobit ¢emo linearnu jednadzbu po
2. Ovim pristupom ne gubimo nikakvu opéenitost jer smo ve¢ ranije komentirali da
zbog uvjeta zadatka funkcija x +— ¢/(x) ne smije imati nultocke.

Sada razdvajamo analizu na dva slucaja.

a) xy — Z—f > (. Imamo sljede¢u jednadzbu:

Ova je jednadzba linearna po = uz a(y) = i te b(y) = —2%2. Vrijedi:

d
/a(y)dy=/gyzln|y\+0-

Opce rjesenje linearne jednadzbe dano je s:
= a(y)dy</€fa(y)dyb(y)dy + C), C R,

iz Cega slijedi:
z = ey ey _2_a2 d C), CeR 4
_ ~)dy+C), CeR. (4.12)
Y
Sada iz (4.12) dobivamo:
y~?
x:y<—2a2—2~|—0>, C eR,

pa imamo:
2

x:a——l—Cy, C eR.
Y

Jednadzba traZene krivulje koja prolazi tockom A(a?,1), a > 0, jest partiku-
larno rjeSenje za koje vrijedi pocetni uvjet y(a?) = 1. Dakle, imamo:

a=ad*>+C,
te stoga C' = 0. Trazena krivulja je:

xy = a’.
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b) zy — ¥ < 0. Imamo sljede¢u jednadzbu:
y

Imamo linearnu jednadzbu po x uz a(y) = i te b(y) = 2;%2 (jedina razlika u
odnosu na prethodni slu¢aj je u predznaku funkcije b). Dakle, opée rjeSenje ove
linearne jednadzbe je dano s

x:elny</e_lny<2y—a22)dy+0>, CeR,

iz Cega slijedi:
a2
ng(——2~|—(§’>, CeR,
Yy

odnosno: )

x:—%—l—C’y, CeR.

Jednadzba traZzene krivulje koja prolazi tockom A(a? 1), a > 0, jest partiku-
larno rjeSenje za koje vrijedi pocetni uvjet y(a?) = 1. Dakle, konstantu C
dobivamo iz:

o’ =—-a*+C,

iz tega slijedi da je C' = 2a?. TraZena krivulja je stoga dana u sljede¢em obliku:

2
x:—a—+2a2y.
Y
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5. Nelinearne jednadzbe koje se svode na linearne

5.1. Bernoullijeva jednadzba

Bernoullijeva diferencijalna jednadzba je nelinearna obicna diferencijalna jednadzba
prvog reda oblika

' (t) = p(t)z(t) + q(t)x(t)*, tel, (5.1)

pri ¢emu je o € R\ {0,1}, I C R otvoreni interval te su p,q : I — R dane funkcije.
Slucajeve @ = 01 a = 1 smo iskljucili jer je u tom slucaju jednadzba linearna, pa po
Teoremu 4.2 znamo sve o postojanju i jedinstvenosti rjesenja.

Pogledajmo sto mozemo reé¢i o postojanju i jedinstvenosti rjeSenja gornje jed-
nadzbe. Za pocetak uoc¢imo da je x = 0 uvijek jedno rjeSenje, dok za funkcije
koje poprimaju negativne vrijednosti gornja jednadzba nije dobro definirana za sve
o € R\ {0,1} (npr. za o = 5 o€ito mora biti z(f) > 0 u svakoj tocki ¢ domene
funkcije). Stoga ¢emo se fokusirati na trazenje pozitivnih rjesenja.

Ako oznacimo f(t,x) = p(t)x+q(t)x®, tada jednadzba (5.1) glasi 2'(t) = f(t, z(t)).
Uz pretpostavku p,q € C(I), funkcija f je o¢ito neprekidna na I x (0, 400) za sve
promatrane vrijednosti parametra o (za < 0 u nekim sluc¢ajevima funkcija nije niti
definirana). Nadalje, postoji parcijalna derivacija po drugoj varijabli z na I x (0, +00),
te je dana s %(t,x} = p(t) + aq(t)z*~t. Jasno se vidi da je g—i neprekidna na
I x (0,+00), dok za a < 1 je ne mozemo prosiriti za x = 0. Dakle, po Napomeni 2.7
vidimo da su za svaki a € R\ {0, 1} i sve (tg,zo) € I x(0,+00) ispunjene pretpostavke
Picardovog teorema. Zapisimo ove zakljucke u obliku korolara.

Korolar 5.1. Neka je I C R otvoreni interval te neka su p,q € C(I). Tada za svaki
to € I i xg € (0,400) postoji interval I C I za kogi jednadzba (5.1) uz pocetni uvjet
x(tg) = xo ima jedinstveno pozitivno rjeSenje na I.

U prethodnoj analizi smo istaknuli da uvjet zo = 0 moze biti problemati¢an
Sto se ti¢e jedinstvenosti rjeSenja. Zaista, u Primjeru 2.10 pripadna jednadzba je
Bernoullijeva (uz a = 3), te je pokazano da postoje barem dva razlicita rjesenja.

Medutim, ve¢ smo ranije istaknuli da nam je cilj pronadi (sva) pozitivna rjesenja.
Sada ¢emo prezentirati metodu rjesavanja koja se bazira na prikladnoj supstituciji
uz koju jednadzbu svodimo na linearnu.

Neka je o € R\ {0,1} proizvoljan i neka je x € C'(I) neko pozitivno rjesenje
jednadzbe (5.1). Tada je s

ui= o (5.2)

dobro definirana funkcija klase C* na I. Njenim deriviranjem dobivamo (ne pisemo
argument t):

v =(1—a)z .
Vratimo se sad na jednadzbu (5.1) i pomnozimo je s (1 — )™ (Sto je ocito razlicito
od nule za svaki t € I), ¢ime dobivamo:

(1—a)z 2 =p(1—a)r"™* + (1 -a)q.
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Sada prepoznamo izraze koji odgovaraju funkcijama u i v’ pa kona¢no dobivamo da
u zadovoljava sljede¢u nehomogenu linearnu diferencijalnu jednadzbu prvog reda:

u'(t) = (1 —a)p(t)u(t) + (1 —a)q(t), tel. (5.3)

Dakle, sva pozitivna rjesenja Bernoullijeve jednadzbe (5.1) dobivamo tako da

odredimo sva rjesenja u linearne jednadzbe (5.3) za koja je s uTs dobro definirana
pozitivna funkcija. Pripadna pozitivna rjeSenja Bernoullijeve jednadzbe potom dobi-

vamo S:
1

r=Uul-o .

Naravno, ako je dodatno dan i pocetni uvjet, tada trazimo samo jedno (jedins-
tveno) rjesSenje Bernoullijeve zadace. Evaluiranje pocetnog uvjeta se moze napraviti
na samom kraju (dakle nakon $to opiSemo sva rjeSenja), a moze i kod rjeSavanja
linearne jednadzbe (5.3) pri ¢emu (uvazavajuéi supstituciju (5.2)) za pocetni uvjet
uzimamo u(ty) = z(tg)' ™ = x5~ %

U gornjem postupku trazenja pozitivnih rjeSenja najbitnije je zapamtiti oblik
supstitucije (5.2), a onda ostatak ide logi¢no. Pamtiti to¢an oblik jedndzbe (5.3)
nije potrebno jer ¢e se pri rjeSavanju pripadnih zadataka ocekivati da se provede
cijeli gornji postupak. Ponekad ¢e se, ovisno o tekstu zadatka, traziti i da se, uz sva
pozitivna rjesenja, takoder istakne i trivijalno rjesenje z = 0.

Napomena 5.2. Primijetimo da za o = 2 (Sto ¢e biti slu¢aj kod Riccatijeve jed-
nadzbe) u Korolaru 5.1 imamo jedinstvenost rjesenja za svaki zo € R. Tada je
pripadno rjesenje ili stalnog predznaka ili konstantna funkcija s vrijednosti 0 (obraz-
lozite!).

Nadalje, u ovom slu¢aju je supstitucija (5.2) dobro definirana i za negativna rje-
Senja pa gornjim postupkom moZemo dobiti sva netrivijalna rjeSenja (i pozitivna i
negativna).

Zadaci

Zadatak 5.1. Odredite prvi integral Bernoullijeve jednadzbe:
2y + 2ty —y® = 0.

Rjesenje: Za t # 0 dijelimo s t? i dobivamo:

/ + 2 _ 1 3
vty =5y
Za t =0 imamo y(0) = 0, a taj uvjet zadovoljava trivijalno rjesenje: y(t) =0, t € R.
Netrivijalno rjesenje y # 0 mora biti razli¢ito od 0 u svim tockama (zbog jedins-
tvenosti), pa t = 0 nije u domeni netrivijalnog rjesenja.
Koristimo supstituciju v = y*~* = y% pa imamo u'(t) = —;—Sy’(t) (s obzirom na
(5.1) je p(t) = =%, qt) = @, a = 3).
Za y # 0 dijelimo jednadzbu s y? (tj. sa y®):
y 21 1

g
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Sada dobivamo linearnu jednadzbu:

u' + 2u _ !
2t 2
Jednadzbu (5.4) zapisujemo na sljede¢i naéin:
, 4 2
u——u=——=.
t 2
e Homogena jednadzba:
4
v —-u=0
t
Sada iz (5.6) imamo:
du  4u
a  t
Dobivamo jednadzbu:
du dt
— =4—.
U t

Integriramo li jednadzbu (5.7), dobivamo:

In|uf=4n|t|+InC, C >0,

iz Cega slijedi:

lu| = Ot

Dobili smo rjesenje homogene jednadzbe u sljede¢em obliku:

u(t) = Ct*, C #0.
e Varijacija konstante:
Deriviranjem (5.8) dobivamo:
u'(t) = C'(H)t* +4C ()17
Uvrstimo i (5.8) 1 (5.9) u (5.5) imamo:
C'(t)t* + 40 ()t — %C(t)t“ =

Podijelimo li jednadzbu (5.10) s t* # 0, imamo:

2
~%

C'(t) =

Integriramo jednadzbu (5.11) kako bi dobili:

2
C’(t):——|—01, Cy eR.

5t°

(5.4)

(5.5)

(5.6)

(5.8)

(5.9)

(5.10)

(5.11)

(5.12)
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Nadalje, iz (5.8) i (5.12) dobivamo:

2
u(t) = (— + Cl)t4 E + Clt4, Cl S R,

gdje je & partlkularno rjesenje nehomogene jednadzbe, dok je C 1t opée rjesenje
homogene jednadzbe.

Sada radimo povratak supstitucije u = %:

1 2
—=—+Ct, CeR
y> bt +

Napokon, dobivamo rjesenje u sljede¢em obliku:

Y =9 scn

Zadatak 5.2 (Domaca zadaca). Odredite opca rjeSenja jednadzbi:

a) (2t + )2’ =4t + 2z, e) (t’ —1)Int = 2z,

b) o' +xtgt =, f) © =t(a' — tcost),

¢) (tx +e')dt — tdx =0, g) to' + (t+ 1)z = 3t%e,
d) t*2' +tr+1=0, h) 2/ — 4% =tnt.

Rjesenge: a)x:C(2t+1)+(2t—|—1)1n|2t—|—1|—|—1 C e€Rb)z=Ccost+sint, C € R
c) x = Ce' +e'lnlt, C’E]Rd):v— lnltl CERe)x:Cln2t—lnt CeRT)
r=Ct+tsint, CeRg)r=CH +e’tt2 C’GRh)x—C’lnt—l— “Int, CeR

Zadatak 5.3 (Domaca zadaca). Odredite prve integrale sljedec¢ih diferencijalnih jed-
nadzbi:

a) ty +2y =<, b) ' + 5 = 5(t = 3)y*”.

C e

3.t 2t ot
2(t3e 3te;6te 6et)+C CERb)

Rjesenje: a) y* =
R

9
~ 9C2|t—3|—30C|t—3[5/2+25(t—3)4

Zadatak 5.4 (Domaca zadaca). Rijesite Cauchyjev problem:

{y’ + tg(2t)y = y? cos(2t) sin(2t),
y(0) = 1.

e 54/ cos(2t)
Rjesenje: y = ot 0

Zadatak 5.5. Odredite prvi integral diferencijalne jednadzbe:

PPsine = ta’ — 2. (5.13)
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Rjesenje: Uoc¢imo najprije da diferencijalna jednadzba (5.13) nije separabilna, niti je
oblika kojeg znamo svesti na separirani oblik. Nadalje, nije ni linearna ni Bernoulli-
jeva. Dakle, jednadzbu po x = z(t) ne znamo rijesiti. Medutim, postoji moguénost
zamjene varijable ¢t i nepoznate funkcije x tako da se zapiSe jednadzba za funkciju
t = t(x) (vidi Napomenu 3.6), §to ¢emo i napraviti kako nemamo drugog izbora.
Time jedino gubimo rjeSenja koja su konstantne funkcije, ali jednostavno se vidi
(uvrstavanjem z = C' u (5.13)) da je jedino takvo rjesenje z = 0.

Sada ¢emo se prisjetiti kako izvesti iz (5.13) diferencijalnu jednadzbu za t = t(z).

Jednadzbu (5.13) zapisujemo kao:

dxt3_ td:v 5
—t’siny = t— — 2z,
dt dt

pa sredivanjem slijedi:

d
d—i(t?’ sinx —t) = —2x.
Tako dobiveni oblik pomnozimo formalno s —j—;, ¢ime dobivamo:
dt
20— =t —t*sinz, (5.14)

dx

sto je upravo diferencijalna jednadzba za funkciju ¢ = t(z) (Sto je inverzna funkcija
funkciji x = x(t)).
Dijeljenjem jednadzbe (5.14) s 2x # 0 (prisjetite se da smo veé¢ komentirali slucaj
x = 0) dobivamo:
dt 1 sin xtg

dr 2z 2z
Time smo dobili Bernoullijevu diferencijalnu jednadzbu po t = ¢(x).
Uvodimo supstituciju z = }2 te imamo: 2’ = —t%g—i.
Podijelimo li jednadzbu s t* # 0, dobivamo:

. =_ ) 5.15
t3dr  2xt? 2z (5.15)
Sada jednadzba (5.15) postaje:
| sin z
= q
2 2" 2 (5.16)
Pomnozimo li jednadzbu (5.16) s —2, dobivamo:
, 1 sin x
Z=——2z+ (5.17)
x x

Dobili smo linearnu jednadzbu, gdje je (u oznakama Odjeljka 4) a(z) = —1 i b(z) =
Si%. Vrijedi:
d
/a(az) - [ Z —In|z| 4+ C,

X
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pa je funkcija x — — In |z| jedna primitivna funkcija funkcije a. Time uvrStavanjem
u (4.10) dobivamo da je opce rjesenje jednadzbe (5.17) dano s:

z:e_lnx</elnxwdx+0>, C eR,
x

iz Cega slijedi:
1
z = —(/sinxd:c—l—C), C eR,

x
pa napokon imamo:

1
z = E(—cosm—{—C), C eR.

Naravno, gornju nehomogenu linearnu diferencijalnu jednadzbu smo mogli rijesiti i
direktnom primjenom metode varijacije konstanti.

Vrac¢anjem supstitucije z = t%, dobivamo:

1
2= E(C’—cosm), C eR,
i napokon:

r=t*(C —cosz), C €R.

5.2. Riccatijeva jednadzba

Riccatijeva diferencijalna jednadzba je nelinearna obi¢na diferencijalna jednadzba pr-
vog reda oblika

2'(t) = qolt) + (t)z(t) + (H)z(t)*, tel, (5.18)

pri ¢cemu je I C R otvoreni interval te su qg,¢q1,¢q2 : I — R dane funkcije. Kako za
go = 0 dobivamo Bernoullijevu jednadzbu uz a = 2, Riccatijeva jednadzba se cesto
naziva i nehomogena Bernoullijeva jednadZzba uz potenciju a = 2.

Sli¢no kao kod Bernoullijeve jednadzbe, mozemo dobiti rezultat postojanja i je-
dinstvenosti (lokalno) rjeSenja pripadne Cauchyjeve zadace pozivajuéi se na Picardov
teorem, Sto ostavljamo kao zadatak. Ipak, primijetimo da opéenito funkcija x = 0
nece biti rjeSenje jednadzbe (5.18), te da nam zp < 0 u pocetnom uvjetu z(ty) = xo
ne predstavlja problem za postojanje i jedinstvenost rjesenja.

Sada ¢emo prezentirati postupak kojim odredujemo sva rjesenja jednadzbe (5.18),
te ¢e njena slicnost s Bernoullijevom jednadzbom igrati bitnu ulogu.

Neka je x;1 jedno dano rjesenje jednadzbe (5.18). Cilj nam je odrediti ostala rjese-
nja, odnosno proizvoljno rjesenje x te jednadzbe razli¢ito od ;. Uvedimo supstituciju
z = x — x1 1 pokazimo da z zadovoljava odgovarajuc¢u Bernoullijevu jednadzbu. Na-
ime, uvrstimo x = z + x; u (5.18). Time dobivamo (ne pisemo varijablu t):

)+ =qo+ @z + 1) + go(x + 2)?
= (g0 + 171 + @223) + (¢1 + 2qaw1)2 + @22° .
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Kako 27 zadovoljava jednadzbu (5.18), o} se pokrati s cijelim izrazom unutar zagrade
u prvom ¢lanu s desne strane. Time dobivamo da funkcija z nuzno zadovoljava
sljede¢u Bernoullijevu jednadzbu:

2= (q1 + 2qa21)z + G2 . (5.19)

Dakle, sva rjeSenja jednadzbe (5.18) su dana s 27 + z, pri ¢emu je x; neko dano
rjeSenje te jednadzbe, dok je z proizvoljno rjesenje Bernoullijeve jednadzbe (5.19).

Sva rjesenja Bernoullijeve zadace (5.19) dobivamo tako da uvedemo supstituciju
u = % (ovdje je v = 2; pogledati Napomenu 5.2) i rijeSsimo pripadnu linearnu jed-
nadzbu za u. Sada su sva rjeSenja Riccatijeve jednadzbe (5.18) dana s z; + =, pri
¢emu je u rjeSenje pripadne linearne jednadzbe pridruzene jednadzbi (5.19).

Ovim vidimo da nam funkcija z nije viSe bitna pa mozemo sa supstitucijom z =
x1 + % direktno prije¢i na problem u terminima funkcije .

Sazmimo gornji postupak rjesavanja u sljedeéi algoritam:

1.) Odrediti jedno rjeSenje x; jednadzbe (5.18) pogadanjem (Cesto je rije¢ o mo-
nomu, tj. z;(t) = Ct* za neku konstantu C' € R i potenciju k € 7Z).

2.) Uvrstiti 2 = 21 + 1 u jednadzbu (5.18) i izvesti linearnu jednadzbu koju zado-
voljava u.

3.) Odrediti sva rjeSenja u pripadne linearne jednadzbe.

4.) Skup svih rjesenja jednadzbe (5.18) je dan s

1
{xl}U{xl—l—— : u rj. linearne jednadzbe iz treceg koraka koje nema nultoéki} .
u

Napomenimo samo da se izraz % ¢esto moze srediti tako da obuhvatimo i trivijalno
rjeSenje, ¢ime onda nema potrebe za izdvajanjem rjesenja x.

Zadaci

Zadatak 5.6. Odredite opce rjeSenje Riccatijeve jednadzbe:

1, t2 2t
- : —0, teR\ {1},
L T T \ {1

!
T

ako se zna da je za neku konstantu a € R funkcija ¢ — at? njeno partikularno rjeSenje.

Rjesenge: Partikularno rjeSenje je dano u obliku x;(t) = at® pa stoga imamo z () =
2at. Uvrstavanjem u polaznu jednadzbu imamo:
a’t? at* 2t

_1—t3+1—t3+1—t3:0' (5.20)

2at

Pomnozimo li jednadzbu (5.20) s 1 — ¢ # 0, dobivamo:

2at(1 — %) — a®t* +at* + 2t = 0.
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Iz gornje jednadzbe slijedi:
2at — 2at* — a*t* +at* +2t =0,
Sto zapisujemo kao
2t(a+1) —at*(a+1) =0.

Dakle, da bi funkcija x; bila jedno rjesenje pocetne diferencijalne jednadzbe, nuzan i
dovoljan uvjet na parametar a jest da za svaki t € R\ {1} vrijedi

(a+1)(2t —at*) = 0.

Ocito je
a=—1

jedini moguci izbor, pa je jedno partikularno rjesenje dano s
ri(t) = —t*.

Supstitucijom xz = z1+ 2z Riccatijevu jednadZzbu svodimo na Bernoullijevu diferen-
cijalnu jednadzbu s a = 2, koju zatim svodimo na linearnu diferencijalnu jednadzbu
uvodedi supstituciju u = % Stoga, supstitucijom x = xy + % Riccatijevu jednadzbu
odmah prevodimo u linearnu diferencijalnu jednadzbu. Dakle, uvodimo zamjenu:
x = —t*+ L, paimamo 2’ = —2t — Z—;

Uvrstavanjem u zadanu jednadzbu dobivamo:

u 1 1\2
oyt <—t2 —>
uz 1 —1 +u +

2

1—13

1 2t
- 2 _— pu—
( t +u)+1_t3 0. (5.21)

Pomnozimo jednadzbu (5.21) s 1 — % kako bismo dobili:

! 202 1 t2
—2t+2t4—%(1—t3)—t4+7—ﬁ—t4+z+2t:0. (5.22)

Sada pomnozimo jednadzbu (5.22) s u? # 0 i dobivamo:
— (1=t +3t2u—1=0. (5.23)

Podijelimo jednadzbu (5.23) s —(1 — %) # 0 te slijedi:

, 3t2 N 1
u = —= u :
t3—1 3 —1
Time smo dobili linearnu diferencijalnu jednadzbu uz a(t) = —%, bt) = 7

(koristeci oznake Odjeljka 4).
Opce rjesenje dobivene linearne diferencijalne jednadzbe dano je s (vidi (4.10)):

u = el @M ( / e~ 1Oty 1) dt + C’), CeR.
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Znamo da vrijedi:

3t? 3
a(t)dt = —3 dt —In|t° = 1|+ C.

u:e—ln(t3—1)</eln(t3 1) : ) C eR.

Dobivamo rjesenje u sljede¢em obliku:

Sada imamo:

t+C
U=

= — R.
t3—1’C€

Naravno, gornju nehomogenu linearnu diferencijalnu jednadzbu smo mogli rijesiti i
direktnom primjenom metode varijacije konstanti.
Vracanjem supstitucije ¥ = —t2 + %, kona¢no dobivamo:

-1 —-Ct?—-1

S— =
. 0T it cC

, C eR.

Zadatak 5.7. Odredite prve integrale sljedec¢ih diferencijalnih jednadzbi:

a) (t+ 2?)dx = xdt, e) (1—2tx)r' =z(x—1),
b) (sin’x +tctga)a’ =1,
f) 2t°zInz —t)a' =z,
¢) (2t + x)dx = xdt + 4In xdz,
d) o' = 55, g) (2% + 2x + t?)dx + 2tdt = 0.

Rjesenje: a) x = —%j:—vczﬂt, CeR,z=0b)t=Csinz —sinzcosz, C € R ¢)
t=Ca?—x+2Ilnzx+1, CeRd)t=Ca3+2% CeR, q;:Oe)t:Cerf;ll)an, T =

(x
0, l'zlf)t:m, CGRg)t2:C€_I—$2, CeR
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6. Egzaktne jednadzbe
Promotrimo obi¢nu diferencijalnu jednadzbu

u'(z) = flz,u(z)) . (6.1)

Prisjetimo se da je F' € C1(Q2), 2 C R? otvoren, prvi integral gornje jednadzbe ako
postoji konstanta C' € R takva da svako rjeSenje u diferencijalne jednadzbe (6.1)
vrijedi:

F(z,u(z)) =C,
na nekom otvorenom intervalu. Deriviranjem ovog izraza po varijabli x dobivamo da
svako rjesenje u jednadzbe (6.1) takoder zadovoljava diferencijalnu jednadzbu (vidi

Napomenu 2.9):

OF OF o) —
o (Tu(@) + 5 (, u(z))'(z) = 0. (6.2)

Uz oznake M = g—i iN = 3—5 gornja jednadzba poprima sljedeci oblik:
M(z,u(x)) + N(z,u(x))u'(x) =0. (6.3)

Pretpostavimo sada da nam je u zadatku umjesto jednadzbe (6.1) bila zadana
jednadzba (6.3). U tom slu¢aju prvi integral F' moZzemo odrediti rjeSavanjem sljedeceg
jednostavnog sustava parcijalnih diferencijalnih jednadzbi:

g—];(x,u) = M(z,u) 6.4
aa—]:(x,u) = N(z,u) .

Da je taj sustav zaista jednostavan za rijesiti (ako rjeSenje F' postoji) uvjerit ¢emo
se uskoro na primjeru. Sada istaknimo da je rjeSenje F' (ako postoji) odredeno do na
aditivnu konstantu, tj. ako I’ zadovoljava sustav (6.4), tada je za svaku konstantu
¢ € R funkcija F' + ¢ takoder rjesenje tog sustava.

U gornjem slucaju je postojanje funkcije F' bilo osigurano iz samih definicija funk-
cija M i N. Medutim, u zadacima nec¢emo imati tu informaciju, pa je bitno znati ima
li sustav (6.4) rjeSenje prije nego $to ga krenemo rjesavati tako da smanjimo utrosak
vremena i moguénost pogreske. Prije nego $to krenemo na analizu rjesivosti sustava
(6.4), uvedimo sljedecu definiciju.

Definicija 6.1. Diferencijalna jednadzba (6.3) je egzaktna ako postoji otvoren skup
Q C R? i funkcija F € C*(Q) koja zadovoljava sustav (6.4).
Tada je F' prvi integral jednadzbe (6.3).

Za pocetak primijetimo da je pitanje postojanja rjeSenja sustava (6.4) u potpunosti
ekvivalentno pitanju je li vektorska funkcija

(2, ) ¥ {M@’ u)} (6.5)
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potencijalna, tj. postoji li skalarna funkcija F' takva da je VF = & (uvjerite se u
ekvivalentnost raspisivanjem ovog izraza po komponentama).

Odgovor na drugo (ekvivalentno) pitanje smo veé¢ vidjeli na kolegijima Diferen-
cijalni i integralni racun 1 i 2, Gega ¢emo se sada prisjetiti (vidi |7, teoremi 17.31 i
22.4]).

Neka je Q C R? otvoren i l-povezan, te ® € C'(Q;R?) dana funkcija (¢ =
®(x,u)). Tada je ® potencijalna ako i samo ako vrijedi

ou  Or
pri ¢emu smo s ®; oznacili j-tu komponentu funkcije ®.

Ako ste zaboravili definiciju 1-povezanog skupa, svakako se prisjetite, a ovdje ¢emo
samo kratko re¢i da se intuitivno to svojstvo moze shvatiti tako da je skup povezan
(izmedu svake dvije tocke tog skupa postoji put koji u potpunosti lezi u tom skupu)
te da nema rupa. Na primjer, R? krug (otvoren i zatvoren), pravokutnik (otvoren i
zatvoren) su primjeri 1-povezanih skupova, dok su R?\ {0} i kruZni vijenac primjeri
povezanih skupova koji nisu 1-povezani.

Primjenom gornje tvrdnje na vektorsku funkciju (6.5) kona¢no dobivamo da je,
uz l-povezanost skupa 2 (Sto je slucaj koji ¢e nas jedini zanimati pri rjeSavanju
ovakvih diferencijalnih jednadzbi), jednadzba (6.3) egzaktna ako i samo ako vrijedi

M,N € C'(Q) i

u ),

oM  ON
ou  Ox

Pogledajmo sada jedan primjer.

u ). (6.6)

Primjer 6.2. Dana je Cauchyjeva zadaca

{21’ +u(z)? + 2zu(z)u' (z) = 0
u(l)y=1.

Jednadzbu ¢emo rijesiti tako da ¢emo uociti da se radi o egzaktnoj jednadzbi.
Medutim, to nije jedini na¢in na koji se ova jednadzba moze rijesiti (razmislite o
svim ostalim metodama rjeSavanja koje smo obradili, odredite koje su primjenjive te
takoder pomocu njih rijesite danu zadacu). Nadalje, primjenom Picardovog teorema
pokazite da ova zadaca zaista ima jedinstveno lokalno rjeSenje (oko tocke x = 1).

Korisno je pripadnu diferencijalnu jednadzbu zapisati u obliku diferencijalne forme
(paziti da je zapis takav da na jednoj strani jednakosti bude 0):

(27 + u*)dw + 2zudu = 0 .
Izraz uz dx oznac¢imo s M, a uz du s N, tj.
M(z,u) =2z +u®, N(x,u)=2zu.

Uoc¢imo da su M i N funkcije klase C* (pa onda i klase C') na R? (sto je
otvoren i 1-povezan skup). Dakle, sada znamo da je pripadna diferencijalna jednadzba

egzaktna ako i samo ako vrijedi %_1\3 = %—JZ. Deriviranjem dobivamo:
oM 5 ON
_ = U= —
ou or’
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pa je diferencijalna jednadzba egzaktna.
Prvi integral F' dobivamo rjesavanjem sustava:

oF

%(x,u) = M(x,u) =2z + u? (6.7)
Z—fw — N(z,u) = 220 (6.8)

Bitno je naglasiti da po prethodnoj analizi znamo da rjeSenje ovog sustava postoji.

Uoc¢imo da za provjeru egzaktnosti izraz uz dx deriviramo po varijabli u, dok kod
odredivanja prvog integrala F' taj izraz odgovara parcijalnoj derivaciji po varijabli
funkcije F'. Na ovaj redoslijed obratite posebnu paznju tako da se kasnije izbjegnu
neke moguce pogreske.

Prethodni sustav rjesavamo tako da odaberemo jednu jednadzbu i integriramo
je po varijabli po kojoj smo derivirali funkciju F' (jednadzbu biramo po tome koji
nam je izraz lakse integrirati). Krenimo ovdje od prve jednadzbe. Dakle, jednadzbu
(6.7) integrirajmo po varijabli x ¢ime dobivamo (u se u ovom slu¢aju promatra kao
parametar):

F(z,u) = 2* + zu® + A(u) . (6.9)

Ovdje je A(u) konstanta integracije koja moze ovisiti o varijabli u (jer smo samo
integrirali po varijabli x), pa je A funkcija jedne varijable. Dobivenu jednadzbu
deriviramo po varijabli u (varijabli po kojoj nismo integrirali) i uvrstimo dobiveno u
(6.8):
oF
2eu = a—(x,u) = 2zu + A'(u) . (6.10)
U

Time smo dobili da funkcija A zadovoljava A’(u) = 0, odnosno da je A konstanta.
Vracanjem u (6.9), kona¢no dobivamo da su sva rjesenja sustava (6.7)—(6.8) dana s:

F(z,u) =2 +au®+ A.

Kako je nama dovoljno odrediti jedan prvi integral, biramo A = 0.
Po definiciji prvog integrala, sada znamo da postoji konstanta C' € R takva da
rjesenje dane Cauchyjeve zadace u zadovoljava F(x,u(z)) = C, odnosno:

2* + zu(r)® =C.

Kako nam je dan i pocetni uvjet, konstantu C' odredujemo tako da u ovu jednadzbu
uvrstimo z = 1 (a po uvjetu imamo u(1) = 1):

1+1=C,

paje C = 2.
Time je jedinstveno (lokalno) rjesenje Cauchyjeve zadace implicitno dano s

22+ au(z)? =2,
a na intervalu (0,1/2) ga mozemo i eksplicitno izraziti s

2 — g2

T

u(z) =
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Obrazlozite zasto smo uzeli u obzir samo pozitivan korijen i provjerite da je ova
funkcija zaista rjeSenje dane Cauchyjeve zadace.

Napomena 6.3. [ako je postupak rjesavanja egzaktnih jednadzbi jednostavan, ¢esto
se ipak zbog nepaznje mogu pojaviti pogreske (npr. ako se u prethodnom primjeru
umjesto M u izrazu (6.7) uvrsti 22 kako se s tom funkcijom do tog trenutka radilo).
Srecom, u vecini sluc¢ajeva je vrlo jednostavno uociti pogresku, sto ¢emo objasniti
referirajuéi se na prethodni primjer.

Sredivanjem jednadzbe (6.10) ne smije nam ostati nikakva ovisnost o varijabli
jer bi to znacilo da funkcija A takoder ovisi o varijabli x, a to je neistina. Na primjer,
da smo dobili A’(u) = zu (umjesto A’'(u) = 0), mozemo odmah zakljuciti da postoji
pogreska u postupku.

Napomena 6.4. Postupak rjesavanja sustava parcijalnih diferencijalnih jednadzbi
prvog reda (6.7)—(6.8) mozemo i Sablonizirati tako da izvedemo opéu formulu za
rjeSenje sustava (6.4).

Naime, integriranjem po varijabli z jednadzbe %5 (z,u) = M (z, u), uz koristenje

OF

o —(z,u)dx = F(z,u) + A(u)

(A(u) je konstanta integracije koja moze ovisiti o parametru u jer po toj varijabli
nismo integrirali), dobivamo

F(z,u) = /M(x,u) dx — A(u) . (6.11)

Preostalo je odrediti funkciju u — A(u).
Deriviranjem gornje jednadzbe po varijabli « dobivamo

OF 9] /
a—u(:r,U) = %/M(%u)dx_fl(“)

oM ,
= /%(ac,u)dx—fl(u),

pri ¢emu smo u drugoj jednakosti koristili da je M klase C! pa moZemo s derivacijom
uci pod integral.

Koristenjem gF(x u) = N(x,u), iz gornje jednakosti slijedi

_ [oOM
N ou

// xuda:du—/]\fxud

Uvrstavanjem dobivenog izraza u (6.11) kona¢no dobivamo da je F' nuzno dan s:

oM
F(z,u) /Ma:ud.r—{—/]\/'xudu—// (x,u) drdu . (6.12)

A'(u) ——(z,u)dx — N(x,u),

pa je nuzno
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S koristenjem prethodne formule treba biti oprezan iz dva razloga: paziti da
tocno zapamtimo formulu (jer éemo u protivnom dobiti pogresno rjesenje), te biti
svjestan da njenom primjenom ne mozemo uociti problem ako smo krivo zakljucili
da je jednadzba egzaktna (za razliku od prethodne metode; vidi Napomenu 6.3).
Zadrzimo se kratko na drugom problemu.

Kod formule (6.12) smo istaknuli da je to nuZan oblik rjeSenja (prvog integrala) F'.
Kada mozemo zakljuciti da je to i dovoljan uvjet? Pogledajmo sljedeée: da smo pri
gornjem postupku krenuli od druge jednadzbe u (6.4), umjesto od prve, tada bismo
dobili da je F' dan s (pokazite!):

F(x,u):/M(az,u) da:—i—/N(x,u) du—//@a—];](x,u) dudz

Ocito ¢e novodobivena formula biti jednaka prethodnoj ako je ispunjen uvjet (6.6),
tj. ako je pripadna diferencijalna jednadzba egzaktna.

Dakle, formulu (6.12) mozemo koristiti tek kad smo se zaista uvjerili da je pripadna
diferencijalna jednadzba egzaktnal!

Nazalost egzaktnost jednadzbi uvelike ovisi o nac¢inu na koji je jednadzba zapisana,
Sto se moze vidjeti u sljede¢em primjeru.

Primjer 6.5. Promotrimo jednadzbu (6.1) i ispitajmo uz koje dodatne uvjete ¢e biti
egzaktna. Njen zapis u obliku diferencijalne forme glasi:

flz,u)dr —du=0.

Dakle, u ovom slu¢aju imamo M = f i N je konstantna funkcija s vrijednosti —1.
Jednadzba ¢e biti egzaktna ako i samo ako je ispunjen uvjet (6.6), tj. ako i samo

ako je % = (. Taj uvjet je ispunjen ako i samo ako je funkcija f neovisna o varijabli
u.

U prethodnom primjeru smo vidjeli da je jednadzba (6.1) egzaktna samo u tri-
vijalnom slucaju kada je funkcija f neovisna o varijabli u, a tada jednadzbu lako
rjeSavamo integriranjem. Medutim, ako je jednadzba rjeSiva, odnosno ako postoji
prvi integral F', tada je mozemo (barem lokalno) ekvivalentno zapisati u obliku (6.2),
Sto je trivijalno egzaktna jednadzba. Time se postavlja pitanje na koji nacin di-
ferencijalnu jednadzbu koja nije egzaktna svesti na ekvivalentnu jednadzbu koja je
egzaktna. Ovo je netrivijalno pitanje te ¢emo prezentirati kako to uciniti samo u
nekim posebnim sluc¢ajevima.

Opcenitosti radi, pretpostavimo da je pocetna jednadzba dana u obliku (6.3):

M(z,u(x)) + N(x,u(z))u'(x) =0,

pri ¢emu su M, N € C*(Q2), gdje je Q C R? otvoren i 1-povezan. Nadalje, pretposta-
vimo da jednadzba nije egzaktna, ali da postoji funkcija u : Q — R\ {0} klase C*
takva da je jednadzba:

() M (e, u(e)) + ple, u(@))N (@, ulz)) (z) = 0
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egzaktna. Tada kazemo da je p integrirajuci faktor jednadzbe (6.3).

Kako smo pretpostavili da g nema nultocki, o¢ito su gornje dvije diferencijalne
jednadzbe ekvivalentne (samo drugu podijelimo s pu(x,u(x))). Odredimo koje nuzno
uvjete mora p ispunjavati, Sto nam moze pomoc¢i u odredivanju jedne takve funkcije.

Po (6.6) nuzno mora vrijediti:

0

(M) = (),

odnosno:

ol o <8N 8M>H (6.13)

ou oxr  \Ox ou
u skupu . Ova parcijalna diferencijalna jednadzba po p je opéenito preteska za
rjeSavanje pa pogledajmo samo dva posebna slucaja.

Pretpostavimo da postoji funkcija p = p(z) koja ovisi samo o varijabli z i za-
dovoljava (6.13). U tom slucaju je % =0i g—g = 1/, pa nakon dijeljenja s —Np
(ovaj racun je valjan samo na podskupu koji ne sadrzi nultocke funkcije N) u (6.13)

dobivamo:

1 N\ oz ou
Uocimo da lijeva strana gornje jednakosti ovisi samo o x tako da je nuzno da i desna
strana jednakosti ovisi samo o varijabli . Ako je to slucaj, jednostavno se provjeri
da je s:

w_ 1 (aN aM) . (6.14)

p(r) = eif%(%%f%)dx (6.15)
dano jedno rjeSenje parcijalne diferencijalne jednadzbe (6.13), odnosno jedna funk-
cija za koju pocetna diferencijalna jednadzba (6.3) nakon mnoZenja s njom postaje
egzaktna, pri ¢emu skup rjeSenja ostaje nepromijenjen. Do formule (6.15) mozemo

H ()

dod¢i tako da integriramo jednadzbu (6.14) i koristimo da je e = (In pu(x)).
Analogno postupamo i u slucaju kada funkcija p = p(u) ovisi samo o varijabli w.
Tada je u slucaju da izraz L(8—N — %—Af) ovisi samo o varijabli v jedan dobar izbor

M\ Ox
funkcije ¢ dan s:

(pokazite!).
L (N _ oM

Ako nije zadovoljeno da izraz —+ (% — %) ovisi samo o varijabli x niti da izraz
ﬁ(%{ — aa—]\f) ovisi samo o varijabli u, tada ne postoji trazena funkcija u koja ovisi
samo o jednoj varijabli. TraZzena funkcija se tada obi¢no dobiva iz (6.13) promisljenim
pogadanjem.

U sljedec¢a dva primjera ¢emo vidjeti kako primijeniti ovaj postupak svodenja

jednadzbe na egzaktni oblik.

Primjer 6.6. Promotrimo jednadzbu
2zu + (22° + 3u)u’' =0 . (6.17)
U ovom slucaju su M (z,u) = 2zu i N(z,u) = 22* + 3u klase C* na cijelom R?. Iz:

ON oM
%(m,u) — %(:p,u) =dr — 2z = 2x



6. EGZAKTNE JEDNADZBE 81

zakljucujemo da jednadzba nije egzaktna.
Medutim, izraz:

1 /ON oM 2x 1
21 (G ) = Golew) = g =

ovisi samo o varijabli u pa koristimo (6.16) za odredivanje integrirajuceg faktora
p = p(u). Kako je [ %“ = Inu+ C, jedan integrirajuci faktor je dan s p(u) = u (uzeli
smo C' = 0). Promatramo ga za u € (0, +00) ili u € (—00,0) jer je 0 jedina nultocka
funkcije p.

Nakon mnozenja s u pocetna diferencijalna jednadzba glasi:

2zu” + (20%u + 3u)u’ =0 . (6.18)
Oznacimo (nove) koeficijente s M (z,u) = 2zu? i N(z,u) = 22%u+ 3u?. Sada imamo:

oM 0N
%(w,u) =dru = e
pa je novodobivena jednadzba zaista egzaktna.

Iz gornje analize znamo da ¢e proizvoljno rjeSenje u : I — R jednadzbe (6.18) biti
ujedno i rjeSenje pocetne jednadzbe (6.17) ako u svakoj tocki x intervala I vrijedi 0 #
p(u(x)) = u(x). Za odredivanje svih rjeSenja jednadzbe (6.17) koje imaju nultocku (ili
ispitivanje mozemo li prosiriti pronadena rjeSenja na veéi interval koji ée obuhvatiti i
neke eventualne nultocke), moramo se vratiti u tu pocetnu jednadzbu (6.17) i provesti
direktnu provjeru. Na primjer, konstantna funkcija u = 0 je ocito rjeSenje jednadzbe
(6.17). Nadalje, ako je u neko rjesenje jednadzbe (6.17) za koje imamo wu(zy) = 0
i u'(zg) # 0 u nekoj tocki zg, tada je nuzno xo = 0 jer uvrStavanjem dobivamo
2224/ () = 0.

Odredimo sva rjesenja jednadzbe (6.18). Prvi integral F' zadovoljava

OF -
— =M = 221>
B (2, u) (2, u) = 2zu”,
F -
?Tu@vu) = N(z,u) = 22%u + 3u*.

Integriranjem prve jednadzbe po z dobivamo F(z,u) = z*u?+ A(u), za neku funkciju
A, pa deriviranjem po u i uvrsStavanjem u drugu jednadzbu dobivamo:

F
27U + 3u? = g—(x, u) = 22°u + A'(u),
u

odnosno A’'(u) = 3u?. Dakle, A(u) = u®+ C, za neku konstantu C, pa je (jedan) prvi
integral dan s:
F(z,u) = 2%u® +u®.

Time su sva rjesenja jednadzbe (6.17) dana s:

*u(r)? +u(x)® = C,
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za neku konstantu C' € R, pri ¢emu ne uzimamo u obzir funkcije koje imaju izolirane
nultocke kratnosti jedan (osim u z = 0).

Rjesenje ne mozemo opcenito eksplicitno izraziti. Medutim, za neke vrijednosti
parametra C' moZzemo. Na primjer, za C' = 0 dobivamo u(x)Q(oc2 + u(x)) =0, pa je
u(x) = —2? jedno rjesenje jednadzbe (6.17) (provjerite!).

Za kraj razmislite kojom biste jo§ metodom mogli odrediti sva rjesenja jednadzbe
(6.17) (sjetite se da je ponekad korisno zamijeniti funkciju i varijablu; vidi Napomenu
3.6).

Primjer 6.7. Zelimo odrediti prvi integral diferencijalne jednadzbe (zapisane u obliku
diferencijalne forme):
t*+ 2> +t)dt —adx =0

Ovdje imamo M (t,z) = t*+z*+t 1 N(t,x) = —x, $to su funkcije klase C*° na cijelom
R2.

Kako je
ON oM
vidimo da jednadzba nije egzaktna. Medutim, izraz
1 /ON oM —2x
—— (==, x) — =—(t, >:——:—2
N( ot (t,) ox (t,2) —x

ne ovisi o varijabli ¢, pa iz (6.15) dobivamo da je jedan integrirajuci faktor pripadne
jednadzbe dan s p(t) = e 2. Kako je p pozitivna funkcija, mnoZenjem pocetne
diferencijelne jednadzbe s p dobivamo u potpunosti ekvivalentnu diferencijalnu jed-
nadzbu.

Dovrsite ra¢un tako da pokaZete da je prvi integral dan s F(t,z) = —e_;t (t* +
2+ 2t + 1).

Zadaci

Zadatak 6.1. Odredite prvi integral jednadzbe:

d
4+ t2)d—f 4 otx = 4L,

Rjesenje: Formalnim mnozenjem s dt dobivamo zapis diferencijalne jednadzbe u
obliku diferencijalne forme:

(4 + t*)dw + 2txdt = 4tdt. (6.19)

Znamo da vrijedi d(2t?) = 4tdt i trebamo odrediti f(¢,z) takav da je d(f(t,x)) =
(4 + t*)dx + 2tzdt, pri Cemu je d potpuni diferencijal. Dakle, odredujemo f(t,z) iz
sljede¢ih uvjeta:

of

5o () =441 = f(t2) = (4+ )2+ (1),
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te

%(t,x) =2tr = f(t,x) =tz + o(x).

Sada dobivamo jednakost:
4o + t2r + V(1) = Pz + ¢(x),
iz koje slijedi:
U(t) =p(r) — 4o <= V() =C = p(z) — 4.
Dakle, imamo U (t) = C te ¢(x) = 4z + C, pa imamo:
ftx) =tr+4e+C =z(t*+4)+C.

Sada iz jednadzbe (6.19) dobivamo:

d((4+ )z + C) = d(2t?)

iz ¢ega imamo:
(4+t*)x =2t + C.

Napokon, prvi integral pocetne jednadzbe dan je u sljede¢em obliku:

2t2 C
= CeR.
4+t2+4+t2’ <

()

Uoc¢imo da u ovom zadatku nismo direktno pratili postupak iz prethodnih pri-
mjera, ve¢ smo si malo olaksali postupak tako da nismo razmatrali cijelu diferencijalnu
formu pri trazenju potencijala (izostavili smo ¢lan 4tdt jer smo taj ¢lan jednostavno
zapisali u obliku potpunog diferencijala). O

Zadatak 6.2. Odredite prvi integral jednadzbe:
(2t + 3t*z)dt + (£* — 32*)dx = 0.

Rjesenje: Uvedimo najprije funkcije: fi(t,x) = 2t +3t%x te fo(t, ) = 3 — 322 Ocito
vrijedi f1, fo € C'(R?). Provjerimo uvjet egzaktnosti:

8fl 2 af2 2
L2t x) =32 ZLE(t.x) = 3t
81' ( ,IE) 3 ’ 8t ( ,IL') 3 )
to jest, vrijedi uvjet:
Of, . _ Of

pe (t, ) o (t,z).

Dakle, jednadzba je egzaktna. Trazimo funkciju F' koja daje prvi integral, tj. za koju
vrijedi VF(t,x) = (f1, f2)(t, x). Dakle, mora vrijediti

O ) = hlt,a) = 20+ 3%,

te
oF

%(t,x) = fo(t, ) = t* — 32°.
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Rjesenje je dano u sljede¢em obliku (vidi Napomenu 6.4):

F(t,x) = /(Qt + 3t%z)dt + /(t3 — 32%)dx — //3t2dtda: =C, CeR.

Dakle, imamo:
P+r+r -2 —x=C, CeR,

to jest:
t+t3r -2 =0, CeR.

Zadatak 6.3. Odredite prvi integral jednadzbe:

t *+1
( _ +2)dt+—( s, o
sin x cos(2z) — 1

Rjesenje: Nuzno je sina # 0 te cos(2z) — 1 # 0, §to je ekvivalentno sa sin? z # 0, tj.
sinz # 0. Definiramo funkcije:

(t? + 1) cosx
2 —_ .
sng T < faltx) = cos(2x) — 1

f1<t,ilf) =

Ocito vrijedi da su funkcije f; i fo klase C! na prirodnoj domeni, tj. na skupu { (¢, ) €
R? : sinz # 0}. Nadalje, imamo:

0f1 tcosx  dfs 2tcosr CcoS T

%(t,x):— =

sy A, \WLT)Em Y~ = Y/ —.
sin” x Gt( ) cos(2x) — 1 sin®

Za svaki k € Z je skup R x (km, (k + 1)) otvoren i l-povezan, te je sadrzan u
prirodnoj domeni funkcija f; i fo, pa na njemu moZzemo primijeniti nuzan i dovoljan
uvjet za egzaktne jednadzbe (6.6). Dakle, kako vrijedi

df dfs
%(t :L") = E(t’ IL')

slijedi da je jednadzba egzaktna. Trazimo prvi integral, tj. funkciju F' (vidi Napomenu
6.4):

2 4
F(t,x):/< ,t —l—2>dt+/<t COSH: // Cosxdtdx:C’, C eR.
sinx —2¢in’z sin?

Dakle, imamo:

t? ?+1 12
op L T2 (. CeR,

2sinx 2sinx 2sinzx

iz ¢ega dobivamo:
2

- 2t + —
2sinx 2sinx

=C, C eR,

Sto je prvi integral pocetne jednadzbe.
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Zadatak smo mogli rijesiti i na sljedeci nacin: trazimo funkciju ¥ takvu da vrijedi:

t t?
OV =—-+2=V=——+2t+C(x),

sin x 2sinzx
te: ( ) 1) )
t“+1)cosx t“cosx
OV = ="+ ().
cos(2z) — 1 2sin® @)
Dakle, sada imamo:
coS T cos T
C/ = = —
(z) cos(2x) — 1 2sin?z’

pa iz toga dobivamo:

1 cosx 1
Clz) = —= = Cy, C eR.
(z) 2/281n2x 2sinx +01,

Zadatak 6.4. Odredite prvi integral jednadzbe:
2t(1 + V2 — z)dt — V2 — xdx = 0.

Rjesenje: Uvodimo sljedece funkcije: fi(t,x) = 2t(1+vVt? — )1 fo(t,x) = =12 — .
One su definirane na skupu {(¢,x) € R? : * > z} (5to je otvoren i 1-povezan skup),
te su na njemu i glatke.

Vrijedi:
0fi —2t t
——(t,x) = = — ,
Ox 2Vt2 —x 2 —x
te: af ;
2
L2t — _
Fr (t,z) —

Sada imamo zadovoljen uvjet egzaktnosti:

df1 dfs
%(t@) = E(t’x)’

pa je jednadzba egzaktna. Trazimo prvi integral, tj. funkciju F' u sljede¢em obliku
(vidi Napomenu 6.4):

F(t,x):/2t(1+\/mmt—/\/mw+//\/t;fmdtdx:C, C eR.

Laganim ra¢unom dobivamo:

tz—l—gx/(t?—x) =C, CeR.

Zadatak 6.5. Odredite prvi integral jednadzbe:

tdt = (tdx + xdt)V/1 + 2. (6.20)
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Rjesenje: Ocito je v/1+ t? > 0, pa dijelimo jednadzbu (6.20) s tim izrazom:
t

V142

Jednadzbu (6.21) mozemo zapisati pomoc¢u potpunog diferencijala na sljedeéi nacin:
d(V1+t?) =d(tx).

Dakle, jednadzbu smo sveli na potpuni diferencijal pa imamo:

dt = tdz + wdt. (6.21)

Vi+t?=ter+C, CeR,
Sto je upravo trazeni prvi integral. ]
Zadatak 6.6. Odredite prvi integral jednadzbe:

rdt — tdr = 2t tg %dt. (6.22)

Rjesenge: Ocito t = 0 nije u domeni rjegenja. Podijelimo jednadzbu (6.22) s t*:

xdt — tdx

xr
= 2ttg —dt
t2 gt ’

iz Cega slijedi
—d(f) — Ottg dt
t t

(sveli smo lijevu stranu na potpuni diferencijal).
Uvodimo supstituciju « = %, pa imamo:

—du = 2t tg udt.

/Cf)sudu _ —/Qtdt,
S1Nn U

In|sinu| = —t*+ C, C € R,

Sada imamo:

te integracijom dobivamo:

iz Cega slijedi:
|sinu| = Ce™, C > 0.

Napokon, dobivamo:

sin%‘ =Ce ¥, C>0,

iz ¢ega imamo:

sin% =Ce ™, C 40.
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yll
y=y(x)
\
S y=ax+b
D(z0,0)
T
ol T -

Slika 12: Skica trazene krivulje.

Zadatak 6.7. Odredite krivulje sa svojstvom da je u svakoj tocki krivulje odsjecak
tangente izmedu x osi i pravca y = ax + b podijeljen tockom dodira na dva jednaka
dijela.

Rjesenje: Trazimo krivulju y = y(x). Diraliste tangente oznacavamo s D(xg, ).
Jednadzba tangente u tocki D dana je s:

Y —yo =Y (x0)(x — m0) .

Odredimo toc¢ku 7T'(z,0):
—Yo =y (20)(z — o).

T(mo—ﬁ,()).

Odredimo toc¢ku S (lezi na praveu y = ax + b):

Dakle, imamo tocku:

ar +b—1yo =1 (x9)(xr — x0) .

Sada lako dobivamo S(zg,ys), gdje je:

_ b —yo + ¥ (z0)x0 b —yo + ¥ (20) o

— b.
y@)—a = 5 y@)—a

Ts

Uocimo da je y'(z9) # 0 (u protivhom tangenta ne bi sjekla x-o0s) te y'(z) # a
(u protivnom tangenta ne bi sjekla pravac y = ax + b).
Iz uvjeta zadatka znamo da tocka diralista D raspolavlja duzinu ST"

1 1
rp = §($S +ar), Yyp = E(ys +yr). (6.23)

Nakon sredivanja, iz jednadzbe za xp dobivamo:

y'(20)(2y0 — azo — b) = ayo. (6.24)
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Iz jednadZzbe za yp slijedi:

1( b—1yo+y'(xo)x

0
b+0). 2
S e +0) (6.25)

Yo =

Iz jednadzbe (6.25) opet se dobiva jednadzba (6.24). Dakle, dovoljno je provjeriti
samo jedan od uvjeta (6.23) jer su tocke S, D, T kolinearne (leze na tangenti).
Sada zbog proizvoljnosti tocke diralista D(zg,yo) imamo jednadzbu:

y'(2y —ax —b) = ay. (6.26)
Iz jednadzbe (6.26) slijedi:
—aydzr + (2y — ax — b)dy = 0.

Definirajmo funkcije fi(z,y) = —ay i fo(z,y) = 2y — ax — b. O¢cito vrijedi
f1, fo € C1(R?). Nadalje, vidimo da vrijedi:

df1 B
a_y(xuy) = —a,

te
0fr _ _
or
pa je nuzan i dovoljan uvjet (6.6) da jednadzba bude egzaktna zadovoljen.
Trazimo funkciju F' koja daje prvi integral. Po Napomeni 6.4 vrijedi:

F(z,y) = /(—ay)dx - /(2y —ax — b)dy — //(—a)dmdy =C, C eR,
iz cega slijedi:
—axy +y* —axy — by + axy = C, C € R,

te napokon:
v —by —azy =C, C €R.

O
Zadatak 6.8. Odredite prvi integral gljede¢ih diferencijalnih jednadzbi:
a) o’ = F2;, d) (1 + 2?%sin(2t))dt — 2z cos? tdx = 0,
b) (2 — 9tz?)tdt + (422 — 6t3)xdz = 0,
c) det g - 2452 gy — (), e) x/ = Lrizatl

Rjesenje: a) F(t,z) = & —t?z + O, C € R; b) F(t,x) = 2* — 3% + ¢ + C,
CeRc) Flt,o) = 5 +t+34+C, CeR;d) F(t,z) =t — 22 cos’t + O, C € R; e)

Ft,)=t2* —te+t+a2*+C,C eR.
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7. Sustavi obi¢nih diferencijalnih jednadzbi prvog reda

7.1. Opca teorija

Krenimo s uvodnim motivacijskim primjerom.

Primjer 7.1. Promotrimo Volterrin model za populaciju koja se sastoji od dvije
vrste: plijen i grabezljivac. Model je dan s:

G'(t)

P(t)
pri ¢emu nam varijabla ¢ oznacava vremenski trenutak (u odabranim jedinicama;
npr. minuta, 20 minuta, sat itd.), P(¢) i G(t) redom broj jedinki plijena i grabezljivca
u trenutku ¢, dok su a, b, ¢, d dane pozitivne konstante.

Pretpostavljamo da je promatrani sustav zatvoren (pojedine jedinke ne mogu uéi
ili oti¢i iz promatranog podruéja; npr. ribe u akvariju), da grabeZzljivci nemaju prirod-
nih neprijatelja te da se hrane iskljucivo s jedinkama plijena, da su grabezljivici jedini
prirodni neprijatelji plijena te da se plijen hrani sirovinom za koju pretpostavljamo
da je dostupna u neograni¢enim koli¢inama.

Izbor parametara a,b,c,d je kljuc¢an da ovaj matematicki model dobro opisuje
promatranu populaciju. Njihove vrijednosti se obi¢no odreduju empirijski (npr. kroz
odreden vremenski period je promatrana populacija na terenu i zapisivani su tocni
podaci), dok se onda za daljnje proucavanje populacije (i eventualna predvidanja
stanja u buduénosti) moze koristiti ovaj matematicki model.

Promotrimo ponasanje ovog modela u nekim posebnim situacijama. Ako je G = 0,
tada funkcija P zadovoljava diferencijalnu jednadzbu P’ = dP. Njenim rjeSavanjem
dobivamo da za P(0) > 0 vrijedi lim;_, o, P(t) = +00 (jer d > 0). Dakle, ako nema
grabezljivaca, broj jedinki plijena neomedeno raste. Kako je to opravdano time Sto
plijen nema prirodnog neprijatelja, mozemo biti zadovoljni s modelom. Medutim,
model ipak nije idealan jer je jasno da neomedeni rast neke populacije u stvarnosti
nije mogu¢ (samo staniste zbog prostornih i prirodnih kapaciteta moze podnijeti samo
konac¢an broj odgovarajucih jedinki).

S druge strane, za P = 0 dobivamo lim;_, «, G(t) = 0 (uz G(0) > 0), $to objasnja-
vamo ¢injenicom da su bez jediniki plijena grabezljivci ostali bez hrane pa izumiru.

Pogledajmo koja su jos stacionarna rjesenja dopustena (rjeSenja koja su dana kao
konstantne funkcije). Ako su G'i P konstantne funkcije, iz (7.1) dobivamo da nuzno
mora vrijediti:

G(t)(aP(t) =)

’ (7.1)
P(t)(—cG(t) + d), ’

G(aP—b)=0
P(—cG+d)=0.

Ovaj sustav jednadzbi je zadovoljen samo u dva slucaja:
(i) G=P=0,1
(i) G=4, P=2
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U vektorskom slu¢aju je opis ravnoteznih stanja slozeniji od skalarnog slucaja gdje
smo imali dvije moguénosti: stabilno i nestabilno ravnotezno stanje (vidi Primjer
3.4). Vise o ovoj temi mozete pronaci u [9, Poglavlje 14].
Pogledajmo sada kako mozemo sustav (7.1) zapisati u matri¢nom obliku.
Definirajmo u; := G, uy := P, te vektorsku funkciju:

U= "
= |
Nadalje, uvodimo fi (¢, u1,us) := uy(aug —b), folt, ur, us) := us(—cuy +d), te vektor-

sku funkciju:
F(t, U) = |:f1(t7u17 u2):| .

f2(t7 Uy, u2)
Time sustav (7.1) mozemo ekvivalentno zapisati s:
U'(t) =F(t,U(t)) . (7.2)

Uoc¢imo da je ovaj matri¢ni zapis prirodno poopcenje skalarne obi¢ne diferencijalne
jednadzbe prvog reda u/(t) = f(t,u(t)).

Opcenito, sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi prvog reda s n € N jednadzbi
zapisujemo s:

U'(z) = F(z,U(x)), (7.3)
pri ¢emu je F : R x R” — R" dana funkcija (desna strana), a U : R — R" nepoznata
(vektorska) funkcija.

Vektorske funkcije ¢emo ponekad zapisivati kao jednostupcane matrice, a ponekad
kao uredene n-torke, odnosno elemente prostora R”. Dakle, ovdje ¢emo implicitno po-
drazumijavati izomorfizam vektorskih prostora R™ i M, 1(R) (jednostup¢ane matrice
nad poljem realnih brojeva).

Sada nam je cilj poopéiti definicije i rezultate Odjeljka 2 na vektorski slucaj dan
s (7.3). Krenimo s definicijom rjeSenja.

Definicija 7.2. Neka je Q C R"*! otvoren skup i F € C(Q;R"). KaZzemo da je
funkcija U : I — R™ rjesenje diferencijalne jednadzbe (7.3) ako je:

a) I interval u R.
b) U e O I;RY).
c) 'y := {(x,U(x)) eR" .z € I} cQ.

d) (7.3) vrijedi za sve x € I.

Nadalje, za uredeni par (xg, Ug) € €2 takav da je xg € I kazemo daje U: 1 — R"
rjesenje Cauchyjeve zadace:

{ U'(z) = F(z, U(x)) (7.4)

U(l’o) = U() s

ako je U rjesenje jednadzbe (7.3) i vrijedi U(xg) = Uj.
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Uoc¢imo da za n = 1 prethodna definicija odgovara ranije uvedenim definicijama
2.11 2.2 u skalarnom sluc¢aju.

U potpunosti analogna tvrdnja Picardovog teorema vrijedi i u vektorskom slucaju,
a dokaz prati istu ideju koju smo opisali u Odjeljku 2. Jedina razlika je da za opis
Lipschitzovog uvjeta trebamo apsolutnu vrijednost (norma na vektorskom prostoru
R) zamijeniti s nekom normom || - || vektorskog prostora R”.

Teorem 7.3 (Picardov teorem u vektorskom slu¢aju). Neka je P C R"™ (n + 1)-
dimenzio-

nalan zatvoren kvadar i neka je F € C(P;R"™) Lipschitz neprekidna po posljedngjih n
varijabli, tj. postoji konstanta L > 0 takva da vrijedi:

HF(CC’U>_F($7V)|| SLHU_VH ) (:L’,U),(JI,V) GP,

gdje je || - || euklidska norma na R™.
Tada za svaki uredeni par (xo, Uy) € Int P postoji 6 > 0 takav da Cauchyjeva
zadaca (7.4) ima jedinstveno rjesenja na intervalu (o — 9, xo + 9).

Napomena 7.4. Kao i u slucaju n = 1, Lipschitz neprekidnost mozemo provjeriti
promatranjem odredenih parcijalnih derivacija. Preciznije, ako su za svaki i,j €

{1,2,...,n} funkcije gj:"_ neprekidne na P, tada je F Lipschitz neprekidna po U.
J

Vratimo se sada na prvi primjer i provjerimo pretpostavke Picardovog teorema.

Primjer 7.5. Promotrimo sustav (7.1), tj. sustav (7.2), i pogledajmo za koje (xq, Up)
su pretpostavke Picardovog teorema ispunjene.
Prisjetimo se da je funkcija F dana s:

. [ul(au2—b)} |

ug(—cuy + d)

Komponente funkcije F su polinomi u varijabli U, a o varijabli £ ne ovise. Dakle,
funkcija F je klase C* na cijelom prostoru R™*1,
Ispitajemo pripadne parcijalne derivacije:

@fl afl

_8u1 (t,U) =aus — b, _8u2 (t,U) = auy ,

afg af2

_8u1 (t,U) = —cusy, D, (t,U) = —cu; +d.

Kako su sve parcijalne derivacije o¢ito takoder klase C'™ na cijelom prostoru R™!, po
prethodnoj napomeni zaklju¢ujemo da su pretpostavke Picardovog teorema ispunjene
za svaki (r9,Uy) € R"™! pa time za svaki pocetni uvjet nas sustav ima (lokalno)
rjeSenje.

Pogledajmo jos jedan primjer linearnog sustava diferencijalnih jednadzbi.
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Primjer 7.6 (Linearni sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi prvog reda). U (7.3)
promatramo F(z, U) = A(x)U+B(z), pri ¢emu su matri¢na funkcija A : R — M,,(R)
i vektorska funkcija B : R — R" dane.

Iz definicije funkcije F je jasno da je ona neprekidna po U na cijelom prostoru
R™, dok je po x neprekidna tamo gdje su A i B neprekidne.
Nadalje, vrijedi gl{; (x,U) = a;j(x), pri ¢emu je A(z) = [a;;(x)].

Dakle, po prethodnoj napomeni, ako su A i B neprekidne na cijelom R, tada
su pretpostavke Picardovog teorema ispunjene za svaki (zg, Up) € R™"! a time je

osigurano i postojanje lokalnog rjesenja.

Za linearne sustave se rezultat prethodnog primjera (dobiven iz Picardovog te-
orema) moze dodatno pojacati s rezultatom postojanja globalnog rjesenja (kao i u
skalarnom sluc¢aju; vidi Teorem 4.2). Rezultat navodimo bez dokaza.

Teorem 7.7. Neka je I C R otvoren interval, te A € C(I; M,(R)), B € C(I;R"™).
Tada za svaki uredeni par (xo, Ug) € I XR"™ Cauchyjeva zadaca (7.4), uz F(z,U) =
A(2)U + B(z), ima jedinstveno rjesenje na cijelom I.

Strategija prezentirana u Odjeljku 4 s kojom smo konstruktivno pokazali posto-
janje globalnog rjesenja je u ovom slucaju znatno sloZenija (vidi [9, Odjeljak 10]), te
je neéemo u toj opcéenitosti obradivati. Postojanje globalnog rjesenje se alternativno
moze pokazati koristenjem teorije neprosirivog rjesenja (vidi uputu uz [9, Teorem
8.6]).

U iducoj tocki prouc¢avamo neka dodatna svojstva linearnih sustava.

7.2. Linearni sustavi prvog reda

Za A € C(I; M,(R)) i B € C(I;R"), gdje je I C R" otvoreni interval, promatramo
sustav:

Ot

U'(z) = A(2)U(z) + B(x). (7.5)

Zelimo analizirati skup rjesenja sustava (7.5) (kako nismo zadali uvjet U(zg) =
Uy, rjeSenje nece biti jedinstveno).
Promotrimo najprije pripadnu homogenu jednadzbu:

U'(z) = A(x)U(x). (7.6)

Definiramo:

U:={U e C;R"): U rjesenje od (7.6)}.
Teorem 7.8. Skup svih rjesenja U je vektorski potprostor prostora C1(I;R™).

Dokaz: CH(I;R") je vektorski prostor nad R uz operaciju zbrajanja funkcija i mno-
Zenja skalarom, pa samo trebamo pokazati:

(1) Ako su U,V €U, tj. rjesenja od (7.6), tada je U + V rjeSenje od (7.6).

(2) Ako je U rjesenje od (7.6), tada je za svaki a € R, aU rjesenje od (7.6).
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Pokazimo najprije tvrdnju (1). Za proizvoljan = € I imamo:
(U+ V) (z) =U'(z) + V'(z)
=A(x)U(z) + A(z)V(z)
= A(z)(U(z) + V(2))

A(z)(U+V)(x).
Sada pokazujemo tvrdnju (2):
(@U)'(x)

aU'(z)
aA(x)U(z)
A(z)(@U(z)) = A(z)(@U)(z).

Teorem 7.9. dimlU = n.

Dokaz: Za fiksan zy € I definiramo preslikavanje @, : U — R", &, (U) = U(xzy).
Pokazimo da je ®,, izomorfizam (bijektivan linearan operator).
Linearnost. Za U,V € U vrijedi:

¢, (U+V)=(U+V)(x)
= U(zo) + V(x) = @y (U) + 0, (V).
Za o € R, U € U imamo:
®,, (aU) = (aU)(xg) = aU(zg) = ad,,(U).

Surjektivnost. Neka je Uy € R" proizvoljan. Postoji li U € U takav da ¢,,(U) =
U(x) = Uy? Da, po Teoremu 7.7 slijedi da postoji jedinstveni U € C*(I;R™) takav
da vrijedi:

U'(z) = A(2)U(x),

U(ZL'()) = U().

Injektivnost. Neka su U,V € U takvi da ®,,(U) = ®,,(V). Sada imamo ®,,(U —
V) =0, pa vrijedi U =V, tj. Ker®, (U) = {0}.

Dakle, ®,,: U — R" je linearna bijekcija. Sada imamo da je dimi/ = dimR" =
n. O

Dakle, prostor U (prostor linearno nezavisnih rjeSenja pripadne homogene jed-
nadzbe (7.6)) je odreden s n funkcija U, ..., U" (koje ¢ine bazu prostora U). Svaku
takvu bazu zovemo fundamentalno rjesenje sustava (7.5). Uoc¢imo da fundamentalno
rjeSenje ovisi samo o pripadnom homogenom sustavu (7.6).

Kako odrediti neka rjesenja homogenog sustava (7.6)7

Pretpostavimo da je A konstantna matrica, te neka je A € R svojstvena vrijednost
i V € R” pripadni svojstveni vektor.

Pokazimo da je U(z) := e’V rjeSenje od (7.6):

U'(z) = XMV = M(A\V) = AV
= A(eMV) = AU(2).

Ukoliko je A dijagonalizabilna, tada bismo ovim postupkom dobili n rjeSenja
homogene jednadzbe koji su onda kandidati za fundamentalno rjesenje.
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Primjer 7.10. Nekajen =21 A = [411 1] . Ra¢unamo:
1—X 1
k‘A()\):‘ 4 1_)\‘:(/\—3)(/\—|—1).
Sada dobivamo da su A\; = 3 1 Ay = —1 svojstvene vrijednosti.

Odredimo pripadne svojstvene vektore:
-2 1 -2 1
wes[2 )2 1)

iz Cega slijedi —2x; + 29 = 0 te xy = 2x1, pa dobivamo da je [2] odgovarajuci

svojstveni vektor.
Dalje ra¢unamo:

2 1 2 1
)
iz Cega slijedi da je [_12} odgovarajuci svojstveni vektor.

Sada dobivamo da su:

rjeSenja jednadzbe U’ = AU.
Ukoliko su linearno nezavisni, onda ¢ine fundamentalna rjesenja:
aU'(z) + fU%(x) =0, z €R
s eFa+e =0, 26%a—2=0, xR

e3® e " o 0
ol S =] eem

Imamo jedinstveno rjesenje ako i samo ako vrijedi:

63x e~ 2
2e3% 2"

(3r €R) 0 # = —2e*" — 2% = —4e**

Y

iz ¢ega slijedi da je {U!, U?} fundamentalno rjeSenje. Opce rjesenje je sada oblika
U(J?) = ClUl(I) + CQUQ(Z’)

Sljedeéi teoremom se olakSava provjera linearne nezavisnosti.

Teorem 7.11. Ut ... U" tvore fundamentalno rjesenje sustava (7.5) ako i samo
ako vrijedi det W (z) # 0 za neki x € I, pri cemu je:

W(z) = [Ul(x) U*(z) ... U"(z)] € M,(R), z €1,

matrica Wronskog.
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Dokaz: Koristec¢i izomorfizam &, . ]

Vratimo se sada na skup rjesenja od (7.5):
R :={U € C'(I;R™): U rjesenje od (7.5)}.
Vrijedi sljedeci teorem:

Teorem 7.12. R =U,+U :={U,+ U: U e U}, gdje je U, neko rjesenje (7.5)
(partikularno rjesenje).

4 1 1
Iz Primjera 7.10 znamo da je opc¢e rjesenje oblika C)(z)U'(z) + Cy(z)U?(z).
Racunamo:

Primjer 7.13. Neka jen =2, A = {1 1} iB= {1}

C1(2)e* + Cy(w) e ™™ =1,
20 (2)e** — 20y (x) e ™ = 1.

Rjesenje sustava je dano u obliku Ci(x) = —ie_% + Dy, Cy(x) = ie“’ + Dy, za
Dy, D, € R.

Zadatak 7.1 (Domaca zadaca). Rijesite sustav:
W =2u—v—3
vV =—-2u+3v+1
(0)
(0)

Rjesenje: u(x) = 3 — 3" +2, v(x) = —2e* — 3e" + 1

o)

u
(%

2
0.

=)
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8. Diferencijalne jednadzbe viSeg reda
8.1. Linearne jednadzbe viSeg reda s konstantnim koeficijen-
tima
Opcéa jednadzba viseg reda (n-tog reda) je dana s:
u™ = flz,u,. .. ,u(”_l)),
ali mi ¢emo promatrati samo poseban slucaj:
u™ + ap 0™V 4 a0 4 gl + agu = b(x), (8.1)

pri éemu su a,_1,...,a0 € R (konstante) i b: R — R.

Jednadzbu (8.1) zovemo linearna jednadzba n-tog reda s konstantnim koeficijen-
tima.

Zapisimo je kao linearni sustav (7.5). Definiramo U = (Uy,...,U,): R - R" s

U (z) == vV (x).
Uoc¢imo da vrijedi U] (z) = u/(z) = Uy(z), odnosno opéenito imamo:
Ui(x) = Upa(x), k=1,...,n—1.
Sada promatramo sustav:

[ Ul(w) = Usa(2)

Up1(2) = Un(z)

| U (2) Y —aolh (@) — anlUn(@) — - — a1 Un(z) + b(z),

koji u vektorskom obliku poprima oblik:

U'(z) = A(x)U(z) + B(x), (8.2)
pri ¢emu je
0 1 0 0 0
0 1 0 0
A= , B(z) =
0 0 0 1 0
—ayp —a; —Gs ... —Qp_1 b(x)

Formulacije (8.1) i (8.2) su ekvivalentne na sljedeé¢i naéin.
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Lema 8.1. Neka je I C R"™ otvoreni interval, ag,...,a,_1 € R ib € C(I). Ako
je U = (Uy,...,U,) € CHI;R") rjesenje sustava (8.2), tada je funkcija u := U, €
C™(I) i u je rjesenje (8.1). Obratno, ako je u € C™(I) rjesenje sustava (8.1), tada
je U= (u,, ... ,u" 1) € CYI;R"™) rjesenje sustava (8.2).

Dokaz: NekajeU = (Uy,...,U,) € C'(I;R") rjeSenje sustava (8.2) na I. Definirajmo
u = Uj. Ocito je u € C'(I). Iz prve jednadzbe (8.2) imamo:

u':U{ :UQ.

Kako je U, € C'(I), tada je i v’ € C'(I), pa je u € C*(I). Iz sljede¢ih jednadzbi
analogno dobivamo:

W = U} =Us € CY(I)

WV =U! | =U, € CYI) = u e C"(I).

Iz posljednje jednadzbe u (8.2) kona¢no imamo:

U(n) = U;L = —a0U1 — CL1U2 — = an_lUn + b
= —aou — ayu’ — -+ —a,_qu™ Y +0b.
Obrat slijedi iz raspisa prije iskaza ove leme. O

Sada moZemo prenijeti prethodne rezultate o linearnim sustavima (teoremi 7.7,
7.8, 7.9, 7.12) na linearne jednadzbe viseg reda oblika (8.1).
Za pocetak, uo¢imo da se pocetni uvjet za (8.2):

U(zg) = U= (U),...,U°) e R"
koristeci prethodnu lemu prebacuje u sljedeéi pocetni uvjet za (8.1):

u(xo) = UY
u(wo) = Uy (8.3)
u™ Y (z9) = UY.

Teorem 8.2. Neka je I C R otvoren interval, ag,ay,...,a,1 €E Ribe C(I).

a) Za svakexg € 11 (UY,...,U°) € R™ pocetna zadaca (8.1)+(8.3) ima jedinstveno
rjesenje u € C™(I).

b) Neka je b=0 (homogena jednadzba). Tada je
U:={ueC"(I): u rjesenje od (8.1)},

vektorski prostor i dim U = n.
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¢) Neka je R == {u € C*(I): u rjesenje od (8.1)}. Tada je
R=uy+U={u,+u:ucl},
gdje je u, jedno rjesenje (8.1) (partikularno rjesenje).
Konkretno rjesavanje jednadzbe (8.1) radimo kao i ranije kod linearnih jednadzbi:
1) zapisujemo sva rjeSenja pripadne homogene jednadzbe

2) konstruiramo jedno partikularno rjesenje (metoda varijacije konstanti ili metoda
neodredenih koeficijenata)

3) parametre dobivamo iz poc¢etnih uvjeta ako su dani

Za 1) bitnu ulogu igraju svojstvene vrijednosti matrice A iz (8.2), ali ova matrica
opcéenito nije dijagonalizabilna pa je postupak kompliciraniji.
Karakteristi¢ni polinom pridruzen jednadzbi (8.1) dan je sa

PA) = A"+ ap A" ag )+ ag,

pri ¢emu je P(A\) = det(A — A), pri ¢emu je A iz (8.2), tj. nultocke polinoma P su
svojstvene vrijednosti matrice A.

Realne nultocke polinoma P oznacavamo sa Aq, ..., A, kompleksne nultocke po-
linoma P sa Apt1 = Qg1 + Bmtts- s Amtp = Qmtp + Bimtps Ami1 = Qi1 —

iBrmits - s Amip = Qmyp — 1PBmyp, algebarske kratnosti A; (kratnosti nultocke) sa k;.
U sadrzi linearne kombinacije sljedec¢ih funkcija (ukupno n funkcija):

gt 1=0,1,... k-1, i=1,...,m,
r'e®® cos(Bix), x'e®”sin(Bix), {=0,1,.... k=1, i=m+1,...,m+p.
Za funkciju b oblika
b(z) = P(x)e™ cos(fz) + Q(x)e* sin(Sx),

pri ¢emu su P i @ polinomi ozna¢imo s m = max{deg P,deg }. Razlikujemo dva
slucaja:

a) Ako a +if nije nultocka karakteristi¢nog polinoma, onda partikularno rjesenje
trazimo u obliku:

up(x) = R(z)e™ cos(fz) + S(x)e™ sin(fx),

gdje su R i S polinomi stupnja m s neodredenim koeficijentima koje odredujemo
uvrstavanjem funkcije u, u odgovarajucu jednadzbu.

b) Ako je a+i/3 nultocka kratnosti k karakteristi¢nog polinoma, onda partikularno
rjeSenje trazimo u obliku

uy () = 2" (R(x)e™ cos(Bx) + S(x)e™ sin(Bx)),

gdje su R i S polinomi stupnja m s neodredenim koeficijentima koje odredujemo
uvrstavanjem funkcije u, u odgovarajucu jednadzbu.
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Prije rjesavanja konkretnih zadataka, rezimirajmo postupak rjesavanja u nastavku.
Promatramo homogenu diferencijalnu jednadzbu s konstantnim koeficijentima:

u™ + ap_ ™V + - 4 a4 agu = 0. (8.4)
Rjesenje jednadzbe dobivamo rjesavajuéi karakteristicnu jednadzbu:
N4 @y AV a A+ ap = 0. (8.5)

Linearno nezavisna rjeSenja homogene jednadzbe formiramo ovisno o karakteru A,
prema sljede¢im pravilima:

1) svakoj jednostrukoj realnoj nultocki \; pridruzujemo rjesenje u; = ei®

2) svakom jednostrukom paru kompleksno konjugiranih rjesenja jednadzbe (8.5)
A2 = o £ if pridruzimo linearno nezavisna rjeSenja u; = e** cos(fx) i ug =
e®* sin(fx)

3) svakom viSestrukom realnom rjesenju A kratnosti k& pridruzimo k linearno ne-

zavisnih rjeSenja u; = M, uy = xe®, ..., uy = F e

4) svakom viSestrukom paru kompleksno konjugiranih rjesenja A\; o = av i3 krat-
nosti k£ pridruzimo 2k linearno nezavisnih rjesenja

uy = €™ cos(Bx), uy = xe™ cos(Bx), . .., up = " 1e™ cos(f),

Upg1 = €°7sin(Bx), upyo = 2T sin(Bx), . .., ugy, = ¥ sin(Bx) .

Sada imamo:

up = ZCIU“ Cl,...,Cn e R.
=1

Promatrajmo sada nehomogenu linearnu jednadzbu s konstantnim koeficijentima:
u™ + ap_uY 4 a4 agu = b(z), (8.6)

gdje su a,_1,...,a0 € Rteb: R — R.

Opce rjesenje jednadzbe (8.6) je suma opceg rjeSenja pripadne homogene jed-
nadzbe i jednog partikularnog rjesenja jednadzbe (8.6).

Buduéi da znamo odrediti opée rjesenje homogene linearne jednadzbe (8.4) s kons-
tantnim koeficijentima, preostaje odrediti partikularno rjesenje u, od (8.6).

Partikularno rjesenje ¢esto je moguce odrediti iz oblika funkcije b, $to nas navodi
na metodu neodredenih koeficijenata. Ako je b(x) u nehomogenoj linearnoj jednadzbi
s konstantnim koeficijentima oblika:

b(z) = e [P, (x) cos(fz) + Qm(x) sin(Sz)], (8.7)

gdje su a, f = const., P, i (), polinomi stupnja n, odnosno m, tada opce rjeSenje
jednadzbe (8.6) nalazimo metodom neodredenih koeficijenata.
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Partikularno rjeSenje u, trazimo u obliku:
uy (1) = 2% [Ry(x) cos(Bx) + Si(z) sin(Bx)],

pri ¢emu je k kratnost korijena A = o + (i u pripadnoj karakteristi¢noj jednadzbi
homogene jednadzbe (ako A nije korijen, imamo da je k = 0) te R; i S; polinomi s
neodredenih koeficijentima stupnja [ = max{n, m}.

Koeficijente polinoma R;(z) i Sj(x) odredujemo iz uvjeta da funkcija z, identicki
zadovoljava jednadzbu (8.6).

Funkcijama tipa (8.7) obuhvaceni su i specijalni slu¢ajevi. Napravimo tabli¢ni
pregled svih sluc¢ajeva i odgovarajuc¢ih partikularnih rjesenja:

koeficijenti b(x) up()
a=0F=0 P,(x) "R, ()
B=n=0 Ae* " Be™®
=0 P,(x)e*® rke* R, ()
a=n=m=| Acos(Sz)+ Bsin(fz) 2% (C cos(Bz) + Dsin(Bx))
0
n=m=0 e (Acos(fx) + Bsin(fz)) z*e?®(C cos(Bx) + Dsin(fx))
a=0 P, (z) cos(Bz) + Qu(z) sin(Bx) k((]i;l( )(Cos)()ﬁx) +
opcenito e (P, (x) cos(fx) 2*e® (Ry(x) cos(Bx)
+Qum () sin(fx)) —i—Sl( )sin(Bx))

Vazno je napomenuti da ako je b(x) u nehomogenoj jednadzbi (8.6) zbroj raznih
funkcija oblika (8.7), to jest:

b(x) = by(z) + ba(z) + - - - + by(),
tada je partikularno rjesenje:
Uup() = Up,(2) + -+ + Up, (2),
gdje je up,, © =1,...,n partikularno rjeSenje jednadzbe:
( RIS (" Yot aguy, () + aguy, () = bi(z).
Primjer 8.3. Izracunajte rjesenje Cauchyjeve zadace:
y' — 5y + 6y = (4 + 3)e?

y(0) =y'(0) =0.

Zadaci

Zadatak 8.1. Nadite opce rjesenje jednadzbe

2’ — 22 + x = 6tel.
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Rjesenje: Najprije rjesavamo pripadnu homogenu jednadzbu:
2 =22 +2=0.
Karakteristi¢na jednadzba glasi:
A —2\+1=0,
odnosno:
A=1=0.

Dakle, karakteristicni polinom ima jednu nultocku: A = 1, te je ona kratnosti 2.

Stoga su bazne funkcije:

1 =€, Ty = te,

pa je rjeSenje pripadne homogene jednadzbe dano s:
Ty = Clet + Cgtet, Cl, CQ e R.

Sada metodom neodredenih koeficijenata trazimo jedno partikularno rjesenje jed-
nadzbe. U ovom slucaju je:

f(t) = 6te’,

odakle prvo oc¢itavamo:
a=1,=0, P(t) =t,

te konac¢no, jer je A = 1 nultocka karakteristicnog polinoma kratnosti 2, partikularno
rjeSenje tada trazimo u obliku:

z,(t) = t?e' Ry(t),

gdje je Ry(t) = at + b polinom prvog stupnja ¢ije ¢emo koeficijente odrediti uvrsta-
vanjem u pocetnu jednadzbu. Rac¢unamo:

z,(t) = e'(at® + bt?),

e'(at® + bt*) + €' (3at® + 2bt)
= e'(at® + (3a + b)t* + 20t),

(1)

te:

.1'” (t)

3 2 2
. e'(at’® + (3a + b)t* + 2bt) + €' (3at® + (6a + 2b)t + 2b)

= e'(at® + (6a + b)t* + (6a + 4b)t + 2b).

Uvrstavanjem u jednadzbu dobivamo:
e'(6at + 2b) = 6te',

odakle slijedi:
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Dakle, partikularno rjesenje je dano s:

a opce rjesenje jednadzbe je tada oblika:

z(t) = 2p(t) + 2,(t) = Cre’ + Cote! + %!, C,Cy € R.

Zadatak 8.2. Nadite opce rjesenje jednadzbe
a" + 22 + 2z = e7H(t + cost).
Rjesenje: Najprije rjeSavamo pripadnu homogenu jednadzbu:
2’ + 22" + 22 = 0.
Karakteristi¢na jednadzba glasi:
N +2X+2=0.
Rjesenja karakteristi¢ne jednadzbe su:
M=—-1+4 A=-1-—1,
pa je opce rjeSenje odgovarajuce homogene jednadzbe dano s:
xp(t) = e H(Cycost + Cysint), C,Cy €R.

Sada ponovno metodom neodredenih koeficijenata trazimo partikularno rjesenje. Desna
strana nije zZeljenog oblika, medutim primijetimo kako ju mozemo napisati na sljedeci
nacin:
f(t) = [(t) + f2(t),
pri ¢emu su:
filt) =e 7', fot) = e Tcost.

Ukoliko nademo partikularna rjeSenja jednadzbi:
xy 4 2@, +2x, = filt) 1 a4 22, + 21, = fo(t),

tada je zbog linearnosti jednadzbe zbroj ta dva partikularna rjeSenja x,, +x,, upravo
jedno partikularno rjesenje pocetne jednadzbe. Promatramo sada prvo jednadzbu s
fi(t) = e7't. 1z oblika f; ¢itamo:

a=-1,8=0Pt) =t

Kako A = —1 nije nultocka karakteristi¢cnog polinoma, to je u ovom slucaju k = 0,
pa partikularno rjesenje trazimo u obliku:

z,, (t) = e '(At + B).
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Za jednadzbu s fo(t) = e ' cost ofitavamo
a=-1,6=1,m=n=0.

Kako je A = —1 £ i jednostruka nultocka karakteristicnog polinoma, to je kK = 1, pa
je partikularno rjesenje oblika:

T, (t) = te " (Ccost + Dsint).

Dakle, partikularno rjeSenje originalne jednadzbe je oblika:

Zpy (1) + py (1)
= e "(At + B + Ctcost + Dtsint).

zp(t)

Racunamo:
2(t) = e—t((—At — B+ A)+ (~Ct+C + Dt)cost + (—Dt + D — Ct) sint),

te:

p

2 (t) = e_t((At + B —2A) + (—=2C — 2Dt + 2D) cost + (—2D + 2Ct — 2C) sin t>.
Uvrstavanjem u jednadzbu dobivamo:
At+ B+ 2Dcost — 2C'sint =t + cost,
odakle vidimo da nam je dovoljno staviti:
1

A=1 B=C=0, Dzi.

Dakle, partikularno rjesenje jednadzbe je dano s:
PR
z,(t) =te™" + éte sint.

Konac¢no, opce rjesenje jednadzbe je tada oblika:

x(t) = et <C’1 cost +t+ (C’g + %t) sint), C1,C5 € R.

Zadatak 8.3. Odredite opce rjeSenje jednadzbe:
2" + 2" — 2’ + 15z = sin 2t.

Rjesenje: Prvo rjesavamo pripadnu homogenu jednadzbu:

2"+ — a2+ 152 = 0.
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Pripadni karateristi¢ni polinom je:
N+ XN —A+15=0,
koji mozemo zapisati kao:
(A+3) (A =2\ +5) =0.
Dakle, nultocke karakteristicnog polinoma su:
Al =3, Ag=1%£2i
Stoga su bazne funkcije za prostor rjesenja homogene jednadzbe dane sa:
z1(t) = e, my(t) = e cos2t, x3(t) =e'sin2t,
te je opce rjeSenje homogene jednadzbe dano s:
xp(t) = Cre " + €' (Cy cos 2t + Cysin 2t), C1,C5,C3 € R,

Kako je f(t) = sin2t, te A = £2¢ nisu nultocke karakteristi¢nog polinoma, partiku-
larno rjesenje trazimo u obliku:

xy(t) = Acos2t 4+ Bsin 2t.
Uvrstavanjem z, u jednadzbu dobivamo:
(11A — 10B) cos 2t + (10A + 11B) sin 2t = sin 2t,
odakle slijedi:

10 11
—  B=_—.
221 221

Dakle, opce rjesenje jednadzbe je:
z(t) = Cre 3 + e'(Cy cos 2t 4+ Cy sin 2t) + % cos 2t + % sin 2t C1,C5,C5 € R,
0
Zadatak 8.4. (Zadaci za vjezbu) Nadite opce rjeSenje sljedec¢ih diferencijalnih jed-
nadzbi:
a) ¢” — 32’ + 2x = sint,

b) x" — 52’ + 4o = 4t%e*,

c) 2" — 22 — 3x = t%e,

' — 32’ + 2x = tcost,

)
)
d) 2" — 9x = €% cost,
e)
)

f) o 4 42" + 4z = te*,

g) W + 22" 4 52" + 82’ + 4z = cost + 40¢.
Rjesenje: a) v = Cie’ + Che? + —smt + —cost C,C, € R b) = Ciel +
C€4t+€2t( 2t2—|—2t— ) Cl,CQGRC>I—Cl€ t+C€3t Lltht 87 Cl,CQGRCU
T = CleSt—i-C’ e+ et sint—q-e¥ cost, C1,Cr e Re) x = C’le +Che® — Stsint—
ég Slnt+ tcost—%cost, Cq, Oy GRf):p—C’le 2t+C’2te 2t+ tth 1 et 01,02
Rg)z= C’l sin(2t) + Cy cos(2t) + Cse™t + Cyte + 2¢t + 22t Smt Cl, Cs, C’g, C’4 eR



8. DIFERENCIJALNE JEDNADZBE VISEG REDA 105

8.2. JednadzZbe koje dopustaju snizavanje reda

Najjednostavniji tipovi obi¢nih diferencijalnih jednadzbi su oni koji odredenom sup-
stitucijom jednadzbu viseg reda prevode u jednadzbu prvog reda.

a) Prvo promatramo jednadzbe oblika:
F(t,x(k),m(k+1), o ,x(”)) =0, 1<k<n.

Ove jednadzbe ne sadrze nepoznatu funkciju x i prvih £ — 1 njenih derivacija.
Takvim jednadzbama snizavamo red za k uvodedci supstituciju:

uw=z®,
Tada je v’ = 2t o = 2+ 4% = 2" pa jednadzba prelazi u:
F(t,u, .. .., u™M) =0,
Odredimo u, a onda je ) = u, pa  dobivamo integrirajuéi k puta.

Zadatak 8.5. Odredite opée rjeSenje jednadzbe:

t2 " __ ($,)2.
Rjesenje: Uvodimo supstituciju:
u=2a.
Gornja jednadzba tada prelazi u:
t?u = u?.
Ukoliko je u = 0, tada je i 2’ = 0, odnosno imamo x = ', za neku konstantu

C € R, te je to ocito jedno rjesenje gornje jednadzbe. Ukoliko je u # 0, gornju
jednadzbu dijelimo s t?u?, te trazimo rjesenje na otvorenom intervalu koji ne sadrzi
0 separiranjem varijabli:

du  dt
e
odakle integriranjem slijedi
1 1
—-=-4+C, CeR.
w ot

Vratimo natrag supstituciju, te izrazimo x = x(t):

1 1
40
U t+
N t
u =
Ct+1
=71 = t
CCt+1
t
=71 = dt, CecR.
. /(Jt+1 ’ <

Razlikujemo dva slucaja:
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1) C =0. Tada imamo:

t2
x:/tdt:§+C’1, Ci e R

2) C # 0. Tada je:

_ t 1 [(Ct+1)—-1, 1 1
x_/Ct—i-ldt_C/ Ct+1 dt_ct_021n|0t+1|+017 Cy e R

]

b) Promotrimo sada jednadzbe oblika:
F(z, o', ... ™) =0.

Ove jednadzbe ne sadrze nezavisnu varijablu ¢t. Takvom jednadzbom moZemo
sniziti red za jedan uvodeci supstituciju:

pri cemu x smatramo nezavisnom varijablom. Tada vrijedi:

p_da _dp _dpdr _dp

VT T At deat dit PP
dr" dr"dx d

m __ _ or (2

T T Az dt (dx(pp)>p

— (p//p 4 (p/)2)p — p//p2 +p(p/)2'

Nakon odredivanja funkcije p, rjeSenje x odredimo separacijom varijabli iz jed-
nadzbe 2’ = p(x). Pri tome se posebno mora razmatrati sluc¢aj p(z) = 0.

Zadatak 8.6. Odredite opce rjesenje jednadzbe:
a4+ 1= (/)2

Rjesenje: Kako jednadzba ne sadrzi nezavisnu varijablu ¢, uvodimo supstituciju:

Posebno je " = p - p/, pa uvrstavanjem u jednadzbu imamo:
zpp’ + 1 =p?,

odnosno:
xpp = p® — 1. (8.8)
Ukoliko je p?> — 1 = 0, odnosno p = +1, tada je ' = £1, odnosno

r=+t+C, CeR,
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Sto su ocito rjeSenja jednadzbe. Za p? — 1 # 0 rjeSavamo (8.8) separacijom varijabli
(primijetimo kako = = 0 nije rjeSenje pocetne jednadzbe):
_dx

P
dp =
e

odakle integriranjem slijedi:
1 2
§ln|p —1|=Iz|+C, CEeR,
pa konac¢no i:
pP—1=02% C#0.
Vracanjem supstitucije imamo:
(') =Ca*+1, C#0,

odnosno:

¥=+vCz?+1, C#0.

Kada bi bilo Cz? +1 = 0, odnosno 22 = —%, imali bi da je z konstantna funkcija,
Sto nije rjeSenje jednadzbe. Za Cz? + 1 # 0, separiranjem varijabli dobivamo:

dx

+——=dt,
VCOz? 41
odakle integriranjem slijedi:
i/ @ _ i, CieRr (8.9)
VCrZ+1 . ' ' ‘

Razlikujemo dva slucaja, ovisno o predznaku konstante C"

1) C < 0. Ako stavimo Cy = /|C| > 0, odnosno C = —C%, izraz (8.9) prelazi u:

:t+017

: | =

pa integriranjem dobivamo

1
. arcsin(Cozx) = +t + Cy, Cy > 0.
2

Dakle, u ovom sluc¢aju rjesenje je dano u sljedeé¢em obliku:

1
T = :EF sin(C'Qt + Cl>, Cl € R, CQ > 0.
2

2) C > 0. Ako stavimo Cy = v/C' > 0, odnosno C = C2, izraz (8.9) prelazi u:

:t+01,

i/#
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pa integriranjem dobivamo:

1
E Al"Sh(ng) =+t + Cl, Cy > 0.

2

Dakle, u ovom slucaju je rjesenje oblika:

1
r = ia Sh(Cgt + Cl), Cl < R, CQ > 0.
2

Zadatak 8.7. Rijesite Cauchyjev problem

Rjesenje: Prvo uvodimo supstituciju u = 2’. JednadZba tada prelazi u:
2u" — 3u® =0,

uz uvjete:

w(0) =2'(0) =1, /'(0)=2"(0) =—1.

Kako je ovo sad jednadzba u kojoj se ne pojavljuje nezavisna varijabla t, uvodimo
jos jednu supstituciju; ovaj put v’ = p(u). Jednadzba tada postaje:

2pp’ — 3u® =0,

dok uvjeti prelaze u:
p(1) = p(u(0)) = v'(0) = —1,

Jednadzbu rjesavamo metodom separacije varijabli. Imamo:

3
pdp = —u’du,
2
odakle integriranjem slijedi:

p?=u+C, C eR.

Iz uvjeta p(1) = —1 slijedi C' = 0, te zbog predznaka kona¢no i:

Za u = 0 imamo z’ = 0, Sto ne moze biti rjesenje problema zbog uvjeta u t = 0 (iako
je = const. rjeSenje jednadzbe). Dalje nastavljamo separacijom varijabli:

—u" i du = dt,
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odakle integriranjem slijedi:

1

NM—A

U

Uvrstavanjem uvjeta u(0) = 1, slijedi da treba biti C' = 1, odnosno:

(1) = 5
u =
(2+1)?
Vrac¢anjem posljednje supstitucije imamo
, 4
xr =
(2+1)?
Integriranjem slijedi:
4
x(t) = — +C, C eR.
(t) (2+1)
Uvrstavanjem uvjeta z(0) = —3, slijedi da treba biti C' = —1, odnosno rjesenja
Cauchyjeve zadace je dano u sljede¢em obliku:
4
t)y=————-1
w0 =-57

]

Zadatak 8.8 (Zadaci za vjezbu). Odredite opca rjesenja sljedec¢ih diferencijalnih
jednadzbi:

a) 2"(et +1) + 2’ =0,
b) a" = (a")?,

¢) 2" = 2(z" — 1)ctgt,
d) ta"” = 2" — ta”,

. ’
e) to" = ' +tsin 7.

Zadatak 8.9 (Zadaci za vjezbu). Odredite opca rjesenja sljedec¢ih diferencijalnih
jednadzbi:

a) (z/)2 — 222" +1=0, f
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Zadatak 8.10 (Zadaci za vjezbu). Rijesite Cauchyjeve zadace:

a) b)
2 — =0
z(0) =3 rx” = 2(x')* + 2?
2(0)=—1 z(0) =

z"(0) = 1. 2'(0) = /3.
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1. Rjesavanje nelinearnih jednadzbi

1.1. Opéenito o iterativnim metodama

Racunanje nultocaka nelinearnih funkcija jedan je od najceséih zadataka primijenjene
matematike. Opcenito, neka je zadana funkcija:

f:I—-R,
gdje je I C R dani interval. Trazimo sve tocke a € I za koje je:

fla) =0.

Takve tocke se zovu rjeSenja, korijeni pripadne jednadzbe ili nultocke funkcije f.
Egzaktno odrediti nultocke je Cesto gotovo nemoguce ili vrlo slozeno, pa se zado-
voljavamo njihovim pribliznim odredivanjem, tj. umjesto nultocke o odredujemo &
tako da je | — &| malo (koliko malo ovisi o prirodi problema i trazenoj preciznosti
podataka). Ovdje mozemo uociti jo§ jedan problem: Kako znati da je |« — &| malo
ako nultocka « nije eksplicitno odredena? Cijeli ovaj postupak spada pod metode
za numericko rjesavange nelinearnih jednadzbi, a u ovom odjeljku ¢emo vidjeti dvije
takve metode.

Vratimo se na danu funkciju f i nuzne pretpostavke koje ona mora zadovoljavati
da bi primjena numerickih metoda bila uspjesna. U pravilu, pretpostavljamo da je
f neprekidna na I i da su joj sve nultocke izolirane (nultocka o € I funkcije f je
izolirana ako postoji ¢ > 0 takav da je « jedina nulto¢ka na (o —e,a + ¢)). U
protivnom bi postojao problem konvergencije.

Funkcija

rsint, x#£0,
T) = z
o= {7 22

je neprekidna, ali 0 nije izolirana nultocka!
Trazenje nultocki na zadanu to¢nost sastoji se od dvije faze:

1) Izolacije jedne ili vise nultocki, tj. nalaZenje intervala I unutar kojeg se nalazi
bar jedna nultocka. Ovo je tezi dio posla i obavlja se na temelju analize toka
funkcije.
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2) Tterativno nalaZenje nultocke na traZenu to¢nost (primjena odgovarajuceg al-
goritma).

Postoji mnogo metoda za nalazenje nultocaka nelinearnih funkcija na zadanu toc¢nost.
One se bitno razlikuju po tome hoce li uvijek konvergirati, tj. imamo li sigurnu
konvergenciju ili ne i po brzini konvergencije.

Uobic¢ajen je sluc¢aj da brze metode nemaju sigurnu konvergenciju, dok je sporije
metode imaju.

Definirajmo brzinu konvergencije metode.

Definicija 1.1. Niz iteracija (z,,, n € Ny) konvergira prema tocki o s redom konver-
gencije p, p > 1, ako za neku konstantu ¢ > 0 vrijedi:

la — 2| < clao —x1]P, n €N (1.1)

Ako je p = 1, kazemo da niz konvergira linearno prema «. U tom je slu¢aju nuzno
da je ¢ < 11 obi¢no se ¢ naziva faktor linearne konvergencije.

Relacija (1.1) kadkad nije zgodna za linearne iterativne algoritme. Ako u (1.1)
upotrijebimo indukciju za p = 1, ¢ < 1, onda dobivamo da je:

la — | < "av — 2], n €N, (1.2)

Kadkad ¢e biti mnogo lakse pokazati (1.2) nego (1.1). T u sluc¢aju (1.2), reéi éemo da
niz iteracija konvergira linearno s faktorom c.

1.2. Metoda raspolavljanja (bisekcije)

Najjednostavnija metoda nalazenja nultocaka funkcije je metoda raspolavljanja. Ona
funkcionira za neprekidne funkcije, ali zbog toga ima i najlosiju ocjenu pogreske.

Osnovna pretpostavka za pocetak algoritma raspolavljanja je neprekidnost funk-
cije f na intervalu [a, b], uz pretpostavku da vrijedi:

fla)- f(b) <0.

Ako je f € C(la,b]) i f(a)f(b) < 0, tada po Bolzanovom teoremu slijedi da postoji
a € (a,b) tako da vrijedi f(a) = 0.

Napomena 1.2. Neka je f € C([a,b]).

1) Ako vrijedi f(a)f(b) < 0, tada postoji nultocka, ali moze ih biti viSe. Preciznije,
ima ih neparan broj (brojeci kratnosti).
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Slika 13: f(a)f(b) < 0.

2) Ako vrijedi f(a)f(b) =0, slijedi da je f(a) =01ili f(b) =0 (trivijalan slucaj).

3) Ako vrijedi f(a)f(b) > 0, tada ne znamo postoji li nultocka na (a,b), ali ako
postoji ima ih paran broj (broje¢i kratnosti).

N

Slika 14: f(a)f(b) > 0.

Dok je za prvi primjer na slici 14 lako boljom separacijom postiéi f(a)f(b) < 0, za
drugi primjer na slici 14 je to nemoguce. Dakle, nultocke parnog reda nemoguce je
naé¢i metodom bisekcije.

Ako vrijede startne pretpostavke metode, metoda raspolavljanja konvergirat ¢e
prema nekoj nultocki iz intervala [a, b].

Algoritam raspolavljanja je vrlo jednostavan. Oznacimo s a pravu nultocku funk-
cije, a zatim s ag := a, by := b 1 xy poloviste [ay, bo], tj.

_ag+ by

To = B .

U n-tom koraku algoritma konstruiramo interval [a,,, b,| kojemu je duljina polovina
duljine prethodnog intervala, ali tako da je nultocka ostala unutar intervala [a,, by].

Konstrukcija intervala [ay,, b,| sastoji se u raspolavljanju intervala [a,,_1, b,_1] to¢-
kom x,_ i to tako da je:

1) Ap = Tp-1, bn = bn—l ako je f(an—l)f(mn—l) > 07
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2) a, = ay_1, by = x,_1 ako je f(an_1)f(x,_1) <O.
Postupak zaustavljamo kada je:
o — x,| < e.

Pitanje je kako ¢emo znati da je prethodna relacija ispunjena ako ne znamo a? Jed-
nostavno! Bududi da je x, poloviste intervala [a,,b,], a « € [a,, b,], onda je:

1
|Oé — xn| < bn — Ty = §(bn - an)7

pa je dovoljno staviti zahtjev:
b, — x, <e.

Graficki, metoda raspolavljanja izgleda ovako:

Slika 15: Metoda raspolavljanja

Algoritam za metodu raspolavljanja je sljedeci:
T L
while b —z > ¢ do
if f(x)f(b) =0 then
if f(x) =0 then
| STOP
end
if f(b) =0 then
| STOP

end

end

if f(z)f(b) <0 then
I a<—x
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U nastavku pokazujemo da je algoritam dobro definiran (rezultat konvergencije).
Iz konstrukcije metode lako se izvodi pogreska n-te aproksimacije nultocke a.
Vrijedi:

1
- 2n+1

1 1
o —x,| < b, —x, = §(bn —ay) = =(bp_1 —ap_1)="+- (b—a). (1.3)

92
Primijetite da je:
b—a
2
pa bismo koriStenjem te relacije, (1.3) mogli pisati kao:

:b—.’lfo,

o — x,] < —(b—x).

on
Ova relacija podsjec¢a na (1.2), ali zdesna se nigdje ne pojavljuje |o — zg|. Ipak, desna
strana daje nam naslutiti da ¢e konvergencija biti dosta spora (linearna).

U nastavku izvodimo broj iteracija u najgorem slucaju.

Relacija (1.3) omoguc¢ava nam da unaprijed odredimo koliko je koraka raspolav-
ljanja potrebno da bismo postigli to¢nost . Da bismo postigli da je |a — z,| < ¢,
dovoljno je zahtijevati da je:

1
2n+1(b—a)§a.

MnoZenjem prethodne jednadzbe s 2" i dijeljenjem s &, dobivamo:

b—a
€

< 2n+1
a zatim logaritmiranjem dobivamo:
log(b—a) —loge < (n+1)log2,

odnosno:

- log(b—a) —loge

—1, neNp.
log 2 " 0

Ako je funkcija f jos i klase C*[a, b], tj. ako f ima i neprekidnu prvu derivaciju, moZe
se dobiti dinamicka ocjena za udaljenost aproksimacije nultocke od prave nultocke.
Po Teoremu srednje vrijednosti za funkciju f imamo:

fxn) = fl@) + f/(€)(zn — a),

pri ¢emu je £ izmedu z,, i a. Prvo iskoristimo da je a nultocka, tj. f(a) = 0, a zatim
uzmemo apsolutne vrijednosti obje strane. Dobivamo:

| (@)l = 1F' ()l — 2] (1.4)

Primijetite da je:

7€)1 = ma, my = min |(a).
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Ako je my > 0, uvr§tavanjem prethodne ocjene u (1.4), izlazi:

1eall

my

oo — x| <

Drugim rije¢ima, ako zelimo da je |a — z,,| < &, dovoljno je zahtijevati da je:

my
odnosno da vrijedi:
‘f(xn)’ < mie.

Primjer 1.3. Neka je dana funkcija f(z) = 2? — 3. Nadimo nultocku metodom
bisekcije uz e = 1071,

Neka je a = 5 ib=2. Tadaje f(a) =3 —-3=—-2 <0te f(b))=4—-3=1>0.

Imamo da je log(b—a) =~ 0.1761 te log 2 ~ 0.301, iz ¢ega slijedi n > log(b—a)“loge _
1 ~ 2.907, sto znadi da je potrebno najvise 3 koraka. Nadalje, f'(xr) = 2z, pa
miny, ) | f'(x)| = 1, te je dinamicka ocjena |f(z,)| < €.

Prvo uzimamo ag = a = % te by = b = 2, iz Cega slijedi x¢o = g, te imamo
f([E()) = —% < 0.

Dalje imamo a; = g =
0.

Nadalje, ay = %’ = 1.625, by = 2, iz Cega slijedi zo = 1.8125 te f(x2) ~ 0.285 > 0.
Primijetimo da vrijedi |f(x2)| > €, $to znaé¢i da dinamicka ocjena nije zadovoljena.

Napokon, az = 1.625, b3 = x5 = 1.8125, pa imamo x3 = 1.71875, $to je nasSe
rjeSenje.

Primijetimo da je veé¢ x5 dovoljno dobar jer vrijedi |v/3 — 25| ~ 0.0805 (V3 ~
1.732).

Nadimo sada aproksimaciju nultocke Newtonovom metodom (koju ¢emo kasnije
detaljno obraditi).

|t

, by = 2, iz Eega slijedi z; = 2, te imamo f(z;) = -2 <

2
. o o -3
Iterativna formula za nalaZenje nultocke jest: z,, = z, — J{,((Z';)) =, — 3627}" =
X, — %|xn| + % = %xn - %, gdje zadnja jednakost vrijedi jer je x, > 0.
x R 1.9, 3 _148_7 . _ 17,38 _1,6_01
Racunamo: zo =2, 11 =52+ 55 =1+ =17, 12 = 3 4—1-25 =g+t>=1i5

Vrijedi: [v/3 — 25| < 1072,

Zadaci

Zadatak 1.1. Metodom bisekcije rijesite jednadzbu:
*—15=0
s toénoséu € = 1073,

Rjesenje:
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[

fz)=2*—15

ra

ro
[
=

-3 -2 -1 0

Kako je f(z) = 2® — 1.5 polinom, ona je posebno funkcija klase C'. Takoder,
vrijedi:
lim f(z)= —o0, lim f(x) = o0,
T——00 Tr—00
pa s obzirom da je funkcija strogo rastuca, ona ima jedinstvenu nultocku. Za pocetni
interval odaberimo:
ag = 1, bo = 2.

Naime, imamo da je f(1) = —0.5 < 0 te f(2) = 6.5 > 0, pa se trazena nultocka
nalazi u intervalu [ag, by]. Jer je funkcija f klase C'!, moZemo koristiti dinamicki
kriterij zaustavljanja. Ra¢unamo:

= min |f'(z)| = min 32* = 3.
™ A= P

Dakle, uvjet zaustavljanja nam je:
|f(z,)] < 3¢ =0.003.
Algoritam koji provodimo je sljededi:
a) Stavimo ag = a, by = b.

b) U n-tom koraku (n=0,1,2,...) radimo sljedece. Prvo stavimo ,, = %tba
Ako je f(ay) - f(z,) < 0, stavimo

Ap41 = Anp,

bn—l—l = Tn
Ako je f(ay) - f(x,) > 0, stavimo

Ap41 = T,

bn—l—l - bn

Ako je f(ay) - f(x,) =0, onda je posebno f(x,) =0, te je x, zapravo rjeSenje.
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Provedimo sada algoritam; pritom vrijednosti zaokruzujemo na cetiri decimale, za
jednu vise od trazene tocnosti:

n Qn bn Ln f(xn) Sgn(f(an)f(xn))
0 | 1.0000 | 2.0000 | 1.5000 | 1.8750 -1
1 | 1.0000 | 1.5000 | 1.2500 | 0.4531 -1
2 | 1.0000 | 1.2500 | 1.1250 | -0.7617 +1
3| 1.1250 | 1.2500 | 1.1875 | 0.1746 -1
4 11.1250 | 1.1875 | 1.1563 | 0.0460 -1
51 1.1250 | 1.1563 | 1.1407 | -0.0157 +1
6 | 1.1407 | 1.1563 | 1.1485 | 0.0149 -1
7| 1.1407 | 1.1485 | 1.1446 | |-0.0004 | | dinamicki kriteri]

Dakle, aproksimativno rjesenje je

27 = 1.145.

Zadatak 1.2. (Domaca zadaca) Metodom bisekcije rijesite jednadzbe:
a) e —2+x=0,s tofnoséu € = 1072,
b) 1000(z —4) — e” = 0, s to¢noscu e = 1073.

Rjesenje: a) x1 ~ 1.841, 19 & —1.146 b) 21 ~ 4.0579, x5 ~ 8.3862

Zadatak 1.3. (Domaca zadaca) Metodom bisekcije odredite nultocku funkeije:
f(z) =2 — 62+ 2

na intervalu [0, 1.5] s to¢noséu ¢ = 0.05.

Rjesenje: x ~ 0.34

1.3. Metoda tangente (Newtonova metoda)

Brza metoda, ali nemamo sigurnu konvergenciju.
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P Sy - pappap——.

/
\

Slika 16: Metoda tangente

Pocetna tocka je xg. Iduca tocka je nultocka tangente funkcije f kroz (xq, f(xo))
(o¢ito nam nije dobro da je tangenta paralelna s x-osi, tj. f’(x¢) = 0 stvara problem
u metodi).

[zvedimo rekurzivnu formulu:

y— f(r,) = f/('TN)(*T — Tn),

iz Cega slijedi:
f(@n)

Tpy1 = Tp — f/(l' )
n

Formula (1.5) ima smisla ukoliko f'(x,) # 0, n € N. Problem kod ove definicije je u
tome Sto a priori ne znamo gdje se nalazi tocka x,. Moze se dogoditi da niz izade iz
intervala na kojemu smo locirali nultocku.

(1.5)

flzo) _

Primjer 1.4. Neka je f(z) = logz. Stavimo xy = 10. Sada je z; = g — ) =

10 — 101n(10) - 1 < 0, te imamo x; ¢ D(f).

U nastavku izvodimo ocjenu pogreske (brzinu konvergencije).
Pretpostavimo da je f € C? i razvijemo je u Taylorov red oko z,,:

J" ()
2

(l’ - ZL‘n>2,

f(@) = fzn) + [l(@n)(x — 2a) +
gdje je &, izmedu z i x,. Za r = «, imamo:

0= f(0) = f(a) + Fa)e— ) + (0 2
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Ako je f'(z,) # 0, imamo:

_ fla) f" (&)
e B v
za —T,i 1 = ]{,(é’;)) — Z,,, dobivamo:
O — Tpy = —(a—xn)Z%. (1.6)

Ukoliko je f'(x,) > ¢ > 0, tada Newtonova metoda konvergira kvadrati¢no.
Na primjer, za f(x) = 2* i a = 0 iteracije ¢e konvergirati k 0, ali linearno.

Teorem 1.5. Nekaje I CR? fe C*(I),ael, f(a) =0, f'(a) # 0. Ako je pocetna
aproksimacija izabrana dovoljno blizu a, niz iteracija (x,) konvergirati ée prema o s
redom konvergencije p = 2.

Dokaz: Neka je € > 0 takav da: I, :=[a —e,a+ €] C I te minges. |f/'(x)| > 0.
Neka je M, 1= Deele @] 4o o0 1

2minw€15 ‘f’(l‘)‘
Sada iz (1.6) slijedi:
la — x| < M |a — xolz.

Ukoliko je M, = 0, tada je 1 = «, $to ima smisla jer vrijedi:

M5:O<:>mlax|f"(x)\:0<:>f”:0nalg<:>f(x):ax+bnale.

Zelimo da jeix; € 1., pa dodatno pretpostavljamo :
M. |oo — zo| < 1. (1.7)

Uvjet (1.7) je dodatna pretpostavka na izbor .
Tada vrijedi:
la — 21| < M| — xol|av — o] < €,

jer vrijedi M. |a — x| < 1 te |ao — xo| < €.
Analogno bismo zakljucili i da je xzo € I, ukoliko vrijedi M.|ow — x| < 1:

Mo — 1] < MZ|a — x0)* = (M. |a — x0|)? < 17 = 1,
jer vrijedi M |aw — zo| < 1.
Dakle, induktivno dobivamo da za niz dan s (1.5) uz zg € I. i M.|a — zo| < 1
imamo (za n € N):

o 1, €1,

o M.|ao—ux,| <1
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Sada ponovno po (1.6) imamo:
1

M (Mo — xn|>2 = M|a — zpp1| < (M| — xn|>2

@ = T | < Mefor =, |* =

n+1
= M.|a — zp1| < (Mo — x0|)2 " ,
iz Cega slijedi:

1 n
o = @n| < - (Meo — wo|)*".

Kako je M.|a — z¢| < 1, slijedi da |a — x,| — 0, za n — oc. ]

Iz dokaza je vidljivo da opéenito nije jednostavno reé¢i sto znaci da je xy dovoljno
blizu a. Naime, treba vrijediti:

lae — x| < L ,
M.
a ne mozemo uzeti samo € < Mi jer M, ovisi o ¢.
>
Ipak, u nekim slucajevima mozemo reci nesto vise.
Na primjer, ukoliko je:

" : /
max | ()] < oo, min|f(z)] >0,

tada je za svaki ¢ > 0:
1 2minger, |f(2)] _ 2minges|f' ()]

M, N maXgey, |f”(l')| - maXz€[|f”($)|

pa je dovoljno traziti da je e < ﬁ%ei—w
Sljedeci teorem daje poseban slucaj u f{Ojemu imamo globalnu konvergenciju me-
tode (svaki izbor pocetne iteracije xo ¢e biti dobar).

Teorem 1.6. Neka je f € C?*([a,b]) i f(a)f(b) < 0. Ako f' i f" nemaju nultocke
na [a,b], onda Newtonova metoda konvergira prema (jedinstvenoj jednostrukoj) nul-
tocki o funkcije f, za svaku startnu pocetnu aproksimaciju xo € |a,b] za koju vrijedi

f (o) f" (o) > 0.

Napomena 1.7. Funkcija f ima na (a,b) jedinstvenu nultocku koja je jednostruka,
jer bi u suprotnom f’ imala nulto¢ku u (a, b).

Dokaz: Dokazimo samo slucaj f* > 01 f” > 0 na cijelom [a, b] (preostala tri sluc¢aja
idu analogno). Dovoljno je promatrati ovaj slucaj (f" < 0, f” > 0 rijesimo tako da
promatramo f(z) = f(—z), dok se preostala dva slucaja svode na ovajs f = —f).
Vrijedi f' > 0, iz ¢ega slijedi da f raste, pa je f(a) < 01 f(b) > 0. Neka je
zo € [a,b] takav da vrijedi f(xg) > 0 (tada je i f(zo)f"(z0) > 0) (u praksi mozemo
uzeti upravo xg = b).
Neka je (z,) niz dobiven Newtonovom iteracijom (1.5):

n

Sljede¢om tvrdnjom pokazujemo da je (z,) dobro definiran i da je konvergentan.
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Tvrdnja 1.8. (Vn € Ny) a <z, < z,.

Dokaz: Dokazimo tvrdnju matematickom indukcijom.
Baza. n = 0. Vrijedi:
f (o)

f'(xo)

1 = Ty — < Zo,

jer vrijedi % > 0.
Sada iz f € C?([a,b]) slijedi da je f € C*([a, x¢]), pa razvijamo f u Taylorov red
oko xg 1 uvrstavamo:
/"(%)

0= f(a) = f(xO)‘i‘f/(IO)(Oé—SUo)"'T(04—1130)27 §o € (a,z0) C [a,b] = f"(&) >0,

iz Cega slijedi:
f(xo) + f(wo) (o = 20) <0 /: f'(g) >0
= -—-r+ta<0=2 >a.

Pretpostavka. Pretpostavljamo da tvrdnja vrijedi za neki n € Ny i pokazimo da
vrijedi za n + 1.

Korak. Sve u potpunosti analogno kao u bazi, samo zy i x; zamijenimo s x,, i
Ln+1- ]

Sada slijedi da je (x,) konvergentan niz te o/ := lim,, .
% je neprekidna funkcija na [a, b], pa imamo:

flan) (&)

: . f(zn) : :
"=limz,, =1 n— =limz, —1 =a — = f(a') =0.
o' =limz,y, = lim <x f’(ifn)> im z im o) a (o) fla)
Kako f ima jedinstvenu nultocku u [a, b], slijedi da je @ = /. O

U nastavku izvodimo dinamicku pogresku.
Taylor oko x,, i uvrstimo x,:

J" (&)
2

(xn—l—l - CUTL)27

f(mn-‘rl) = f(xn) + f,(xn)(xn-i-l - xn) +
gdje je &, izmedu z, i z,1. Dalje, vrijedi:

xTL+1 = xn - f’(q: )
n

= f(@2) + £/ (@) (@nsr — ) = 0
&)

= f(xn—O—l) - 2 (‘rn—&-l - xn)

M,
2

2

= [f(@n41)] < |1 — 2]
Kao i kod metode bisekcije, imamo f(z,41) = f(@) + f/(§)(zps1 — @) te:

M
|Tpi1 —af < ﬁ(l'nﬂ —x,)? <e,
1
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odnosno:
2m1€
|xn+1 - xn’ S M2 )
ili:
my
odnosno:
|f(xn>| < mye.

Primjer 1.9. Neka je f(z) = 2® — x + 1. Trazimo nultocku. Jedina realna nultocka
je a &= —1.3247.
3
Prvo koristimo Newtonovu metodu, tj. formulu =, = =, — xi:,);f f;rl.

1) Uzimo za pocetnu to¢ku xy = 0. Tada imamo:

J— 1 J—
171—0—_—1—1,

1 1
'}

-1i41 1 5
BT I T2t
L5 2T-3+1 25 53
T 27—1  ° 26 26

Imamo problem u konvergenciji jer f’ ima nultocku u {«, 0).

2) Uzmimo sada pocetnu tocku zyp = —2. Imamo:
o= —9_ —8+24+1 n 5 17
L 12-1 111U
To & —1.3596,
x3 ~ —1.3258.

flz)=2"—z+41

Le o

4 0 1 2 3

-1

Slika 17: Funkcija f(z) = 2* — 2z + 1.
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Sada koristimo metodu bisekcije. Neka je a = —21 b= 0.
Imamo:

ag=—2, by =0= 9= —1, f(zo) =1>0,

3 7
ap=a=-2b=z=-1=5=-7, f($1)2_§<0,
3 5) 19
a2:$1:—§, b2261:—1:>l’2:—17 f(x2)26—4>07
3 1
a3:a2:—§, b3:$2:—Z:>$3:—§:—1.375.

Zadatak 1.4. Newtonovom metodom nadite realne korijene jednadzbe 2°+x+1 =0
s tofnoséu € = 1074,
Rjesenje: Izolacija nultocke. Definirajmo funkciju sa f(x) = 2° + x + 1.

Za xr — oo imamo f(x) — oo, dok za x — —oo imamo f(z) — —oo. Dakle, postoji
nultocka (funkcija sije¢e x-os u barem jednoj tocki).

Iz ¢injenice da vrijedi f'(z) = 52* + 1 > 1, slijedi da je f strogo monotona, §to znaci
da je f injekcija, te da je nultocka jedinstvena.

Nadalje, iz f”(x) = 2023 slijedi da je f”(x) < 0, za svaki € (—o0,0), to jest da je
funkcija f konkavna na negativnom dijelu z-osi.

Uocimo da je f(0) =11 f(—1) = —1. Imamo sljedecu skicu:

1

flz)=a’+z+1

————— ¢4

Sada uzimamo interval [a,b] = [—1, —0.5] te znamo da vrijedi f(—0.5) > 0.

Provjerimo uvjete teorema. Zadovoljene su sljedeé¢e pretpostavke:
o f€C%la,b])
e f(a)f(b) <0
e "1 f” ne mijenja predznak na [—1, —0.5].

Trebamo odabrati pocetnu iteraciju zo. Uzimamo xy = —1 jer je f(zo)f"(zo) > 0.

Sada rad¢unamo:

my = [Iriino ; |5y* + 1] =5-0.5" + 1 = 1.3125 = | f(z,,)| < my - & = 0.00013125,
ye[—1,—0.
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te:
267’)’11

= 0.0036.

My = ma 2013 = 20 = |z,, — Tpy| <
2 y€[71,§0.5]‘ vl | il < M,

Uzimamo pocetnu tocku (najbolje je koristiti maksimalni broj decimala koji kalkula-
tor dopusta): zp = —1.0000000.

Newtonova metoda je specifi¢na (8to vise znamenki to bolje jer brzo konvergira). Do-
bivamo sljedecu tablicu:

T fx,) Ty — Ty
T = | —0.2352108 0.1666667
—0.8333333

Ty = | —0.0253292 0.0689512
—0.7643821

T3 = | —0.0003864 0.0093572
—0.7550249

Ty = | —8.8554837 -1 0.0001472
—0.7548777 1078

U svakom koraku koristimo formulu z,; = x,, — % (f(xy) =25 42, +1). O

Zadaci

Zadatak 1.5. Metodom tangente nadi pozitivne korijene jednadzbe z—sinx—0.25 =
0 s tocnoséu € = 1073,

Rjesenje: Rjesavamo jednadzbu z — 0.25 = sin z.

x —0.25

sine

AN

Za x € (—oo, —m|U|m, 00) slijedi da o — 0.25 = sin z nema rjeSenja na tom dijelu.

Vrijedi:
o fl(x)=1—cosz >0 zax € |—m ] (jednaka nuli samo za = = 0),

o f’(x)=sinz >0zax € (0,m),
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o f'(x) > 0zaxz e (—2m0) (strogo rastuca) te je f(0) <01 f(—2m) <0, tj. na
tom dijelu nema nultocaka,

e f je strogo rastuca na (0, 2m)
Dakle, imamo:

e f je strogo rastuca i konveksna na (0,7) (f' > 0, f” > 0), tj. f'i f” nemaju
nultoc¢ku na [1, 7],

o f(1) = —0.09147 < 0, f(r) = 2.89159 > 0 iz Cega slijedi da f(1)f(r) < 0,
o feC([1,m),
o 1o =1.25 f(1.25)f"(1.25) > 0, pri ¢emu je f(1.25) = 0.05102 > 0.

Sada rad¢unamo:

my = min_|f'(x)] = f'(1) = 0.4596977,

z€[l,7]

te:
My = max |f"(z)| = 1.
z€[1,m]
Imamo ocjene:
|f ()| < mye = 0.0004597,

te:
28m1
|zp — 21| < = 0.0303215.
2
Imamo tablicu (koristimo formulu z,, = z,,_1 — %)
Tp, f(xn) Tp — Tp—1
1 = 1.1754899 | 0.0026113 —0.0745101
1o = 1.1712433 | 8.3384-107° —4.2466 - 1073
Dakle, x5 = 1.1712433 je aproksimativno rjesenje. O]

Zadatak 1.6 (Domaca zadaca). S tocnoséu e = 10~ odredite sjeciste grafova krivulje
zadanih jednadzbama y = - i 2 —y? = 1.

Rijesenje: x1 ~ —1.10692, 2o ~ 1.71667

Zadatak 1.7 (Domaca zadaca). Uz tocnost ¢ = 0.5- 1079 izracunajte v/2 rjesavajudi
jednadzbu 2® — 2 = 0.

Rjesenje: x ~ 1.2599210

Zadatak 1.8 (Domaca zadaca). Newtonovom metodom nadite pozitivne nultocke
funkcije f(z) = e™® 4+ 2? — 2 s tofnosdcu ¢ = 107°.

Rjesenje: x1 =~ —0.537274, x5 ~ 1.315974
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Zadatak 1.9 (Domaca zadaca). Izracunajte v/7 na 4 decimale (z*—7 = 0, ¢ = 107%).
Rjesenje: x1 =~ —1.62658, x5 ~ 1.62658

Zadatak 1.10 (Domaca zadaca). Newtonovom metodom (metodom tangente) rije-
Site sljedece zadatke. U svakom zadatku prije samog koristenja metode odredite sve
kriterije zaustavljanja (koji se mogu izrac¢unati) vezano uz ovu metodu.

a) Numericki izracunajte /—3 s tocnos¢u 10~7. Duljina intervala na kojemu ste
izolirali nulto¢ku neka bude barem 2.

b) Numericki izracunajte In 3 tako da greska bude manja od 1073, Duljina intervala
na kojemu ste izabrali nultocku neka bude barem 0.1.

¢) Numeric¢ki izra¢unajte In 5 tako da greska bude manja od 10~®. Duljina intervala
na kojemu ste izabrali nultocku neka bude barem 1.

Rjesenge: a) x ~ —1.44224957, b) = ~ 1.0986, ¢) = ~ 1.609437912

Zadatak 1.11 (Domaca zadaca). Odredite metodu za rjeSavanje jednadzbe:
1
€1+z2 — x7

tako da greska bude manja od 1073. Prije samog koristenja metode, odredite sve kri-
terije zaustavljanja (koji se mogu izra¢unati) vezane uz tu metodu. Duljina intervala
na kojemu ste izolirali nulto¢ku neka bude barem 1.

Rjesenje: x ~ 1.4014

Zadatak 1.12 (Domaca zadaca). Metodom raspolavljanja rijesite sljedece zadatke.
U svakom zadatku prije samog koristenja metode odredite sve kriterije zaustavljanja
(koji se mogu izrac¢unati) vezane uz ovu metodu. Duljina intervala na kojemu ste
izolirali nultocku neka bude barem 1.

a) Numericki izracunajte v/—3 s to¢noséu 1073,
b) Numericki izracunajte In 3 tako da greska bude manja od 1073,
c¢) Numeric¢ki izra¢unajte In5 tako da greska bude manja od 1073.

Rjesenje: a) x ~ —1.4423 b) x ~ 1.0986, c) x ~ 1.6094
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2. Aproksimacija i interpolacija

Za funkciju f znamo samo vrijednosti u n + 1 razli¢itih tocaka xo, z1, ..., 2z, (z; # z;
za i # j), tj. fr = f(wn).

Cilj: Aproksimirati na neki na¢in funkciju f nekom poznatom funkcijom ¢ tako
da vrijedi p(zx) = fr = f(x)). Time za proizvoljni x € R vrijednost funkcije f u z
tj. f(x) aproksimiramo s ¢(x).

Standardne pretpostavke za ¢vorove interpolacije: xg < 1 < --- < x,,.

P S —
[

=]
&
*
g
-

Slika 18: Subdivizija.

Pitanja:
1) U kojoj klasi funkcija traziti ¢?
2) Koliko je aproksimacija dobra - ocjena greske?

Odgovor na 1): Za ¢ obi¢no uzimamo polinom ili splajn (po dijelovima polinom).

Od ranije znamo da kroz tocke (xo, fo), (z1, f1), - -, (@, fn) postoji jedinstveni
polinom stupnja najvise n. U nastavku definiramo interpolacijski polinom za f u
¢vorovima x, . .., T,. Imamo:

o(x) =ao+amx + -+ a,a”,
gdje je ¢ linearna kombinacija kanonske baze {1,z, ..., a2"}. Slijedi:
ag + a1z + -+ + anry = fo,

ap + a1x1 + - - - + apxt = fi,

a0+a1xn+"'+anxzzfna
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Sto zapisujemo kao:

2 n
1z x5 ... xf Qo fo
1z 23 xl a | | fi
- )
1 2 n f
Tp T, ... x| |ag n
1 oz 2% ...

gdje je Vandermondeova matrica koja je regularna ako i samo

2 n
1z, x;, ... ay

ako x; # x;, 1 # j.
Ozna¢imo s p,, gornji interpolacijski polinom (stupnja najvise n), tj.
Pu(Tk) = fr

Izvedimo ocjenu pogreske takvog polinoma.

Teorem 2.1. Za n € Ny, neka je f € C"([a,b]), neka su xg,x1,...,2, € [a,b)],
x; # x; 2a 1 # j, ¢vorovi interpolacije, te neka je p, interpolacijski polinom za f u
danim c¢vorovima. Za proizvoljan x € |a,b] vrijedi:

(@) — pala)] < %M

pri cemu je w(x) =17 (x — x4) @ Mt := maXyepy | (2)].

Dokaz: Ukoliko je x = xy za neki k € {0,1,...,n}, tada je :
flxr) = pu(xr) = fo — fo =01 w(zg) =0,

pa je nejednakost trivijalno zadovoljena.
Dakle, pretpostavimo = ¢ {xq,...,z,}.
Definirajmo (za y € [a, b]):

e(y) == f(y) — paly),
w(y) = My_o(y — ).

Vrijedi: e,w € C""([a,b]), e(xg) = -+ = e(x,) = 0 te w(xg) = -+ = w(z,) =0,

w(z) # 0.

Dalje, definirajmo:

w(z)’
gdje je x #xp, k=0,...,n paw(z) #0.
Iz gornjeg imamo g € C"*([a, b]) te;
oz0) = -+ = gla,) = 0.

Dodatno, g(z) = e(z) — w(z) <2 = e(z) — e(x) = 0.
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Dakle, g € C"*"!([a,b]) i ima barem n + 2 nultocke u [a, b].

Iz Rolleovog teorema srednje vrijednosti slijedi da ¢’ ima barem n + 1 nultocki,
pa ¢’ ima barem n nultocki itd. sve do toga da ¢! ima barem jednu nultocku
€€ la,b).

Vrijedi:

9 0(y) = e (y) - ) () )

= [ (y) = piH I (y) — " (y)

w(z)
£ ) — o+ I,
w(z)
gdje je p"H(y) = 0 te W™ (y) = (n + 1)L,
Dalje, imamo:
0= g (E) = F7(E) = (n+ DS
= ela) = AT ()
B jw()|
= 1(0) = (o) = Ie)] < 0 M

]

Dakle, sigurno znamo da takav polinom postoji, ali je gornji postupak njegovog
ra¢unanja kompliciran. Iz tog razloga navodimo dva nacina za njegovo brze racunanje.

2.1. Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma

Za k € Ny definiramo:

lk(x) — (ZL’ — J]O) ..... (x — J}k_l)(l‘ — xk?-i-l) ..... (l’ _ xn) _ Wk(l')

(«Tk _ xo) R (g;k — l’k—l)(xk — l’k—ﬁ-l) SRR (l’k — l’n) Wk(«'ﬂg) .

Uoc¢imo da je l; polinom stupnja n, te:

0, 7 #k,
lk(l’j):{ 1L i—k

Sada imamo:
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Imamo linearnu kombinaciju polinoma stupnja n, pa je stupanj manji ili jednak n.
Nadalje, vrijedi:

pn(z;) = kalk(xy) = kafskzj =f;, 7€{0,1,...,n}.
k=0 k=0

Dakle, p, je trazeni interpolacijski polinom stupnja najvise n.
U praksi je ovaj nac¢in kompliciran za velike n. Takoder, ako Zelimo postupno
dodavati tocke, gornjom konstrukcijom moramo za svaki n gotovo iz pocetka krenuti.

2.2. Newtonov oblik interpolacijskog polinoma

Ideja je korak po korak dodavati ¢vorove interpolacije i time na raspolaganju imati
interpolacijski polinom za (zo, fo), zatim za (o, fo), (21, f1), pa za (zo, fo), (1, f1),
(ZEQ, fz) itd.

Konkretno, neka je p,_; interpolacijski polinom za {xg,...,z,-1}, a p, za skup
{zo,...,x,}. Cilj je pronaé¢i polinom ¢ najvise n-tog reda tako da vrijedi p,(x) =
Pn-1(x) + c(x).

[z ¢(z) = pu(x) — pp_1(z) vidimo da su xy, ..., z, 1 nultocke polinoma ¢, pa je ¢
nuzno oblika a,(z — xg) ... (x — z,_1).

Sada imamo p,(x) = pp_1(z) +an(z—x9) - - - (r—x,_1), gdje je p,_1(z) polinom
stupnja manjeg ili jednakog od n — 1, dok je a,(z — zg) - -+ - (x — x,_1) polinom
stupnja n.

Slijedi da je a, zapravo vodedéi koeficijent polinoma p,, a njega mozemo odrediti

iz Lagrangeovog oblika p,(z) = >~} _, fx ;k(ii)). Sada imamo:

n

o~ e Jr
ap = kz_%wk(«fk) —Z

0 (xk —LL’O) (;(;k —Ik_l)(l’k _Ik—i-l) (xk _In)

=flro,. .., xn)

Dodefiniramo f[zx] = fx. Napokon, imamo:

p1(33) = fo,
p2(7) =p1(z) + flzo, :1](T — 70),

() =flxo] + fl2o, 1](2 — 20) + flT0, 71, 22| (T — 20) (T — 71)

++f[l‘0,,l'n]($—l'()) """ (JT—IL'n_l).
Koeficijente f|xo,z1,...,x;] ne moramo svaki zasebno racunati ve¢ vrijedi sljedeca
formula:
flry, .o xn] — flzo, ..oy Tpa
flwo, ... xn] = | |-/l =1

Tp — Xo
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Zan =1 imamo f|xg,z1] = xoﬁvl + wlszo = ﬁ:i‘; = f[ngl]:ﬁm. Opcenito ra¢unamo:
- Tk
T,y .nn, Ty =
fle ) — (g —x1) oo (T — Tp1) (T — Tpg1) -+ v - (xp — xp)
Re fi(x — w0)
— (2 — xo)(zp — 1) - (g —xp1) (X — 1) - - (T — )
+ fn(xn - xO)
(n = @o)(xn —21) -+ -+ (X0 — Tn1)
te
n—1
fk(-rk - -rn)
Lo, y In—1] =
fleo U= G T (on — me) m — ne) - (o = Tn) (@ — )
o fo(xn - 930)
(g — 1) oo (o — 1) (w0 — T0)
Sada imamo:
n—1 f
f[[El,...,In]—f[il}o,...,i’n_l]: i ($k—ﬂf0—$k+l’n)
o= wi(@n)
fn fO
+ o () (2 — o) + o(z0) (xn, — x0)
—~  fr
— (z, —
( 0) kzg Wk(c'ﬂc)
- (zn - I’())f[l’(), ,I’n]
Da rezimiramo, imamo sljede¢u tablicu podijeljenih razlika:
Tablica podijeljenih razlika
Tk f[fl?k] f[l’k, $k+1] f[iUk, Th41, l'k+2] e f[l'O, Ty, - Jn]
Zo o]
f[x()v xl]
T flz1] flwo, 21, 2]
f[xh xQ]
. f[$0ax17"'7$n]
f[l'nf% mnfl]
Tp—1 f[xnfl] f[xnf% Tn-1, xn]
f[xn—la xn]
Tn | flzn]

te interpolacijski polinom:

po(x) = flwo]+ flxo, v1](x —x0) 4+ -+ flxo, 21, - -y ) (x—20) (T — 1) -+ - (T — 20 1).

Napomena 2.2. Za medusobno razli¢ite tocke xo, . . . , x,, podijeljena razlika f|xo, ..., x,]
ne ovisi o permutaciji tocaka, tj. za o permutaciju vrijedi f[zo, ..., 2n] = flZo), - - -+ Tom)]-
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Zadaci

Zadatak 2.1. Nadite interpolacijski polinom koji funkciju f(x) = sin(rz) interpolira
u tockama s z-koordinatama xg = 0, x; = % 129 = % Ocijenite gresku tako dobivene
interpolacije. Nadalje, izrac¢unajte vrijednost dobivenog interpolacijskog polinoma u
tocki x = 0.4, ocijenite gresku interpolacije u toj tocki te nadite pravu gresku.

Rjesenje: Za funkciju f(x) = sin(7z) imamo:

Jr 0 5 1
Dakle, imamo n = 2 te py(x) = Zizo frle(z), gdje ra¢unamo:

lo(.%‘): (SL’—.I’l)(SC—.T2> )(I—%) :JI —gl"i‘%

(2o — 1) (0 — 72) %)(—%) ﬁ

_ _ 1 2_ 1

L(z) = (z = 2o)(& = o) = 12> =7 12x = —182” + 9z,

(21— 20) (71 — 72) g) 18
12(1,) _ (.I'—l'o)(l’—l‘l) _ %) _6$2—$

(w2 — @) (w2 — 1)

Dakle, interpolacijski polinom je dan u obliku: py(z) = 0-lo(z) + 301 (z) + 1 - lo(2) =

—3x2 + gx Njega smo mogli dobili i Newtonovom metodom:

Tablica podijeljenih razlika
Tk fk! f[mk7xk+1] f[l'(),l‘l,ﬂfg]
0 0
3
3_6
% % 2%2 — _3
2.3
L =2
3
1
5 1

Dakle, dobivamo ps(z) = 043(x —0) —3(z —0)(z— §) = 3z —3z(z —
Ocjena pogreske je dana sa:

(@) — palo)] < 200,

gdje je M3 = max |f"”(x)] = max
z€[0,

z€[0,3]
Sada ra¢unamo:

w(z) = (x — 20)(
= x(x2 - gx—i- -

Dakle, imamo ocjenu:

|[f (@) = pa(z)] <

3!

| — w3 cos(mz)| = 73 (za x = 0).
]

2 1
|28 — 2% + 5]

6

= 1222 — 8z + 1,
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Aproksimacijska vrijednost funkcije f u tocki x = 0.4 jest po(0.4) =~ 0.92.
Stvarna greska je dana sa:

| £(0.4) — po(0.4)| = 0.0310565,

dok je ocjena greske dana sa:

3 = 0.0482320.

£(0.4) = p2(04)] < !w<2-4>\

Zadatak 2.2 (Domaca zadaca). Funkcija </z zadana je sljede¢om tablicom:

Tk, 1.0 1.1 1.3 1.5 1.6
fr 1.00000000 | 1.03228012 | 1.09139288 | 1.14471424 | 1.16960710

Nadite vrijednost v/1.15 i ocijenite gresku. Nadite i pravu gresku.

Rjesenje: Napravimo tablicu podijeljenih razlika na sljedeé¢i nac¢in:

Tablica podijeljenih razlika

T || fr flew, wea] | flow, Tegr, Trgo] | flon - 2eys] | flro, 21, - -0 2]
1 1.00000000
0.3228012
1.1 1.03228012 —0.09079133
0.2955638 0.03679766
1.3 || 1.09139288 —0.0723925 —0.01644553
0.2666068 0.02693034
1.5 1.14471424 —0.05892733
0.2489286
1.6 ] 1.16960710

Dakle, interpolacijski polinom je dan sa: py(z) = 14-0.3228012(z—1)—0.09079133(z—
1)(z — 1.1) + 0.03679766(z — 1)(z — 1.1)(z — 1.3) — 0.01644553(z — 1)(z — 1.1)(z —
1.3)(x — 1.5).

Stoga imamo: py(1.15) = 1.04769137. Nadalje, imamo:

w(z)=(z—1)(x - 1.1)(x — 1.3)(x — 1.5)(x — 1.6)
= 2% — 6.52% + 16.772> — 21.4632% + 13.625x — 3.432.

Ocjena pogreske je dana sa:

lw(1.15)]

£(115) = pu(L15)] < F

M5 = 0.00000535,
gdje je:
w(1.15) = (1.15 = 1)(1.15 — 1.1)(1.15 — 1.3)(1.15 — 1.5)(1.15 — 1.6) = —0.0001772,

te:
880 14
3

M; = max |f®(z)] = max
€[1,1.6] 2€[1,1.6

]



136 POGLAVLJE 2. OSNOVNE NUMERICKE METODE

Prava pogreska je dana sa;
|£(1.15) — py(1.15)] < 1.81682835 - 107°.
O

Zadatak 2.3. (Domaca zadaca) Nadite interpolacijski polinom za (0,1), (—1,2),
(1,3).

Rjesenje: py(x) = 32% + s+ 1 O

Zadatak 2.4. (Domaca zadaca) Nadite interpolacijski polinom koji interpolira funk-
ciju f(x) = logz u totkama s r—koordinatama 1,10,100,1000. Nadite vrijednost
log 500, ocijenite gresku i nadite pravu gresku.

Rjesenje: p3 = (x—1) — gos (x — 1) (2 — 10) + 555005 ( — 1) (z — 10)(z — 100), f(500) =
2.69897000, ocjena greske u z = 500: |f(500)—p3(500)| < 5309467189, stvarna greska
u x = 500: [£(500) — p3(500)| < 96.33242164. O

Zadatak 2.5. Funkcija f(z) = sin(nz) zadana je tablicom:

Ty 0 0.25 0.5 0.75 1
T 0 0.70710678 | 1 0.70710678 | O

Nadite vrijednost u z = 0.6 i ocijenite gresku. Nadite pravu gresku.

Rjesenje: Koristimo Newtonovu metodu:

Tablica podijeljenih razlika

e || S floe, Tesr] | flor, Togr, Toga] | flon, o Tras]| floo, 21, .., @)
0 0
2.82842712
0.25 || 0.70710678 —3.31370848
1.17157288 —1.83011072
05 | 1 —4.68629152 3.66022144
—1.17157288 1.83011072
0.751 0.70710678 —3.31370848
—2.82842712
1 0

Imamo interpolacijski polinom:

pa(z) = 0+ 2.828427122 — 3.31370848z(x — 0.25) — 1.830110722(z — 0.25)(z — 0.5)
+3.66022144z(z — 0.25)(z — 0.5)(z — 0.75).

Vrijednost interpolacijskog polinoma u tocki = = 0.6:

p4(0.6) = 0.95121547.
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Ocjene pogreske je dana sa:

0.6
|£(0.6) — p4(0.6)| < wM5 = 0.00321321.
gdje je:
M- = (5) — 7
5 xrg[gﬁ]lf (z)| ==,
te:

w(0.6) = (0.6 — 0)(0.6 — 0.25)(0.6 — 0.5)(0.6 — 0.75)(0.6 — 1) = 0.00126.
Stvarna greska je dana sa:

| £(0.6) — p4(0.6)] < 0.00015895.

O
Zadatak 2.6 (Domaca zadaca). Odredite interpolacijski polinom stupnja 5 koji
aproksimira funkciju f(x) = e“** na ekvidistantnoj mrezi intervala [{g, T]. Ocije-

nite gresku tako dobivene interpolacije. Izrac¢unajte vrijednost tako dobivenog inter-
polacijskog polinoma u to¢ki x = 3T ocijenite gregku interpolacije te nadite pravu

647
gresku.

2.3. Linearni interpolacijski splajn

Neka je dana funkcija f: [a,b] — R. Neka je dana subdivizija a = 2o < 27 < -+ <
x, = b te f(xg) = fr. Definiramo:
fi— fima

i) = Qis 0i(x) = fisi + ——(x —x;1), ® € [1,_1, 7],
Ti — Tij—1

¥

sto je pravac kroz (z;_1, fi—1) te (x;, fi).
Za x € [r;_1,x;] po Teoremu 2.1 imamo:

(2 — 2i1)(z — 2)|

[f(x) = p(@)] = [f(z) — @i(z)] < , max | f"(y)]
21 yE[zim1,74]
< [(z — 2 )(x x2)|M2_
2!
Parabola z + (z — z;_1)(z — z;) poprima lokalni minimum u z = = pa imamo:

i — Ti— 2 h?mzz
(= i) — )] < TTE < Ps

gdje je hpar = max;—q, n{x; — z;_1}. Sada dobivamo ocjenu:

.....

h2
£(@) = pla)] < T2 0,

Na primjer, uzmemo li ekvidistantnu mrezu x, = a + kb_T“, slijedi da je hper = =2
pa dobivamo |f(z) — ¢(x)| — 0, za n — oc.
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Zadaci

Zadatak 2.7. Nadite linearni interpolacijski splajn koji interpolira funkciju f(z) =
log x u tockama s x—koordinatama 0.5,1,1.5,2. Nadite vrijednost log 1.4 preko line-
arnog splajna i ocijenite gresku. Nadite i pravu gresku.

Rjesenje: Imamo sljedecu tablicu funkcijskih vrijednosti za f(x) = log x:

T 0.5 1 15 2
A —0.30103000 | 0 0.17609126 | 0.30103000

Sada imamo splajn definiran po dijelovima.
¢ na [0.5,1] je dan u sljede¢em obliku:

v1(x) = —0.30103000 + 0.60206(x — 0.5).
¢ na [1,1.5] je dan u sljedec¢em obliku:
02(7) = 0+ 0.35218252(z — 1),
¢ na [1.5,2] je dan u sljede¢em obliku:
3(x) = 0.17609126 + 0.24987748(x — 1.5).

Vrijednost splajnauz = 1.4 je p(1.4) = ¢5(1.4) = 0.15110351, dok je prava vrijednost
f(1.4) = 0.14612804. Prava pogreska je dana sa:

|£(1.4) — p(1.4)] < 0.00497548.

Znamo da je f"(z) = —m pa je My = rr[loa5><2]|f”(:1:)| = 1.73717793, pa je ocjena
ze€|0.9,

pogreske dana sa:

1.73717793
8

|f(z) —p(x)] < 0.52 = 0.05428681.

Zadatak 2.8 (Domaca zadaca). Funkciju f(z) = /32 + 5 aproksimirajte:

a) Newtonovim oblikom interpolacijskog polinoma stupnja 3 na ekvidistantnoj
mrezi intervala [—1.5,1.5].

b) Newtonovim oblikom interpolacijskog polinoma u to¢kama s apscisama

3 <(2k;+ 1)r

T = —— COS g ), ke{0,1,2,3}.

c¢) Lagrangeovim oblikom interpolacijskog polinoma stupnja 3 na ekvidistantnoj
mrezi intervala [—1.5,1.5].
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d) Lagrangeovim oblikom interpolacijskog polinoma u tockama s apscisama

3 ((2k+1)7r

T = ——= COS
8

), ke {0,1,2,3).

e) Linearnim interpolacijskim splineom s 4 ekvidistantna ¢vora u intervalu [—1.5, 1.5].
f) Linearnim interpolacijskim splineom u to¢kama s apscisama

3008(
Tk = —=
F 9

(2k+ D)7

. ) ke {0,1,2,3).

Nadite vrijednost interpolacijskog polinoma u tocki 0.75, ocijenite gresku u toj tocki
i nadite pravu gresku u toj tocki. Nadite vrijednost interpolacijskog splinea u tocki
0.75, ocijenite gresku u toj tocki i nadite pravu gresku u toj tocki.

Rjesenje: a) ps(x) = 0.7071068 4+ 1.1637219(x + 1.5) — 0.2424704(x + 1.5)(z + 0.5) +
0.05645948(x + 1.5)(x +0.5)(z — 0.5), p3(0.75) = 2.6832311, ocjena greske: |f(0.75) —
p3(0.75)] < 18.87747803, prava greska: |£(0.75) — p3(0.75)| < 0.0093513

Zadatak 2.9 (Domaca zadaca). Vrijednost udjela investicijskog novéanog fonda mje-
rene su tijekom 6 radnih dana. Izmjerene vrijednosti se nalaze u tablici.

dan | 1 | 2 | 3 | 4 | 5
vrijednosti udjela | 116.95 | 116.96 | 116.97 | 116.98 | 117.00

a) Odredite Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma koji aproksimira dane po-
datke.

b) Odredite Newtonov oblik interpolacijskog polinoma koji aproksimira dane po-
datke.

¢) Odredite linearni interpolacijski spline koji aproksimira dane podatke.

d) Odredite Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma koji aproksimira prva ce-
tiri dana podataka.

e) Odredite Newtonov oblik interpolacijskog polinoma koji aproksimira zadnja
Cetiri dana podataka.

f) Odredite linearni interpolacijski spline koji aproksimira zadnja ¢etiri dana po-

datka.

Rjesenje: b) ps(z) = 116.95 4+ 0.01(z — 1) + 0.000425(x — 1)(z — 2)(x — 3)(x — 4) ¢)
o1(x) = 116.95+0.01(z—1), ¢a(2) = 116.96+0.01(x—2), p3(z) = 116.97+0.01(z—3),
p3(x) = 116.9840.02(x—4) e) ps(x) = 116.96+0.01(x—2)+0.002(x—2)(z—3)(x—4) {)

¢1(z) = 116.9640.1(z—2), po(x) = 116.9740.01(x —3), ps(x) = 116.9840.02(x —4)
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3. Numericka integracija

Za f: [a,b] — R Zelimo izrac¢unati integral :

1= [ s

Opcenito je integriranje teze od deriviranja, pa Cesto ne znamo izrac¢unati gornji
integral. Tada ima smisla ra¢unati pribliznu vrijednost.
Aproksimaciju trazimo u sljede¢em obliku:

Ln(f) =Y w™ f(a™),
k=0

pri ¢emu je m € N zadan, g:,(j”) se zovu ¢vorovi integracije, a w,@ tezinski koeficijenti.

Radimo samo metode Newton—Cotesovog tipa gdje je mreza integracije ekvidis-
tantna. Za m € N, uzimamo z( := a, x,(cm) = xg + khpy, hyp = b;—“, kE=0,1,....m

(posebno, x,, = b).

Za takvu fiksnu mrezu preostalo je samo odrediti m + 1 koeficijent w(()m), e ,wr(;n )

tako da: .
Ln(f) =Y wi™ fa™),
k=0

sto bolje aproksimira I(f).

3.1. Trapezna formula

Imamom =1, pajexy=a,ry =bte h=h; =b—a.
Trebamo odrediti wg, wy tako da:

Ir(f) = L(f) = wof(a) + w1 f(b),

sto bolje aproksimira I(f).
Neka je p; interpolacijski polinom za f u ¢vorovima xy = a i 7 = b. Vrijedi:

pi(@) = fla] + flabe - a) = fla) + LT o )

Sada zelimo: I;(f) = I(py). Vrijedi:

I(p)) = f(a)/ do + W/ (x - a)de
f() = f(a) (b — a)?

:i(a)(b—a) +b — 5 51)
=2+ 2w
IVICESU

Formula (3.1) se zove trapezna formula.
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Napomena 3.1. a) Trapezna formula se takoder moze dobiti tako da se zahtijeva
da je Ir(p) = I(p), za polinome stupnja manjeg ili jednakog 1.
.. . .. a b) . o a b
b) Trapez visine b — a i srednjice % ima povrsinu £ );f( (b —a).

a)
fla; )

Ll

/

b—a
Slika 19: Trapezna formula.

c) Ve¢ za polinome stupnja 2 trapezna formula viSe nece biti egzaktna:

b — a® a® + b?

b
7o [ e et = -0,

Moze se pokazati da imamo jednakost ako i samo ako je a = b, $to nije moguce
jer b>a. Npr. za a =0, b=1 vrijedi + # 3.

Teorem 3.2. Neka je f € C*([a,b]). Tada je:

< M

’/abf(x)dx —IT(f)‘ < -0,

Dokaz: Vrijedi (u drugoj jednakosti koristimo rezultat iz Teorema 2.1):
b b
[ #ada -1 = [ @) - pifa)is
b(z —a)(x —D) ,,
- [ =D gy

I 7 .
~5 [ Cla=a@=mre) (32
My [°
< 7/a (0 — )z — b)dx
My

M.
D (b—a)(a”+b ab) 5 (b—a)

]

Formula (3.2) nije egzaktna za kvadratne polinome, a njihov integral je reda (b— a)?,
pa je od tuda i pogreska tog reda.
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3.2. Simpsonova formula

a+b

Neka je zg = a, x1 = 57, xa = b, h = Z’_T“ Imamo:

I5(7) = Bf) = wof(a) +wn f(“50) 4w (1)

Neka je py interpolacijski polinom za f u ¢vorovima xg, x1, Ta:

pa(a) = fla] + f|a. a;b] (z — a) + flwo, 21, 72)(x — 70)(T — 71).
Vrijedi:
flzo] = f(a),
f(eE)y — f flatby _ f
flwo, x1,20) = fley, @] = flzo,a1] Qf(b);fia;b) — f(aTJ:E;f(a)
o T2 o N b—a
_ 2f(b) - 2f<a7+b) + f(a)
B (b—a)? '

Nadalje, vrijedi f; dr =b— a, f:(x —a)dr = @ te:

b a+b b, a+by\ [° a+b [
/Q(x—a)<x— 5 )dmzlmdm—(a—i— 5 )/Gxdx—l—a 5 /adx

b —a a+ b\ b* — a? a+b
=—3 —<a+ 5 ) 5 +a 5 (b—a)

1
=15~ a)(4b® + 4ab + 4a® — 3(3a + b)(b + a) + 6a> + 6ab)

1
12

1
= —(b—a)(b?®+ a® — 2ab
12

(b — a)(4b® + 4ab + 4a* — 3b* — 9a* — 12ab + 6a* + 6ab)

Sada imamo:

I(f) = / pa(z)dz
F6) = 2(252) + fla) 1

=f(a)(b—a)+2 — 5 +2 b—a? 12(1)_@)3
=) (o) + () = sy + L0 CED Sty

= _a<f(a)+4f<a;b)+f(b))

=§<f(a)+4f<a;b>+f(b) .
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Teorem 3.3. Neka je f € C*([a,b]). Tada je:

‘/abf(x)dx_ L)< 18g4-416 b

gdje je My = max,cfqy |f@(z)| i h = b_T“.

Napomena 3.4. Vrijedi analogna tvrdnja kao u Napomeni 3.1 a) za polinome drugog
stupnja. Medutim, Simpsonova formula je egzaktna i za polinom tre¢eg stupnja
(pokazite!), pa je to razlog zaSto je ocjena bolja od ocekivane.

Dokaz: Dajemo samo ideju dokaza. Vrijedi (u drugoj jednakosti koristimo parcijalnu
integraciju):

[ e naip| | [ =2 ;b)(x_b)fwxggc)dx

Ry

Koristimo:

a) Definiramo:
wia) = | "y — 20)y — 1)y — w2)dy, wla) = w(b) = 0, w(z) > 0.

b) Za f € C* slijedi da postoji (f(&,))) tako da vrijedi |(f"(&,))'| < CMy.

3.3. Produljene formule

Produljene formule dobivamo tako da segment [a, b] podijelimo na n segmenata jed-
nake duljine i onda na svakom podsegmentu primijenimo odgovarajué¢u formulu.
Uzmemo zg = a, xp, = a+ kh, h = b_T“

Produljena trapezna

Vrijedi:
- k [ k —~h
() =Y 1 =3 [ phladde = 3" 5 () + S(o)
—g () + )
h 2
=5 (f(a) + Zf ) + f(b))-

k=1
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U nastavku dajemo ocjenu greske. Za f € C?([a,b]) imamo:

[ @z~ 1ont1) 21/ spts— [ oy

B M2 b—a
_§j M (b= o)’

n2

Dakle, ako zelimo da je greska manja ili jednaka e, tada za n dobivamo da je dovoljno

da vrijedi %(bna) < g, tj. da vrijedi:

> (b — CL)3M2
- 12¢

Produljena Simpsonova

U Simpsonovoj formuli svaki od podsegmenata podijelimo na dva segmenta jednake
duljine tako da ukupno uvijek imamo paran broj segmenata.

Oznacimo s n ukupan broj segmenata (dakle, n je paran broj) i h = b;—“ Defini-
ramo z :=a+ kh, k=0,1,... n. Imamo:

Ips(f) = Z 157[x2k_27$2k] (f)

n

2

=D _ g (@) +4f (war1) + f(2))

k=1

(f(xo) +4f (w1) + 2f (w2) + 4f (w3) + 2f (24) + - - + 4f (zn1) + f(20))

>

[y

|3

h
3
L 3
S(F(@0) +4 7 flan) +2 ) flaw) + f(@a).

k=1 k=1

U nastavku dajemo ocjenu gregke. Za f € C*([a,b]) imamo:

‘ /ab f(z)dx — Ips(f Z ‘ /x 157[17%_2@%](]‘)’

M4(b — CL>5
< AR g = 2
= ; 90 i 180”h 18002

Dovoljan uvjet na n da greska bude manja ili jednaka e jest (n mora biti paran!):

n 4 M4(b — CL)5
- 180¢e
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Zadaci

Zadatak 3.1. Produljenom trapeznom formulom izra¢unajte vrijednost integrala:

/ U dx

0 1+ x7

s 10 podintervala, ocijenite gresku i nadite pravu gresku. Nadite broj podintervala
potreban da se istom formulom postigne to¢nost ¢ = 1074,

Rjesenje: Za pocetak, odredimo ocjenu greske. Imamo a = 0, b = 1, n = 10,
h = bl_—oa = 0.1. Kako je f € C*([0,1]), za ocjenu greske ¢e nam jo§ biti potrebna i
ocjena na drugu derivaciju funkcije f; preciznije, treba nam:

My(f) = max | f"(z)].

z€[0,1]

Kako je f"(z) = ﬁ, zaklju¢ujemo da se maksimum postiZe u lijevom rubu te je:

Ms(f) = 2.

Ocjena greske Rpp Ce iznositi:

(b—a)? 1 .
Rpr| < M. =—=~1.7-10"".
[Rerl < o Ma(F) = G55
Rac¢unamo vrijednosti funkcije f u ¢vorovima x, = kh, k=0,1,...,10.
x |0 | 01 | 02 | 03 | 04

f(zy) | 1.0000 | 0.9091 | 0.8333 | 0.7692 | 0.7143

x, | 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
f(zx) | 0.6667 | 0.6250 | 0.5882 | 0.5556 | 0.5263 | 0.5000

Aproksimacija tada iznosi:

9

(f(zo) +2D " flan) + f(an)) ~ 0.6938.

k=1

Ipr =

o S

Toc¢na vrijednost integrala iznosi:

1
/ du =In(1+ x)
0

1

=1n2—-In1~ 0.6932.
0

1+

Dakle, prava greska je 6 - 107* < 1.7- 1073 = Rpr.
Konaé¢no, odredimo broj podintervala potreban da se postigne to¢nost e = 107
Iz ocjene greske slijedi da mora biti:

(b—a)*Ms(f) _
n> \/ o ~ 40.82,

pa zaklju¢ujemo da je potreban (barem) 41 podinterval. n
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Zadatak 3.2. Produljenom trapeznom formulom izracunajte vrijednost integrala

0.9
/ sh xdx,
0.7

tako da greska bude manja ili jednaka ¢ = 1074

Rjesenje: Kako je f € C*([a,b]), ponovno koristimo isti postupak. Ocijenimo prvo
drugu derivaciju na intervalu [a,b] = [0.7,0.9]. Imamo f”(x) = shx, pa kako je sh
rastuca funkcija na [0.7,0.9], dobivamo:

My(f) = max [f"(z)|=sh0.9~ 1.027.
£€[0.7,0.9]

Odredimo sada potreban broj podintervala da bi greska bila manja od ¢ = 1074

(b—a)3My(f) ~
n > \/ 192 ~ 2.62,

pa zakljuéujemo da su potrebna tri podintervala (odnosno n = 3). Stavimo h = %% ~

0.06667. Cvorovi integracije su tada tocke:
2y =07+kh, k=0,1,23.
Vrijednosti funkcije u tim ¢vorovima su:

zr | 0.7000 | 0.76667 | 0.83334 | 0.9000
f(xy) | 0.75858 | 0.84401 | 0.93320 | 1.02692

Aproksimirana vrijednost integrala je tada:
Ipr = 0.17799.

Prava vrijednost integrala je:

0.9 0.9
/ shxdxr =chzx ~ 0.17792
0

7 0.7

]

Zadatak 3.3. Produljenom Simpsonovom formulom izra¢unajte vrijednost integrala

/ U ode

o 1+a’

s 10 podintervala, ocijenite gresku i nadite pravu gresku. Nadite broj podintervala
potreban da se istom formulom postigne to¢nost ¢ = 1078,
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Rjesenje: Tmamo a = 0, b =1, n = 10, h = =% = 0.1. Cvorovi integracije ¢e biti
tocke:
xr=kh, k=0,1,...,10.

Vrijednosti funkcije u tim toc¢kama smo veé izrac¢unali u Zadatku 3.1. Aproksimirana
vrijednost integrala je tada:

Ips = g(f (w0)+4f (1) +2f (w2)+4f (23)+2f (wa) ++ - +4f (25-1)+ f(x)) = 0.69315023.

Ocjena greske glasi:

(b—a)
< - 7
|1Bps| < oo Malf),
gdje je
Mi(f) f O ()] 2
R i L e I

pa slijedi da je ocjena greske
|Rp5| <1.33- 1075,

Prava gregka je 3.05-107% < Rpg.
Odredimo jos broj intervala za to¢nost ¢ = 107%. Ponovno iz ocjene slijedi da

treba biti:
M) — af
180e

Kako n mora biti paran broj, vidimo da je potrebno 62 podintervala za trazenu
tocnost.

[]

Zadatak 3.4. Produljenom Simpsonovom formulom izra¢unajte vrijednost integrala

1
/ sin(e®)dz,
0

tako da gregka bude manje ili jednaka ¢ = 1073,
Rjesenje: Odredimo prvo M,(f). Imamo:

FW(z) = e sin(e”)(e*® — 7) + e® cos(e”)(1 — 6¢*),
pa ocjenjujemo na sljede¢i nacin:

[f(@)] < |e*|]sin(e)][e** — 7| + [°]] cos(e”)||1 — 6¢™]
< 6e® + e(6e* — 1)
~ 162.12928.

Za potreban broj podintervala tada imamo ocjenu

M4 b — CL
~ 5.5
\/ 1806 ’
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paslijedi da trebamo uzeti 6 podintervala. Vrijednost funkcije f u évorovima zy, = kh,
k=0,1,2,...,6 je:

z, | 0 ]0.1667]0.3334| 0.5 |0.6667 |0.8334| 1
f(xy) | 0.8415 | 0.9251 | 0.9847 | 0.9970 | 0.9298 | 0.7451 | 0.4108

Aproksimirana vrijednost integrala je tada
Ipg ~ 0.87499.
O

Zadatak 3.5 (Domaca zadaca). Produljenom trapeznom formulom izrac¢unajte vri-
jednost navedenog integrala tako da greska bude manja ili jednaka zadanoj to¢nosti
. Ocijenite gresku. Kada je to moguée, odredite i pravu gresku.

a) fol sin(e®)dzr, e = 1073,
b) [2 &t dr, e =5-1075,

¢) [7 e e =107,

4
d) folhg(sinx —Inz + e%)dz, e = 1073,

Zadatak 3.6 (Domaca zadaca). Produljenom Simpsonovom formulom izrac¢unajte
vrijednost navedenog integrala tako da greska bude manja ili jednaka zadanoj to¢nosti
. Ocijenite gresku. Kada je to moguce, odredite i pravu gresku.

a) f00.'79 shadr, e = 1074,

b) [2 32 dr, e=5-1077,

c) fol V14 2zxdr, e =5-10772,
d) fog cos’ zdx, e = 1074

Rjesenje: c) Ips(f) = 1.3987, ocjena greske: |Rps| < 2.03-107°, prava pogreska:
| [ VI 2zda — Ips(f)| < 1.74-1075 d) Ips(f) = 0.642738, ocjena greske: |Rpg| <
5.18832 - 1077, prava pogreska: | [} /1 + 2zdz — Ips(f)] < 3.89183 - 107
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4. FEulerova metoda

4.1. Algoritam

Promatramo inicijalni problem prvog reda zadan diferencijalnom jednadzbom

dy
— = f(t 4.1
L= fity) (@)
te inicijalnim uvjetom
y(to) = yo. (4.2)

Pretpostavljamo da su funkcije f i g—i neprekidne na nekom pravokutniku u ty-ravnini
koji sadrzi tocku (%o, o). Tada znamo da iz Picardovog teorema 2.4 slijedi da postoji
jedinstveno rjesenje y = ¢(t) danog problema na nekom intervalu u okolini .

U nastavku proucavamo Eulerovu metodu. Prvo zapisimo diferencijalnu jednadzbu
(4.1) u tocki t = t,, u sljedecem obliku:

d¢
= (tn) = f(tn, 6(tn)). (4.3)

Sada aproksimiramo derivaciju u jednadzbi (4.3) odgovaraju¢im diferencijalnim kvo-
cijentom, te dobivamo:

¢(tn+1) — ¢(tn)

tn—‘rl - tn

R f (tn, ¢(tn))- (4.4)

Napokon, ako zamijenimo ¢(t,1) 1 ¢(t,) s aproksimativnim vrijednostima 4,11 1 Yn,
respektivno, te rjeSsavamo za y,.1, dobivamo Eulerovu formulu:

Yn+1 = Yn + f(tna yn)(tn-l-l - tn)a n = 07 17 27 SRR (45)

Ako veli¢ina koraka t,,1 — t, ima konstantnu vrijednost h za svaki n € Ny te ako
ozna¢imo f(t,,y,) sa f,, tada jednadzba (4.5) postaje:

Ynil1 =Yn +hfn, n=0,1,2,.... (4.6)

Ideja Eulerove metode je evaluirati jednadzbe (4.5) i (4.6), koristec¢i rezultat svakog
koraka kako bi izvrsili iduci korak. Na ovaj nac¢in dobivamo niz vrijednost (y,)n>0
koje aproksimiraju vrijednosti rjeSenja ¢(t) u tockama (t,)n>0-

Primjer 4.1. Promatramo inicijalni problem

Y =1—1+4y,
y(0) = 1.

Jednadzba (4.7); je linearna jednadzba prvog reda, te mozemo lako provjeriti da je
rjesenje koje zadovoljava pocetni uvjet (4.7)y dano u sljede¢em obliku:
3 19

1
Spo 20 4
116 T 16° (4.8)

(4.7)

y=9o(t) =
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Koristeéi Eulerovu formulu (4.6) i veli¢ine koraka h = 0.05,0.025,0.01 te 0.001,
odredujemo aproksimativne vrijednost rjeSenja y = ¢(t) problema (4.7) na inter-
valu 0 <t < 2.

Dobivamo sljedeé¢u tablicu:

| ¢t [ h=0.05 | h=0.025] h=0.01 [ h=0.001 | egzaktno |

0.0

1.0000000

1.0000000

1.0000000

1.0000000

1.0000000

0.1

1.5475000

1.5761188

1.5952901

1.6076289

1.6090418

0.2

2.3249000

2.4080117

2.4644587

2.5011159

2.5053299

0.3

3.433560

3.6143837

3.7390345

3.8207130

3.8301388

0.4

5.0185326

5.3690304

5.6137120

5.7754845

5.7942260

0.5

7.2901870

7.9264062

8.3766865

8.6770692

8.7120041

1.0

45.588400

53.807866

60.037126

64.382558

64.897803

1.5

282.07187

361.75945

426.40818

473.55979

479.25919

2.0

1745.6662

2432.7878

3029.3279

3484.1608

3540.2001

Primje¢ujemo da preciznost nije znacajna. Za h = 0.01 postotna greska je 3.85%
ut =05 749% ut = 1.0 te 14.4% u t = 2.0. Odgovarajuce postotne greske za
h = 0.001 su 0.40%, 0.79% te 1.58%, respektivno. Primjec¢ujemo da ako je h = 0.001,
tada je potrebno 2000 koraka kako bi prosli interval od t = 0 do t = 2. Stoga je
potrebno puno racuna ako Zelimo dobiti barem razumno dobru preciznost za ovaj
problem koristeé¢i Eulerovu metodu.

4.2. Ocjena greske

Promatrajmo sada na$ problem u obliku integralne jednadzbe. Neka je y = ¢(¢)
rjeSenje naseg inicijalnog problema (4.1)—(4.2). Integrirajuci od t,, do t,,+1, dobivamo:

[ Tyt = / "t ()t (4.9)
ili
Otni) = Blta) + / A o))t (4.10)

Integral u (4.10) mozemo geometrijski interpretirati kao povrinu ispod krivulje
na Slici 20 izmedu t = ¢, i t = t,,1. Ako aproksimiramo integral tako da umjesto
funkcije f(t, ¢(t)) koristimo njenu aproksimaciju u trenutku t,, tj. f(t., ¢(t,)), tada
stvarnu povrsinu aproksimiramo povrSinom zatamnjenog pravokutnika.
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v =1t é(t)

tn tn—-l i

Slika 20: Geometrijska interpretacija Eulerove metode

Uz pretpostavku da je korak metode iste duljine h = t,,.1 — ¢, za svaki n € N,
dobivamo:

Ptni1) = G(tn) + f(tn; 6(tn)) (tni1 = tn)
= ¢(tn) + hf (tn, 9(tn)) (4.11)

Konaéno, da bismo dobili aproksimaciju y, 1 za ¢(t,+1), jos dodatno aproksimiramo
¢(t,) s pribliznom vrijednosti y, u jednadzbi (4.11). Ovo daje Eulerove formulu
Yn+1 = Yn+hf(tn, yn). Boljim aproksimacijama integrala mogu se dobiti puno to¢nije,
ali kompliciranije metode.
Jos jedan pristup je taj da pretpostavimo da rjeSenje y = ¢(t) mozemo razviti u
Taylorov red oko tocke t,,. Tada imamo:
2

Ot + 1) = 6(0) + /(1) + 0 (1) o

odnosno: )

Otnsn) = 0(t) + Tt )+ (1) 4. (1.12)

Ako red odrezemo nakon prva dva ¢lana, te ako @(t,+1) 1 ¢(t,) zamijenimo s
pribliznim vrijednostima y,, 11 1 ¥,,, opet dobivamo Eulerovu formulu (4.6). Ako bismo
zadrzali viSe ¢lanova Taylorovog razvoja, dobili bismo toc¢niju formulu. Dodatno,
koristec¢i Taylorov razvoj s ostatkom, mozemo dobiti ocjenu greske u formuli.

[zvedimo sada ocjenu za lokalnu pogresku diskretizacije Eulerove metode. U tu
svrhu, pretpostavimo da rjeSenje y = ¢(t) inicijalnog problema (4.1), (4.2) ima ne-
prekidnu drugu derivaciju na intervalu na kojem provodimo metodu. Da bismo ovo

of

osigurali, pretpostavimo da su f, % i35, neprekidne funkcije. Naime, ako f ima ova

svojstva, i ako je ¢ rjeSenje tog inicijalnog problema, tada vrijedi:

¢'(t) = f(t, (1)),

i, koristeé¢i lanc¢ano pravilo,

(0) = G (t.6(0) + S0, 6(0)0 (1)
_of of

= 5, (5 6() + 3 (t, 6 () f(t, B(1)). (4.13)
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Kako je desna strana ovog izraza neprekidna, to je i ¢”. Sada, razvojem funkcije ¢ u
Taylorov red s ostatkom oko ¢,, dobivamo:

bt + h) = 6(t) + & (t)h + %gb"(fn)h?, (4.14)

pri ¢emu je ¢, neka tocka takva da je t, < t,, < t,+h. Uocimo da je ¢(t,+h) = ¢(tny1)
idaje ¢/(t,) = f(tn, d(t,)) iz Cega slijedi da (4.14) mozemo zapisati kao:

Oltnsr) = Bltn) + 1 (s 9{tn) + 56" ()1 (4.15)

Sada, iskoristimo Eulerovu formulu da bismo izrac¢unali aproksimaciju za ¢(t,1) pod
pretpostavkom da znamo to¢nu vrijednost za y, u trenutku ¢,, odnosno y, = ¢(t,).
Dobivamo:

Yni1 = O(tn) + hf(tn, ¢(tn, (tn))). (4.16)

Razlika izmedu ¢(t,11) 1y, je lokalna greska diskretizacije u (n+1)-vom koraku
Eulerove metode, koju ¢emo oznaciti s e, ;. Tada, oduzimanjem jednadzbe (4.16)
od jednadzbe (4.15), dobivamo:

1

ent1 = O(tny1) — y:z—i—l = §¢”(En)h2- (4.17)

Dakle, lokalna greska diskretizacije Eulerove metode proporcionalna je kvadratu du-
ljine koraka h, a faktor proporcionalnosti ovisi o drugoj derivaciji rjesenje ¢. Izraz
dan s (4.17) ovisi o n, i u pravilu, razli¢it je za svaki korak. Uniformna ocjena greske
diskretizacije na segmentu [a, b] dana je s:

1
len| < 5Mh2, (4.18)

gdje je M maksimum funkcije |®”(¢)| na segmentu [a, b]. Kako je ocjena (4.18) dobi-
vena uzimanjem najgoreg mogucéeg slucaja, tj. u ocjeni uzimamo najvecu vrijednost
od |¢"(t)|, Cesto je slucaj da je ta ocjena pregruba na nekim dijelovima segmenta
[a,b].

Velika korist ocjene (4.18) je ta $to pomocu nje mozemo dobiti veli¢inu koraka h
za koju lokalna greska diskretizacije nece biti ve¢a od neke zadane razine tolerancije.
Na primjer, ako zelimo da lokalna greska diskretizacije ne bude veé¢a od ¢, tada iz

(418) imamo
—Mh* < e, odnosno h < “ -— (4 19)
2 ’ M '

Glavni problem kod koristenja izraza (4.17), (4.18) i (4.19) lezi u estimaciji |¢”(t)] ili
M. No, njihova glavna pouka je ta da je lokalna greska diskretizacije proporcionalna
s h?. Na primjer, ako je nova vrijednost h jednaka pola originalne, tada ¢e nastala
greska biti ¢etiri puta manja od pocetne!

Primjer 4.2. Opet promotrimo inicijalni problem
y =1—1+4y,

SO =1 (4.20)
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na segmentu [0, 2]. Neka je y = ¢(t) rjesenje od (4.20). Kao §to smo veé vidjeli,

1 stoga je

Iz (4.17) dobivamo:

19 _
€ni1 = 76‘“%2, ty <lp <ty +h. (4.21)

Faktor 19 i brz rast funkcije e obja$njavaju zasto dobivene vrijednosti u tablici u
Primjeru 4.1 nisu najtoc¢nije. Na primjer, za h = 0.05 greska u prvom koraku iznosi

19 _
e1 = o(t) —y1 = ?€4t0 -0.05%, 0 <t < 0.05.
Ocito je e; > 0, a kako je e*o < €02 slijedi
19 g5 2
e1 < 3¢ -0.05% ~ 0.02901. (4.22)

Uoéimo takoder da vrijedi e*® > 11 stoga je e; > £-0.052 = 0.02375. Stvarna greska
je 0.02542. Iz (4.21) slijedi da greska postaje sve gora i gora kako se t povecava, Sto
se jasno i iz tablice. Sli¢cnim ra¢unamo dobivamo ocjene:

19 19
1.0617 ~ 3638 0.05% < egp < ?64 -0.05% ~ 1.2967 (4.23)
za lokalnu gresku diskretizacije za iskorak od 0.951 1 te
19 19
57.96 ~ 7678 0.05% < ey < 568 -0.05% =~ 70.80 (4.24)

za iskorak od 1.95 do 2.

Ovi rezultati pokazuju da za ovaj problem, lokalna greska diskretizacije je oko
2500 puta veca u blizini t = 2 nego kod ¢t = 0. Stoga, da bismo smanjili lokalnu
gresku diskretizacije na zadovoljavaju¢e malu razinu na segmentu 0 < ¢ < 2, moramo
odabrati veli¢inu koraka h baziranu na analizi problema u blizini ¢ = 2. Naravno,
taj korak h ¢e biti puno manji nego potrebno u blizini ¢ = 0. Na primjer, da bismo
ostvarili lokalnu gresku diskretizacije od 0.01 za ovaj problem, trebamo korak koji je
otprilike 0.00059 oko t = 2 i korak od 0.032 u blizini ¢ = 0. Koristenje konstantne
veli¢ine koraka koja je manja od potrebne na cijelom segmentu rezultira puno veéim
brojem racunanja nego sto je potrebno, potrosimo vise vremena, a i otvaramo vrata
mogucoj akumulaciji gresaka zaokruzivanja.

Jedan pristup kako bismo to mogli izbjeci je taj da drzimo lokalnu gresku za-
okruzivanja stalnom tako da postupno smanjujemo veli¢inu koraka h kako t raste. U
ovom primjeru, morali bismo smanjiti h za faktor 50 na putu od t =0 do t = 2. Za
metodu koja omogucuje varijacije u veli¢ini koraka kazemo da je adaptivna. Sva
moderni kodovi za rjeSavanje diferencijalnih jednadzbi imaju moguénost varijacije
veli¢ine koraka po potrebi.
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Zadaci

Zadatak 4.1. Koriste¢i Eulerovu metodu sa h = 0.1 nadite aproksimativne vrijed-
nosti u ¢ = 0.1,0.2,0.3,0.4,0.5 te ih usporedite s egzaktnim vrijednostima u tim
tockama za Cauchyjev problem

! €Ny =2 — —4t
v+ ‘ (4.25)
y(0) = 1.

Rjesenje: Lako se provjeri da je egzaktno rjesenje danog problema dano s:

1 1
y(t) =1 + 56_41: — 56_%.

Neka je f(t,y) =2 —e 4 — 2y, to =01yy = 1. Imamo:
fo=f0,1)=-1, y1=yo+hfo=1+01-(-1)=0.9.
Dalje imamo:
fi = f(0.1,0.9) = —0.470320046, v, =y, + hf1 = 0.852967995.

Ponavljanjem ovog rac¢una dobivamo sljedecu tablicu (stupac greska ra¢unamo kao
legzaktna vrijednost—aproksimativna vrijednost| 1 00)
egzaktna vrijednost :

’ tn ‘ aproksimativna vrijednost ‘ egzaktna vrijednost ‘ greska ‘

t1 =0.1 1 =0.9 y(0.1) = 0.925794646 | 2.79%

to =0.2 y2 = 0.852967995 y(0.2) = 0.889504459 | 4.11%

t3 = 0.3 y3 = 0.837441500 y(0.3) = 0.876191288 | 4.42%

ty =04 ys = 0.839833779 y(0.4) = 0.876283777 | 4.16%

ts = 0.5 ys = 0.851677371 y(0.5) = 0.883727911 | 3.63%
O

Zadatak 4.2. Promatramo Cauchyjev problem
y —y= —%e% sin(5t) + ez cos(5t), (4.26)
y(0) = 0. '

Koriste¢i Eulerovu metodu nadite aproksimativno rjeSenje ut = 1,2, 3,4, 5. Koristite
h =10.1,0.05,0.01, 0.005,0.001 za aproksimacije.

Rjesenje: Egzaktno rjesenje ovog problema je u sljedeé¢em obliku:
y(t) = ez sin(5t).

Tablica aproksimacija:
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’ vrijeme ‘ egzaktna ‘ h=0.1 ‘ h =0.05 ‘ h =0.01 ‘ h = 0.005 ‘ h = 0.001 ‘

t=1 | —1.58100 | —0.97167 | —1.26512 | —1.51580 | —1.54826 | —1.57443
t=2 | —1.47880 | 0.65270 | —0.34327 | —1.23907 | —1.35810 | —1.45453
t=3 2.91439 7.30209 5.34682 3.44488 3.18251 2.96851
t=4 6.74580 | 15.56128 | 11.84839 | 7.89808 7.33093 6.86421
t=5 | —1.61237 | 21.95465 | 12.24018 | 1.96056 | 0.0018864 | —1.28498

Tablica gresaka:

| vrijeme | h=0.1 | h=0.05[ h=0.01] h=0.005]h=0.001|

t=1 38.54% 19.58% 4.12% 2.07% 0.42%
t=2 144.14% | 76.79% | 16.21% 8.16% 1.64%
t=3 150.55% | 83.46% | 18.20% 9.20% 1.86%
t=4 | 130.68% | 75.64% | 17.08% 8.67% 1.76%
t=5 | 1461.63% | 859.14% | 196.79% | 100.12% 20.30%

Greska se povecava s vremenom, dok smanjenjem veli¢ine koraka h smanjujemo
gresku! ]



156 POGLAVLJE 2. OSNOVNE NUMERICKE METODE



Bibliografija

1
2l

3]

4]

[5]

(6]

7]

8]

9]

M. Ali¢, Obicne diferencijalne jednadzbe, Matematicki odjel PMF, Zagreb, 1994.

D. Baki¢, Linearna algebra, skripta Matematickog odsjeka PMF-a, Zagreb, 2008.
dostupno na: https://web.math.pmf.unizg.hr/~bakic/la/linearna_algebra sk
7.pdf

(pristupljeno 27. ozujka 2020.)

M. Bensi¢, G. Bensi¢, Kamatni racun, Osjecki matematicki list 11(2011) 113
126.

W. E. Boyce, R. C. DiPrima, D. B. Meade, Elementary differential equations
and boundary value problems, 11" edition, Wiley, New York, 2017.

Z. Drmac¢, V. Hari, M. Marusi¢, M. Rogina, S. Singer, S. Singer, Numericka
analiza, Matematicki odsjek PMF-a, Zagreb, 2003.

dostupno na: https://web.math.pmf.unizg.hr/ singer/num _mat/num_anal.
pdf

(pristupljeno 14. sije¢nja 2022.).

[. Gogi¢, P. Pandzi¢, J. Tambaca, Diferencijalni racun funkcija vise varijabli,
skripta Matematickog odsjeka PMF-a, Zagreb, 2019.

dostupno na: https://web.math.pmf.unizg.hr /nastava/difraf/dif
Diferencijalni racun.pdf

(pristupljeno 17. ozujka 2020.).

[. Gogi¢, P. Pandzi¢, J. Tambaca, Integrali funkcija vise wvarijabli, skripta
Matematickog odsjeka PMF-a, Zagreb, 2019.

dostupno  na: https:/ /web.math.pmf.unizg.hr /nastava/difraf /int /pred
predavanjaint 2019.pdf

(pristupljeno 17. ozujka 2020.).

B. Guljas, Matematicka analiza I & II, skripta Matematickog odsjeka PMF-a,
Zagreb, 2018.

dostupno na: https://web.math.pmf.unizg.hr/~guljas/skripte/ MATANALuR.
pdf

(pristupljeno 20. svibnja 2020.).

7. Tutek, M. Vrdoljak, Obicne diferencijalne jednadzbe, skripta Matematickog
odsjeka PMF-a, Zagreb, 2019.

157


https://web.math.pmf.unizg.hr/~bakic/la/linearna_algebra_sk_7.pdf
https://web.math.pmf.unizg.hr/~bakic/la/linearna_algebra_sk_7.pdf
https://web.math.pmf.unizg.hr/~singer/num_mat/num_anal.pdf
https://web.math.pmf.unizg.hr/~singer/num_mat/num_anal.pdf
https://web.math.pmf.unizg.hr/nastava/difraf/dif/Diferencijalni_racun.pdf
https://web.math.pmf.unizg.hr/nastava/difraf/dif/Diferencijalni_racun.pdf
https://web.math.pmf.unizg.hr/nastava/difraf/int/pred/predavanjaint_2019.pdf
https://web.math.pmf.unizg.hr/nastava/difraf/int/pred/predavanjaint_2019.pdf
https://web.math.pmf.unizg.hr/~guljas/skripte/MATANALuR.pdf
https://web.math.pmf.unizg.hr/~guljas/skripte/MATANALuR.pdf

158 BIBLIOGRAFIJA

dostupno na: https://web.math.pmf.unizg.hr /nastava/odif /predavanja/odj
pred.pdf
(pristupljeno 17. ozujka 2020.).


https://web.math.pmf.unizg.hr/nastava/odif/predavanja/odj_pred.pdf
https://web.math.pmf.unizg.hr/nastava/odif/predavanja/odj_pred.pdf

	Obicne diferencijalne jednadžbe
	Uvod
	Osnovni rezultati postojanja i jedinstvenosti rješenja
	Separabilne i homogene jednadžbe
	Separabilne jednadžbe
	Homogene jednadžbe

	Linearne jednadžbe
	Nelinearne jednadžbe koje se svode na linearne
	Bernoullijeva jednadžba
	Riccatijeva jednadžba

	Egzaktne jednadžbe
	Sustavi obicnih diferencijalnih jednadžbi prvog reda
	Opca teorija
	Linearni sustavi prvog reda

	Diferencijalne jednadžbe višeg reda
	Linearne jednadžbe višeg reda s konstantnim koeficijentima
	Jednadžbe koje dopuštaju snižavanje reda


	Osnovne numericke metode
	Rješavanje nelinearnih jednadžbi
	Opcenito o iterativnim metodama
	Metoda raspolavljanja (bisekcije)
	Metoda tangente (Newtonova metoda)

	Aproksimacija i interpolacija
	Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma
	Newtonov oblik interpolacijskog polinoma
	Linearni interpolacijski splajn

	Numericka integracija
	Trapezna formula
	Simpsonova formula
	Produljene formule

	Eulerova metoda
	Algoritam
	Ocjena greške



