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Poglavlje 1

Uvod

Diferencijalna jednadzba je jednadzba koja ukljucuje neku funkciju od interesa zajedno
s njenim derivacijama. Obi¢no je funkcija nepoznata, a problem je odrediti nepoznatu
funkciju. Diferencijalne jednadzbe mogu se klasificirati kao "obi¢ne" ili "parcijalne". Obi¢na
diferencijalna jednadzba je diferencijalna jednadzba u kojoj je nepoznata funkcija, funkcija
samo jedne varijable.

Motivacija za proucavanjem diferencijalnih jednadzbi dolazi iz matematickih opisa "stvar-
nih" procesa koji varijaju s vremenom ili polozajem. Najc¢es¢i primjeri diferencijalnih jed-
nadzbi dolaze iz fizike, ekonomije, biologije. Na sljede¢im primjerima é¢emo uvesti tri pri-
mjera procesa za koje ¢emo ponuditi diferencijalnu jednadZbu ili jednadZbe.

Drugi Newtonov aksiom
Opisite drugi Newtonov zakon diferencijalnim jednadzbama. Vrijeme oznacavamo sa ¢, masu
Cestice sa m, dok je polozaj Cestice dan sa x(t).

Silu koja djeluje na ¢esticu oznacavamo sa F'(¢, z(t), (t)), gdje je t varijabla, x(¢) nepoznata
funkcija te @(t) derivacija nepoznate funkcije.

Ponekad radi jednostavnosti notacije pisemo: z(t) = 2/(t) = %x(t).
Drugi Newtonov zakon (u 1D) glasi: ma”(t) = F(t,z(t), 2'(t)).

Neki poznati primjeri:

mx” = —mg ... 1D model mase m u polju sile teZe,
max’ = —mg% — k2’ ... 1D model mase m uz realniji model
sila gravitacije i otpora zraka,
mx” = —kx ... harmonijski oscilator (titranje opruge),
mx” = —kx — 2’ ... priguseni harmonijski oscilator.
Poluraspad

Brzina radioaktivnog raspada elementa proporcionalna je trenutnoj koli¢ini tog elementa.
Odredite trenutak poluraspada.

Rjesenge: N(t)... koli¢ina elementa u trenutku ¢
% = —kN(t), k > 0, k ovisi o materijalu, uo¢imo kako promjena (derivacija) mora biti
negativnal

Pocetni uvjet N(0) = Ny. Trazimo trenutak T kada je N(7') = 2.
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2 POGLAVLJE 1. UVOD

Problem smo zapisali u obliku pocetne (Cauchyjeve) zadace:

N’ = —kN ... diferencijalna jednadzba
N(0) = Ny ... pocetni uvjet

Imamo:
N’ = —kN /: N (to smijemo jer je N > 0)
N’ d
— =k —(InN) = —k.
N & dt( nN)
Integracijom od 0 to ¢ dobivamo:
InN(t) —InN(0) = —k(t — 0)
N(t)

eln——<=—kt /el)
n No /e
N(t
®) —eF o N(t) = Noe k.
No
Trazimo T takav da
N N
N(T) = =0 & Noe T = 20 /ln
2 2
In2
@—kT:—ln2<:>T:n7.
Vrijeme poluraspada je T' = IHTQ Ako znamo vrijeme poluraspada, moZemo odrediti koefi-
cijent k, a time i koli¢inu promatranog radioaktivnog elementa u svakom trenutku. O

Sustav plijena i lovca
Sustav diferencijalnih jednadzbi koji opisuje odnos populacije plijena x i lovca .

Rjesenje: Modeliramo sustav Lotka-Volterinim jednadzbama:

/ p—

' =z(a—Py), x(0)= o,
{ y' =—y(y—9dz), y(0)=uyo. (LV)

Pri tome su a, 8,7, > 0 te xo,yo > 0 (uo¢imo da ako je zo = 0 ili yp = 0, dobivamo jednos-
tavan problem - eksponencijalan rast ili pad predatora ili plijena). Prou¢avamo kvalitativno
ponasanje rjeSenja diferencijalne jednadzbe (LV) kao Sto je

x(t)

2N

y(t)

-
t

Slika 1: RjeSenje Lotka-Volterinog sustava



o Asimptoticka analiza - ponaSanje rjeSenja kada t — +o0o. Izumire li populacija? Je li
rjeSenje periodi¢no?

e Stacionarne (kriti¢ne) tocke - tocka (z, y) sustava kada je desna strana od (LV) jednaka
nuli (nul-vektoru).
Ako je xy = v/d,y0 = /8 tada je rjeSenje sustava stacionarno, tj. x(t) = zo,y(t) =
Yo,t > 0.

Teorija obi¢nih diferencijalnih jednadzbi:
a) Postojanje i jedinstvenost rjesenja
b) Numericke metode obi¢nih diferencijalnih jednadzbi
c¢) Kvalitativna analiza (asimptotika).

Ako je y = y(x), z € R™ tada pricamo o parcijalnim diferencijalnim jednadzbama.
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Poglavlje 2

Diferencijalne jednadzbe prvog reda

1. Postojanje rjeSenja pocetne zadace

Definicija 1.1. Obicna diferencijalna jednadzba n-tog reda je jednadzba oblika
F(z,y,y/,... ,y(")) =0, gdje jey funkcija v varijabli x. Ako je mogude, obicnu diferencijalnu
jednadzbu izraZavamo u ekvivalentnom obliku u kojem je n-ta derivacija izraZena eksplicitno

y(n) = f("B? y7 AR 7y(n71))

Implicitni ili opéi oblik diferencijalne jednadzbe prvog reda je F(z,y,y") = 0. Mnogi
rezultati ¢e biti iskazani za standardni (eksplicitni) oblik diferencijalne jednadzbe prvog
reda:

y' = f(z,y). (1.1)
Prije nego iskaZemo poznate rezultate potrebno je definirati rjeSenje eksplicitne diferencijalne
jednadZzbe:

Definicija 1.2. Neka je Q C R? otvoren, f € C(;R). Kazemo da je y : I — R rjesenge
(1.1) ako je:

a) I otvoreni interval u R

b) y € CHI;R)

¢) T(y) = {(z.y(@)): v € I} C O
d) y' = f(z,y(x), v €l

Ako je y: I — R rjeSenje od (1.1), tada jei §: I — R rjeSenje od (1.1), gdjeje I C I, §j = yl;
(restrikcije na intervalu su opet rjeSenja). U slucaju da je poznata vrijednost rjesenja u
nekoj tocki intervala, tj. pocetni uvjet diferencijalne jednadzbe, prethodna neodredenost do
na konstantu nestaje. Standardno teoreme i rezultate iskazujemo za pocetne (Cauchyeve,
inicijalne) zadace:

Definicija 1.3. Neka je Q C R? otvoren, f € C(Q;R), (zo,y0) € Q. KaZemo da je
y: I — R rjesenje pocetne zadace

{ y/:f(xvy)v (1.2)

y(zo) = yo,

ako je y rjeSenje obicne diferencijalne jednadzbe i xo € I te y(xo) = yo.
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6 POGLAVLJE 2. DIFERENCIJALNE JEDNADZBE PRVOG REDA

Peanov teorem govori o dovoljnim uvjetima uz koje imamo egzistenciju rjeSenja pocetne
zadade.

Teorem 1.4 (Peano). Neka je Q C R? otvoren skup, (wo,y0) € Q i f € C(Q;R). Tada
pocetna zadaca

{ Y = flz,y),

y(fﬂo) = Yo,

ima rjeSenja na otvorenom intervalu koji sadrZi xg.

Rjesenje pocetne zadace koja zadovoljava pretpostavke Peanovog teorema ne mora biti
jedinstveno kao Sto moZemo zakljuciti na sljede¢em primjeru:

Primjer 1.5. Dana je pocetna zadaca:

{vos 0

Desna strana f(x,y) = &y je neprekidna na R? ¢ime su wvjeti Teorema 1.4 zadovoljeni,
dakle postoji rjeSenje zadace. Vidimo da je y(x) = 0 (stacionarno) rjesenje od (1.3). Ko-
risteéi postupak kao u primgjeru poluraspada za y # 0:

= y/ _ y1/3
- yfl/By/ -1

U

3
= 53/2/3 =z, x>0 (jer je lijeva strana nenegativna)
9 \3/2
= y== <3$> , x>0

Time moZemo zapisati barem tri razlicita rjesenja pocetne zadace

yi(z) =0, z€eR
(x) 0, z <0
xr) =

Y2 (%LU):S/Q, x>0,

0, xz <0
y3($) = . (2$)3/2 > 0.

Jesu li to sva rjeSenja zadace (1.3)? PokaZite, ako je t — y(t) rjesenje pocetne zadacée (1.3),
tada je nuzno y(t) =0 za t < 0.
1.1. Picardov teorem

Sada ¢emo iskazati poznati teorem o dovoljnim uvjetima uz koje pocetna zadaca ima je-
dinstveno rjeSenje. U literaturi je jo§ poznat kao i Picard—Lindelofov teorem.
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Y2

Y1

|

Y3

Slika 2: Prikaz rjeSenja zadace (1.3).

Teorem 1.6 (Picardov teorem). Neka je Q C R? otvoren, f € C(Q;R) te f Lipschitz
neprekidna po drugoj varijable, tj.

(ElM > 0) |f($,y1) - f(l"yz” < M|y1 - y2|7 \V/«I,yl,yQ« (14)

Tada tnicijalna zadaca

y(zo) = yo,

mma jedinstveno rjeSenje na otvorenom intervalu koji sadrzi .

{ Y = f(=z,y), (1.5)

Prethodni teorem je izuzetno koristan kada Zelimo pokazati da je rjeSenje pocCetne zadace
jedinstveno. Pritom vrijede sve pretpostavke Peanovog teorema uz to da je desna strana
Lipschitzova (ili Lipschitz neprekidna) funkcija po drugoj varijabli. Istaknimo neka osnovna
svojstva Lipschitzovih funkcija.

Zadatak 1.1 (Primjeri i svojstva Lipschitzovih funkcija).
a) Pokazite da je preslikavanje f : [1,2] — R definirano s f(x) = x3 Lipschitz neprekidno.
b) PokaZite da preslikavanje f : R — R definirano s f(z) = 22 nije Lipschitz neprekidno.

c) Di,Dy CR. Ako su f: Dy — Dg, g: Dy — R Lipschitz neprekidne funkcije tada je i
go f: Dy — R Lipschitz neprekidna.

d) Ako su f1, fo: D C R — R Lipschitzove funkcije tada je i suma fi + fa Lipschitzova
funkcija.

e) Kazemo da je funkcija f: D C R — R ogranicena ako postoji konstanta M > 0 takva
da je supp |f| < M. Pronadite funkciju koja je Lipschitzova, ali nije ogranicena.

f) Pokazite da je Lipschitzova funkcija f : [a,b] — R ogranicena.

g) Ako su f1,fo : D C R — R Lipschitzove i ogranicene funkcije tada je i produkt fifo
Lipschitzova funkcija.
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h) PokaZite da f :[0,1] = R, f(z) = \/z nije Lipschitzova funkcija.
i) PokaZite da je x — |z| Lipschitzova funkcija.
Rjesenje:
a) Neka je z,y € [1,2]. Tada je 23 — 3% = (z — y)(2® + 2y + y?). Vrijedi
f(z) = fF)] = |2° =y’ = [(z = y) (2 + xy +¢7)]
=|(a® +xy +y°)|[z —y|

< (|=* + Jzllyl + [yI*)|z — |
S@+4+4)|r -yl =12z —y|

f je Lipschitzova s konstantom 12.
b) Neka je M > 0. Tada za x = 2M,y = M vrijedi
|f(2M) — f(M)| = [4M?* — M?| =3M(2M — M) > M(2M — M),
¢ime f nije Lipschitzova na R.

c) Neka su Ly, Ly Lipschitzove konstante funkcija g, f, respektivno. Za z,y € D; vrijedi:

lgo f(x) —go f(y)l =lg(f(x)) —g(f(y))]
< Lyl f(z) = f(y)]
< LgLf|1: - y|

¢ime je g o f Lipschitzova s konstantom L,Ly.

d) Nekasu Lj, Ly Lipschitzove konstante funkcija fi, fo, respektivno. Za z,y € D vrijedi:

[(fr + f2)(2) = (f1 + f) W) = |(f1(z) = f1(y)) + (fa(z) = f2(v))]
<Ifi(z) = )| + [f2(z) — f2(v)]
< Lilz =yl + Lalz — y| = (L1 + L) |z — |
¢ime je f1 + fo Lipschitzova s konstantom Lq + Lo.
e) f:R— R, f(x) = z je Lipschitzova na R, ali nije ograni¢ena.

f) Lipschitzova funkcija je neprekidna funkcija. Jer je funkcija neprekidna na kompaktu
[a, b] slijedi da f([a,b]) kompakt u R pa time i ograni¢en skup. Direktno po definiciji,
za x € [a,b] vrijedi |f(x) — f(a)| < L|x — a|] odnosno

(@) =1f(z) = fa) + f(a)| < [f(z) = f(a)] + | f(a)]
< Lz — a[ + | f(a)| < L|b — a| + | f(a)|

¢ime je gornja ograda upravo L|b — a| + [f(a)|.

g) Neka su Lj, Lo Lipschitzove konstante te M, My gornje ograde funkcija fi, fa, res-
pektivno. Vrijedi

|fif2(z) = fife(y)| = [fi(2) fo(2) = fi(2) f2(y) — f1(y) f2(y)]
<[fi(@) f2(z) — fi(x) foy)| + [ f1(2) f2(y) — f1(y) fa(y)]
)
|

< Mi|fa(x) — fa(y)| + Malf1(y) — f1(y)]
< (MyLa + MaLy)|z — yl.
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h) Ako je f Lipschitzova onda je izraz

0,x, = %, dakle

% ogranifen za x # y. Stavimo y, =

=T =n — —+00.
|a7n_yn| nZ

|f(zn) — f(yn)] % n—00
2
i) Vrijedi za z,y € R:

lz| =z —y+y| < |z —yl+ [yl = [z] -y < |z -y
lyl=ly —x+z| <|y—z|+|z] = |yl —|z[ < |z —y

¢ime je ||z]| — |y|| < |z — y|, dakle z +— |z| je Lipschitzova na cijelom R s konstantom
1.

O

U sljedeéem zadatku iskazujemo nuzan i dovoljan uvjete za Lipschitz neprekidnu funkcije
po drugoj varijabli, ako znamo da je derivabilna po drugoj varijabli na otvorenom pravokut-
niku. Ukratko, parcijalna derivacija po drugoj varijabli mora biti ograni¢ena (vidi Zadatak
1.1 h) gdje to nije slucaj).

Zadatak 1.2. Neka je Q C R? otvoren skup i f: Q — R derivabilna po drugoj varijabli na
otvorenom pravokutniku P C Q. Dokazite da je f Lipschitzova po drugoj varijabli na P ako

1 samo ako je ‘%‘ omedena na P. Tada je nagmanga Lipschitzova konstanta L = supp ‘% .
Rjesenge: Pretpostavimo da je f Lipschitzova po drugoj varijabli na P, $to znadi

(V(z,y1), (z,92) € P) |f(x,51) — f(z,y2)| < Llyr — yol.

Sada imamo:

’gg(%y)‘ _ ’hm fy+0) = f@y) o @y = f@yl o M

t—0 t t—0 |t] 10 |t

iz ¢ega dobivamo da je ‘%‘ omedena na P.

Pretpostavimo da je )%‘ omedena na P. Iz Lagrangeovog teorema srednje vrijednosti

i uzimanjem apsolutne vrijednosti slijedi
of of
@) = F@ )l = [l = vl < sup| S v —vel e € ().
Ay p 10y

Vidimo da je f Lipschitzova po drugoj varijabli u P te da je supp ’%‘ Lipschitzova kons-
tanta.

Sada iz ‘g—i(x, y)’ < L slijedi supp %(l‘, y)‘ < L za proizvoljnu Lipschitzovu konstantu, pa

vrijedi da je supp ’%ch‘ najmanja Lipschitzova konstanta. ]

Zadatak 1.3. Neka su a,b > 0. Ispitajte je li funkcija f Lipschitzova po drugoj varijabli na
pravokutniku P = (—a,a) x (=b,b) i odredite najmanju Lipschitzovu konstantu (ako takva

postoji):
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a) f(z,y) =22%y* + xy + 3,

b) flz,y) = 114—:?/2@; b<1.

Rjesenje:
a) f(x,y) je polinom, pa imamo f € C*°(R% R). Specijalno, gy (z,y) = 42’y +  je

neprekidna na P. Iz toga slijedi da je | 8f | ograni¢ena na P (neprekidna funkcija na
kompaktu). Iz Zadatka 1.2 slijedi da je f Lipschitz neprekidna u drugoj varijabli na

Pidaje
of| _ of|

Koristimo ¢injenicu da za (x,y) € P vrijedi |z| < a i |y| < b, ¢ime dobivamo:

af

7 (z,y ‘ = |dx?y + x| < 4]2?||y| + |z| < 4a®b + a,

Iz ¢injenice da vrijedi |g—£(a, b)| = 4ab + a, slijedi m@x]g—ﬁ = 4a%b + a.
P

Prema Zadatku 1.2 najmanja Lipschitzova konstanta postoji i jednaka je:

f‘ 2
L:sup—:m = 4a"b + a.
p |0y ay
b) Vrijedi:
of 1422 1 _» 1+ 22
Sy Y =~ magy = o -
Y (1+v)*3 3(y3 + 2y +y3)

Promatramo pravokutnik P = (—a,a) x (0,b) C P

| | je definiran na P, ali nije omeden s obzirom da za niz a,, = (0, 1) e P vrijedi

af

1 1
Oy + 2

(an)| = §

.Js"‘

Sto znaci da se ne moZe omediti na P.

Po Zadatku 1.2, f nije Lipschitzova po drugoj varijabli na P, a time nije niti na
nadskupu P.

O
Zadatak 1.4. Odredite zadovoljava li pocetna zadaca
{ v =), (1.6)
y(0) =1,
uvjete Picardovog teorema za
a) f(y) =yn’y
b) f(y) =yvIny



1. POSTOJANJE RJESENJA POCETNE ZADACE 11

Slika 3: Vizualizacija skupova P, P, ().

c) fy) =yv/|Inyl
Rjesenge:

a) Vidimo da je (z,7) — g(z,y) = f(y) = yIn?y neprekidno preslikavanje na R x R.

Odaberimo proizvoljan otvoren pravokutnik P takav da P C R x RT i (0,1) € P. Jer
je

0
(w.0) 7+ [ = [y +21my)
dy
neprekidno na R x R time je neprekidno i na P pa postize maksimum na P. Zato je

sup
P

0
g‘ = max g’ < +00
P |0y

pa po Zadatku 1.2 znamo da je g Lipschitz neprekidna po 2. varijabli na pravokutniku
P. Time su uvjeti Teorema 1.6 zadovoljeni za proizvoljni otvoreni P takav da P C
R x RT i (0,1) € P te postoji jedinstveno rjesenje pocetne zadace.

Vidimo da izraz ¢g(z,y) = f(y) = yv/Iny nije uopée definiran za y < 1 (ima negativnu
vrijednost pod korijenom). Time uvjeti Picardovog teorema nisu ispunjeni jer ne
postoji takva okolina tocke (0,1) na kojoj je g definirana.

Preslikavanje (x,y) — g(z,y) = f(y) = y+/|Iny| je neprekidno na R x RT.

Za proizvoljan otvoren skup €2 takav da Q CRxRTi(0,1) € £, odaberimo otvoreni
pravokutnik P takav da je P C Q1 (0,1) € P. Definiramo P = {(z,y) € P : y > 1}
(vidi Sliku 3). Pogledajmo parcijalnu derivaciju od g po drugoj varijabli za y > 1:

89 e
_|_
3y \/
Odabirom niza a,, = (0,1 + l) znamo da postoji k € N takav da je a, € Pzan>k.

Dodatno, (z,y) — ’374 x y)‘ nije ograni¢ena na P jer

— 400

9y
15, )
pa po Zadatku 1.2 znamo da funkcija g nije Lipschitz neprekidna po 2. varijabli na P
pa time niti na nadskupu €. Jer je €2 bio proizvoljan slijedi da se Teorem 1.6 ne moZe
primjeniti.
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O

Pri koristenju Zadatka 1.2 kod provjere uvjeta Picardovog teorema obratite pozornost
da ako je funkcija Lipschitz neprekidna po drugoj varijabli to nuzno ne povlaci neprekidnost
funkcije po obje varijable. Na primjer

_Jy ,reQ
f(x7y)_{0 ,IL’GR\Q

je Lipschitz neprekidna po drugoj varijabli na R?, ali o¢ito nije neprekidna funkcija.

Definicija 1.7 (Picardove iteracije). Neka je dana inicijalna zadacéa u diferencijalnom za-

pISU:
! = x? )
y' = f(z,y) (1.7)
y(xo) = yo.
Definiramo niz Picardovih iteracija yo,y1,--.,yx: I — R na sljedeci nacin:

yo(z) = yo,
M®=m+/f@mww,

y2(z) = y1 + /x [ty (t))dt, (1.8)

yk(z) = yp-1 + / " Pty (1))dt.

Uz pretpostavke Picardovog teorema slijedi da niz funkcija (yk)ren, definiran preko
(1.8) uniformno konvergira prema y na intervalu I C I koji zadovoljava (1.7) te ima sljedeci
integralni oblik:

mm:m+/ﬂmmmﬁ. (1.9)

Zadatak 1.5. Ruyesite pomocu Picardovih iteracija:

{ y =y,
y(0) = 1.

Rjesenje: Vrijedi (dokaz indukcijom):
y0(33) =1,
yi1(z) = 1+/ yo(t)dt = 1+/ ldt =1+,
0 0

x T 2
y2<x)_1+/ yl(t)dt—1+/ (1+t)dt:1+x+%,
0 0

ye(z) = %

n=0

1z kolegija Matematicka analiza 2 znamo da y; — e* konvergira po toc¢kama na cijelom R,
tj. da vrijedi y(x) = e”. O
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Istaknimo da niz Picardovih iteracija u Zadatku 1.5 ne konvergira uniformno na cijelom
R, ali konvergira uniformno na svakom ograni¢enom intervalu I C R.

1.2. Numericko rjesavanje - Eulerova metoda

Prou¢imo sljede¢u Cauchyjevu zadacu:

{ y/ = f(x,y), (1.10)
y(w0) = Yo,

numericki na segmentu [a, b], a = xo.

Pretpostavimo da je y dovoljno glatka, tj. da dopusta aproksimaciju oko tocke xg:

r—Xx 2
( 0) y//(

y(z) = y(wo) + (z — z0)y'(wo) + 5 o)+ ...
Tada za x blizu zg vrijedi:
y(x) = y(z0) + (z — 20)y (20) = y(z0) + (x — z0) f (0, y(20))- (1.11)

Napravimo subdiviziju segmenta [a,b] na n dijelova: a =g < 21 < -+ < x, = b.

Definiramo niz (y;) koriste¢i aproksimaciju (1.11):

Yo = Yo,
y1 = yo + (1 — o) f(x0, Y0),
y2 = y1 + (x2 — z1) f(x1, 1),

(1.12)

Yk+1 = Uk + (Thg1 — 2x) f (2, U),

Yn = Yn—1 + (-Tn - -Tn—l)f(wn—la yn—l)-

Time smo dobili aproksimaciju rjesenja od (1.10) po dijelovima afinom funkcijom na seg-
0,1,.

mentu [a, b] definiran toc¢kama (zk,yi), k = LT

Napomena 1.8. Uocite da za linearni splajn na Slici 4 samo u pocetnoj tocki (xo,yo)
moZemo turditi da ima egzaktnu vrijednost. Stovise, udaljavanjem ta greSka raste Sto vidimo

u sljedecem primjeru.

Primjer 1.9. Pronadite aproksimaciju danu Eulerovom metodom za zadacu:

{ z(; i . (1.13)

zadanu na ekvidistantnoj mrezi za segment [0, 1].
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.
L

o= a xz,=0b

Slika 4: Linearni splajn dobiven Eulerovom metodom
Rjesenje: Pocetna zadaca (1.13) ima rjeSenje na [0, 1]. Napravimo aproksimaciju Eulerovom
metodom na ekvidistantnoj mrezi na segmentu [0, 1], tj. zx = k/n, k=0,1,...,n.
Yo =1,
1 1
Y1 ="Yo + 7f($07y0) =1+ )
n n

y2=y1+%f(:c1,y1): <1+%) —&-1(1—1-1) = <1+l)2,

n n n
113
Yys = <]— + 7) )
n
1\n
Yn = (1 + 7> .
n
Za n = 5 (ekvidistantna mreza na 5 dijelova) imamo y5 = (1 + %)5 = 249, &to je u
odnosu na e' = 2.71 dosta velika gregka, neovisno sto vy, — e! kada n — +o0. O

1.3. Zadaci za vjezbu

Zadatak 1.6. Zadana je diferencijalna jednadzba:
, 1
u :($+1)<1—;>. (1.14)

a) MozZemo li primijeniti Picardov teorem ako za pocetni uvjet uzmemo u(—1) = 12 De-
taljno obrazloZite.

b) Napravite prve dvije Picardove iteracije za isti pocetni uvjet u (1.14).
Rjesenje:
a) Vrijedi:
Fla,u) = (e +1)(1 - %) € C(O:R).
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-
xr

Slika 5: Pravokutnik Q (ne dodiruje x-os, u > 0)

Odaberimo otvoren pravokutnik €2 koji sadrzi (

of | _ x+1
ou| = wu?

5) Preslikavanje (x,u) —

—1,1) i ne dodiruje z-os (vidi Sliku

je neprekidna funkcija na zatvorenom pravokut-

niku Q, pa time poprima maksimum. Posebno, parcijalna derivacija je po apsolutnoj

vrijednosti ogranic¢ena

of

ou

of

sup ou

Q

< max
Q

< 400,

te koristeéi Zadatak 1.2 znamo da je f Lipschitz neprekidna po 2. varijabli. MoZzemo

primijeniti Picardov teorem.

b) wup(x) =up = 1.

—

0, u<0,

die i _
gdje je J(u) { uwlnu, u > 0.

Vrijede li pretpostavke Picardovog teorema za ovu pocetnu zadacu? Detaljno obrazloZite.

Rjesenje: Definiramo

0, u <0,

wlnu, u > 0.
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bu

I i
\ (1,0) T

Slika 6: Otvoreni pravokutnik unutar skupa Q.

Neka je 2 proizvoljan otvoreni skup takav da Q C R xR i (1,0) € €, te odaberimo otvoreni
pravokutnik sadrzan u Q koji sadrzi (1,0). (vidi Sliku 6). Vrijedi:

1
lim g(z,u) = lim uwlnu = lim y
u—0t u—0+ u—0t
1 (1.15)
LH ., L .
= lim —% = lim (—u) =0,
u—0t+ -z u—0t+
¢ime je g neprekidna u (xg,0),z9 € R jer vrijedi
lim g(x,u) = g(x0,0) = lim g(x,u). (1.16)

(z,u)—(20,07) (z,u)—(z0,0t)
Posljedi¢no je g € C'(2;R). Dalje imamo:
1
@(Jc,u) =lnu4+u-—=lnu+1, u>0,
Ou u (1.17)
dg '
a(x,u) =0, u<O0.

Promatramo niz a, = (1, %) Tada a, — (1,0), dok ‘g—g(an)‘ — 00, pa slijedi da ¢ nije

ograni¢ena na pravokutniku P = {(z,y) € P : y > 0}. Prema Zadatku 1.2 funkcija nije
Lipschitz neprekidna po drugoj varijabli na P, pa niti na nadskupu Q. Zbog proizvoljnosti od
Q zaklju¢ujemo da pretpostavke Piardovog teorema nisu ispunjene niti na jednom otvorenom
skupu Q koji sadrzi toc¢ku (1,0). O
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2. Diferencijalne jednadzbe sa separiranim varijablama

RjeSenje obi¢ne diferencijalne jednadzbe nije uvijek moguce izraziti u eksplicitnom obliku
y = y(x), ali postoji mogucnost zapisati ga u implicitnom obliku kao F(x,y) = C, gdje je
C proizvoljna konstanta. U skladu s time dajemo sljedeé¢u definiciju:

Definicija 2.1. [Prvi integral diferencijalne jednadzbe] Neka su Q,Q otvoreni podskupovi
uR?, f e C(R) i F e CHQ;R) ¢iji je gradijent razlicit od nul-vektora na cijelom Q.
Kazemo da je F prvi integral diferencijalne jednadzbe y' = f(x,y) ako na skupu Qo = QN
vrijedi:

O F(2,y) + 0y F(z,y) - f(z,y) =0 (2.1)

Standardno implicitno rjeSenje
F(z,y)=C, CeR
jo§ nazivamo i integralnom krivuljom diferencijalne jednadzbe.

Napomena 2.2. [staknimo da implicitna jednadzba F(z,y) = C gdje F zadovoljava Defi-
niciju 2.1 definira (lokalno) eksplicitno rjesenje diferencijalne jednadzbe kroz teorem o im-
plicitnoj funkciji.

Neka je F(z,y) = C za C € F(Q) te vrijedi VF(x,y) # 0, odnosno 8,F(z,y) # 0 ili
OyF(x,y) # 0 na nekom otvorenom podskupu od Q.

Ako je 0yF(x,y) # 0 na otvorenoj skupu Q tada po teoremu o implicitnoj funkeiji postoyi
preslikavanje x +— y(x) : I — R klase C* takvo da je F(x,y(z)) = C i

Ox F(2, y(x))

V@) = =5, Fa.y@)

Zbog (2.1) zakljucujemo da je y'(x) = f(z,y(x)), dakle F(x,y) = C implicitno definira
(barem lokalno) krivulju u R? koja je rjesenje diferencijalne jednadzbe.

Ako je 0y F(x,y) # 0 na otvorenoj skupu Q tada po teoremu o implicitnoj funkciji postoji
preslikavanje y +— z(y) : I — R klase C* takvo da je F(x(y),y) = C te zbog (2.1)

/ _ _8yF(x(y)7y) — 1
T = Py~ T
Jer je 0. F(x,y) # 0 nuzno je f(z(y),y) # 0 pa moZemo dijeliti s f(x(y),y). To osigurava

da je x — y(x) bijekcija te iz izraza za derivaciju inverzne funkcije dobivamo slican zakljucak
kao ranije

Y (x) = 7= fx(y),y) = f(x,y(z)).

2.1. Metoda separacije varijabli

Promatramo pocetnu zadaéu

{ Y = f(z,y) = g(z)h(y),
y(ﬂﬁo) = Yo-

¢ija desna strana dopusSta separaciju varijabli funkcije f.
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Teorem 2.3 (Separabilne jednadzbe). Neka je g € C((xo — oz, xo + Bz);R) i h € C({yo —
ay, Yo + By); R), gdje je h strogo pozitivna (negativna) na (yo — oy, yo + By). Tada postoji
§ € (0,min{ay, B,}) takav da pocetna zadaca (2.2) ima jedinstveno rjesenje na intervalu
(xo — 6, x0 +9).

Napomena 2.4. Lipschitz neprekidnost funkcije f po drugoj varijabli zamijenjena je pret-
postavkom f(z,y) = g(x) - h(y) i h > 0 ili h < 0. Drugim rijedima, imamo samo dovoljne
uvjete kada je rjesenje pocetne zadace jedinstveno.

Metoda separacije varijabli kod diferencijalne jednadzbe formalno odvaja varijable z i y te
ih zatim integrira ¢ime dolazimo do implicitnog rjesenja diferencijalne jednadzbe:

y' = % = g(x)h(y) /W
= hCEZ) = g(x)dx /f
= ! hﬁ) = /xg(s)ds

Zadatak 2.1. Odredite prvi integral diferencijalne jednadzbe:

Yy +1=y.
Rjesenje: Vrijedi:
1ly—1
= ? y2 = g(.%')h(y),

gdje je g € C(R\ {0};R), h € C(R\ {0};R) i h mijenja predznak za y = 1 (vidi Sliku

7). To znadi da je Teorem o separabilnim jednadzbama primijenjiv ako su pocetni uvjeti

y — h(y)

i S 6 ol T L T T LT T Ty

Slika 7: Predznak funkcije h
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(x0,%0) € I, x I, gdje je I, interval koji ne sadrzi 0, dok I, ne sadrzi 0 i 1. Imamo:

dy y—11 1 y? /1
dx y2 x? 2 y—ly 2 (2:3)
Vrijedi:
2 2
Y CJu=y-1]  [(u+1) B ( l)
/y—ldy_[du:dy]_/u du = u—|—2+udu
2 _12
Zuz—i-2u+ln|u]:(y2)+2(y—1)+ln|y—1|,
te

/d:c———i-C

1
+2(y -1 +hfy-1f=-—+C,

Sada dobivamo:
(y — 1)
2
¢ime je prvi integral diferencijalne jednadzbe u sljedeé¢em obliku:

2

1
X

Ako dijelimo s y — 1 potrebno je dodatno provjeriti je li ¥ = 1 stacionarno rjeSenje diferen-
cijalne jednadzbe (kaZemo da je stacionarno ili kriti¢no ako je desna strana u (2.3) jednaka
0). Zaista, y : © — 1 zadovoljava diferencijalnu jednadzbu ¢ime dobivamo jos jedan integral
diferencijalne jednadzbe. Time su sva rjeSenja diferencijalne jednadzbe

y? 1
E—Fy—l—ln]y—l]—k—:C, CeR i y=1.
X
U

Diferencijalne jednadzbe se Cesto pisu i kao diferencijalne 1-forme. Prednost tog zapisa
je u tome §to ne pretpostavljamo da je y = y(x) ili x = y(x).

Zadatak 2.2. Odredite prvi integral diferencijalne jednadzbe:
(zy® —y® + x — 1)dz + (z%y — 2zy + 2° + 2y — 22 + 2)dy = 0.
Rjesenje: Imamo:

1 1

(@ =D+ Dde + (y +1)(@* =20 +2)dy =0 /- gy - 37y

iz Cega slijedi:

z—1 y+1

- 1)2+1dx—|— EESL (2.4)
Sada imamo:
r—1 1
/dw—ln](w—l)Q—i—l]—i—C
ENY )
(x—1)2+1 2 (2.5)

y+1 Y 1 1 9
Z——dy= | ——d ——dy = =1 1 t C.
/y2+1y /y2+1y+/y2+1y 2n]y+ | +arctany +
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Integracijom jednadzbe (2.4) te koristeéi (2.5) dobivamo:

1

=1

2

e In(|(z — 1)+ 1||y* +1]) + 2arctany + InCy = 0, Cy > 0,
& Co((x —1)? + 1)y 4+ 1) = e 22y Oy > 0.

1
§ln](x—1)2+1]+ n|y* 4+ 1| + arctany +C =0 / - 2,

Zadatak 2.3. Odredite prvi integral diferencijalne jednadzbe:

zy — cos(2y) = 1,
i nadite rjesenge takvo da je limg_ oo y(x) = %{.

Rjesenje: Imamo:
Y = 51+ cos(2y)) = g()h(y),
gdje mora vrijediti:
y — h(y) =1+ cos(2y) :20082y7é0<:>cosy7é0<:>y7ég+k7r, keZ,
te gledamo da h mora biti strogo pozitivna ili negativna. Istaknimo da su

x—=7/24+kn, kel

ipak stacionarna rjeSenja jednadzbe, makar nisu traZena rjeSenja diferencijalne jednadzbe
jer niti jedna ne postize vrijednost od 97 /4 na limesu.

Teorem o separabilnim jednadzbama smijemo koristiti za (zo,y0) € I % Iy, gdje je I, interval
koji ne sadrzi 0 te I, interval koji ne sadrzi § + km, k € Z. Sada imamo:

,:1+cos(2y)<:>@:2c082y@ dy :da://
x2 dx x2 2cos?y a2

:>/ dy —/dx:>1t +1—C
2cos2y ) a2 g YT LT

¢ = lim (%tg(y(z‘)) + %) “ Ll (9—7() =

Dakle, rjesenje diferencijalne jednadzbe takav da je limy o0 y(z) = %’r je dan sa

Y

Sada imamo:

2
tgy+ — = 1.
x
Izrazimo y eksplicitno:
2 2 2
tgy+—:1:>tgy:——+1:>y:arctan<——+1) + 2,
x x x

Sto je trazeno rjeSenje (zadovoljen je uvjet limy, o y(z) = %T”). O

Je li rjeSenje u Zadatku 2.3 jedinstveno odredeno? PokusSajte primijeniti jedan od prethodnih
teorema o egzistenciji i jedinstvenosti.

U veéini situacija je jednostavno vidjeti moze li se desna strana pocetne jednadzbe
separirati. Uz dodatnu kvalitetu funkcije f sljedeé¢i zadatak daje nuzne i dovoljne uvjete
kada je moguée napraviti separaciju varijabli.
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Zadatak 2.4. Pretpostavimo da su u Q C R? (otvoren podskup) funkcije f, Ouf, Oyf, Oyxf
neprekidne i f(x,y) # 0 za (x,y) € Q. Tada se funkcija f moZe zapisati kao produkt funkcija
g i h klase C! tako da f(z,y) = g(x)h(y) ako i samo ako vrijedi:

Vi(z,y) €Q  [f(2,9)0yaf(z,y) = 0:f(x,y)0,f(z,y). (2.6)
Rjesenge: Imamo:

f(x,y) = g(x)h(y) =0.f(x,y) = g'(x)h(y), Oy f(x,y) = g(x)h'(y),
Oyaf(x,y) = g’ (x)h' (y).

Dakle, zaista vrijedi:
F(@,9)0ye f(2,y) = g()h(y)g ()N (y) = g(x)h'(y)g'(x)h(y)
= 8yf(x7 y)amf($7y) = 8a:f(x7 y)ayf(m,y)

Neka je sada f(x,y) # 0 (smijemo dijeliti s f(x,y)). Imamo:

Orf 1
0,(%5) = 72O - = 0uf0y1) = 0
iz Cega slijedi:
i
f

Iz Einjenice da su 0, f i f neprekidne, slijedi da je & neprekidna. Sada imamo:

= a(x).

0. lf) =atx) /1 = misI= [ alds + 500) = ale) + 500)

pa dobivamo:
If] = (@) +BY) — o) B(y)

Kako f ima konstantan predznak, slijedi f(z,y) = g(z)h(y). Iz Cinjenice da su 0, f, 0y f, i
f neprekidne slijedi da su g i h klase C1. O

Napomena 2.5. Uvjet na neprekidnost funkcije Oy, f je bitan w odabiru izraza koji de-
riviramo Oy(0rf/f). U slucaju da je Oyyf neprekidna funkcija potrebno je koristiti izraz
020y f/f) u dokazu. Ako je f funkcija klase C* onda su oba izraza korektna.

Zadatak 2.5. Odredite sve krivulje sa svojstvom da u svakoj tocki sjeciste tangente s y-o0si
raspolavlja spojnicu diralista i sjecista tangente s x-osi.

Rjesenge: Jednadzba tangente u tocki (g, y0) na krivulju x — y(z) je dana s
y =y (x0)(z — o) + Yo (2.7)
Na Slici 8 vidimo dva sukladna trokuta, tj. tangenta prolazi kroz (0,y0/2). Uvrstavanjem

vrijednosti u jednadZzbu tangente (2.7) dobivamo

% =y (z0)(—20) +y0 = Y (wo)xo = %
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tangenta

an
-
e ®
......
.
1]
13
O

T (0, Yo) o
trazena krivulja

(0,y0/2)

y

Slika 8: Skica zadatka 2.5

iz ¢ega zakljucujemo da je 2xy’ = y diferencijalna jednadzba koja zadovoljava nepoznata
krivulja. Metodom separacije varijabli:

22y :y:2— //

= 2ln|y\—ln|xl—|—C,C€R,
= lnyQ:IH\xl—i—lnCo, Co > 0,
= y*=Cylz|, Cp >0,

dobivamo da je y? = Cx, C € R\ {0} trazena krivulja. O

Zadatak 2.6. Nadite krivulju koja prolazi tockom T'(3,2), a diraliste bilo koje njene tangente
raspolavlja odsjecak tangente medu koordinatnim osima.

Rjesenje: Jednadzba tangente na krivulju u tocki (zg,yo) je dana sa y = ' (xo)(x — z0) +yo

te prolazi kroz tocku (0, 2y) §to je posljedica toga Sto su dani trokuti sukladni (vidi Sliku
9). Uvrstavanjem tocke (0,2yp) u jednadzbu tangente slijedi

2yo = y'(z0)(—0) + Yo,
¢ime je diferencijalna jednadzba koju zadovoljava krivulja
xy = —y.
Sada dobivamo:
W //=>1H|y| —In|z|+C, C€R

:>ln|xy| =InCy, Cp>0= |xy| =Cp, Cy >0

=azy=C, CER\{O}#y:%

Iz pocetnog uvjeta zg = 3, yog = 2 dobivamo da je C' = 6. TraZena krivulja je y = g
x> 0. [
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T(Jfo, ’yo)

.
e,
.y
.
-----

tangenta

Slika 9: Skica zadatka 2.6

2.2. Zadaci za vjezbu

Zadatak 2.7. Zadana je diferencijalna jednadzba:
1
= (r 41 (1 - f>.
u = (zx+1) ”

a) Odredite prvi integral diferencijalne jednadzbe.

b) MozZemo li primijeniti teorem o separabilnim jednadzbama ako za pocetni uvjet uzmemo
u(—1) =22 Sto ako je u(—1) = 1?2 Postoji li rjesenje u tom slucaju?

Rjesenje:

a)

du u—1
+1)(=——)

dx = (@ ) U
Primijetimo da je za u = 1 desna strana jednaka nuli ¢ime je z — 1 jedno rjeSenje.
Pod pretpostavkom da je u # 1 imamo:

u+1-—1

= 1
] du = (z+ 1)dx
1
(1+7)du— :1:+1dx//
= u+Inju—1| = *—1—1‘4—0 CeR

Time su sva rjeSenja diferencijalne jednadzbe:

2
u—i—ln\u—l\:%—i—x—i—(}’, CeR i wu=1.
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b) Desnu stranu moZemo separirati. Oznacimo g(z) := z + 1, h(u) := “=1. g je afina
funkcija pa je time klase C' na R. h : R\ 0 — R je klase C! na R\ 0 te dodatno
mijenja predznak u tocki u = 1. Teorem o separaciji primjenjiv je za pocetnu zadacéu
u tocki (—1,2) jer za svake otvorene intervale I, C (—oo,+00) 1 I, C (1, +00) za koje
vrijedi (—1,2) € I, x I, znamo da je g, h na I, I, klase C', respektivno, te da h ne
mijenja predznak na I,,. Time je

22
u+1n\u—1\:?+x+5/2

jedinstveno rjeSenje zadace za pocetni uvjet u(—1) = 2. U slucaju da je pocetni
uvjet u(—1) = 1 funkcija h mijenja predznak ¢ime teorem o separaciji ne moZzemo
primijeniti. Picardov teorem daje egzistenciju i jedinstvenost rjesenja = — 1 (vidi
Zadatak 1.6).

O]

Zadatak 2.8. Odredite rjeSenje diferencijalne jednadzbe
3222’ 4 16t = 2ta3,
koje je ograniceno za t — +00.

Rjesenje: Imamo:
dx
2 3
3z o (x° —8)
= 32%dx = 2t(2® — 8)dt / : (2° — 8)

Vidimo da je z = 2 stacionarno rjeSenje i oito ograni¢eno kada t — +o0o. Neka je = # 2.
Tada iz zadnje jednadzbe slijedi:

R

m3_8das:2tdt //

322
:>/x3_8dx:/2tdt

=1In|2z® -8 =t*+InC, C>0
:>|ac3—8]:Cet2, C>0
=2 =Ce’ +8, C#£0

Time smo pokazali da su sva moguca rjeSenje diferencijalnje jednadzbe:
x?’:CetQ—i—&C';éO i =2

Vidimo da je rjeSenja = (C’et2 + 8)1/3 ograniCena za t — oco ako i samo ako je C = 0
Sto je u kontradikciji s konstrukcijom konstante. Time je stacionarno rjeSenje x +— 2 jedino
rjeSenje koje je ograni¢eno za t — —+o00. ]

Zadatak 2.9. Neka je dana pocetna zadaca
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0, u<0,
gdje je f(u) = { ulnu, u > 0.
Pronadite prvi integral diferencijalne jednadzbe ' = ulnwu.
MozZemo li primijeniti teorem o separabilnim jednadzZbama na pocetnu zadacu? Znadci li
to da nema rjesenja?

Rjesenje: Dani zapis ima smisla dok je u > O:

d d
d;f:ulnu@u—dx//

ulnwu

¢ime slijedi

d = dt
/“: [’5 h“‘] = | 7 =hl+C=h(hu)+C, CeR

ulnu dt = %“
Mozemo zakljuciti da je
In(|Inul) =z +C /e, CeR
= |Inu| =e*- e’ = u=e"", CeR\ {0}

Desna strana se da separirati, tj.

0, u <0,

wlnu, u > 0.

f(z,u) = g(x)h(u), g(z) =1, h(u) = {

Funkcija g je neprekidna u okolini 1, a h u okolini 0 (detalji u Zadatku 1.7). Medutim, h
nije strogo pozitivna/negativna u okolini 0. Dakle, pretpostavke teorema o separabilnim
jednadZbama nisu ispunjene.

Zmnadi li to da nema rjeSenja gornje diferencijalne jednadzbe? U sklopu Definicije 1.2
stavili smo nekoliko uvjeta koje rjesenje mora zadovoljavati. Desna strana je neprekidna na
otvorenoj okolini (1,0) te vidimo da je x — 0 o¢ito stacionarno rjeSenje po svim ostalim
uvjetima, tj. da je z — 0 klase C! na otvorenom intervalu (npr. R), da graf I'(u) = R x {0}
pripada domeni desne strane, i da vrijedi diferencijalna jednadzba. Jer je zadovoljen pocetni
uvjet time je po definiciji rjeSenje pocetne zadace.

O

Je 1i stacionarno rjeSenje jedinstveno rjesenje pocetne zadace u prethodnom zadatku?

Dokazite ili opovrgnite.
o Y =y
Zadatak 2.10. Ima li zadaéa jedinstveno rjesenje ?
y(0) =0

Rjesenje: Gornja pocetna zadaca ima rjeSenje po Peanovom teoremu, ali niti Picardov te-
orem niti teorem o separaciji nisu primjenjivi. Naime, (z,y) — a:yl/ 3 nije Lipschitz nepre-
kidna po drugoj varijabli na otvorenom skupu koji sadrzi (xg,yo) = (0,0) (pokazite!), dok

h :y — y/3 mijenja predznak za yo = 0. Za y # 0 moZemo napraviti sljedece
d
% = my% = y_idy =xdr / /
32 1,
= -y3=_ C
2y 2:c +
= y=+(2%3+0)?
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primjer rj.

Slika 10: RjeSenje za konstante Cy = 3,Co = 2 gdje je za x < —2 funkcija negativna, a za
x > 3 pozitivna.

Time mozemo zapisati opce rjesenje za C1,Cy > 0 (vidi Sliku 10 za specifiéne konstante i
predznake funkcije):

:l:(l’2/3 — 01)3/2, x > +/3C
0, —\/302 S X S \/301 (2.8)
+(x2/3+ )2, < —/3C,

Uvjerite se da je (2.8) zaista rjeSenje diferencijalne jednadzbe po Definiciji 1.2 O
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3. Pojednostavljanje na separabilne jednadzbe

3.1. Afine supstitucije

Jednadzba tipa ¢y = f(ax + by + ¢) moZe se svesti na jednadzbu sa separiranim varijablama
uz supstituciju z = az + by + ¢, z = z(z).

Zadatak 3.1. Rijesite jednadzbu:
y = /dx +2y — 1.
Rjesenje: Uvodimo supstituciju z = 4x + 2y — 1. Deriviranjem dobivamo identitet
=442 =442z
Slijedi
dz dz
—— =d = [ —FF==/[d
112z x// /4+2\/2 / v
Prvo izra¢unamo neodredeni integral s lijeve strane
dz 1 dz u=2++z| 1 [2(u-2)du 2
4422 2) 2++/2 du =57 2 u u

=u—2nul+C=2+z-2In2+z|+C =222+ Vz| + C.

Time dobivamo
Vz—2l2++z|=2+C, C€R.

§to nakon zamijene z = 4x + 2y — 1 daje traZeno rjeSenje

Vidr+2y—1-2In2+/4x +2y -1 -2+ C =0, C €R.

Zadatak 3.2. Rijesite pocetni problem:

(x4 2y)y =1,
y(0) = -1,
Rjesenje: Koristimo supstituciju z = = + 2y, z = z(z) iz ¢ega dobivamo
1 2
=142 =142 2= 2
z z

Integriramo uz pretpostavku da je 2 +2 #£ 0

z
dz = | dzx.
/2+z : /w
Za lijevu stranu

= _2
/iQdZZ[“ er2}:/“ du=u—2mnul=z+2-2Inlz+2/+C
z

du = dz U

Sve zajedno daje
z—In(z+2*=2+C, CeER i 2z=-2
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Nakon vracanja supstitucije moguéa rjeSenja su
r+2—In(z+2y+22=2+C, CeR i z+2y=-2

Ubacivanje g = 0, yg = —1 u prvu jednadzbu nema smisla jer logaritam nije definiran
u 0, ali vidimo da krivulja sadrzi pocetnu toc¢ku (0, —1). Pogledajmo stacionarno rjeSenje
z + 2 = 0. Vracanjem supstitucije to postaje z + 2y = —2 te zaista pocetna tocka (0, —1)
pripada toj krivulji. Time je trazeno rjesenje upravo x + 2y = —2. O
3.2. Homogene jednadzZzbe

Definicija 3.1. KaZemo da je funkcija f: R?> — R homogena stupnja k ako je

V(z,y) € R%, VX € R, FOx, Ay) = N f(x,y).
Primjer 3.2. Primjeri homogenih funkcija:
a) f(z,y) =23 +y3, fOz,\y) = X323 + X392 = N3 f(a,y) = k=3
b) flz,y) =2y, fAz, Ay) = Na?y® = N f(z,y) = k=5

Definicija 3.3. Obicnu diferencijalnu jednadzbu y' = f(x,y) nazivamo homogenom ako je f
homogena funkcija (nultog stupnja). Diferencijalnu formu M (x,y)dx + N (z,y)dy nazivamo
homogenom ako su M © N homogene funkcije istog stupnja.

Pogledajmo homogenu diferencijalnu jednadzbu y' = f(z,y). Ako iskoristimo da je f
homogena stupnja 0 (A = 1) tada vrijedi sljedece

y' = flz,y) = f(%:v %y) = f(l,%) = g(%).

Kod homogenih jednadzbi koristimo supstituciju z = %, z = z(x):

xz=y/) = 2+ =9y =9(2) = 22/ =g(2) -z

¢ime smo dobili seperabilnu diferencijalnu jednadzbu:

dz da:é/ dz B dﬁ
OO N CE S

Zadatak 3.3. Rijesi diferencijalnu jednadzbu:

Y

xy’—y:xtg;

Rjesenje: Podijelimo diferencijalnu jednadzbu s a:

Y

v =Y 1+igl.
X a

S obzirom da se radi o diferencijalnoj jednadzbi koja je oc¢ito homogena, iskoristimo supsti-
tuciju u = £, u = u(z). Dakle

uwr=y /) =dvr+u=y =u+tgu,

Sto daje separabilnu diferencijalnu jednadZbu po wu.

, du dx /
uvr=tgu = —=— / .
tgu T
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Provjerimo prvo sto ako je tgu = 0. Vrijedi

tgu=0<sinu =0< u = km, keZ@g:lm, kelZ.
x

Vidimo da su y = xkw, k € Z stacionarna rjeSenja diferencijalne jednadzbe. Metodom
separacije u slucaju tgu # 0 integriranjem lijeve strane dolazimo do

du CoS U
:/ ——du = In|sinul.
tgu sinu

Sve zajedno, skupa sa vra¢anjem supstitucija daje

In|sinu| =In|z|+C, C€R

= In|sinu| = In(Cyl|z|), Co >0 /exp(-)
|sinu| = Cylz|, Co >0
sinu = Cz, C € R\ {0}
ﬁn%zC&,CER\ﬁH

R

Time je rjeSenje diferencijalne jednadzbe dano s

Sing:Cx, CeR\{0} i y=knmx, kel
x

Zadatak 3.4. Rijesite diferencijalne jednadzbu

(y? — 2zy)dx + z2dy = 0.

Rjesenje: Uo¢imo da je diferencijalna forma homogena (M (x,y) = y* — 2xy, N(z,y) = 2*

su homogene istog stupnja 2). MoZemo eksplicitno izraziti 3’ :

/_dy:%y—y?:ﬂ_(yf
dx 22 x x/

pa ako iskoristimo supstituciju v = ¥, u = u(x), dobivamo

du dx
= /:> /: /:2 — 2:>7:7 /
ur=y /) =>utzu =y u—u ai—u) @ /

Stacionarna rjeSenjasu u =0 < y =0te u = 1 < y = z. Lijeva strana u metodi separacije

1Znosi: i ) .
U U
v Y Nl -1 —1:1‘ y
/u(l—u) /<u+1—u)u nfuf = Infu—1| S

Time smo dobili

u

1@ ‘:mm+c:w¥iﬂ:%uh%>o
u—1 u—1
u

= =Czx, CeR\{0

— = O, CeR\ {0},

te je kona¢no rjeSenje diferencijalne jednadZbe

Cz?
1+Cx’

Y= CeR\{0} 1 y=0,y=n=x.
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A tangenta

Slika 11: Skica zadatka 3.5
Zadatak 3.5. Odredite jednadzbu krivulje tako da svaka tangenta sijece os ordinata u tocki
koja je jednako udaljena od ishodista © diralista.

Rjesenje:
Na Slici 11 mozemo prepoznati pravokutni trokut ¢iji su koordinate vrhova

(07 h)a (IL’O, h)7 (.T(), yO)
Prema Pitagorinom poucku mozemo izraziti vrijednost od h:

_ w3+

24 (yo—h)?2=h o 2+ —2poh+h2=h> < h o

Tangenta na krivulju koja prolazi tockom (xg,y0) je ¥y = ¥'(zo)(z — o) + yo 1 prolazi kroz
tocku (0, h), tj.

g + g

5 =y'(z0)(—z0) + o / - 2yo
Yo

Time dolazimo do identiteta:

33(2) + yg = —2z0y0y’ (z0) + 2y8 = 2x0y0y (z0) = y(% — x(Q).

Nasa diferencijalna jednadzba dana je sa:

2 2
Y- —x l/y =

Prepoznajemo da se radi o homogenoj diferencijalnoj jednadzbi. Koristeéi supstituciju u =
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Yy _ / / 7 .
2o ru=y /' = ru +u=y metodom separacije:

:Eu/—l—u:ylzlu—11
2 2u
; 1u?+1 U B ld:I:
:>:nu——2 u :>u2+1 - //

1 1
:>§In(u2+1):f§ln\x|+0/-2

= u? +1 = Colz| ™, Co>0:>u2+1— , Co>0, z#0

zakljucujemo da je

2 C
Y 120 _p >0
2 2]

prvi integral diferencijalne jednadzbe. Mozemo maknuti apsolutnu vrijednost od |z, tako
da radimo s neodredenom konstantom C' € R\ {0}:

2
) ¢ 2
C\2 C?
:>y2+:v2—0m:0:>y2+(x——) = —.
2 4
Rjegenje je kruZnica sa centrom u (g, 0) radljusa za C € R\ {0}. O

Zadatak 3.6. Odredite familiju krivulja za koju je povrsina lika omedenog osi apscisom,
osi ordinatom, krivuljom y = y(x) i pravcem paralelnim s ordinatom tocke krivulje T (z0, yo)
jednak kvocijentu kuba ordinate i apscise tocke T

RjeSenje: U zadatku kaZe da je integral ispod nepoznate funkcije x — y(z) od 0 do z

A
y T (o, Yo)

/\/\/U

Slika 12: Skica zadatka 3.6

3
jednak kvocijentu g—g, tj. imamo integralnu jednadzbu:

/x y(s)ds = . (3.1)
0
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Deriviranjem dolazimo do diferencijalne jednadzbe:

xr
/y(S)
0
3y*y'z —y

Zy@)=—" 53—

= 2%y = 32y’y —y

e

3
3

Ocito je x +— 0 rjeSenje problema. Za y # 0 dobivamo homogenu diferencijalnu jednadzbu:

a4y
3xy

Koristeci supstituciju u = £, u = u(x) dobivamo:

1 — 2u?
3u

!/ / 1 1 /
urtu=y = 7<u+—> = U =
3 U
Metodom separacije dolazimo do

3u
1-— 2u2

//:>—ln\1—2u2]—ln\x|+0/

Za 1 — 2u? # 0 slijedi:
4
11— 2u%z3 =C, C > 0.

Vratimo li supstituciju « = £ dobivamo izraz:

1
=t—z
Y NG
Time smo pokazali da je rjeSenje diferencijalne jednadzbe, odnosno integralne jednadzbe
dano sa sljede¢im krivuljama:

4
3

C+23, CeR\ {0}. (3.2)

Wl

1 1 4 1
=+—uz3\/C+2x3, CeR\{0}, i =0, y=+—=x.
y=+75 Y \ {0} Y y=*75

Ako se vratimo na integralnu jednadzbu (3.1) i pustimo limes u 0 dolazimo do varijante

pocetnog uvjeta:
3
z
lim (z)
z—0t T

= 0. (3.3)

Za (3.2) dobivamo da je C' = 0 sto je kontradikcija, odnosno jedina moguca rjeSenja su

stacionarna, dakle y = :l:%:v iy = 0 jer zadovoljavaju pocetni uvjet (3.3). ]

3.3. Svodenje na homogene jednadzbe

Neki tipovi jednadzbi mogu se svesti supstitucijama na homogenu jednadzbu. Jednadzba
oblika

, ( axr +by + ¢

— g (EEIYTE N o bcan b, €R, a2 402 >0, a2 402 >0,
Y a1$+bly+c1) @0 6o a @t u+o

je primjer diferencijalne jednadzbe koja se moze svesti na homogenu. Odabir supstitucije
ovisi o vrijednosti determinante, tj. razlikujemo dva slucaja:
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a b
a) a b # 0.
Uvodimo supstituciju:
x
u=zr—a < zu)=uta = —=
du
dv  dydx (34)
v=y—8 & oW =yle() - = = =2 =y
Time je
dv ( a(u+a)+bv+p)+c ) B ( ao+ b+ c+au+bv )
du  “\aj(u+a)+b(v+pB)+ei/ " \Naja+biB+ci+ayu+ b
Sustav:
aa+bB+c=0,
5 (3.5)
ara+b1f+c =0,
ima jedinstveno rjesenje jer ; bb # 0, ¢ime postoje jedinstveni «, 8 takvi da vrijedi
1 01
(3.5). Time smo problem sveli na homogenu jednadzbu:
dv au + bv a+by v
du f(a1u—|— bw) N f<a1 + b1z> N g<ﬂ>
b) ; bb = 0. U ovom slu¢aju postoji A € R\ 0 takav da A\(a,b) = (a1,b1). Supstituci-
1 0

jom z = a1z + b1y = A(ax + by), slijedi:

4
xte
Z+C

z':al—i—bly':al—i—blf( )zg(z).

Naravno, z = azx + by je takoder prikladna supstitucija.

Zadatak 3.7. Odredite prvi integral diferencijalne jednadzbe:

Y = m (3.6)
Rjesenje: Nalazimo se u drugom slucaju jer je 4 ;‘ = 0.
Iz z = 2z + y slijedi 2/ = 2 + ¢/ ¢ime diferencijalna jednadzba postaje:
z’:2+y/:2+222113 - ZZL: (3.7)
5247 = 0 je stacionarno rjeSenje (3.7), odnosno 2x+y = —% je rjeSenje polazne diferencijalne

jednadzbe (3.6). Uz petpostavku da je 5z + 7 # 0, metodom separacije

2243
dz =d
P A //
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zakljucujemo:
2 +3 2 1 1 2 1
dz = (f - )d — 4 —pz4+7=2+C, CeR
/52+7Z /5+552+7 P gt gl Tl=at <

iz ¢ega dobivamo da je
2

1 7
5@x+w+igmw@x+y%Fﬂzx+C,CER i 2r4y=—

5
opce rjesenje diferencijalne jednadzbe. O
Zadatak 3.8. Odredite rjesenje jednadzbe:

(2x —4y+6)dx + (x +y — 3)dy = 0.

Rjesenje: Diferencijalnu formu zapisujemo kao diferencijalnu jednadzbu:

_ 2z — 4y + 6
4 r+y—3
- . .. . . -2 4
Vidimo da je vrijednost determinante razli¢ita od nule 11l = —2—-4=-6 #0.
Prikladna supstitucija je
x
u:x—a:>:nzu+oz:>d—:1
dv dydx ,
b=y B = o) =ylew) - f= 5 = L
Sto daje
&, duta) 4wt P) 0

du YT (u+a)+(v+p5)—3
_2a—4ﬁ+6+2u—4v

a+B—-3+u+v

ZakljuCujemo da su o =1, 8 = 2 rjeSenja sustava:

20 — 48 +6 =0
a+p—-3=0

¢ime uz supstituciju v =y — 2 i u = x — 1 diferencijalna jednadZba postaje:

dv 2u — 4o 2—4%

du u+v 1+ .
Posto se radi o homogenoj diferencijalnoj jednadzbi koristimo supstituciju z = ¥, z = 2z(u)
uz=v/— = uz’+z:v’:—2_4z,
ou 142
pa dobivamo:
VR Clnk) (Gl ) R b S

z+1 (z—2)(z—1) u
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Prvo ispiSimo sva stacionarna rjeSenja:

r=lelolor-l=y-2cr-—y+tl=0sy=a+1
U (3.8)
z=2&v=2uy—2=2x-2&y=2z

Lako provjerimo da su (3.8) zaista rjesenja polazne diferencijalne jednadzbe. Uz pretpos-
tavku da je z # 11 z # 2, u metodi separacije varijabli, razvojem na parcijalne razlomke

izra¢unamo:

1)d

/W:3ln|z—2\—21n|z—l\.
(z—1)(z—2)

Vrijedi

/ z+1 / du
= ———dz= [ ——
z—1)(z—-2) u

= 3ln|z—2|-2ln|z—1|=—Inju+C <

|2 = ||\
|z — 12

Co, C[) >0

”— 3
o EZ_T;QUZC, C R\ {0}

Sada treba vratiti z = Z—:? iu=2—1. Dobivamo: (y —2x)3=C(y—x—1)%, C € R\ {0}.
Konaéno rjesenje, tako da uklju¢imo i stacionarna (3.8) moZzemo zapisati kao:

Aly—22)* +Bly—z—1)>=0, A,BcR.

O
3.4. Zadaci za vjezbu
Zadatak 3.9. Odredite prvi integral diferencijalne jednadzbe:
(t +x)%2’ = 9.
Rjesenje: Koristedéi supstituciju z = ¢t + £ imamo @ =1+ dt, iz cega slijedi § d—x = ‘fl—j — 1.
Vrijedi:
dz
2
= 22 -1) =9
: (dt
dz
2 2
= — =9
z I +z
= 2dz— 9+ 2%)dt /: (94 2%) >0
= =dt
9+ 9+ 22 4 /

2249-9
——dz= [ dt
= / 2249 “ /

= z—3arctan§:t+0, CeR
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Sada iz z = t + z imamo:

t
= t+x — 3arctan te =t+C/:3
t+r
= t =-+C
arctan 3 3 +
t+x x
= = —tan(3+0)
3 an 3 +
= t+x:3tan(§+C’>, CeR
O
Zadatak 3.10. Rujesite diferencijalne jednadzbu:
2z +3y+1de+ Bz +4y+1)dy =0
Rjesenje: Zapisivanjem diferencijalne jednadzbe iz diferencijalne forme:
P 204+ 3y +1
YT T sr g+ U
- . |=2 =3 L S
Vidimo da je 3 4= 1 # 0, pa koristimo standardnu supstituciju (3.4)
U= —«
v=y—05=
uz koju je
dv ,__2(u+a)+3( +08)+ (3.9)
du 7T T 3uta)t+Aw+ B+ '
Sustav
204+38+1=0
3a+48+1=0
ima jedinstveno rjeSenje a = 1, § = —1, ¢ime (3.9) postaje homogena diferencijalna jed-
nadzba
dv  2u+3v 2+35
du  3u-+4v 3+4;
Koristeéi supstituciju z = 2, z = z(u) imamo uz = v & uz' + 2z = v = —giiz, iz Gega
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slijedi:
! — —2—3z—32—42%
B 3+4z

dz(3 +4z2) _du

N _
4224+62+2  u

N dz(3+4z) / /
422 +62+2

& Eln(|22 +32+4+1))=—Inlu/+InC, C >0
& \/]222+3z+1]:|j,0>0
& 2z2+3z+1:%, CeR\ {0}

Y+ 1\2 y+1 B C
) P8 = oo C RV}

s 2+ 1243w+ Dz -1+ (z-1)2=C, CeR\ {0}

& 2
z—1
Prepoznajemo stacionarna rjesenja:
S e - i el R
1
2) 241=0=z2=-1=¥=-1=y=—ua
O

Zadatak 3.11. Neka je M proizvoljna tocka neke krivulje. Tocka Q) je projekcija tocke
M na ordinantnu os, dok normala u tocki M na tu krivulju sijece os apscisa u tocki N.
Odredite jednadzbe svih krivulja za koje se pravei OM i QN siyjeku pod pravim kutom, a
krivulja prolazi kroz tocku (2,0).

Rjesenje: Oznacimo sjeciste apcise 1 normale u tocki M na tu krivulju s N = N(n,0) (vidi
Sliku 13). Vektori QN = (n,—yp) i OM = (z9, yo) su okomiti, tj.

(7’L, _yO) ' (53072/0) =0 <= n= y(Q)/;UO

Normala u to¢ki M (z,yo) glasi

i prolazi kroz tocku N(y3/z¢,0). To daje

1
y' (o

0=— )(yg/xo—ﬂ?o)‘f‘yo

¢ime diferencijalna jednadzba krivulje glasi:

Y
y ===
r oy
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Jer je diferencijalna jednadzba homogena koristimo supstituciju z = £, z = z(x).

xz’+z:y':z—z2:>$z’:—f
z

= % =2%(C — 2In|z|)

Krivulja prolazi kroz tocku (2,0) é¢ime je C' = In4 i trazena krivulja z +— 2%(In f ) O

M(ﬂ?m yo)

normala

Slika 13: Skica Zadatka 3.11

Zadatak 3.12. Zadana je diferencijalna jednadzba:
Y = (e )
a) Pronadite prui integral diferencijalne jednadzbe.

b) Odredite rjesenje jednadzbe uz pocetni uvjet y(1) = —1. Je li rjesenje jedinstveno?
Tvrdnje obrazloZite!

Rjesenje:
a) Uzimamo afinu supstituciju z = x — y, ¢ime je
2 =1—y =1—-ch?z=—sh’z

Za sh? z = 0 imamo z = 0 tj. y = x, §to je jedno rjesenje diferencijalne jednadzbe. Uz
pretpostavku sh? z # 0:
dz
- =dx
sh? 2 / /

ctgz=ax+C, CeR
ctg(z—y)=x+C, CeR
y=x—ctg Yz +C), CER

Pl
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Opéa rjesenja diferencijalne jednadzbe su:

y=z—ctg H(z+C), CER i y=u.

b) Za pocetnu zadacu
y(1) = =1, y' = f(z,y) == ch’(z —y)
vidimo da je (z,y) — ch?(z — y) klase C*®°(R2;R). Nadalje, vrijedi:

of
@(M) =2ch(z —y)sh(z —y) - (-1) = —sh(2(z — y)),
¢ime je (x,y) — g—g(x, y) klase C(R?%; R) pa time i neprekidno na P, gdje je P proizvo-
ljan otvoren pravokutnik takav da (1, —1) € P. Time je supp \g—i| < maxﬁ|g—£l < 00,
iz Cega slijedi da je f Lipschitzova po drugoj varijabli, pa postoji jedinstveno rjeSenje.
Ubacivanjem pocetnog uvjeta u 1. integral diferencijalne jednadzbe

y(l)=-1=ctg(l+1)=1+C =C=ctg2-1

te dobivamo rjeSenje:
ctg(x —y) =z +ctg2 — 1.
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4. Linearne diferencijalne jednadzbe prvog reda

Opéi zapis linearne diferencijalne jednadzbe prvog reda je:

ao(z)y'(z) + a1 (x)y(x) = b(z), (4.1)
gdje su ap,a1,b € C(I;R), pri ¢emu je I interval te ag(z) # 0, za svaki x € I. Ako
je b = 0 kaZemo da je (4.1) homogena linearna diferencijalna jednadZba, odnosno ako je
b # 0 govorimo o nehomogenoj linearnoj diferencijalnoj jednadzbi. Standardni zapis linearne
diferencijalne jendadzbe prvog reda je:

y'(x) +p()y(x) = q(2), (4.2)
a1(x) b(z)

za p(x) = aolz) | q(x) = a0(a) - 1staknimo da su (4.1) i (4.2) ekvivalentni zapisi. Iz opce
teorije znamo da pocetna zadac¢a ima jedinstveno rjeSenje na cijelom intervalu I.

4.1. Metoda varijacije konstante

Opisat ¢emo postupak rjeSsavanja pocetne zadace ¢ija je diferencijalna jednadzba (4.2).
1) Rjesavanje homogene linearne jednadzbe:

/

Y+py=0 = ¢y =-py

/ x
A
Yy xo

> | == [ po
y@)| "
= ) /mp“)dt

= |y(@)| = |y(wo)|e o PO

Predznak od y(x) je uvijek isti kao od y(z¢), pa zaklju¢ujemo da je rjeSenje oblika za
C =y(zg) #0 )
y(a) = Ce o™ CeR\ {0}

Ocito je y = 0 stacionarno rjeSenje ako je y(xzo) = 0, tako da je opéi zapis rjeSenja
jednadzbe

y(z) = Ce =PV o e R, (4.3)
2) Varijacija konstante ili Lagrangeova metoda.
Pretpostavljamo da je rjeSenje oblika y(z) = C(x)e J (0L,
y(@) = C'(a)e” ™" 4 Ca)e™ o PO (p(a)
= C'(@)e o0 pa)y(a)
Dodavanjem p(x)y(z) dobivamo

Y (2) + pla)y(e) = C'(x)e S0 PO = g(a)
= (C'(z) :q(x)effop(t)dt //

o

q(s) (efrjo P(t)dt) ds

T

= CO(x) = Clao) + /

o
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Opce rjesenje je

y(z) = y(zo)e Jro PO 4 o Jag PO /

o

T

q(s) (efzso p(t)dt)ds (4.4)

Krajnja formula (4.4) se ne pamti jer je daleko jednostavnije ponoviti proces od po-
Cetka.

Neka je y, fiksno (partikularno) rjeSenje nehomogene jednadzbe y; + pyp = q. Ozna-
¢imo s y opce rjeSenje jednadzbe y' + py = ¢. Tada razlika y, = y — vy, zadovoljava
homogenu jednadzbu

Yh +oun = —y) +0(y—w) =y +py— (Y + 1Y) =q¢—q=0

te se opce rjeSenje moze zapisati kao suma partikularnog rjesenja jednadzbe i opéeg
rjeSenja pripadne homogene jednadzbe:

Y =Yn + Yp-

Prethodna struktura je posljedica linearnosti diferencijalne jednadzbe. Ako mozemo
naslutiti ili je poznato jedno partikularno rjesenje tada je dovoljno pronaéi opée rje-
Senje homogene jednadzbe.

Zadatak 4.1. Odredite opée rjesenje jednadzbe:

zy — 2y = 223, (4.5)
Rjesenje: Zapisujemo u obliku (4.2):
2
y ="y +22°
x

1) Opce rjesenje homogene linearne diferencijalne jednadzbe:

2 d 2d
J=2y - W _2e //
T Y x
= Inly|=2Inz|+C

= y=0C2? CecR\{0}

x — 0 je takoder rjeSenje, pa je oc¢ito y = Cz?, C' € R opée rjesSenje homogene linearne
diferencijalne jednadzbe.

2) Partikularno rjesenje:

2
= 9(z) = C(z)2? + C(z)2x = 20(?30 + 222
= (C'(z)2® =222
= C'(z)=2
= C(xr)=2x+D, DeR
_ 2 _ .2 3
= ylr)=Q2x+D)z*=Dz"+22°, DEeR

Yh Yp

je opcée rjeSenje linearne diferencijalne jednadzbe, gdje prepoznajemo partikularno
rjeSenje vy, = 223 1 opée homogeno rjeSenje y, = Dz?, D € R.
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Zadatak 4.2. Odredite opée rjesSenje jednadzbe:
2z (2% 4 y)dx = dy.
Rjesenje: Prepoznajemo linearnu diferencijalnu jednadzbu:

d
y = EU 943 + 2zy.
dz

1) Opée rjesenje homogene jednadzbe:

d

= Inly|=2>+C
= y:Cer, CeR.

2) Varijacija konstante:

y(z) = C(x)e” = o (x) = C”(a:)ex2 + C(x)ex22m =223 + 2300(:6)69”2

= C’(l‘)er = 2¢3

= C(x) :/2x3ex2d:c: [ v=r

2

du=2r dv=2re "

= Clx)=---= —2%2 " — ¢ + D, DeR.

Trazeno rjesenje je

y(z) = (D — =z e e )e”

4.2. Metoda integrirajuceg faktora

43

Opcenito do rjeSenja linearne diferencijalne jednadzbe prvog reda moZemo doci i preko

postupka integrirajuceg faktora. Jednadzbu (4.2) pomnoZimo s funkcijom p = p(x) :

py' + pry = pg

d
= [y =1y + pry = pg
X N
=0

d .
o lmyl = pg,  ako je u = pp.

Time je postupak rjeSavanja nehomogene linearne diferencijalne jednadzbe sveden na uzas-

topno rjesavanje dviju homogenih linearnih jednadzbi.

Zadatak 4.3. Pronadi rjesenje diferencijalne jednadzbe

, cos T x
y ==

: Yy - .
sinx sinx
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Rjesenje: Linearnu diferencijalnu jednadzbu rijesit ¢emo postupkom integrirajuc¢eg faktora
= p(x). MnoZenjem s p dobivamo

, coS T x
nYy = ———uy —
sin x sin x
d , cos x
= ol = ey = -y
:c sinx sin x
Proglasavanjem
p  cosx
I ~ sinz
slijedi
d x
il — . 4.6
gy = (4.6)

coszx.
sinx *

1 )_ COST /
(nfuly = 2=/

In | pl —/C?S$dm—ln|sinxl +C

Rijesimo jednadzbu %’ =

sin x
pw=Csinz, C#0

Uoc¢iomo potrebna nam je samo jedna funkcija g pa moZemo staviti da je C' = 1. Ako
vratimo u (4.6) slijedi

(1(@)y) = = ()
= (sin(a)y) = ——simT =2
= sin(@)y(z) = ‘””22 +D, DeR
= ylz) = Sirlm <x;+D>, DeR

O]

Napomena 4.1. Prethodna metoda je poseban dio Eulerove metode multiplikatora (vidi
sljedeci Odgeljak 5). U [2] navodi se jo§ jedan pristup koji koristi supstituciju. Ako je dana
linearna diferencijalna jednadzba:

y' +py=4q (4.7)
nepoznato rjeSenje zamijenimo supstitucijom y = uv gdje su u,v nepoznate funkcije od x.
Ubacivanjem u (4.7) dobivamo

(uv) + p(uwv) = (v’ + pu)v + wv' = q.

Stavimo li da je u ne-nul rjesenje od u' + pu = 0 potrebno je jos rijesiti

/
uv = q.

¢ime dolazimo do konacénog rjeSenja. Svim pristupima je zajednicko to da prvo pronalaze
rjesenje homogene linearne diferencijalne jednadzbe.
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4.3. Bernoullijeva jednadZba

Bernoullijeva jednadzba je diferencijalna jednadzba prvog reda oblika:

Y (@) +p(2)y(x) = q(z)y*(z),z € I (4.8)

gdje je I otvoreni interval, p,q: I = R, g(z) #0 zasvakix € I i« € R\ {0,1}. Slucajevi
a = 01ili & = 1 nisu zanimljivi jer je tada (4.8) linearna diferencijalna jednadzba. Istaknimo
da je x — 0 uvijek rjeSenje Bernoullijeve jednadZzbe ako je @ > 0. Bernoullijeva jednadZzba
(4.8) moze se rijesiti supstitucijom, tj. pokazuje se korisnom supstitucija x — y"(x), r € R.
Zaista, za z = y", z = z(x) imamo

/ T

Z=ry Y =y gy —py) = rqy T —

Tpz.

Stavljanjem r = 1 — «, odnosno supstitucijom z = y!= (4.8) se svede na linearnu diferen-
cijalnu jednadZbu prvog reda Sto predstavlja opéi postupak traZzenja rjeSenja diferencijalne
jednadzbe.

Zadatak 4.4. Pronadite 1. integral diferencijalne jednadzbe:
(3zy + y?)dz — 2*dy =0

Rjesenje: Prepoznajemo da se radi o Bernoullijevoj jednadzbi s a = 2:

3 1
Y —y= >y
x x
Supstitucija z = y! = = 471, 2 = 2(x) daje
- 03y y? 3 4 1 3 1
/ 2,1 2 1
Zz = — = — — 4+ =)= —— _—— = —— - —
vy =y (ot R =y s =i

linearnu diferencijalnu jednadzbu po z (sve dok je y # 0)

1) RjeSenje homogene jednadzbe:

Z/:—§ = %:_3@ //
X z xr

= Inl|z|=-3In|z|+C

= z:%, CeR
Xz

2) Partikularno rjeSenje nehomogene jednadzbe:

o) = C(x) /’

:173
C'(x) C 3 1
= #() = 3 et T x z) - 22

\
Q
&
I
|
8

Time je rjeSenje linearne jednadzbe

x2 1
=(—-—+D)—, DeR.
z < 5 + )x3’
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Rjesenje Bernoullijeve jednadzbe time glasi

223
=—, DeR
Y D_ 22
s time da ne smijemo zanemariti stacionarno rjesenje x — 0. O

4.4. Riccatijeva jednadzba
Riccatijeva diferencijalna jednadzba je oblika:

Y = q+qy+ ey’ (4.9)

gdje su qo,q1,q2 : I — R zadane funkcije takve da qo(x) # 01 ga(z) # 0 za svaki z € I.
Riccatijevu diferencijalnu jednadzbu je u pravilu tesko rijesiti, no pokazuje se da ako znamo
jedno rjeSenje tada moZemo konstruirati opée. Potrebno je napraviti supstituciju y; +h gdje
je y1 poznato rjesenje od (4.9). Imamo:

v = qo + qru+ gou?
& (h+w) =q +aq(h+u)+ g(h+ur)?
s R +%= Qui + (@1 + 2qaur)h + Q2h2,

s obzirom da je uj rjeSenje od RDJ. Time h zadovoljava Bernoullijevu diferencijalnu jed-
nadzbu:
W = (q1 4 2qou1)h + q2h.

Zadatak 4.5. Odredite opce rjesenje diferencijalne jednadzbe ' = % — 2u? ako znamo da
x

je x> % jedno partikularno rjesenge.

Rjesenge:
Rjesenje Riccatijeve trazimo u obliku A + uy:

1
(h+up) = — —2h+ up)?

2
4
_ 2
h"z]é—fé—% iﬁ‘%

4 1
B =—2h% - Zh ==
0“7

—n 4

Prvo pronadimo homogeno rjesenje

dz 4dz
z T //
= z(z)=Cgz?

Opée tjesenje trazimo tako da variramo konstantu z = C(z)z*:
!/
z = C(z)z" /

2 = (z)x* +4C(x)2® = 2 + éC’(ac):c4
x
2 21

= z:Dx4—§w, DeR
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Time smo dobili h = % = DI%_%I ¢ime je opce rjeSenje Riccatijeve jednadzbe:
h + o + ! DeR
U= Uy = — .
YT Dt - 2z a’

4.5. Zadaci za vjezbu

Zadatak 4.6. Pronadite opca rjesenja diferencijalnih jednadzbi
a) y*dr — (2zy +2)dy = 0
_ 1
Dy =g

Rjesenje:

47

a) Prepoznajemo da se radi o linearno diferencijalnoj jednadzbi (s time da je y varijabla,

a x = z(y) nepoznata funkcija):

,  dx 2 n 2
= — = —XI _—
dy y oy
Rijesimo metodom integrirajuceg faktora tako da pomnozimo cijelu jednadzbu s y =
1(y)
, 2 2
HT = — T + 5[
Yy Yy
, , 2 2
= (uz) —pr=—pr+ —p
Yy Yy
2 2
= () = spuzp =——p
Y Y
Pronadimo nestacionarno rjeSenje od u’ = —% 4 metodom separacije:

(aluly ===/ [ ay

In|ul = —21n\y| +C
p=Cy> C#0

Stavimo da je u(y) = y~2. Time dobivamo

(v 2) = S5y~ 34 //

2
= ylr=— +D, DeR
3y°
= 4 2 +D), DeR
_y 3y3 )
b) Vrijedi
/_dx_ _ _ 2
_aTy d—y_—/—aH—y
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Znadi radi se o linearnoj diferencijalnoj jednadzbi po x. Opée rjeSenje homogene
jednadzbe 2’ = z je z(y) = Ce¥, C € R. Metodom varijacije konstante

d
vw) = O’ [
= 2'(y) = C'(y)e¥ + Cly)e¥ = C'(y)e” + zby] = zky) + 4
= C'(y) =y’
= Cly)=...=—eYy?+y+2)+D, DEcER.

Time je konac¢no rjesenje z = De? — (y? +y +2), D € R.

Zadatak 4.7. Rijesite diferencijalne jednadzbe:
a) 22y + 22y —y3 =0
b) y*y — by’ =7

Rjesenje:
a) Dijelimo 2%y + 2xy — ¢ = 0 s 2293,

y = 0 je jedno rjesenje Bernoullijeve jednadzbe.

Uz supstituciju z = y% dobivamo 2’ = —y%y’ te imamo:
y 21 1
v ory? a2
2 2
= - 5 + —z = 2
= 2= é,z _2
x x?

1) Homogeno rjeSenje:
d: 1
dr ©
= In|z|=4lnz+InC, C >0
= z=Cz', CeR\ {0}

2) Varijacija konstante:

2(z) = C(z)z?

S 2(0) = O)a® +ACHT = 2(F) — &
2

= C'=-—
26
2
= C=-—=5+D, DeR
5%
2
= Z:7+D$4, DER
5%
1 24 Dzb
= —Q:u, D eR.
Y T

Trazeno rjedenje je y? = %, D € R s time da je y = 0 stacionarno rjesenje.
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b) Dijelimo 3%y’ — 5y = e=2* s 42, y # 0 i dobivamo Bernoullijevu jednadzbu (oo = —2):

—2z
, e
y — by = .
Y2

Koristimo supstituciju z = y'=® = y3 i dobivamo: 2’ = 3y%y’. Slijedi:

!
Z _
Z 5=
3

= 2 —152=3e"%"

1) Homogeno rjeSenje:

dz

— =15

dzx i
= d—z = 15dx

z

In|z| =152+ C, C €R
= z=Ce’ CeR

4

2) Varijacijom konstante:

Sada imamo:

3
z= (— 1—76_1” +D)el5z, DeR

3
=>z=——e 24 De!® DeR
17
3
=Y = §/—17€_2x+D615x, DeR
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5. Egzaktne diferencijalne forme

5.1. Egzaktne diferencijalne forme

Definicija 5.1. Neka je Q C R? podrucje (otvoren i povezan skup) te f = (f1,f2) €
C(;R?). KaZemo da je f gradijentno preslikavanje na € ako postoji F € C*(;R) takav
da je VF = f. Preslikavanje F zovemo potencijal od f.

Definicija 5.2. KaZemo da je diferencijalna forma fidx + fody egzaktna na otvoremom

skupu 2 ako je %—];1 = %

Ako je Q 1-povezano podrucje i f € CH(;R?) te ako je %—J;l = % na 2, onda je f
gradijentno preslikavanje, tj. postoji potencijal F € C*(€;R) takav da je VF = f.

Definicija 5.3. KazZemo da je diferencijalna forma fidx+ fody egzaktna na podrucju Q ako
je (f1, f2) gradijentno preslikavange.

Definicija 5.4. Neka je Q C R? podrucje, fi, f2 € C(S;R), fo # 0 na Q. KaZemo da je di-

ferencijalna jednadzba y' = % = —% egzaktna ako je (fi, f2) gradijentno preslikavange.

Primjer 5.5. Dana diferencijalna forma
(3x + 2y)dx + xdy = 0.

nije zatvorena jer Oyfi = 2 # 1 = Oy f2. No, ako pomnoZimo gornju formu s x dobivamo
diferencijalna formu
(322 4 2zy)dz + z2dy = 0.

koja je egzaktna na R? jer vrijedi Oyf1 = 20 = 2x = 0, f2. Pripadni potencijal je
F(z,y) =23+ 2%y + C, C €R,
§to je i prvi integral diferencijalne jednadzbe (vidi Definiciju 2.1):
fi(z,y) + fa(z,y)y" = 0.
Zadatak 5.1. Odredite prvi integral diferencijalne jednadzbe:
(2x + 32%y)dx + (23 — y®)dy = 0.
Rjesenje: Oznadimo f1 = 2x + 322y, fo = 23 — y3.
1) Prvo provjeravamo uvjet zatvorenosti:
Oy f1 = 3% = Oy fo.

Vidimo da je uvjet zatvorenosti zadovoljen na cijelom R%. To znaéi da postoji F €
CH(R%R) takva da je 0, F = f1 1 0, F = fa.

2) Krenimo od relacije 0, F = fi:
0.F(2.9) = filey) [ [ do

= F(z,y) = /fl(a:, y) dx = /(237 + 32%y)dx = 2% + 2%y + V(y)
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gdje za svaki ¢vrsti y imamo integracijsku konstantu W(y). Preostaje iskoristiti 0y F =

f2
Zg+‘1’ — - ¥} = fo(z,y)

= ‘If(y)z—y3
4

N @@%:_%4{1 CeR
y4
:>F(:U,y)::r2+x3y—z+0, CeR

Dakle,

yt
z? + 2y — 4 =C, CeR

je trazeni prvi integral diferencijalne jednadzbe.

Zadatak 5.2. Odredite prvi integral jednadzbe:

2
1
( + 2>da:+ (w)dy — 0.
siny cos(2y) — 1
Rjesenje: Nekaje f1 = Smy—i—Q ifo= W Vidimo da je uvjet zatvorenosti zadovoljen:
x
O f1(w,y) = ——=—5— cosy,

sin”y )
0, folz, 1) 2x cosy 2x cosy T Ccos Yy (5.1)

x, = = - . = .

/20 cos(2y) — 1 2sin? y sin?y

na cijelom R2. Time postoji potencijal F takav da je 9, F = f1 i O,F = fo.

.a: +2 //da:
siny

+ 2z + Y(y),

azF<m7y) = f1<1',y) =
2

= Fla.y) = 2siny

x? (22 4+ 1) cosy

= T 9gin 2y cosy + V' (y) = —W = fa(z,y)

cos
= V() =y //dy
2sin?y
11

- §siny
2 +1
2siny

+C, CeR

= F(z,y)= +2z+C, CeR.

Prvi integral diferencijalne jednadzbe je

2+ 1

- +2x+C=0, CeR.
2siny
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5.2. Eulerova metoda multiplikatora

Diferencijalna forma
fila,y)dz + fola,y)dy =0 (5:2)

ne mora nuzno biti egzaktna. Ideja iza Fulerove metode multiplikatora ili opéeg integriraju-
éeg faktora smo ranije upoznali u prethodnom Odjeljku 4 kao jedan od pristupa rjesavanja
linearne diferencijalne jednadzbe. Cilj Eulerove metode multiplikatora je pronaci nepoznatu
funkciju p = p(x,y) koja pomnozena s (5.2)

pfrdz + pufady = 0. (5.3)

daje egzaktnu formu. Ako je (5.3) egzaktna tada uvjet zatvorenosti povlaéi:

9y (pf1) = Ox(puf2)
g ay:ufl + :uayfl = aa:,uf2 + ,uaxf2
& wOyfi = Ouf2) = f20zp — f10yp

Time dolazimo do

f20up0 — f1Oyp = p(Oy f1 — Or f2) (5.4)

netrivijalne linearne parcijalne diferencijalne jednadzbe prvog reda. Standardno je pretpos-
taviti da je p funkcija po varijabli x ili y. Takoder moze biti i funkcija raznih izraza s x iy
poput

Ty

Y, — —» 1'2 +y2

y
Pretpostavljamo da je p = p(v), gdje je v = v(x,y) zadano preslikavanje. Time iz (5.4)
slijedi:

Py~ gy = MO = 0uf2)

¢ime dobivamo diferencijalnu jednadzbu

Ldp _ Oyfr — Ocfo

pdv  fadyv — fLo,v’ (5:5)

U slu¢aju da se desna strana moze zapisati kao funkcija o v

ayfl - aacf2 o
f20v — flayv B g(v)

rjeSenje diferencijalne jednadzbe
1du
;% = g(v)
daje nepoznatu funkciju g = p(v). Za neke specijalne slucajeve mozemo zapisati desnu
stranu jednadzbe (vidi Tablicu 2.1).

Zadatak 5.3. Pronadite rjesenje pocetne zadace

dy _

(y+ 2@ +y9) + (o) 5~ =

0, y(2)=1.
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Rjesenje: Oznadimo fi(z,y) = y+z(x2+y?) i fo(x,y) = —x. Provjerimo uvjet zatvorenosti

Oy fi(x,y) — Oufo(w,y) = 1+ 22y — (—1) = 2(1 + zy) # 0.

Koristimo Eulerov multiplikator 1 = p(v) za v = 22 + y2. Time je

Tdp _ 9yfi—Oufo 22y + 2
pdv  fodxzv — fioyy  —x(2z) — (y + x(2? +32))(2y)
_ 2ry+72 _ 1
- @+ )2y
ldu _ 1

ima opce rjeSenje oblika u(v) = %, C # 0. Trazeni
1
$2+y2 .

Y x
7 d " Vdy=o.
<x2+y2+x> x+< $2+y2) Y

=fi(z,y) =fa(zy)

Dana diferencijalna jednadzba - 5 =
pdv v

Eulerov multiplikator za C' =1 je u(z,y) = Dana diferencijalna forma

je zatvorena na R?\ {0}. S obzirom da je poznat pocetni uvjet, moZemo se ograniciti
na traZenje potencijala na 1-povezanom podruéju (0,00) x (0,00). Dakle postoji funkcija

F € C1((0,00) x (0,00) ; R) takva da je 0, F = f1 i 0,F = fo.
0,F(.0) = Falew) [ [ a
x

= F(J},y):/—l‘2+y2dy

= F(z,y) = —arctg <%> + O(x)

= F(ny) = g + @) = =g ba = filey)

1
= d(r)=z = <I)($):§$2+C, CeR.

Time je trazeni potencijal F(z,y) = — arctg (%) + %1’2 +C'. TraZeno rjeSenje pocetne zadace
je F(z,y) = F(2,1), odnosno

1 1
—arctg (Q) + —z? = — arctg | = ) + 2.
T 2 2
O

Istaknimo da smo ustvari pronali potencijal F € C'({0,00) x R), ¢ime znamo opce
rjeSenje diferencijalne jednadzbe za x > 0. Pokazite da potencijal mozZete definirati na skupu
Q =R2\ {(at,Bt) : t > 0,} za fiksne «a, 8 € R takve da je a? + 5% > 0, ali da ne postoji na
cijelom R2.

Zadatak 5.4. Rijesite:
(2% + y* + z)dx + ydy = 0.
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1du

v=1(z,y) ;%
T 8yfl _8xf2

f2
8yfl _azfQ

i i
Ty 8yfl _6xf2
yfo—xfi
x yf1 = Oufo
Yy % + y%f1
2 2 8yfl _8xf2
T | ep—oyp

Tablica 2.1: Specijalni slu¢ajevi desne strane jednadzbe (5.5).

95

Rjesenje: Neka je fi = 22 +y% +x te fo = 5. Forma nije zatvorena jer je Oyf1 — Ouf2 = 2y.

Trazimo Eulerov multiplikator u = u(v) uz v = x:

ldu 2y
pdv  y-0pv— (22 4+ y2 + 2)0yv
1d 2
= —H
pdv y

= p=0e" = pulx)=Ce*", C#0.
Eulerov multiplikator je pu(z,y) = €?*. Sada imamo:
e¥ (2% 4+ 9 + z)dx + > ydy = 0,

je egzaktna diferencijalna jednadzba (fl =2 (22 + 9% + 2), fo= e?y) na R2.

0,F = fo //dy
1

= F(l‘,y) = 7623:3/2 + 90(:1")7

2
te
OuF(z,1) = BT+ @) = e + B+ e =
= ¢(z) =¥ +¥x

22
= o(x)= ?e% +C.
Napokon, dobivamo potencijal (prvi integral diferencijalne jednadzbe)
1 z?
F(z,y) = 5e*y + 5e* + C,
2 2
¢ime je opée rjeSenje dano s

L o o x22
§e$y +?6I+C:0, C eR.
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Napomena 5.6. Ako nije eksplicitno navedeno da se moZe rijesiti metodom Eulerovih mul-
tiplikatora obicno je brze prepoznati tip diferencijalne jednadzbe i preko metoda iz prethodnih
odjeljaka pronaci rijesenje. Uocimo da diferencijalnu jednadzbu iz Zadatka 5.4 moZemo za-
pisati kao Bernoullijevu jednadzbu (o = —1)

1
y =—y- (w2+x)§

«

$to znaci da se supstitucijom z = y'~* = y? svede na linearnu diferencijalnu jednadzbu.

Dodatno, Fulerov multiplikator moZe biti poznat do na nepoznate parametre kao na pri-
mjer p(x,y) = z%y?, a, B € R te od Tablice 2.1 nemamo koristi u pronalasku specificnih o
i B za koje je forma egzaktna (vidi Zadatak 5.5).

5.3. Zadaci za vjezbu

Zadatak 5.5. Pronadi 1. integral diferencijalne jednadzbe ako je FEulerov multiplikator
oblika pu(z,y) = 2%y®

a) (3y + 3y3)dx + (vy? — x)dy = 0,
b) (6 + 122%y?)dzx + (T2’y + $)dy = 0,
c) (2y3)dx + (423y> — 3xy?)dy = 0.
Rjesenje:
a) MnoZzenjem s 2y dobivamo zatvorenu formu

xayﬂ(i’)y + 3y3) dx + xayfg(a:y2 —x)dy =0,
—_——— —_——
f1(zy) fa(z,y)

te je cilj pronadi «, 8 takve da je

0=0yfi(z,y) — Oxfa(x,y)
= 9, (x*y" 3y + 3y*)) — Du(a*y’ (xy® — 1))
=3(8+ 1)z’ + 3(8 + 3)2%y* 2 — (a + 1)z’ (y* — 1)
=B+ a+4)z%y’ + 30 —a+ 8]a:ay6+2

Polinom je jednak nuli ako su svi koeficijenti jednaki nuli. Time dobivamo sustav

a+38=—-4
—a+38=-8

¢ime je a = 2,8 = —2. Time smo dobili zatvorenu diferencijalnu formu na {(z,y) €

R? : y # 0}.
3
22 <§+3y> dx + <x3—;>dy—0.
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Potencijal ima smisla traziti za y > 0 ili y < 0:

(%F(m,y):m2<2+3y> //dm
= F(z,y) = /2<3 y>dx:3<1 >+x11
= 8Fa:y_/j4+\lf M_fgxy

= =0 = Y(y=C, CeR
1
= F(z,y) = a° (y—i—y) +C.
Trazeno opée rjeSenje diferencijalne jednadzbe je

1
x3(y+y)+020, C eR.

2P (6 + 1222y%)da + 2%yP (T23y + f)dy =0
Yy
je zatvorena ako
0 = 9, (x%y" (6 + 122%y%)) — 9. (29 (T23y + f))
Y

:6/8xay,871+12(ﬂ+2)xa+2 B+1—7(a+3) a+2 ﬂ+1 (a+1) a ,6’ 1
= [68 — a — 1]ayP 1 + [128 — Ta + 3]z* T2y T

RjeSenje sustava

68 —a=1
126 — T = =3
jea=1,6= é Eulerov multiplikator je p(z,y) = ¢y. Time dolazimo do zatvorene
forme na {(z,y) € R? : y # 0}
(6xy1/3 + 12x3y7/3) dx + (7x4y4/3 + 9323/_2/3) dy=20
f1) fa()

Trazimo potencijal F' na 1-povezanom podruéju koje ne sadrzi y = 0 takvo da je
0. F = f110,F = fo.

0.F(29) = filzy) [ [ do

= F(z,y) = /(Gacyl/3 + 122373 dx = 3x2y1/3 + 32ty + W (y)

= O, F(z,y) = 227 + 14945 + U/ (y) = 12975 + 22975 = fo(x,y)
= UV(y)=0 = Yy =C

= F(x,y):3x2y1/3+3x4y7/3+0, CeR.

Opée rjesenje diferencijalne jednadzbe je

3x2y1/3+3x4 7/:)’—FC':O, C eR.
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c¢) Ako je
2%yP (2y3)dx + 2%y° (42y> — 3xy®)dy = 0

zatvorena forma tada
0= 9y(z"y’(2°)) — 02 (29" (42°y® — 3ay?))
_2(ﬂ+3) @ B+2 (04—1—3) a+2 6+3—|—3(Ox+1) e B+2
= [-4(a+ 3)]x°‘+2y5+3 + [3a + 28 + 9]y T2

¢ime slijedi da je « = —3,3 = 0. Pripadni Eulerov multiplikator je u(z,y) = 3.
Definiramo f1(z,y) = 2273y, fo(x,y) = 4y® — 3272y, Trazimo potencijal F' na
1-povezanom podrucju koje ne sadrzi « = 0.

F(z,y) = fi(z,y) //d-T

F(z,y) = /296_393 do = —x_2y3+‘I’(y)

Oy F(x,y) = =327277 + U'(y) = 4y° 32277 = fo(x,v)
Viy) =4 = q,(y):y +C
F(z,y)=—2"2+y*+C, CeR.

Ll

TraZeno rjesenje je
2+t +C =0, CeR.

O]

Zadatak 5.6. Rijesite prethodni Zadatak 5.5 pod a) bez koristenja Eulerovih multiplikatora.

6. Snizavanje reda diferencijalne jednadzbe
Nelinearne diferencijalne jednadzbe drugog reda
F(x,y,y,y") =0 (6.1)

nije lagano rijesiti. Ovisno o obliku nelinearne jednadzbe drugog reda postoji nekoliko
pristupa kojima moZzemo pojednostaviti problem na diferencijalnu jednadzbu prvog reda.

6.1. JednadZba bez nepoznate funkcije
Ako jednadzba ne sadrzi eksplicitno y, tj. jednadZba je oblika
F(z,y',y") =0, (6.2)
tada uvodimo supstituciju y’ = p te rjesavamo F(z,p,p’) = 0.
Zadatak 6.1. Pronadite rjeSenje diferencijalne jednadzbe:

x2y// — (y/)Q'
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Rjesenje: Uz supstituciju p = ¢’ dobivamo separabilnu diferencijalnu jednadzbu

rp =p

dp dx
pr a2

/]

Primijetimo da je p> =0 <= p=0 <= 3y =0 <= y =y, Cj € R stacionarno
rjeSenje diferencijalne jednadzbe. Metodom separacije varijabli

Razlikujemo dva slucaja:

1) C=0 = p=zx =

2)C#0 = p=i
rjeSenje:
1

Yy = C
Sva moguca rjeSenja su:

.y:C(]a COGRa

X

.y:%2+01) CleR)

o y=,42— ZzIn|Cx+ 14 Cy,

Zadatak 6.2. Odredite rjesenje pocetne zadace

1
o X
1 1
= —-=—-+C
p i
1 1+Cxz
= = ,
p
Y= = y
_1Tte— 1

- &

zy =y +z((y)? +2?),

y(V2)

dp dx
2 ) a?

1
= —-=-—4C

C e

1
— 2

1
f1n|CfL‘+1| + Cy,

Rjesenje: Koristimo supstituciju v = 3’ i dobivamo:

o =u+z(w? +12?) =

R

%2+Cl, 01€R

c

o1 Nakon integriranja dobivamo

C,Cy €R,C #0.

C,Ch e R,C#0.

=0,y (V2)=0.

(u+ z(u? + 2?))dz + (;}:a)du =0.

fi

N— ———

fa

Trazimo Eulerov multiplikator u = u(x,u) takav da je diferencijalna forma

pfrdz + pfadu

egzaktna. Stavimo p = pu(v), v =22 +u

2.

) 1
pv) w24 u?
= ) =<
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dakle pu(z,u) = WIUQ je trazeni Eulerov multiplikator. Dobivamo zatvorenu formu

u T

g

f1 f2

Trazimo F' takav da vrijedi 0,F = fl te Oy F = fg.

OuF(x,u) = —ﬁ //du = F(z,u) = —arctg (g) + O(z)

u u ~

2
= )=z = (D(x):%—i-C'

¢ime je 1. integral diferencijalne jednadzbe:

2
F(x,u):—arctg(g> +%+C:0.
x

Izrazimo eksplicitno u = u(x):
2
L tg <:r + C’)
x 2

72
= u:xtg<2+C>

.7)2
= y’:xtg<2+0>

2
= y=—In cos(Z—l—C)‘—i—D, C,D eR.

Vidimo da 3/(v/2) = 0 povladi da je C' = —1 te ubacivanjem u posljednju jednadzbu slijedi
da je D = 0. Trazeno rjeSenje poletne zadace je

y = —In(cos(z?/2 — 1).

O
6.2. Autonomne jednadzbe drugog reda
Neka se u jednadzbi (6.1) ne pojavljuje eksplicitno nezavisna varijabla x, tj.
F(y,y,y") =0. (6.3)

Pripadnu jednadzbu zovemo autonomnom diferencijalnom jednadzbom drugog reda.
Pretpostavljamo da je ' = p(y), gdje je p nepoznata funkcija.

v =p(y) // = ¥ =0y =vp
= p'Wp=f(y.p)

Sto daje diferencijalnu jednadzba 1. reda po p: F(y,p,p’) = 0.
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Zadatak 6.3. Odredite opée rjeSenje diferencijalne jednadzbe:
yy" +1=(y)%
Rjesenje: Stavimo supstituciju ¥’ = p(y), ¢ime je y” = p'p

= yp+1=p’

d d

pep __ % /f zap # +1
y

Y

P 1

2 _
1 2
iln\p —1l=Inlyl+C

p’—1=Cy* CeR\{0}

p==+vOy2+1

y =+V/Cy2 +1= /dy:i/dx
Cy?+1

¢l

Ovisno o predznaku od C imamo dva tipa rjeSenja:

1
C>0 = ——sh! =+2+Cy, CoeR
\/5 (\/37) 0 0
1

v-C

Ne zaboravimo stacionarna rjeSenja od ranije, dakle ¥’ = +1 ¢ime je y = £x + C,
R.

C<0 = sinT!(vV—Cy) =+ +Cy, CocR

61
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7. Primjena diferencijalnih jednadzbi

Obicne diferencijalne jednadzbe javljaju se u mnogim kontekstima matematike, drustvenih
i prirodnih znanosti. Pritom diferencijalne jednadzbe modeliraju dinamicke promjenjive
fenomene, evoluciju i varijaciju.

Newtonov zakon hladenja tijela (fizika)
Neka je T'(t) temperatura tijela uronjenog u neki medij temperature A. Imamo sljedeci

zakon ponasSanja:

T
le—t:k(A—T), k> 0. (7.1)

Promjena temperature tijela proporcionalna je razlici temperature tijela i okoline.

Zadatak 7.1. Pile stavimo u peénicu temperature 170°C. Nakon 16 min pile ima tempera-
turu 60°C. Odredite trenutak kada cée temperatura pileta biti 100°C' ako je pocetna tempera-
tura bila 20°C.

RjeSenje: Uzimamo da je temperatura peénice konstantna, A = 170. Poznato je T'(16) = 60,
T(0) = 20. Trazimo to tako da T'(tp) = 100. ZapiSimo pocetnu zadacu koriste¢i model (7.1):

% = k(A - T)7
T(0) = 20.

Sada imamo:

dT dT
dt:k(A—t)/:(A—T):A_T:kdt//

dr

= A-T= €_kt_0 = Coe_kt, Cy >0,
iz Gega slijedi da je T'(t) = A — Coe™ " trazeno rjesenje diferencijalne jednadzbe.
Odredimo Cjy i k iz uvjeta:

T(0) = 20 = 170 — Coe ¥0 = Cy = 170 — 20 = 150,
T(16) = 60 = 170 — 150e 1%,

Sada imamo:

716k:%/1n:>_16k:_]n§:k 1lng.

€ 11 ~16 11

Dalje ra¢unamo:

—Linidy
T(to) = 100 < 100 = 170 — 150e~ 76 0 17 t0

1 5. 70 115 15 In 2
e~ 16 17 +t0 =g /e gy o=l =ty = lng - 16 ~ 39.32.
11

Nakon 39 minuta i 19 sekundi pecnica ée biti zagrijana na 100° C 0
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y(® [
Toricellijev zakon (fizika)

Neka je a povrsina otvora (male dimen-
zije) na visini 0, v(¢) brzina istjecanja te-
kuéine (fluida) u trenutku ¢, V(¢) volu-
men tekuéine u trenutku ¢, A(y) povrsina
poprecnog presjeka na visini y te y(t) vi-
sina u trenutku f.

Brzina istjecanja tekuéine dolazi iz Ber-
noullijevog principa i jednaka je v =
V2gy, gdje je g ubrzanje sile teze, a y
je visina tekuéine.

Slika 14: Posuda s fluidom
Vrijedi Toricellijev zakon:

av._dvVdy dy _ _ .
E_dydt_A(y) = W= av/29y = —k\/y, k = ay/2g,

¢ime dobivamo

AL = ki (7.2)

Zadatak 7.2. Klasicni negativac iz Spijunskih filmova izgradio je u tajnosti antenu u obliku
polusfere radijusa 305m. Na samom dnu antene nalazi se otvor povrdine 1m?. Izracunagte
koliko vremena treba cekati do funkcionalnosti antene ako je bila do vrha ispunjena vodom
radi tajnosti projekta. Antena funkcionira kada nema vode u polusferi.

Rjesenje: Vrijedi sljedec¢a pocetna zadaca:

A(y)% = _k\/yv
y(0) = Ry = 305 m.

Ovdje je k = a\/29 = /29, g = 9.815, a = 1m? (otvor na dnu).

Trazimo T takav da je y(T") = 0.
Povriina na visini y je dana sa A(y) = 2?7 = (R3 — (Ro — y)*)7 = my(2Ro — ).

Imamo diferencijalnu jednadzbu:
Ay = =29y < Ty(2Ro — y)y' = —\/29\/y [ : /yr
2
~ VH(2Ro — y)dy = —th //
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otvor

Slika 15: Stanje u trenutku ¢

Uzmemo li u obzir pocetni uvjet y(0) = Ry, dobivamo:

4 5 2 5 14 5
C=-R?—--R?=""RZ.
370 57071570

Napokon, imamo:

V35 147R;
Y1) =0e-YIric—oer=T0

s 152"

O]

Zadatak 7.3. Posuda s vodom ima oblik dobiven rotacijom krivulje y = %3 oko y-osi.
Otvor na dnu je otvoren tocno u podne kada je dubina vode bila 2 m. Ako je u 13:00 dubina
vode bila 1 m odredite kada ée se posuda isprazniti.

Rjesenje: Ozna¢imo s y visinu fluida. Oblik posude je dobiven rotacijom krivulje y = z*/3
oko y-osi §to znaci da je na visini y povrdina poprecnog presjeka A(y) = 7z (y)? = w(z%/*)? =
7x3/2. Prema Toricellijevom zakonu (7.2):

Ay = —kvy
= Y = —kyy

2
= gy =-C, C>0= & =—Ct+D, C>0Dek

Dani su uvjeti (0) = 2,y(1) = 1, to znadi da je y> = =3t + 4, tj. y = /—3t + 4. Trazeni
trenutak T takav da je y(T) = 0 je T = 4/3. Posuda ¢ce se isprazniti u 13:20. O

Sirenje informacija (drustvene znanosti)

Zadatak 7.4. girenje informacije medu fiksnom populacijom velicine N proporcionalno je
broju ljudi koji nisu culi informaciju. Ako pretpostavimo da je na pocetku P ljudi znalo
za informaciju, napisite diferencijalnu zadacéu. Nakon dugo vremena koliko ée ljudi znati
informaciju?
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Rjesenje: Oznacimo sa S broj ljudi koji znaju informaciju, a ¢ vrijeme. Imamo sljedeéu
pocetnu zadacu:

ds

S(0) = P.
Vrijedi:

i [ [ i [
= —In|N-S|=k~+C, CeR
SN-S=Ce™ C+£0
Sada iz S(0) = P dobivamo N — P = C te C = N — P pa imamo:
S =N+ (P—N)e ™,

Vrijedi lim;—,o S = N, §to znaci da ¢e nakon dugo vremena svi znati informaciju. O

Otopine (kemija)

Zadatak 7.5. Bazen kapaciteta 180 litara ispunjen je do vrha cistom vodom. Morska voda,
koja sadrzi 36 grama soli po litri, ulazi u bazen brzinom od 2l/min, gdje se mijesa s vodom
u bazenu. Savrsena (homogena) otopina izlazi brzinom od 3l/min. Odredite koli¢inu soli
koja se nalazi u bazenu nakon 20 minuta.

Rjesenje: Oznacimo sa X = X (t) koli¢inu soli u trenutku ¢ u gramima.

Prinos soli iz morske soli je konstantan i iznosi 36 - 2g/min. Otopina je savrSena otopina,

sol je E)()imah r(a)vnomjerno rasporedena po bazenu pa je gubitak vode i soli proporcionalan,
dv(t) _ dX(t

tj. V) — X0 ¢ime je gubitak soli uslijed izlijevanja tekuéine jednak:
X(t) X(t)
dX(t) = —=dV(t) = -3——=.

Promjena volumena otopine jednaka je V(¢) = 180 — ¢. Dobivamo Cauchyjevu zadacéu:

X'(t) =72 - 2O
X(0) =0

1) Homogena jednadzba:

X X b
ax _ d //

a C1I80-t X 180—t
= In|z| = 3In|t — 180] = = = C(t — 180)3, C #0.

2) Varijacija konstante:

C'(t)(t — 180)% 4 3C(t — 180)% = 72 + 3C(t — 180)2

72
=0 =—-
(t — 180)°
1
:>C:—36m+01, Ch eR

= X = —36(t — 180) + Cy(t — 180)*



7. PRIMJENA DIFERENCIJALNIH JEDNADZBI 67

Sada iz X (0) = 0 dobivamo Cy = g5, pa slijedi:
1
X)) =—
®) 900
te dobivamo x(20) ~ 1209.

(t — 180)% — 36(t — 180),

Optika (fizika)
Zadatak 7.6. Odredite oblik zrcala koji paralelne zrake reflektira u jednu tocku.

Rjesenje:

(930, ’yo)

Slika 16: Skica Zadatka 7.6

Prema Pitagorinom poucku za osjenc¢ani pravokutni trokut (vidi Sliku 16) vrijedi
M?*=a}+y2 = M=\/a2+y3, M>0.

Tangenta y = y/(x0)(z — x0) + yo prolazi kroz tocku (—M,0) ¢ime vrijedi identitet za
proizvoljnu toc¢ku krivulje (xg,yo):

Yo
0=y (zv0)(-M —x0) +yo = V(29 = —F—.
zo + /T3 + y3
Sto daje diferencijalnu jednadzbu krivulje:
/ Y

Y =
z+ /a2 +y?

Dana jednadZba je homogena (samo za pozitivne skalare!) $to upucuje da je dobra supsti-

tucija z = ¥, z = 2(x).

' / u
= z—i—a:z:y:m
, —u/TE 2
i
(1+V14+22)dz  dz /f
o o/

/(1+\/1—|—z?)dz__da:
2V 1+ 22 T
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¢ime smo dobili:

/?vT+Zdz+/" __dr (7.3)

Pomoéni ra¢un prvog integrala daje

/ 1 J u=+vz2+1 / du
— 0 = zdz =
21+ 22 du:\/zczlﬁ u? —1
_1/ du _1/ du
2)u—-1 2) u+1
1 1
o4

=—1In
2 u+1
1. V=z 1-1
_lpYEaitl g
2 V224141

Iskoristimo identitet

V224 1-1V22+141 22
V2+1+1vV22+14+1 (V22 +1+1)2

i vratimo u (7.3) §to daje 1. integral diferencijalne jednadzbe:
In|z| —In(v22+1+ 1)+ In|z|+ Injz|=C, CeR.

Sredivanjem

221'

V2141
z%—C’zC\/ﬁ /2

— 20222+ C? = C* + C%2? /:u2
2222 202 - C? =0
y? —2Cx—C*=0, CeR\{0}

4

=0, CeR\{0}

Gl

smo dobili jednadzbu parabole s fokusom u ishodistu. O

Analiza (matematika)

Tako su obi¢ne diferencijalna jednadzbe same za sebe bogato i bitno polje u matematici
spomenimo i neke direktne primjene obi¢nih diferencijalnih jednadzbi u ra¢unanju poznatih
identiteta.

Zadatak 7.7. Izracunajte integral
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Rjesenje: Definiramo I(a) := [ e~ cos(ax) dx.
o0
%I(a) = diclz /_Oo e cos(ax) dz
*d
= /_OO %e_xQ cos(ax) dz

__/OO _ B [ u=sin(ax) dv=2xe "

ze ™ sin(ax) dx =
du = acos(ax) v=—sze

/ e’ cos(ax) dx

Prethodnu zamijenu derivacije i integrala mozemo opravdati tako da radimo s konacnim
integralima fi\/[M umjesto ffooo te tek na kraju pustimo M — oo kako bi dogli do dife-
rencijalne jednadzbe. Prepoznajemo da se radi o separabilnoj diferencijalnoj jednadzbi

I'(a) = —51(a).
T

Izra¢unajmo I(0):

oo

1(0) = / e da

—0o0

o) 00 2
= 2/ e dx = 2\/(/ e—e? d:v)
0

0
0o OO w/2 oo
=2 / / e~y daxdy = 2 / / re~" drdp = 2\/7/4 = /7.
o Jo 0 0
2

Time je I(a) = \/me~ T odnosno trazeni integral je I(1) = y/me /4,




70

POGLAVLJE 2. DIFERENCIJALNE JEDNADZBE PRVOG REDA



Poglavlje 3

Diferencijalne jednadzbe visSeg reda

8. Laplaceova pretvorba

Laplaceova pretvorba je matematicki alat s mnogim primjenama. MozZe pojednostaviti rje-
Savanje linearnih diferencijalnih jednadzbi ili sustava proizvoljnog reda. Posebno je korisna
ako se bavimo nehomogenim jednadzbama u kojima funkcije desne strane nisu neprekidne.

Definicija 8.1. Neka je f : (0,+00) — R. Laplaceova pretvorba funkcije f je preslikavange

F definirano formulom
oo

F(s) = / ¢S £ (1) dt.

0

Definiciju 8.1 uvodi Pierre-Simon Laplace u svom radu "Mémoire sur les approximations
des formules qui sont fonctions de trés grands nombres” (1782) iako se bazi¢na formula
pripisuje Leonhardu Euleru koji ju koristi kako bi sistematizirao rjesavanje nekih linearnih
diferencijalnih jednadzbi drugog reda.

Standardno ¢emo s £ oznacavati Laplaceovu pretvorbu. U zadacima velika slova ¢e ozna-
¢avati Laplaceovu pretvorbe funkcije, odnosno F' = L(f), X = L(z),Y = L(y). Dodatno,
argument funkcije dobivene Laplaceovom pretvorbom ée uvijek biti s. Prije primjene na
linearne diferencijalne jednadzbe ili sustave izra¢unajmo Laplaceovu pretvorbu nekih funk-
cija.

Primjer 8.2 (Ra¢unanje Laplaceove pretvorbe).

o filt)=1,t>0

7 o —st M 1
e = [etrai= gm [etar= pm L a0
M—o0 M—oco —S8 S
0 0 0
o fot)=e"t>0,aeR
T 7 e—(s—a)t 1
L(f2)(s) = / eStettdt = lim [ e Vgt = lim — | =— s>a
M— o0 M—o0 —(s—a) 0 sS—a
0 0

71
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i st N st
e °'t e
L = [ e Stdt = i “Slrdt = i — - dt
(fg)(S) /6 Mlinoo ¢ Mgnoo S —S
0 0 0 0
—sM 1 —sM 1
= lim {—e M+2—62}=2, s> 0.
M—o0 s s s s
o fu(t) =cost,t >0
00 M
L(cos)(s) = /e_St costdt = lim e " cost dt
M—o0
0 0
Parcijalnom integracijom
M —st t M 1 M
/e“costdt:—ecos —/e“sintdt
s s
0 0 0
1
M —st o3 t M 1 M
e *'sin
/e_St sintdt = — >0 + /e_St costdt.
s s
0 0 0

eliminacijom podintegralne funkcije t — e *tsint dobivamo

M b/ . M limas oo
st e '(sint — scost)
e *costdt =
s2+1
0 0
cime je
s
L(cos)(s) = 211 ° > 0.
o Hy(t) :{ (1’ iiz . a>0 (vidi Sliku 17)
oo [e.e]
efas
LH ) = [ Hatyde = [ear =" 550,
s
0 a

Zadatak 8.1. Nadite Laplaceovu pretvorbu funkcije t —> %

Rjesenje:
76—st dt = u:\/§ _Q?e—uzdu_zﬁ— E
SOV T =] s Vs 2 Vs
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Slika 17: Heaviside-ova funkcija

f) L) | f(®) L(f)(s) f@) L(f)(s)
1 1 sin(at) P e cos(bt) oot
t % cos(at) T tmeat W
" Sﬁl tsin(at) (Sgi%)z sh(at) .
e Sia t cos(at) % ch(at) o

te (s—la)2 e sin(bt) 7(s—a;)2+b2 H,(t) e_:s

Tablica 3.1: Laplaceova pretvorba nekih funkcija

Laplaceova pretvorba opcéenito ne treba biti dobro definirana za svaku funkciju f, konkretno
integral fooo e~% f(t) dt ne mora postojati niti za jedan s € {a, +00) , a > 0. Jedan od dovolj-
nih uvjeta uz koje konvergira je ograni¢enje na rast funkcije f u beskonac¢nosti. Laplaceovu
pretvorbu Cesto koristenih funkcija mozete pronaéi u Tablici 3.1.

Definicija 8.3. KaZemo da je funkcija f eksponencijalnog rasta ako postoje konstante o 1
M, R > 0 takve da
e Nft) <M, zat>R.

Primjer 8.4.
o trsel’ nije eksponencijalnog rasta.
e Svaka ogranicena i neprekidna funkcija je eksponencijalnog rasta: sin,cos, .. ..
o tse® a R je eksponencijalnog rasta.
Sljededi teorem iskazuje dovoljne uvjete uz koje postoji Laplaceova pretvorba

Teorem 8.5 (Definiranost Laplaceove pretvorbe). Neka je f : (0,+00) — R. Ako je
funkcija f:

a) eksponencijalnog rasta reda c,

b) po dijelovima neprekidna na svakom ogranicenom segmentu |a, b],

tada postoji Lf : (a, +00) — R.
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Uvjet pod b) u Teoremu 8.5 osigurava da Riemannov integral fOM e SLf(t) dt postoji
za svaki M > 0 kako bi nepravi integral imalo smisla promatrati. Recimo ako pogledamo
Zadatak 8.1 t — % u nuli postize beskonaénost te time uvjet pod b) nije zadovoljen, no
svejedno je Laplaceova pretvorba dobro definirana u kontekstu nepravog integrala

M

oo
1 4 . . 1 _
—e 'dt = lim lim —e st qt.
/ Vi M—ooe—0+ ) +/t
0 €

Neka od osnovnih svojstava Laplaceove pretvorbe:

S.1 L(af + Bg) = aL(f) + BL(g)
S.2 ako postoje £(f), L(f') onda
L(f')(s) = sL(f)(s) = £(0)
S.3 ako postoje L(f*), k=0,1,...,n onda
L(f™)(s) = s"L(f)(s) = 8" £(0) = s"2f'(0) — ... — £ (0) — £~ D(0)
8.4 L(e"f(1))(s) = L(f)(s —a)
8.5 L(t"f(t))(s) = (~1)" = L(f)(5)

8.6 L(f(at))(s) = zL(f)(s/a)
S.T L(f(t —a)Ha(t))(s) = e L(f)(s)

Zadatak 8.2. Izracunajte Laplaceovu pretvorbu funkcije:

0, 0<t<b
a)f(t):{t—s t>5

b) g(t) = 3t cos? t,

1, 1<t<2
¢) h(t) = { 0 nace
Rjesenje:
a)

f(t)=(t—3)Hs()
= fo(t — 5)Hs(t)

gdje je fo: t — 5+t — 3 sto daje fo(t) =t + 2. Po linearnosti Laplaceove pretvorbe i

tablici slijedi
1 2
Lfols) =5+

S
Pozivajuéi se na svojstvo S.7 slijedi

=) =i = (S +2).
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b) g(t) = e¥cos?t

2

= 1£01/2) + Lleos(20)/2) 6~ 8) = 3£ + 3 '

Lg(s) = L(e™ cos? £)(s) 22 L(cos? t)(s — 3) = £ <1+C°S‘2t> (s—3)

E=s—3
1 s—3
2(s—3)  2((s—372+4)

1, 1<t<2
©) h(t):{ 0 mace

Vidimo da se funkcija h moze shvatiti kao (vidi Sliku 18)
Hy(t) — Ha(t)
za t € (0,400) \ {2}. Istaknimo da je Laplaceova pretvorba funkcije h i Hy — H»

jednaka jer se vrijednost integrala ne mijenja ako promijenimo vrijednost podintegralne
funkcije u nekim tockama. Time dobivamo

Ch(s) = L(H) — Hy)(s) = LHi(s) — LHy(s) = %(e—s —

Slika 18: Funkcija h

2, 0<t<l1
2A+1, 1<t<2
1—t, 2<t<3 "

3, t>3

Zadatak 8.3. Nadite Laplaceovu pretvorbu od g(t) =

Rjesenje: Prepoznajemo da se funkcija g mozZe interptretirati na sljede¢i nacin do na skup
nekoliko toc¢aka (gdje se pojavljuje prekidi od g):

go(t) == t2Ho(t) + (2t + 1 — tYH (t) + (1 — t — (2t + 1)) Ho(t) + (3 — (1 — t)) H3(¢t)
I 17 111 1A%
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I fo(t)Ho(t) = t2Ho(t) = fo(t) = Lfo(s) = %

II... fi(t=1)Hi(t) = (> + 2t + 1) Hi(t) :>f1(t):—t2+2 Lfi(s)=—5+2

IIT... fo(t — 2)Ha(t) = (—3t)Ha(t) = folt) = =3t =6, Lfa(s)=—3%—2

IV fs(t=3)Hs(t) = (t + 2)H3(t) = f3(t) =t +5, [,fg(s):s%—i—%
¢ime dobivamo g3(t) = fo(t)Ho(t) + fi(t — 1) H1(t) + fo(t — 2)Ha(t) + f3(t — 3)Hs(t) i

primjenom svojstva S.7 slijedi

Lg(s) = Lga(s) = Lfo(s) + e *Lf1(s) + e 2 Lfa(s) + e 3 Lf3(s)

2 2 2 o/ 3 6 . (1 5
:sa“s(‘sﬁS)“ S(‘sz‘s)“ (2*)

8.1. Inverzna Laplaceova pretvorba

Istaknimo ako dvije neprekidne funkcije imaju istu Laplaceovu pretvorbu onda se one podu-
daraju, tj. Laplaceove pretvorba je injektivna na prostoru neprekidnih funkcija C'([0, +00)).
Inverznu Laplaceovu pretvorbu u oznaci £7! neéemo definirati u potpunosti na kolegiju
jer prostore funkcija koji predstavljaju domenu i kodomenu Laplaceove pretvorbe jo§ niste
upoznali. Svojstva inverzne Laplaceove pretvorbe slijede direktno iz ranije spomenutih svoj-
stava za Laplaceovu pretvorbu. Na primjer, inverzna Laplaceova pretvorba je linearna. Za
f,gtakve daje F'=Lf, G = Lg te o, f € R imamo

[:71

Liaf +Bg) =aLf+BLg |
af + g =L (aLf + BLg)
alLVF + BL7IG = L7 (aF + BG)

U pravilu ako trazimo £ 'F tada je potrebno prepoznati funkciju f takvu da Lf = F
§to ¢emo demonstrirati u sljede¢im zadacima.

Zadatak 8.4. Odredite inverznu Laplaceovu pretvorbu funkcija:

W) F(s) = L0,
b) F(s) = rbrrs,
c) F(s) = 5(521+1)
Rjesenje:
)
1 1 1 1
Fls) = 2—-35+2 (s —2)(s—1) T s—1 + s—2

= —L(e")(s) + L(™)(5) = L(—e" + e*)(s) ] o

= L7IF(t) = —e! + €2,
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b)

1 1
s2+6s+13  (s+3)2 422

F(s) =

£71
1 2 R P
S SGraEr e ol i) /

= L71F(t) = Je 3 sin2t.

c)

O

Sada mozemo zapoceti s primjenom Laplaceove pretvorbe na pocetne zadace. Opci
proces mozete vidjeti ispod:

pocetna zadaca rjeSenje pocetne zadace
I L L7t

algebarska jednadZzba — rjeSenje algebarske jednadZbe

Pritom je bitno naglasiti kako Laplaceovu pretvorbu moZemo primijeniti i na sustave diferen-
cijalnih jednadzbi te diferencijalne jednadZzbe viseg reda. NaZalost, nelinearne diferencijalne
jednadZbe nisu pogodne za tretiranje Laplaceovom pretvorbom.

Zadatak 8.5. Laplaceovom pretvorbom pronadite rjesenje pocetne zadace:

y’—2y:63t
9 s

b) { y' +y=esint
y(0) =4(0) =0

y' + 2 +2y=f . 1, o<t<m
I o 2oy ersw={5 *7L3

Rjesenje:

L
a) y =2y =e” /

L(y)(s) = 2L(y)(s) = L(*)(5)
sL(y)(s) = y(0) — 2L(y)(s) = L(e*)(s), ¥ = L(y)
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= sY —3-2Y = 1
§—3
1 ((s—2)

= —-2)Y = 3

(-2 = —+ /

1 3

Y_

~ (5-2)(s—3) s_2
1 1 3 1 2

s—3 s—2 s—-2 s—-3 s5-—2
= Y(s)=L( +22)(s) JF
= y(t) =¥+ 2e%

TraZeno rjesenje je y(t) = 3t + 22,

c
b) o' +y=e 2sint /

s*L{y)(s) — 5y(0) — y'(0) + L(y)(s) = L(e”* sint)(s) = (S+21)2+1 = L(y)
= ($+1)Y = (S—I-21)2+1
L y— 1 _ A Bs C D(s+2)

(s24+1)[(s+2)2+1] 32+1+s2+1+(s+2)2+1 (s+2)2+1

-1

11 1s 1 1 L1 st2
T 8s2+1 88241 8(s+2)2+1 8(s+2)2+1

Trazeno rjeSenje je y(t) = % sint — %cost + %e_% sint + %e_% cost.

L
o) y'+2y +2y=f / . f(t) =1-Hx().
s*L(y)(s) — sy(0) — 5/ (0) + 2sL(y)(s) — 2y(0) + 2L(y)(s) = L(f)(s), Y =L(y)

o (2425 42)Y = £(1 — Hy)(s) = éu _ e
1 —ms
= Y= iGroergt )

Rastavom na parcijalne razlomke vidimo da je

1 11 s+1 1
5K5+1ﬂ+1y‘2<5_(s+u2+1_(&+m2+1>
= L((1 —etcost —e tsint)/2)(s) = L(g(t))(s)

Dobivamo da je
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te je trazeno rjeSenje pocetne zadade:

y(t) = g(t) — He(t)g(t —m)

79

1 1
= 5(1 —efcost —etsint) — in(t)(l — e M cos(t — ) — e T sin(t — 7))

O

Napomena 8.6. U posljednjem Zadatku 8.5 pod c) na desnoj strani diferencijalne jednadzbe
nalazi se funkcija f koja ima prekid u w. Uocite da smo Laplaceovom pretvorbom dobili

riesenje pocetne zadace koje je klase C*, ali ne i C? jer ima prekid u m (provjerite).

Gornja zadacu se moZe interpretirati i kao dva zavisna potproblema:

{yg+2y;+2ya:1 {yg’+2yg+2yb=0

Ya(0) =y, (0) =0

Yb(m) = ya(7), 4 (7) = Y ()

Zadatak 8.6. Laplaceovom pretvorbom pronadite rjesenje sustava diferencijalnih jednadzbi:

' — 6z +3y =8, z(0)=1
Y =2z —y=4e, y0)=0

Rjesenje: Uz notaciju X = L(x),Y = L(y) primjenom Laplaceove pretvorbe slijedi

sX—1—6X+3Y:8ﬁ
sY —2X —Y =44
_ _ s+7 -2
N { (s—6)X +3Y = /.(8_6) }+
§to daje
6s — 10
2
—7s+12)Y =
(s s+ 12) p—
oy — 6s — 10 B _ g 1 1 E 1
C(s—=1(s=3)(s—4) 7 3s—-1 s—3 3s-—4
2 14
= y(t) = —get —4e® + 36415
Ako vratimo y u 2. diferencijalnu jednadzbu
1
a:(t) = §(y/ -y — 4et) =...= 2" —4e% + TeH

¢ime smo pronasli rjeSenja sustava.

Dobivena rjeSenja x i y moraju zadovoljiti i 1. diferencijalnu jednadzbu (2.

O]

je ocito

zadovoljena, tako je z dobiven). S obzirom da je rastav na parcijalne razlomke proces u
kojem se lagano pojave aritmeticke greske, svaka provjera koje ne ide direktno po postupku

predstavlja dobru dodatnu provjeru rjeSenja.

Zadatak 8.7. Laplaceovom pretvorbom pronadite rjesenje sustava diferencijalnih jednadzbi:

' —4x+2y=2t, z(0)=3
Yy —8r+4y=1, y(0)=5
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Rjesenje: Uz notaciju X = L(x),Y = L(y) primjenom Laplaceove pretvorbe dobivamo

sX —x(0) —4X +2Y = %
sY —y(0) —8X +4y =1

L [ -X oy =52 s N
—8X + (s +4)Y = L3 /(=)

¢ime dobivamo

_ 5s% +5s% —4s+ 16

2
Y
s 32
[/71
16 4 5 5
= Y=——-—4 =4+ -
54 s3+s2+s /
8 3 9 .
= y:§t —2t* +5t+5 ubacimo u 2.DJ

4
= m:§t3+2t+3

8.2. Konvolucija funkcija

Neka su f1, fa realne funkcije realne varijable. Konvolucija funkcija fi, fo u oznaci fi * fo
je preslikavanje definirano formulom

+oo
(fl*fQ)(t) 3:/f1(7>f2(t—7')d7', t € R.

Ako su fi, fa : (0,+00) — R tada gledamo njihova progirenja nulom na cijeli R u oznaci
fi,f2 : R — R, respektivno. Konvolucija funkcija f1 % fo : (0,4+00) — R je onda dana
formulom:

t

(fl*f2)(t):(f1*f2)(t)z/fl(T)fg(t—T)dT, t>0.

0

Zadatak 8.8. PokaZite da vrijeds

L(f1* f2) = L(f1)L(f2)-

Rjesenje:
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Neka je f prosirenje nulom od f na cijeli R.

o0 o0

L1 # f2)(s) = / e fy o) (t) dt = / U (Fr » F2)(0) dt

0 —00
— [ [ Aht-narai= [ [ A -
= / / eiStfl (T)fQ(t —7)dtdr = / / efs(th)fg(t — 7’)6787—]‘;1 (1) dtdr
= / e " f1(7) / e T fo(t — 1) dt dr
[ e = i)
= [ TRMLGIE) i = L)L),
L]
Zadatak 8.9. Pokazite da vrijedi L (fg f(r) dT) (s) = E’;(S).
Rjesenje:
¢ t c
/f(T)dTZ/f(T)Ho(t—T)dTZ(f*Ho)(t) /
0 0
£ ([ srvar) ) = £« o) = £5(6)Ha(s) = L
]

Moze se pokazati da je konvolucija asocijativna i komutativna. Sve zajedno to moZzemo
zapisati kao:

K1 fx(gxh)=(fxg)*h
K2 fxg=gxf
K.3 L(f1* f2) = L(f1)L(f2)

K4 £ (5 f(r)dr) (s) = 242

.

Zadatak 8.10. Napravite inverznu Laplaceovu pretvorbu sljedeéih funkcija:

a) F(s) = s
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b) F(s) = =n5m

¢) F(s) = mmtemn

d) F(s) = m
Rjesenje:

a)

ss2+1

r-1
F(s) =~ = £(1)(s)L(sin)(s) /

¢
t
= L71F(t) = 1 *sin(t) = sin*1(t) = /sin(r) dr = —cosT .= —cost+1
0

b)
1 1 1 ¢ —t _ t, —t
PO = = — 55T~ LML) = £ e ()
= L7F(t) = /€4T6t+7 dr = et;T :) = é(e“ —e™h)
0
c)
S 1 S —t
F(s) = GIDE D) = iig i L(e™" x cos2t)(s)
= L7IF(t) = /eT cos(2(t —7))dr=...= %(—eit + 2sin 2t + cos 2t)
0
d)
F(s) = (52+11)2 — (£(sin)(s))? = £(sin*sin)(s)

¢ ¢
= LTIF(t) = /sinTsin(t —T7)dr = / §(cos(t —27) —cost)dr
0 0

—_

= Lcost— Lsinet 2))t—1('t tcost)
= COS 4SIH T 0 = 5 S1n COSUT).

O

Zadatak 8.11. Laplaceovom pretvorbom pronadite rjeSenje sustava diferencijalnih jednadzbi:

' —=3r—y=1, z(0) =0
y’+9x+3y:ﬁ, y(0) = 0.
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Rjesenje: Djelovanjem Laplaceove pretvorbe (X = L(z), Y = L(y))

(s—3)X-v =1 /-(5—1—3)
(s+3)Y +9X = Y7

s Vs
1 3 1 ™
52 3 s2\ s

gdje smo iskoristili rjeSsenje Zadatka 8.1 za desnu stranu druge jednadzbe. Uo¢imo da je

5 Zzﬁ@)ﬁ(\}%) :£<t*\}i> :5(\%@)
S

f
Odredimo funkciju f definirano konvolucijom.
t t t
f(t)—/lt— t/l —/fd
=5 T NG Tdr
0 0 0

—otVi- 2tVi= otvi
3 3
Time je z(t) = L7HX)(t) =t + 3t> + %t\/f. Uvrstavanjem u prvu jednadzbu dobivamo da
jey(t) =...=2vt—4t(3/2) — 52 O

Konvolucija je korisna ako Zelimo zapisati opée rjesenje nehomogene linearne diferencijalne
jednadzbe.

Zadatak 8.12. Zapisite opce rjesenje pocetne zadace:

y'+ Ky =ft), k>0
y(0),4/(0) zadane vrijednosti

Rjesenje: Notacija Y = Ly.

sY — sy(0) — ¢/ (0) + k*Y = L(f)(s)
(s> + K*)Y = L(f)(s) + sy(0) + ¢/ (0)

Y = y0) s Y O+ L)
= y()£(eos(k)(s) + L £sin(kt)(s) + L) (L (sin(k)(s)
u(t) = 5(0) cos(kt) + 0 sin(ke) + % £ #sin(kt) (1)

y'(0)

k
y(t) = y(0) cos(kt) + ]i sin(kt) +

| =

t
O/f sin(k(t — 7)) dr

homogeno rj. DJ

partikularno rj. DJ



84 POGLAVLJE 3. DIFERENCIJALNE JEDNADZBE VISEG REDA

8.3. Diracova funkcija ili funkcija jedini¢nog impulsa

Laplaceova pretvorba je dosta jaki alat i posebno je pogodna ako linearna diferencijalna
jednadzba ili sustav imaju desnu stranu sa prekidima (vidi Zadatak 8.5), pa ¢ak i ako ima
singularitet u nuli (vidi Zadatak 8.11). No, §to ako moramo modelirati probleme u kojima
se pojavljuju jake sile u kratkom vremenskom trenutku ili to¢kovne mase. Uzmimo primjer
elasti¢nog sudara u fizici (Slika 19). Ako nacrtamo graf brzine kuglice u mirovanju prije i

Slika 19: Elasti¢ni sudar
nakon sudara dobivamo rezultat kao na Slici 20. MozZemo zamisliti da je doslo do promijene

v

Slika 20: Brzina kuglice u mirovanju. U trenutku ¢t = 0 dolazi do elasti¢nog sudara.

brzine od 0 prema vy pod djelovanjem sile u kratkom vremenskom periodu koji je dovoljno
mali tako da ga nije jednostavno opaziti. Recimo da je promijena brzine bila afina i da je
trajala neki manji vremenski trenutak At = %, n € N. Time je

0 t<0
vn(t) = wvont te€(0,1]
V0 t> %
dok je akceleracija dana s
0 t<0
an(t) =14 won te <0, %]
0o t>2

Njihove grafove mozemo vidjeti na Slici 21. Uo¢imo da lim, v, (t) = voHp(t) vrijedi za
svaki t # 0. Tockovni limes akceleracije je lim, a,(t) = 0. S druge strane vrijednost od
J an(t) = vo > 0 za svaki n € N. Time moZemo zakljuéiti da a,, ne moze konvergirati prema

ﬂEunkciji u klasi¢nom smislu. Trazeni limes je funkcional na prostoru funkcija. U ovom
sluc¢aju, funkcional na beskona¢nodimenzionalnom vektorskom prostoru ¢ime izlazimo iz
opsega ove skripte.

Uz dogovor da je vg = 1, ozna¢imo "limes" niza (a, ), u oznaci dp:

6o = lim n(Ho — Hyp)-

n—oo
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Slika 21: Brzina i akceleracija

Oznacimo sa x polozaj kuglice. Ako je kuglica u pocetku bila u mirovanju sve do trenutka
t = 0, tada je njena diferencijalna jednadzba za t < 0 (dogovorno uzimamo da je masa
kuglice jednaka 1)

2"(t) = 0.

S obzirom da se nakon trenutka ¢t = 0 kuglica giba konstantnom brzinom vy znamo da na
nju ne djeluje nikakva sila ¢ime je diferencijalna jednadzba za ¢t > 0

2"(t) = 0.

Sve zajedno diferencijalnu jednadzbu poloZaja piSemo kao

Sto znaci upravo

IL‘” (t) = Vo 50

(8.1)

() =0 zat # 0,
2'(07) = 2/(07) + vo.

vrijednost Laplaceove pretvorbe od dy:

Da bi izraz (8.1) mogli koristiti sa aspekta Laplaceove pretvorbe potrebno je odrediti

(8.2)

L(do)(s) = nlglgo L(n(Hy — Hyp)) = lim n

1 e n
n—00 S S
l—ew —
— lim — "

efs/ns
! A 2R 1 s
n

S, - 5
2

MozZemo definirati d,, a > 0.

00 = nhﬁngo n(Hy — HaJrl/n)

85
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U literaturi je standardno formalno pisati s varijablom d,(t) = do(t—a). Pripadna Laplaceova
pretvorba iznosi:

£(3)(s) = lim £(n(Hy — Hyp1n) = lim (1 -“ )

n—o00 n—oo S S

S
_ . l—e"npu _ . _eis/nz% _
=e % lim e lim ——A~=e%, s>0
— A2

n—00 % n—o0 ZZ ’
Zanimljivo je $to se deSava ako &, gledamo u konvoluciji s neprekidnom funkcijom f:
ok £(£) = tim (n(Hy — Hopj0)) * £(0)
t
= lim [ n(Hy(T) = Hoq1/n(7)) f(t —7)dT

n—oo
0
Prethodni izraz je ocito 0 ako je t < a. Pogledajmo $to dobivamo ako jet >ain > ﬁ:

Sax f(t) = lim [ n(Hu(T) — Hop1/(7)) f(t —7)dT

n—oo
0
a+1l/n
= lim n / ft—71)dr
n—oo
a
=f(t—a)
gdje smo u posljednjem koraku iskoristili da je f neprekidna funkcija, ¢ime je toi g : 7 —

a+1l/n
f(t — 7) te ¢injenicu ako je g neprekidna u a tada je lim,oon [ g(7)dr = g(a).

a
Zaista jer je g neprekidna u tocki a to znaci da za svaki € > 0 postoji § > 0 takav da ako
je |z —a| < & to povladi |g(z) — g(a)| < . Time je za svaki n takav da L <§ < n >}

at+1/n a+l/n
n [ amar-g@|<|n [ o) - gtaar]
' et/

<n [ lor) - g(@)ldr < =

a

Cime je tvrdnja pokazana.
Time smo pokazali sljedeca svojstva Diracove funkcije:

D.1 L(0,)(s) =€, a>0

D.2 6, * f(t) = f(t — a) Ha(t)

Zadatak 8.13. Pronadi rjesenje pocetne zadace

Y +y =00+ 26,
y(0) =0, y'(0) =0.



8. LAPLACEOVA PRETVORBA 87

Rjesenje: Djelujemo Laplaceovom pretvorbom:

s2Y —sy(0) — ¢/ (0)+Y =1+ 2™

1 1
S Y= 42T
52—#1—’_6 s2+1

= Y = L(sin)(s) + 2L(dx)(s)L(sin)(s)

= Y = L(sin+26, * sin)(s)
Znaci rjeSenje je y(t) = sin(t) + 2sin(t — m) H(t). O
Napomena 8.7. u prethodnom zadatku diferencijalnu jednadzbu

Y +y =060+ 20,

mozemo shvatiti kao
y' +y=0 zat#0,m
y'(07) =4/(07) +1
Y (r) =y (77) + 2.

Ukratko, prethodni zadatak se time moZe interpretirati kao dva zavisna podzadatka:

{y5{+ya=0 {y£’+yb=0
Ya(0) =0, y,(0) =1 Yo (1) = ya(m7), yy(m") = yo(n™) +2

1 rijesiti bez koristenja Laplaceove pretvorbe.

8.4. Zadaci za vjezbu

Zadatak 8.14. Odredite inverznu Laplaceovu pretvorbu

a) F(s) = {4

b) F(s) = 204

s2+T

—TSs__,—27s
¢) F(s)= 2™ e )

Rjesenje:

a) F(s) = ifﬂl Nultocke od s* +4 = 0 su s12 = 1+4,s34 = —1 £4. Pritom s12

zadovoljava jednakost

s—1==i /?
(s—1)2=-1
(s—1)2+1=0

dok s34 zadovoljava

s+1==i /?
(s+1)2=-1
(s+1)*+1=0
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To daje s* +4 = ((s — 1) +1)((s + 1)? + 1). Trazimo rastav

3s+1 A n B(s—1) N c n D(s+1)
st+4 (s—1)2+1  (s—1)241 (s+1)2+1 (s+1)2+1
As? +2As +2A + Bs® + Bs? — 2B + Cs? — 20s + 2C + Ds® — Ds? + 2D
st+4

Sto daje sustav

s3 ... B +D =0
s ... A 4B +C —-D =
s 24 o0 _5 (A=T7/8B=-1/8,C=-5/8,D=1/s.
1 2A —-2B 4+2C 42D =1
Time je
E_l
1 1 1
72 j__ 1= gﬁ(et sint)(s) — éﬁ(et cost)(s) — gﬁ(eftsint)(s) + gﬁ(e*t cost)(s) /

7 1 5 1
LTF(t) = get sint — get cost — ge_t sint + ge_t cost.

s(14+e3s s s —3s
b) F(S) = (1:2_+7r l = s24m + 2+r € ’
Jer je
s
L t ==
(cos(v/T0)(s) = 5.
S —3s
L(H3(t) cos(v/m(t —3))) = 2aa° ’
slijedi

L7YF(t) = cos(y/mt) + H3(t) cos(v/7(t — 3)).

—7s —27s
2s(e™ ™ — e °7F) 25 25 _org

s2+4 T 214 T 244
= L(H(t)2cos(2(t — )))(s) — L(Hax(t)2cos(2(t — 27)))(s)

F(s) =
= L7F(t) = Hy(t)2cos(2(t — 7)) — Hox(t)2 cos(2(t — 27)).

Zadatak 8.15. Pronadite rjesenje sustava:

2+ +y+20—y=0, x(0)=y0)=1
yV' +2'+y +4x—2y=0, 2/(0)=¢'(0)=0

Rjesenje: X = L(z),Y = L(y).

s2X — s2(0) — 2/(0) + sX — 2(0) + sY —y(0)+2X —Y =0
s2Y — sy(0) — ¢/ (0) + sX — 2(0) + sY —y(0) +4X —2Y =0
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-—(s+4)
(2+s5+2)X+(s—1)Y =s5+2

(824+5+2) +
(2+s5—2)Y +(s+4)X =s5+2 /

§to nakon sredivanja daje
(5 —1)s(s*> +3s +3)Y = s + 25% — 25 — 4.
Nakon rastavljanja na parcijalne razlomke dobivamo

2 (s+3/2) 24 V3/2 31 41
T 21(s+3/2)2+3/4 21\/§(s+3/2)2+3/4_?s—1+§§’

tj.
2 24 3 4
Yy = 5673/2)& COS(\/§/2t) + m673/2t Sln(\/§/2t) — §€t + §
te joS preostaje analogno napraviti za x:
2 3 1
o= 2 Y2 i VB 20) + L%t cos 3 20)

O]

Zadatak 8.16. Koristeéi Laplaceovu pretvorbu i konvoluciju, pokaZite da pocetna zadacéa za
desnu stranu r : C(]0,400) ;R):

y'+ay +by=r, y(0)=y(0)=0, abeR

1ma rjesenje
t

y(t) = /w(t —u)r(u)du = w * r(t),
0
gdje je w rjesenje pocetne zadaée y' + ay’ + by = do, y(0) =0, y'(0) = 0.
Funkcija (t,u) — w(t —u) se zove Greenova funkcija za linearni operator 5% + a% +b.

Zadatak 8.17. Pronadite rjesenje pocetnih zadaca
a) y + 3y =02, y(0) =2
b) 2y" + 10y = 5H3 — 504, y(0) = —1,4'(0) = 1.
Rjesenje:
a) Djelovanjem Laplaceove pretvorbe dobivamo
Y —2+3Y =
(s+3)Y =24 ¢7%
s+3 ter s le 3
Y = 2L(e %) (s) + LI L(e3)
Y = L(2e7 3+ 5y xe73())(s)

Y =

el

Time je trazeno rjedenje y(t) = 2e =3t 4+ e3(=2) Hy(t).
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b) Laplaceova pretvorba daje

6—35

2(s*Y — sy(0) — ¢/ (0)) + 10Y =2 — e 18
S
2 e 5 —4s
= (25°4+10)Y =2 —be " —2+42s
S
1 5 4 1 s—1

= Y = -3s - 9 .
‘ s(s?+5) 2° 245 245

1 s 5 4 V5 s 1 V5
- _ e _ =
5s  5(s2+5) 2v/5 $2+5 245 55245

= Y:e_?’s[

V5

- L(84)(s)L(sin(V/5t))(s)

-~ y= éﬁ(ég)(s)ﬁ(l — cos(v/30))(s)

— L(cos(V/5t)) + \ggﬁ(sin(\/gt))(s).

Konacno rjesenje je

y(t) = é(l — cos(V/5(t — 3)))Hs(t) — \f sin(V/5(t — 4)))Hy(t)

— cos(V/5t) + \ég sin(v/5t).
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9. Linearne jednadzbe viSeg reda s konstantnim koeficijentima

Neka je dan interval I u R, neprekidno preslikavanje f € C(I;R) te niz koeficijenata
a; € R4 =0,1,...,n — 1. Linearnu diferencijalnu jednadzbu n-tog reda s konstantnim
koeficijentima pisati ¢emo u sljedeé¢em obliku:

™ a1y 4+ ay +agy = S (9.1)

U slucaju da je desna strana jednaka nul-funkciji kazemo da je pripadna jednadzba homo-
gena. Diferencijalnoj jednadzbi (9.1) pridruzujemo linearni diferencijalni operator L:

ar ar—1 d
L=——— nel—— + ... — 2
s +a LT +...+a i + ag (9.2)

¢ime onda (9.1) skrac¢eno pisemo L(y) = f.

9.1. Homogene linearne jednadzbe

Skup rjeSenja homogene jednadzbe L(y) = 0 reda n je konafnodimenzionalan vektorski
prostor dimenzije n. Ako pronademo 7 linearno nezavisnih rjesenja od L(y) = 0, tada
mozemo zapisati opée rjeSenje od L(y) = 0.

Primjer 9.1. Skup {x — sinz, z — cosz} je linearno nezavisan skup u vektorskom prostoru
RE,

Rjesenje: Neka su o, 5 € R takvi da je
asin+Gcos =0

tj.
(Vx € R) asinx 4 Scosx = 0.
Stavimo li z = 0, slijedi da je § = 0. Uz x = 7/2 vrijedi da je o = 0. Dakle, skup je linearno

nezavisan. OJ

Napomena 9.2. Pretpostavimo da je rjesenje od L(y) = 0 moguce prikazati u obliku x
e za neki A € R. Tada

L(eM) = A" + an XM 4 e e + ape

=M [)\” Fap N o)+ ao]

Pr(X)
je posljednja jednakost 0 ako i samo je \ nultocka od polinoma Pr(X). Polinom Pr,(\) zovemo

polinom pridruZen diferencijalnom operatoru L. Ako Pr ima n razlicitih realnih nultocaka
tada je prostor rjeSenja homogene jednadzbe L(y) = 0 razapet sa skupom

{:r»—> M g e)‘”,...,a:&—>e’\"$}

gdje su A1, Aa, ..., A\, nultocke od Pry,.
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Napomena 9.3. Neka je \ dvostruka nultocka od Pr. Tada su preslikavanja x — e i
x> 2e™ rjesenje homogene jednadzbe L(y) = 0. Zaista
d d
Azy ATy Az
L(ze™) = L(d)\e ) d)\[L(e )]
= 2’ Pr(\) + M P (\) = 0.

posljednyji izraz jednak je nula ako je A dvostruka nultocka od Pr,.

Pravilo generiranja linearno nezavisnih rjeSenja homogene jednadzbe
Linearno nezavisna rjeSenja homogene jednadzbe L(y) = 0 formiramo ovisno o ka-
rakteru nultocke A € C polinoma Pj, prema sljede¢im pravilima:

1) A € R r-terostrukoj nultocki polinoma Py, pridruzujemo r linearno nezavisnih
rjeSenja:

)\a:7 ) rfle)\z'

e xe LT T

2) A\ = a+ fiide = a— pi r-terostrukim kompleksno konjugiranim nultockama
polinoma Pj, pridruzujemo 2r linearno nezavisnih rjesenja:

T+ e®® cos Bz, x — 1€ cos Bz, . .., x — 2" Le® cos Bz,
T — e sin Bz, x — e sin Bz, ..., x — 2" e sin Bz
Zadatak 9.1. Odredite opée rjesenje jednadzbe:
a) y® —4y@ 45y — 2y =0
b) 46 -y =0,
Rjesenje:
1) Prvo odredimo polinom pridruzen linearnom operatoru:
PLA) =X -4\ 450 —2=... = (A —2)(A - 1)?

Dakle po pravilu pridruziranja linearno nezavisnih rjesenja:

M=2r=1 = z—e*
=1rn=2 = xz—e° v+ ze”

Sto daje opce rjeSenje:
y(z) = C1e* + Coe® + Cyze®, Cp,Co,C3 € R.
2) Polinom pridruzen diferencijalnom operatoru je
P =X X2 =22\ 1) =2+ 1) (A= 1)(A2+1).

Prema pravilu pridruzivanja

M=0rm=2 = z—=lz—zx
=-1rn=1 = z—e®
M=1r3=1 = xr¢e"
M5 =F+i,ra5=1 = x—cosz, z+—>sinz
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¢ime mozemo zapisati opcée rjeSenje za C; € R, i =1,...,6:

y(z) = C1 4 Cox + C3e™* + Cye” + Cs cosx + Cgsin .

9.2. Metoda varijacije konstanti

Neka su y1,y2, ... yn linearno nezavisna rjesenja od L(y) = 0. Opce rjesenje od L(y) = f
trazimo u obliku

y(z) = Cr(z)yi () + Ca(x)ya(z) + ... 4 Cp(2)yn(2).
Pritom funkcije C1, ..., odredujemo iz sljedeceg sustava:

O} (@)y1(2) + Ch(@)ya(@) + ...+ Cl(@)ya(z) =0
O} (@) (2) + Chla)yh(a) + ...+ Clha)y(x) =0

(9.3)

O @)y (@) + Ch(a)yd" 2 (@) + ...+ Ch(a)ys (@) =0
L @)y V(@) + Cy@) s V(@) + ..+ Ol V(@) = fla)

Napomena 9.4. Neka je dan interval I u R, neprekidno preslikavanje f : I — R te niz

neprekidnih funkcija a; : I — R, ¢ = 0,1,...,n — 1. Za linearnu diferencijalnu jednadzbu
n-tog reda

L(y) =y™ + an 1y + ..+ a1y +aoy = f, (9.4)
definiramo n linearno nezavisnih rjeSenja homogenog sustava u 0znaciyi, ya, - - -, yn € C™(I;R).

Definiramo niz funkcija C1,Cy, . ..Cy koje zadovoljavaju sustav (9.3). Tada

y(@) = 3 Cilw)yi(x) /
=1

n

y'(@) =Y Ci@)yi(x) + ) Cix)yi(x) /
1=1

i=1
=0
y'(@) = Ci()yi(x) + Y Cil)y] (x) /
i=1 i=1
=0
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L(y(z)) = 4" (@) + ap-1(x)y" V(@) + ... + ao()y(x)

= f(2)+ Y Cila)y™ (x)
=1

n

+an-1(2) (Y Cil@)yt" V(@) + ...+ ao(@) (Y Cil)yi())
=1 3

n
= f()+ ) Ci(x) L(yi(x)) = f (=)
i=1 ~
Zaista, ako postoji rjeSenje sustava C; : I — R od (9.3), tada je opce riesenje od (9.4) dano
12razom

y(x) = Cr(z)yi(x) + Co)ya(2) + ... + Cn(@)yn ().

Uocimo kako se metoda varijacije konstanti mozZe primijeniti i na linearnu diferencijalnu
jednadzbu s nekonstantnim koeficijentima, pod uvjetom da je poznata baza rjesenja homogene
linearne jednadzbe.

Zadatak 9.2. Odredite opce rjesenje jednadzbe y' +y = <
Rjesenje:
1° Homogeno rjesenje jednadzbe y” +y = 0.
Pripadni polinom je Pr(\) = A2 + 1, tj. nultocke su A\ 2 = +i, §to daje

yp(x) = Crcosz + Cysinx, C1,Cy € R.

2° Metoda varijacije konstanti
Trazimo rjeSenje u obliku y(x) = C1(z) cos x + Ca(x) sinz. Sustav (9.3) glasi
-sinx
Ci(x)cosx + C)(x)sinx =0 /
+COST
Ct(z)(—sinx) + Ch(x) cosx = =+ /

sinx

_l’_

coS T
= Chi(z) =

sinz
Cy(z) = In|sinz| + Dy, Dy € R.

Vracanjem izraza Ch(x) u prvu jednadzbu sustava:

C1(z) cosz + B sinz =0 = Ci(z) = -1 = Ci(z) = —x + Dy, Dy €R,
sinx

sto daje u konacnici opée rjesenje za D1, Dy € R:

y(x) = (—x + D) cosx + (In|sinz| + Dy) sinx

= Djicosz + Dysinz + (—z cosz + sinz In | sin z|)

homogeno rj. partikularno rj.
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Zadatak 9.3. Pronadi opce rjesenje: xy” +y' = x2.

Rjesenje: Prvo zapiSsimo jednadZbu tako da je vodeéi koeficijent jednak 1:

1
y// + 7y/ —
X

1° Homogeno rjesenje jednadzbe y” + %y’ =0
Supstitucijom z = ¢’ imamo separabilnu diferencijalnu jednadzbu: 2’ = —%z $to daje

dz dx /f
= —=-—
z T

= Inlz|=—-Injz|+C, CeR
= Inlz|=—-Injz|+InCy, Ch>0
= ]z\:z)’, Co>0

Co

= zZ=—, C(];AO
x

Jer je i z = 0 stacionarno rjeSenje vidimo da se opce rjeSenje diferencijalne jednadzbe

moze zapisati kao z = %, C € R. Time je homogeno rjesenje yg =z, tj.

yp =Cln|z|+ D, C,DeR.
2° Metoda varijacije konstanti
Trazimo rjeSenje u obliku y(x) = C1(z) In |x| + Ca(z). Sustav (9.3) glasi
{ Ci(x)In|z|+ Cy(z)1 =0
C

(ZL')% + Ch(z)0 ==z

/

= O(z)=2" /
3

= Ci(z) = %+D1

_I=3

Vracanjem izraza za C7(z) u prvu jednadzbu:

J
= Ch(z) = —2%In|z| /

3 23
= (Oy(z) = —?lnm + o + Dy

Opce rjesenje diferencijalne jednadzbe je

3 3 3

y(x) = (g—l-Dl)ln]xH—(—%lnm—i—%—l-Dg)

3

:D11n|a:|—|—D2—|—
—_—
Yh

5 DuD:eR.
~~~
Yp
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O

Napomena 9.5. Vodeéi koeficijent linearne diferencijalne jednadzbe mora biti jednak 1 kod
metode varijacije konstante. U suprotnom ne daje tocno rjesenje.

9.3. Redukcija reda linearne jednadzbe drugog reda

Neka je dana linearna diferencijalna jednadzba 2. reda:

v +py +ry=0, p=px),r=r(z).

Ako je y1 jedno rjeSenje, opée rjeSenje y trazimo u obliku y = hy;:

(hy)"” + p(hy1) + r(hyr) =0

Ry + 20 y) + hyl + ph/y1 + phyy + rhy; =0

h(yi + py1 +ry1) +h"y1 + 1 (2y) +py1) = 0
=0

yih” + (244 + pyr )l =0

§to dalje tretiramo supstitucijom z = A/.

Zadatak 9.4. Pronadite opce rjesenje nehomogene linearne diferencijalne jednadzbe 2. reda:

2 1 1
y" + '

zlnz’ 2z’ Iz
ako je poznato jedno partikularno rjesenje x — ﬁ
Rjesenje: Trazimo opce rjeSenje od

" 2 1 1

Y+ Y=z
nz

zlnz’  Z2lng
Rjesenje trazimo supstitucijom y = hyi:

y' +py +ry=0
Ry + 20 y) + byl + ph/y1 + phyy + rhy; =0

hy{ +py=Ty1) + By1 + W (2y) + py1) = 0.

1 -1 2
h//+h/<%?2/+7/>_
Inx n“xx nxlnz
= h'=0

= h=Cx+D, C/,DeR

Dakle,

Dakle, opce rjeSenje homogene jednadzbe je

y=nh (Ca:+D) C—+D—, C,DeR.
Inz Inx In

Trazenje opéeg rjesenja ide metodom varijacije konstanti y = C'(x)% + D(x )
{ c’ w)lnm—’—D/( )lnlw =0 1
/ nr— / —
C'(x) 45 — D' (x) =

zln?z Inz

Inz nx
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Iz prve jednadzbe znamo D'(z) = —xC’(x) §to ubacivanjem u drugu daje
22
C'z)=1 = C@)=z2+C = Dx)=-2r = D) = -5 + Dy.
Trazeno rjesenje je

T 1 1 22
y=Co— +Dop— + -—, Co,Dp € R.
Inz Inz 2lnz

Neki puta jedno homogene rjeSenje mozemo pronaéi u obliku x +— x®.
Zadatak 9.5. Pronadite opce rjesenje
a) 2*y" — 2zy' + 2y = 3/x,
b) 2%y — 3xy’ + 4y = 22,
Rjesenje:
a) Radi se o linearnoj diferencijalnoj jednadzbi 2. reda s nekonstantnim koeficijentima:

2 2
y// . 7y/ + 723/ _ 3x_3/2.
X X

Ubacimo li  — 2 u homogenu diferencijalnu jednadzbu dobivamo

2 2
0=oala—1)z""2 - Zaz* ! + —z
x x

= (a(a—1) =20+ 2)2° 2 = (o — 1) (v — 2)2* 2
Zakljucujemo da je opée rjeSenje homogene jednadzbe:
yn(z) = Cx 4+ Dz?, C,D € R.

Metodom varijacije konstante trazimo rjegenje u obliku y(x) = C(z)z + D(x)z? koje
zadovoljava sustav
C'(z)x + D'(x)x® =0
{ C'(2)1 + D' (z)2x = 3273/2.

Prva jednadzba kaze da je C'(z) = —zD'(z). UvrStavanjem u drugu dolazimo do
D'(z) = 3273/2 ¢ime je C'(z) = —3z~3/2.
Znaci

C(x) =622+ Cy, CoeR,  D(x)=-2:"%24Dy, DycR.
Trazeno opce rjeSenje je

y = Cox + Dox2 + 4\/§, Co, Dy € R.

b) Radimo s
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Uvrstimo li z — % u homogenu jednadzbu i usporedimo s nulom

0=ala—1)z*2 - 3az""2 4 42272

= (0 —da+4)2°7% = (a — 2)*x2 2

Zakljuc¢ujemo da je z — 2 jedno rjeSenje. Drugo rjesenje dobivamo redukcijom reda
jednadzbe, tako da u homogenu jednadzbu uvrstimo supstituciju y(z) = z2h(z):

;%h(m

= 220" (z) + zh (z) + (2 — 6 + 4)h(z) = 221/ (x) + =k (z).

5 (2zh(z) + 2*H' (z)) +

T

0 = 220 (x) + 4xh/(x) + 2h(z) —

Supstitucija z = h’ daje separabilnu jednadzbu

, dz dx /
2 =—z = —=—-—— /
z x

= Inlz|=—Inz|+C
= z:g, C#0

T
= h’_g

x

= h=Clh|z|+D, C,DeR,C#N0.

Zakljucujemo da je opée homogeno rjesenje oblika

y = 2’h = Cz’In|z| + D2, C,D €R.

Metodom varijacije konstante trazimo rjesenje u obliku y(z) = C(z)z? In|z| + D(x)2?

koje zadovoljava sustav

{ C'(x)x?In|z| + D' (z)x? =0
C'(z)(2xIn|z| + z) + D'(x)2z = 1.

Vidimo da je D'(z) = —C’(z) In |x| pa uvrstavanjem u drugu jednadzbu slijedi
, 1
C'(z) = 7’ = C(zx)=In|z|+Cy, CpeR,
i
/ In ’x‘ 1 2
D'(x) =— el D(:v):—iln |z| + Do € R.

Time je opce rjesSenje

2
y = Coz’In |z| + Doz? + %1n2 |z|, C,DeR.
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9.4. Metoda neodredenih koeficijenata

Neka je dan diferencijalni operator
dar d"

L=—+an

S W—i—...—l—ao, anfl,...,aoeR

te linearna diferencijalna jednadzba s konstantnim koeficijentima L(y) = f. Pripadni poli-
nom operatora L u oznaci Pj, glasi

Pr(A) = N"+ a1 A"+ +ap.
Pretpostavimo da je desna strana f oblika
f(z) = P(z)e®* cos Sz + Q(z)e*” sin Sz
pri ¢emu su P, @ polinomi. Ozna¢imo s m = max{deg P, deg Q}. Razlikujemo dva slucaja:

1) Ako A = «a + (i nisu nultocke od Pp, partikularno rjeSenje diferencijalne jednadzbe
L(y) = f trazimo u obliku

up(z) = P(z)e™ cos fa + Q(x)e® sin Bi.

2) Ako su A = «a + (i r-terostruka nultocka od Py, partikularno rjesenje diferencijalne
jednadzbe L(y) = f trazimo u obliku

up(z) = 2" (P(a:)eax cos Bz + Q(z)e™ sin B:c) .

Pritom su u oba slu¢aja P, Q polinomi stupnja m s neodredenim koeficijentima
. 4 s X - . " /! :
Zadatak 9.6. Pronadite opce rjesenje: 4y™ +y' = 2sin §

Rjesenje: Pripadni polinom
1 1 1 1
L(A) = A +4A AN +4) AN 2z)(/\+22)

Time je homogeno rjesenje:

yh(fE) =C1+ 0y COS% + Cs sing, C1,05,C5 € R.

Prepoznajemo da je desna strana oblika

1
flz) = 3 sing = P(z)e™ cos% + Q(z)e" sin g,
gdje su
1
P=0, Q= 3 m= max{deg P,deg Q} = 0.
Vidimo da su 0 & %z nultocke kratnosti r = 1. Po metodi neodredenih koeficijenata trazimo
partikularno rjesenje u obliku

yp(z) =2’ (15(3;)605” cos g + Q(z)e% sin g)

x . X x .z
fx(Acos§+Bsm§) an:cosi—i-Bxsmi
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Uz pomoéni rac¢un derivacija

A
y;(a;):Acosg—axsing—i—Bsing—i-Ea:cosg
A B
yg(a:):—Asing—Zxcosg—i—Bcosg—zxsing
() 3ACOS$+A sin & 3Bs' xr B cos &
x)=——cos— + —xsin= — —sin— — —xcos =
P 4 2 8 2 4 2 8 2
dobivamo da je
1 A r B . «x
yy () + zy;(ﬂs) =—gcosg — osing.

Jer partikularno rjeSenje zadovoljava y,’(x) + %y;(x) = 1sinZ slijedi da je to mogude za
A=0,B=—1, tj.

yp(x) = — sing

Op¢e rjesSenje diferencijalne jednadzbe je

y:C1+C’2cosg+C’3$ing—xsing, C1,C,C3 € R.

Zadatak 9.7. Pronadite opée rjeSenje diferencijalne jednadzbe:
y® — 6y + 119 — 6y = €”.
Rjesenje:

Pr(A\) =X —6A2 +11A -6
=A==\ =51+6)=A—1)(A=2)(A—3)
= yn(x) = Cre” + Coe® + C3e®”

Usporedimo obje metode za traZenje partikularnog rjeSenja:

e Metoda varijacija konstante
Opée rjeSenje trazimo u obliku y(z) = Cy(x)e* + Cz(z)e?* + C3(x)e3®. Sustav (9.3)
glasi
Ci(z)e®  +Ch(z)e*™ +Ci(z)e3® =0
Ci(z)e® +C%(z)2e*® +Ch(x)3e3* =0

) )3
Ci(z)e* +Ch(x)4e*™ +C4(x)9e3® = e®.

Eliminacijom C ostaje

(-3
{ Ch(z)e*®  +2C%(z)e3* =0 /( : }+
3Ch(z)e* +8C%(z)e’T =e”
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= 20%(z)e’ = e”

1 —zT
Ci(x) = ¢ 2

1
= Cf(z)e” —e® + 5696 =0
1
Ci(z) ==
1(@) 9
1
Ci(z) = 2% + Dy

Sto daje

1 1
y(.’lf) = .Dlem + D2€2x + D363x + (ixex P Zeaz)

1
= Dye” + D2€2:c + D363x + 51’61:, Dq,Dy, D3 € R.

e Metoda neodredenih koeficijenata

flz)=€* = m=0A=1r=1
= yp(x) = x(Ae”) = Axe”
yp(r) = A(e” + ze”)
Yy () = A(2e" + ze®) = (yl(,3) - 6y:,()2) + 11y1()1) — 6yp)(z) = 24€” = f(x) =€”
Yy, (v) = A(3e” + ze®)

Dakle, y, = %xe‘” $to daje opcée rjeSenje

1
y(z) = yn(x) + yp(z) = Cre” + Cae®* + C3e™ + ixe"”, C1,C9,C3 € R.

O]

U praksi metoda neodredenih koeficijenata je brza osobito ako je red diferencijalne jed-
nadzbe vedi ili jednak 3. S druge strane metoda varijacija konstantni se moze koristiti kod
traZenja rjeSenja opcih linearnih jednadZbi viseg reda, gdje koeficijenti nisu nuZno kons-
tantni.

9.5. Zadaci za vjezbu
Zadatak 9.8. Pronadite opée rjesenje: y® + y3) = cosdx + x + 1.
Rjesenje: Dani Pp(\) = A 4+ X3 = A3(\ + 1) daje opée homogene rjesenje:

yn(z) = C1 + Cox + C32? + Che™™.

Prepoznajemo f(x) = cosdz+z + 1 = fi(x) + fa(z) te radimo metodu neodredenih koefi-

filz)  fa(a)
cijenata za svaki f;,i =1, 2.
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1° fi(z) = cosdx
Vidimo da A\; = +4i nisu nultocke polinom Pp(\) te je my = 0 (jer je Pi(z) =
1,Q1(x) = 0). Drugim rije¢ima trazimo pripadno partikularno rjeSenje u obliku

Yp1(z) = Acosdx + Bsin 4.
Pomoéni racun daje:

Yp1(x) = 4A(—sin4dr) + 4B cos 4z

(x)
Yp1 (x) = —16A cos 4z — 16 B sin 4z
y (2) = 64Asindz — 64B cos dx
yY (x) = 256 A cos 4 + 256 sin 4z
Dakle,
(yﬁ) + yl()?i))(:n) = (256 A — 64B) cos 4z + (256 B + 64A) sin4x = fi(x) = cos4z.
ErR

Dakle, yp1(2) = 755 cos 4o — 1oz sinda.

2° fo=x+1=(x+ 1) cos(0x)
Jer je A = 0 nultocka od P, kratnosti 3 imamo redom mo = 11 ro = 3 Sto znadi da
trazimo partikularno rjesenje u obliku:

yp2(z) = x?’(Cx + D).

Uz pomoc¢ni rac¢un:

Ypo(z) = 4Cx3 + 3Da?
yz(é) (z) = 12C2% + 6Dz
y' (x) = 24Cz + 6D
yy () = 24C

slijedi da je
(s +y3) (@) = 24Cx + (6D + 24C) = fo(z) = z + 1.
Time smo dobili yp(z) = g—:

Sve zajedno opce rjeSenje dane jednadzbe je

y(w) = yn(z) + yp1 () + yp2 ()
4

1
= C) + Coz + Cs2® + Che™™ + 773 cos 4z — 1083 sin4x + %

Zadatak 9.9. Odredite opée rjeSenje jednadzbe

thy® 4 33y = 2.
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Rjesenje: Prvo pokusavamo odredite opée rjeSenje homogene jednadzbe. Prvo snizimo red
diferencijalne jednadzbe: z = y” ¢ime dobivamo

t*2 +3t32, =0

(5%

3. Neposrednim integriranjem dobivamo (do na promjenu konstante)

sto daje rjesenje z =
1 .
y:C’1¥+Cgt+03, C;eRi=1,2,3.

Metodom varijacije konstante daje sustav:

Ci(t)  +Ch(t)t +Ci(1)1 0
Ci(t)— % +Ch(t)1 +C4(t)0 =0
0 2

Cil()E  +Cy(t)0 +C5(t)

3

sto daje rjesenje Cy(t) =t + D1, Ca(t) = —1 + Dy, C5(t) = 21Int + Dy ¢ime je opce rjedenje

1
y(t) = Dl; + Dot + D3+ 2Int

U prethodnom zadatku mozemo uvrstiti x — x® kao oblik rjeSenja homogene jednadzbe.
To daje
tla(a —1)(a— 2)t* 3 + 3t3a(a — Dt* 2 =0
Sto vrijedi ako i samo ako je a(a—1)(a—2)+3a(a—1) = 0 sto daje sva linearna nezavisna
rjeSenja od ranije: t — t%, a =0,=£1. ]
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10. Sustavi diferencijalnih jednadzbi

Dan je otvoren skup Q C R x R™, (tg, Up) € Q i preslikavanje F' € C(Q;R™). Neka je dana
pocetna zadaéa prvog reda:

%U(t) = F(t7 U(t))v
L (10.1)

Definicija 10.1. Kazemo da je U : I — R rjesenje od (10.1) ako:
1) U € CY(I; R™), I otvoreni interval koji sadri to.
2) T(U) ={(t,U(t)) : tel}cC.
3) Ulto) = Up.
4) U'(t)=F(t,U(t)), t € I.
Napomena 10.2. Jednadzbu viseg reda
v =ty ey )

mozZemo svesti na sustav prvog reda:

1=y =y =y
y2=y yo=y" =ys3
Y3 = y// N yg _ y/// =y
yn =y v =y = f(t, Y192, Yn)
Uz vektor Y = [y1,y2, ..., yn]|” slijedi da se jednadzba viseg reda moZe zapisati kao
d
Ly — AY + f(1,V)en,
dt
gdje je
[0 1 0 0 0]
0 0 1 00
00 00
A= eR™™  e,=(0,...,0,1)7
000 ... 01
00 0 ... 0 0]

Prethodni postupak je bitan iz vise razloga. Prvi razlog je taj Sto se recimo egzistencija i
jedinstvenost rjeSenja moze pokazati za sustav diferencijalnih jednadzbi prvog reda te se time
moZe koristiti i kod rjesenja diferencijalnih viseg reda. Drugi razlog je prakticne prirode jer
postoji puno numerickih metoda za rjeSavanje sustava gdje je standardno jednadzZbe viseg
reda svesti na sustav.

Neka je desna strana sustava diferencijalnih jednazbi
U'(t)=F(t,U(1)),
(t,U1,Us,...,Uy) — F(t,Uy,Us,...,Uy,) afina funkcija u zadnjih n-varijabli, tj.

F(t,U) =AU + B(t), A:I—-R™™ B:I—R"
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Tada se opce rjeSenje sustava moze prikazati kao suma homogenog i partikularnog rjesenja.
Neka je U, : I — R" partikularno rjesenje, tj. U]’) = AU, + B. Ako je U : I — R" neko
rjeSenje sustava U’ = AU + B time je
U-U,) =U"— U}’,

=AU+ B—-AU,-B

=AU - Up)
i tada postoji Uy, : I — R” rjeSenje homogenog sustava diferencijalnih jednadzbi U} = AU,
tako da je U — U, = Uy, tj.

U= Up + Up,.

Vrijedi i vise. Skup

U={U:CYIL;R") : U je rjesenje od U' = AU}
je vektorski potprostor C'(I;R™) konaéne dimenzije n. Proces pronalaska rjeSenja linearnog
sustava diferencijalnih jednadzbi ostaje isti:

1) pronadi prostor rjeSenja linearnog homogenog sustava jednadzbi

2) pronadi partikularno rjesenje.

10.1. Homogeni linearni sustav s konstantnim koeficijentima

Napomena 10.3. Neka je dan sustav diferencijalnih jednadzbi U'(t) = AU(t), A € R™*"™.
Pretpostavimo da je matrica A dijagonalizibilna matrica te neka su (N, q;), i = 1,...,n
svojstveni parovi matrice (Ag; = X\iq1). Oznacimo matricu

Q - [QI7QQ7 <o 7qn] S R™M*™.

Tada je
AQ = [Aq1, Aga, . .., Agn] = [M1q1, Mg, - -+, Ann] = QD

gdje je D = diag(A1, A, ..., \n) dijagonalna matrica. Pritom moZemo zapisati matricu A
kao QDQ™'. Iskoristimo li to u sustavu

U'(t) = AU(t) = QDQ™'U(t) \9
1U’() DQ™'U(¢)
Q7'U@) = < QlU) V() =Q 'U(®)
V()= DV(t) <= vi(t)=N\vi(t),i=1,...,n.

Dakle, vi(t) = Cie*t, gdje je C; €R zai=1,...,n

U(t) = QV(t) =Y Cie™'Qe;

n
Ait
= Z CieMtq;.
=1

Preslikavanja t — e)itq; razapinju prostor rjesenja homogenog autonomnog sustava U'(t) =
AU (t).
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Zadatak 10.1. Odredite opée rjeSenje sustava

d 31
U0 = [1 3} U(t).
Rjesenje:
31
=]t 3
kA()\)—det(A—/\I)—‘gz)\ 3i/\‘—(3—)\)2—1_..._()\—4)()\—2).

S o(A) = {2,4) = Ju = [(2) ﬂ

o Za M\ = 2 odredimo Ker(A — 21)
a-a ()= ()= ()
= m=-a = q-= (‘11> ~ Ker(A—21) = {q1}].
o Za A = 4 odredimo Ker(A — 41)
a-o(5) =13 A (G)-0)
S m—z > g— G) ~ Ker(A—41) = [{g2}].

(Xiyqi),i = 1,2 su svojstveni parove dijagonalizibilne matrice A pa po Napomeni 10.3 slijedi
da su t — elifg; trazena linearno nezavisna rjedenja sustava, tj. opce rjeSenje glasi

U(t) = CreMtq + Creigy = Cre? <_1> + Cyet (i) , 1,0y eR.

1
O
0o 1 2
Zadatak 10.2. Pronadite rjesenja sustava U' = AU, gdje je A= |—-5 -3 -7
1 0 0
Rjesenje:
-A 1 2
ka\) =det(A—AM)=|-5 —3-\ —7l=...=-(A+1) = o(A) ={-1}
1 0 —-A
Odredimo Jordanovu formu.
1 1 2 0 1 1 011 I 1
A4l=|-5 =2 —7[~]0 =2 =2~ |0 0 0 :;{”Jrf”?’: —q=|1
10 1 1 0 1 101 s = -1
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¢ime smo dobili da je Ker(A +1) = [{¢1}], tj. da je geometrijska kratnost od —1 jednaka 1.
Dakle Jordanova forma je time jedinstveno odredena i glasi

-1 1 0
Ja=10 -1 1
0 0 -1

Trazimo matricu prijelaza Q = [q1, g2, ¢3] takvu da je AQ = QJ 4.

Ap = —q (A4+T)g1 =0
AQ=QJr <= { Ap=—@p+qa <= { A+Dep=q
Az = -3+ @ (A+1Dg3 = q2

Trazimo g9 takav da je (A+1)g2 = 1

1 1 211 0 1 1] 2 01 1} 2
-5 -2 -7 1|~]|0 =2 -2|-4]~10 0 0] O0
1 0 1|1 1 0 1 |-1 1 0 1]-1

Potrebno je samo partikularno rjesenje sustava, pa mozemo staviti da je zs = 0 Sto odmah
daje 1 = —1, x9 = 2, dakle ¢ = (—1,2,0)7. Ponavljanjem postupka dobivamo

1 1 2]-1 01 1|-1
-5 =2 =7 2| ~10 0 0|0
10 11]60 1 0 110
za 23 = 0 dobivamo x1 = 0,72 = —1 to daje g3 = (0, —1,0)".

U = AU

U'=QJ.Q'U \9

Q7'U) =Ja(Q7'U)  V(t)=Q 'U®)
N’

\4
-1 1 0 v1
Vi=|0 -1 1|V  V=|uv
0 0 -1 v3

$to je jednostavno za rijesiti ako krenemo redom vs, va, v1:

vg(t) = —us(t) = v3(t) = Cze™!
vh(t) = —va(t) +v3(t) = wa(t) = Cae™t + Czte™!
V(1) = —v1(t) +va(t) = vi(t) = Cre~t + Cote™ + C3L e

V(t) = vi(t)er + va(t)ea + v3(t)es
12
= Cyete; + Cge_t(€2 +eit) + C’ge_t(eg + tes + 561) \Q
_ _ _ 12
=U(t) = QV(t) = Cre 'q1 + Coe (g2 + tqr) + Cse (g3 + tgo + 5‘11)-
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Napomena 10.4. Za svaki lanac {q1,q2, - .., qx} takav da vrijedi

(A - )\I)Qk = (k-1
(A= ADgr—1 = qr—2

(A - M)Qz =q

mozemo definirati skup {Uy,Us, ..., U} od k linearno nezavisnih rjeSenja sustava U' = AU

oblika

U1 (t) = e/\tql

Us(t) = eM(q2 + tq1)
2
Us(t) = eM(gs + tgo + 5611)

tkfl

X
Up(t) = e™(qp +tqp—1 + ... + = 1)!611)-

Zadatak 10.3. Zapisite opce rjesenje sustava U' = AU, gdje je

2 0 1 -3

0 2 10 4

A= 00 2 0

00 0 3

Rjesenje:
ka(A) = (A—2)*(A = 3) = o(A) = {2,3}
e \=3
-1 0 1 -3 -1 0 0o -3
*IE1*3$4:0
P e I T I v
0 0 —rs =0

Ako stavimo x4 = 1 dobivamo x1 = —3,x9 = 4, x3 = 0, dakle vektor ¢4 = (—3,4,0,1)”
i Ker(A —3I) = [{qa}]

o \=2
001 -3 [00 1 0 [0010
| o010 4 0 10 0 000 75 =0
A-2d= 0 0 0 0 00;‘{3:4 0
1 1 1

Time je Ker(A — 2I) = [{e1, e2}].
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Iz ovoga moZzemo zakljuéiti da je Jordanova forma matrice A

2
Ja =
3

jer dimenzija jezgre operatora (A — 2I) je upravo broj elementarnih Jordanovih klijetki od
svojstvene vrijednosti A = 2.

Trazimo vektor v takav da (A — 2I)%v = 0 i (A — 2I)v # 0, tzv, generalizirani vektor
svojstvene vrijednosti 2, ranga 2.

]
o O o

(A—2I)% = =a24=0

= O =~

Vidimo da za v uvijet (A — 2I)%v = 0 je ekvivalentan s time da je v4 = 0. S druge strane
uvjet v ¢ Ker(A — 2I) ispunjen je ako je vs # 0 ili vy # 0. Dakle v = e3 je jedan takav
traZzeni vektor.

Proglasimo g3 = e3. Tada je ¢o = (A — 2I)gs = (1,10,0,0)”. MoZemo staviti da je
q1 = e1. Definiramo

1 1 0 -3
0 10 0 4
Q=lq1,92,q3, ] = 00 1 0
0 0 0 1
Tada vrijedi AQ = QJ4. Koristeéi Napomenu 10.4 moZzemo zapisati pripadna linearno

nezavisna rjesenja:

Ui(t) = e¥q
Us(t) = ey
Us(t) = e*(g3 + tg2)
Uy(t) = gy

¢ime je opce rjeSenje sustava:

U(t) = Cre®q1 + Cae®qo + C3e* (g3 + tg2) + Cae®'qa.

O]
10.2. Fundamentalna matrica
Neka je dan homogeni linearni sustav diferencijalnih jednadzbi:
U' =AU, A= A(t) € C(I,R™™). (10.2)

Definicija 10.5 (Matrica Wronskog). Za niz vektorskih funkcija Uy, Us, ..., Uy : I — R™
definiramo matricu Wronskog

W(t) = [U1(t),Us(t), ..., Un(t)] : I — R™™
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Od interesa je proucavati sljedeée matrice Wronskog:

Definicija 10.6 (Fundamentalna matrica). Za sustav (10.2) definiramo fundamentalnu ma-
tricu kao matricu Wronskog funkcija U;, 1 = 1,,...,n koja su linearno nezavisna rjeSenja
1stog sustava.

Teorem 10.7. Neka su Uy, Us, ..., U, € C(I;R™) rjesenje sustava (10.2) te pripadna W
matrica Wronskog. Tada je ekvivalentno:

o U,Us,...,U, € C(I; R") su linearno nezavisne funkcije
o det W(t) #0 za nekit eI
o det W(t) #0 za svaki t € I.

Primjer 10.8. U Zadatku 10.1 pokazali smo da je za sustav

%U(t) - E’ ;}] Ut) (10.3)

opce rjesenje oblika:

U(t) = ClUl(t) + CQUQ(t)
gdje su Uy(t) = e <_11> i Up(t) = et <1> Matrica Wronskog vektorskih funkcija Uy ¢ Us
Je

o2t At
e

W= |

koja je wjedno i fundamentalna matrica sustava (10.3). Uocimo da je det W (t) = —2¢e5 # 0
za svaki t € R.

2
Zadatak 10.4. Neka su dane vektorske funkcije U(t) = (i) i V(t) = <tt> te njihova

matrica Wronskog W (t) = [U(t),V(t)]. PokaZite da je
a) {U,V} linearno nezavisni skup u C'(R;R?)
b) det W(t) =0 na R.

Rjesenje:
a) Za a, B € R gledamo

aU+pV =0
= aof! + B By (0
1 t) \O
¢ime za t = 0 dobivamo da je a =0, dok jeondazat=1 g =0.
b)

t 2

242
1 t_t t 0.

det W (t) = ‘

Pritom a) i b) nisu u kontradikciji. Ovo samo znac¢i da ne postoji matri¢na funkcija A €
C(R;R™ ™) takva da su U,V rjeSenje sustava Z' = AZ. O
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Zadatak 10.5. Ako su ®(t),V(t) fundamentalne matrice sustava (10.2), tada postoji kons-
tanta regularna matrica P € R™"™ takva da je ¥ (t) = ®(t)P.

Rjesenje: Neka su ®(t), U(t) fundamentalne matrice sustava U = AU. Tada je ®(t) regu-
larna za svaki ¢t € I, tj. t — ®~1(¢) je dobro definirano preslikavanje. Jer je

P )®(t) =1
deriviranjem dobivamo
(@7H()) (1) + 27 (t)(2(1) =0,

tji. (@71(t)) = —®71(t)(®(t))'®@ ! (t). Pokazat ¢emo da je derivacija izraza ®~1(t)¥(t)
upravo jednaka nuli.

(@7 OW(1) = (@71(1)U(t) + e~ ()W (1)
' ) @THHW(t) + &~ 1( HW'(t)

—O7(£)(D(¢ )
—0 (AP (OW(H) + DA V()
= L) AD)T(t) + P A()T(t) =0

Iz toga slijedi da postoji P € R™*" takva da je @ 1(t)¥(t) = P, odnosno ¥(t) = ®(t)P.

Matrica P je regularna kao produkt regularnih matrica. O
Opce rjeSenje pocetne zadace

{ U'(ty=At)U({#)+B(t) A:I1— RY™" B:I—R"
U(to) =U

mozemo zapisati kao

Ut) = W(t)W(tg) LUy + W (t) t W=t(s)B(s) ds. (10.4)

to

Moze se pokazati da je ®(t,s) = W (t)W ~1(s) neovisna o odabiru fundamentalne matrice

w.

Zadatak 10.6. RijesSite sustav:

U(0) = Uy
2 20 0 1
gdje je A(t)=|1 3 0|, Bt)=(0],Uy=[1
b3y (2)n- ()
Rjesenje:
det(A=AN)=...=—-(A-1)(A=2)(A—4) = o(A)={1,2,4}

Pripadni svojstveni parovi matrice A su: (1,(—2,1,0)7),(2,(0,0,1)7), (4,(1,1,0)7), ¢ime je
A=QDQ™", gdje je

01
0 1|, D =diag(1,2,4).
10
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Trazeno opce rjeSenje homogene jednadzbe U’ = AU je

-2 0 1

Ut)=Cre | 1 | +Coe® 0| +C5e* [ 1],
0 1 0

—— —— ——

Ui (t) Ua(t) Us(t)

¢ime je fundamentalna matrica upravo:
W(t) = [Ui(t),Us(t),Us(t)] = | ¢ 0 ¢*

Koristeéi formulu (10.4) slijedi da je traZeno rjesenje:

Ut) = W)W (to) Uy + W(t) tW*l(s)B(s) ds

to
2t 0 M [—2 0 11" /1
=] e 0 e* 1 01 1
0 €* 0 0 10 1
t[—2 0 ] [=2¢5 0 77" /0
+ / et 0 et e’ 0 e 0] ds
0 0 € 0 0 €* 0 e’
e4t 0 €4t
=...=[e*]| + 0 = ett
o2t —et + o2t 262t _ ot

Napomena 10.9 (Eksponencijalna funkcija). Definiramo

E(t) —_ etA — f (ti')n‘
n=0 ’

Na predavanjima ste pokazali
1) E(0) =1
2) E'(t)=AE(t) = E(t)A
3) det E(t) # 0 za svaki t.

dakle, E je fundamentalna matrica sustava U = AU. Ako je poznata Jordanova forma
matrice A u oznaci Ja te matrica prijelaza @ tokva da je AQ = QJa, eksponencijalnu
matricu racunamo direktno

E(t) — etA — QetJAQ—l

gdje za elementarnu Jordanovu klijetku vrijedi

r 2 n—1 o

A 1 0 ... 0] 1t & ﬁ
E()\7n): 00 X ... 0 , etE()\,n):e)\t 00 1 %
000 A 00 0 . 1]
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To nam u praksi daje alternativni nacin racunanja fundamentalne matrice sustava, $to je
osobito korisno ako se traZi rjeSenje pocetnog problema U = AU, U(0) = Uy jer je traZeno
rjesenje U(t) = E(t)Up.

Zadatak 10.7. Neka su A,B € C(I;R™"), I C R otvoreni interval te neka matriéna
funkcija t — Z(t) € R™ "™ zadovoljava

Z'(t) = A(t)Z(t) + Z(t) B(t). (10.5)

Oznacimo s X 1Y fundamentalne matrice sustava U' = AU 1 U' = BTU, respektivno.
PokaZite sljedeéu tvrdnju:

Z je fundamentalna matrica od (10.5) ako i samo ako postoji P € R™™ takvo da Z =
XPYT".

Rjesenje: Neka je Z(t) = X (¢t)PY (t)7. Tada je

I
>

Z'(t) = X'"(PY (1) + X()P(Y (1))
(X () PY () + X (t)PY () B(t).
(

)
t)Z(t) + Z(t)B(t),

I
B

gdje smo iskoristili da je Y(¢) = BT (¢)Y (t), tj. transponirano (Y (¢)7) = Y7 (¢)B(t).
Pokazat ¢emo da je preslikavanje ¢(t) = X ~1(t)Z(t)Y ~"(¢) konstantno.

Dakle, postoji P € R™" takva da je Z = XPY". O

10.3. Zadaci za vjezbu

Zadatak 10.8. Pronadite opée rjesenje sustava U' = AU gdje je

2 110 0 0
021010
002101
A=1o 0020 0
0000 21
0000 0 2

Rjesenje:

ka(X) = det(A — M) = (A —2)°



10. SUSTAVI DIFERENCIJALNIH JEDNADZBI 115

011000
001010
(A—2T) = 000101 r(A—2I)=4=dA-2I) =2
/0000 0O = dvije elementarne Jordanove klijetke
00 0O0O01
0 0 0 0 0 0]
0 0 1 1 1 1]
00010 2
o2 |00 0 0 00 Com2y
(A=21)" = 00000 0 =7r((A-20)7) =2
00 0O0O0O0
0 0 0 0 0 0]
[0 0 0 1 0 2]
00 0O0O0O0
op3_ |00 0 0 00 Com3y
(A-=2I) = 00000 0 =r((A-20)°)=1
00 0O0O0O0
0 0 0 0 0 0]
(A-2D)* =0
¢ime je Jordanova forma jednaka
[2 1 0 0 0 O]
021000
Ta— 002100
A71o 00200
0000 21
0 0 0 0 0 2]

Trazimo matricu prijelaza Q = [q1, 92,43, 44, G5, qs] takvu da je AQ = @QJa. Pritom za
qs4 vrijedi (A — 2D)%q; = 01 (A — 2I)3g4 # 0. Na primjer ¢4 = e4 to zadovoljava jer je
(A —2I)3ey =e1 #0.

g3 = (A—2I)qs = e3
@ =(A—-2I)gz3 =e1 +e2
g =(A-2D)g =-¢e

Sli¢no, trazimo gg takav da je (A —21)2¢gs = 01 (A —2I)gs # 0, ali i da ¢¢ & [{q1,q2, g3, qu}].
Iz prethodnog rac¢una znamo

Ker((A —20)%) = {(a, B,y +6,—20,7,0)" : a,5,7,0 € R}
pa ako stavimo § = 1, = § = v = 0, slijedi da je g5 = (0,0,1,—2,0,1)7 trazeni vektor.

Naime, o¢ito g6 € [{q1,92,93.94}] = [{e1,e2,e3,e4}], dok je g5 = (A —2I)gs = (1,1 —
1,0,1,0)7 % 0.
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Time je opée rjesenje po Napomeni 10.4
2
U(t) = Cre’tqr + Cae® (g2 + tar) + Cse* (g5 + tga + o)

2 3

+ Cye® (qa +tqs + Se+en)+ Cse?lqs

+06€2t(QG+tQ5), C;eR,i=1,...,6.

Zadatak 10.9. Pronadite opce rjesenje sustava: U = AU adko je

(4 -1 -2 2

7T -4 —12 10
VA= 6 6 13 -s|’

-3 3 5 -1

(4 -4 11 11

3 —12 —42 42
DA=9 19 37 _m

-1 7 20 -17

Hint: o(A) = {3} u oba slucaja s time da u a) slucaju imate dvije Jordanove klijetke reda
2, dok pod b) dvije razlicite elementarne Jordanove klijetke.
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