Teorija sita

Matija Kazalicki

1 Problem sita

Jedan od klasi¢nih problema analiticke teorije brojeva je problem odredivanja
(broja) prostih brojeva u nekom intervalu. Povijesno prva metoda koja

se koristila za rjesavanje tog problema je Eratostenovi sito. Za ilus-
traciju, ako zelimo odrediti proste brojeve u segmentu [10, 100], iz tog
segmenta trebamo “izbaciti” (prosijati) sve visekratnike brojeva 2,3,5 i

7 (to su svi prosti brojevi manji od V100 = 10). Ono $to ostane su prosti
brojevi. Lako je izracunati koliko ima visekratnika danih brojeva u tom
segmentu - opéenito visekratnika broja n u segmentu [a, b] ima L%J- L%J :
No ako zbrojimo te brojeve ne¢emo dobiti ukupan broj prosijanih ele-
menata jer smo neke od njih brojali vise puta. Od tog zbroja moramo
oduzeti broj visekratnika produkata 2-3,2-5,2-7,3-4, ... pa onda (prema
formuli ukljucivanja i isklju¢ivanja) tom zbroju dodati broj visekratnika
brojeva 2 -3 -5,.... Ovu ideju mozemo formalizirati na sljede¢i nacin.

2 Eratostenovo sito

Koliko ima prostih brojeva manjih ili jednakih x (u oznaci 7(z))? Cilj
analiticke teorije brojeva je odrediti kako se ta (i mnoge druge) funkcija
ponasa za velike x.

Malo oznaka, kazemo da se funkcija f(x) asimptotski ponasa kao
funkcija g(x), pisemo f(x) ~ g(z), ako limx%m% = 1. Na primjer,

prema teoremu o prostim brojevima (Prime number theorem) znamo da
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je m(x) ~ £=. Ako ne mozemo odrediti asimptotsko ponasanje funkcije,
mozda mozemo odrediti neku gornja medu. Pisemo f(x) = O(g(x)) ili
f(z) << g(x) (za pozitivhu funkciju g(x)) ako postoji konstanta C' > 0
takva da vrijedi |f(z)| < C- g(z) sve dovoljno velike x. Na primjer, ako
je f(x) ogranicena funkcija, onda je f(x) = O(1).

U ovom odjeljku ¢emo vidjeti kakvu nam gornju ogradu za 7(x) daje
Eratostenovo sito. Problem ¢emo formulirati malo opcenitije. Racunat
¢emo funkciju ®(x,z) = #{n < x : n nije djeljiv s niti jednim p < z}.
Tada je w(z) < m(z) + @(z,2) < 2+ D(z, 2).

Ozna¢imo sa A = {1,2,...,|z]}izad € Nsa Ay ={n € A :dn}
skup visekratnika od d u A. Tada je ®(z,2) = #A\,.. A, (sa p od-
nosno p; ¢emo uvijek oznacavati prost broj). Prema formuli uklju¢ivanja
i iskljucivanja

O(r,2) = A~ Z #Ap, + Z - Apips — Z Apipops T

p1|Ps P1,p2| Ps P1,p2,03| P:

gdje je P, = Hp <. D, a p;’ovi su medusobno razliciti prosti brojevi. Ko-
riste¢i Mobiusovu p-funkciju

(n) 0, ako n nije kvadratno slobodan,
n) =
a (—1)*, ako je n produkt k razli¢itih prostih brojeva,

taj izraz mozemo elegantnije zapisati ®(x,2) = >_;p pu(d)#Aq. Otito
je # A5 =|%| =2+ Ry, gdje je 0 < Ry < 1. Odnosno

O(xz,2) = xz# +Zu(d)R

d|P. d| P,

Na prvi dio ovog izraza gledamo kao na “glavni” ¢lan (main term), a
na drugi dio kao na “gresku” (error term). Cilj nam je z odabrati (u
ovisnosti o x) tako da to zbilja bude tako, tj. da asimptotski glavni clan
bude veéi od greske.



2.1 Ocjena glavnog c¢lana i greske - gornja ograda

Polazna tocka naSe analize je identitet (koji je jednostavna posljedica
jedinstvene faktorizacije cijelih brojeva)

puld) 1
> =11 (1 )
d|P, p<z
Zadatak 1. Dokazite da je za sve x € R
a) e’ >1—ux,
b) " <1+ xe”.
Iz prethodnog zadatka slijedi
1 1
H(l——) <[ler =e2vs.
<z p<z

Kako je ZP<Z 5 >1nlnz 4+ O(1) (za dokaz pogledajte skriptu iz Teorije
brojeva), zakljuéujemo da je glavni dio < e~ #+00) << ﬁ
Za pocetak, kod ocjene greske ¢emo koristiti trivijalnu nejednakost:

u(d)Ry < 1 iz ega slijedi da je greska

Ako za proizvoljan (mali) € > 0 odaberemo z = Inz'¢ = (1 — ¢)Inx
dobit ¢emo da je glavni ¢lan veci od greske, odnosno

O(x,(1—¢)l
(z,(1—¢)lnx) << 1nlnx+0< ),
odnosno

P(x,1 << .

(2, Inz) Inlnx

Proposition 2.1. Vrijedi n(z) << .
Dokaz. Kako je w(x) < ®(z,2) + w(2) < ®(x, 2) + 2, tvrdnja slijedi iz
prethodnog razmatranja ako odaberemo z = In x. H
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2.2 Rankinov trik

Mozemo li popraviti ovu gornju ogradu? Za razliku od prethodne ana-
lize, ovdje ¢emo u ocjenama glavnog ¢lana i greske iskoristiti ¢injenicu
da je d < x.

Probajmo prvo bolje ocijeniti gresku. Neka je

U(z,z) = #{n < z : n kvadratno slobodan i Vp,p|n = p < z}.

Tada uz trivijalnu ocjenu u(d)Ry < 1 za kvadratno slobodan d imamo

Z,u(d)Rd< le = U(z,z

d|P, d|P.
d<x d<z

gdje Z/ oznacava sumaciju po kvadratno slobodnim brojevima. Neka

je 0 > 0 proizvoljan. Rankinov trik se bazira na nejednakosti 1 < (%)5
za n < z. Racunamo

/ /
Y 1< S (—) <x5H(1+ )
n<x n<x p<z
pln=p<z pln=p<z

Iz 1+ 2 < e* dobivamo ¥(z,z) << exp (5 Inz+3 . ) Odabe-

rimo 0 := 1 — n (u ovisnosti o z) tako da n — 0 kad z — oo. Kako je
p 0 =plpl = pleP iz ¥ < 1+ ze® dobivamo

Z—<Z + (nlnp)z") (jer je p < z).
p<z p<z
Tada za n = - dobivamo,

Teorem 2.2.

Inz

U(z,z) << z(lnz)e m=  kad x — 0.



Dokaz. Imamo

U(z,z) << exp ((1 — — ln:c—l—z (1 T — lnp)zlnz>> :

=Inlnz+0(1) iy _ 22—

pa tvrdnja slijedi iz nejednakosti » p<z p

Inz+ O(1).

p<z

(]

Glavni ¢lan ponovno zelimo ocijeniti s x Hp - (1 — %), ali kako sada

sumiramo samo po d < x viSe ne vrijedi stroga nejednakost koristeci
prethodni teorem izracunat ¢emo gresku.

Teorem 2.3.
pu(d) 1 2 -z
Z il H (1 ~5 + O((Inz)%e " m=),
d|P, p<z

d<z

Dokaz. Imamo

SO (1) -y
d|P, d p<z p d|P,
d<x d>x

1 U(z,2) X U(t, 2)

—< - dt.
St R
Integral je odzgo ogranicen s

> Int\ dt o dt 9 Inx
log =z ’ exp .7 =logz m:(logz) exp )

iz ¢ega slijedi tvrdnja. ]



Iz ovog teorema i prethodne analize direktno slijede dva sljedece dvije
tvrdnje.

Korolar 2.4.

U(x,2) =z ] (1 - 1) + O(z(In 2)%e 1?).

p<z p

Korolar 2.5.
T
m(r) << — Inlnz.
Inzx

Inx
Inlnz?

Dokaz. Ako za mali € > 0 odaberemo Inz = ¢
®(x, z) + z dobivamo da je glavni ¢lan

1 1 x
1—- Inl
xH( p> << a— << —hnng,

p<z

koristeéi m(x) <

dok je greska manje od glavnog ¢lana (e > 0 nam je trebao da bi ¢lan

e nz \
zlnze W =g <e ne ) (Inz)~Ve

.lnlnx

ucinili manjim od % - §to ¢e vrijediti ako je € < 1/3). O

3 Brunovo sito

Eratostenovo sito mozemo reformulirati na sljede¢i nacin. Neka je F(n)
karakteristicna funkcija jedinice.

B(n) =3 n(d) = {é o=l
dln ’ ’
Tada je
(w,2) = Y E((n,P) =Y. > uld) = > uld)]5].
n<w n<z dln d|P,
d|P,



Brunova ideja je bila funkciju E(n) u gornjoj formuli za ®(z, z) za-
mijeniti s nekom gornjom aproksimacijom i tako dobiti gornju ogradu
za ®(z, z) kod koje ¢e se greska moéi bolje aproksimirati.

Definicija 3.1. Za r € Z, krnja Mobiusova funkcija je dana formulom
w(d), ako je v(d) <,
- f,
0, nace,

gdje v(n) oznacava broj prostih djeljitelja od n. Oznacimo sa ,(n) =

Zd|n Hor (d) :

Vrijedi
Uoln) = 3 _me(d) = 3 nld) = Z(—nk(@_ 1).
o V(Zl)ngr b

Posljednja jednakost slijedi iz usporedbe koeficijenata uz z" (pomocu
binomne formule) u izrazu (1 —z)~1(1 —z)" = (1 — z)" L.
Ocito za prirodne brojeve n i k vrijedi

Yarr(n) < 3 (d) (= B(n)) < vai(n).
d|n

Funkciju F(n) ¢emo ocijeniti s funkcijom ,.(n) za paran broj r. Ovaj
put dobivamo bolju ocjenu za gresku

0(r.2) < 3 Y ) = X ()|

n<z dln d|P,
d|P,
:ur(d) r
=z Z ot O(z"),
d|P,

bududi da je p,(d) =0 za v(d) > r.
Gornja ocjena se moze i ovako (intuitivnije) kombinatorno opisati

(I)(aj7 Z) <A- Z #‘A]h + Z #‘Apmz — Z #Ap1p2'“2?r'
pl‘Pz phpQ‘Pz P1yeeey pT|Pz
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3.1 Ocjena glavnog ¢lana i gornja meda za n(z)

Formula Mobiusove inverzije nam daje

pe(d) = 3 50,

s|d
otkuda slijedi
pr(d) 1 d
d| P, dp, ~ old
_ N () o pld)
D P
o| P, d| 5=




Kako je ¥,.(§) < (”(5)_1), slijedi

r

Y (N ) 2 () D

0| P, 8| P, r+1<m 5| P,
0>1 o>1 0>1
v(6)=m
1 1) 1
m J—
< - _
r+1<m<mn(z) p<z

1 1
< — ———(Inl mn
02 (e e

_Inlnz+4e) Z

r!

(Inlnz +¢)™™"
(m—r)!
m>r+1
< (Inlnz 4+ ¢1)"
- r!

exp(Inln z + ¢1),

gdje je ¢ neka pozitivna konstanta (znamo da takva postoji je je

: 1
Zlggo (Zz_o —Inlnz = M> :

p<z

gdje je M = 0.261497 ... Meissel-Mertensova konstanta).
Iz L < (&), slijedi

rl r

%) < cex
<cexp(r—rinr+rinA)lnz,
25

6>1

gdje je A =1Inlnz + ¢; i ¢ > 0 neka konstanta.

Nije tesko pokazati (ali je malo naporno, vidi 84. str. u [1]), da ako
odaberemo za r najblizi paran broj broju nlnln z gdje je n = (mzo;(l%
za neki o < 11 ako uzmemo z takav da je In z = O((Inz)17¢) za bilo koji
0 < € < 1, da ¢emo dobiti ocjenu ®(z, z) < W (2)+ O(z exp(—(Inx)°)),
iz koje slijedi sljedec¢i teorem.



Teorem 3.2. (z) = O (W) :

alnx

oo, moze se pokazati jos i

Ako odaberemo z takav da je Inz =
bolja ocjena.

Teorem 3.3. m(z) = O (L)

Inx

Za ocjenu bolju od ove, trebat ¢e nam Selbergovo sito.

4 Selbergovo sito

Kao i u Brunovom situ, Selbergova ideja je bila aproksimirati karakte-
risticnu funkciju jedinice E(n) ne¢im s ¢ime je lakse rac¢unati. No dok je
kod Brunovog sita tu aproksimaciju bilo moguc¢e kombinatorno izinter-
pretirati, kod Selbergovog sita to nije slucaj.

Neka je (Ag)den niz u R takav da je A\; = 1. Tada trivijalno vrijedi

2

Bn) =Y uld) < [ S A

dln d|n

Za pazljivo odabrani niz ()\;), izraz s desne strane nejednakosti ¢e biti
nasa aproksimacija funkcije E(n). Vrijedi

2

Oz, 2) <Y | D M| =D D M

n<z \d|(n,P,) nsz \di,dz|(n,P;)
Wi
=D IEIUD SEED SEVED SR e
d1,d2|PZ n<x dy,dz| P, nsw b
[dl,dg]‘n [dlad2]|n
Ad; A\d
< —=+0 Ady| - [A
1, Z‘Pz d17d2|Pz
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Odabrat ¢emo niz (A\g) tako da je \y =0 za d > z i |\g| < 1|. Tada
¢e vrijediti

Niz (A\g) ¢e mo odabrati tako da uz uvjet A; = 1 minimiziramo kva-

dratnu formu
AdA\d Adi \d
17\ Ay Ny d d
dl%fz 1d2 d1§ dl d2 ) 2>7

jer je [dl, dg](dl, dg) = dldg.
Zadatak 2. Dokazite da je 5, ¢(0) = d

Koristeéi prethodni zadatak, ta forma

S o) Y AdlA"z—Zcb Aol

0<z dy,da<z d<z
0|(dq,d2) d|d

se dijagonalizira uz zamjenu varijabli us = Zd<z 2 1 formu

old
> o(d)u;

<z

Zadatak 3. Dokazite da vrijedi

% = Zu(g)ud-

5ld

Koristeéi prethodni zadatak vidimo da je uvjet Ay = 1 ekvivalentan
S D g<, 1(0)us = 1.

Za trazenje minimuma kvadratne forme uz uvjet koristit ¢emo me-
todu Lagrangeovog multiplikatora. Opcenito, ako zelimo minimizirati
funkciju f(zq,...,x,) uz uvjet g(xy, ..., z,) = 0 mozemo imamo sljede¢i
teorem.
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Teorem 4.1. Ako je f(z) minumum onda postoji X\ € R* takav da je

Vf(z) =AVg(z) i g(z)=0.
U nasem slucaju iz (2¢(0)us)s<. = A(u(0))s<. dobivamo da je us =
% : )\. Iz uvjeta slijedi > ;. ’éé) = 1. Ako definiramo V(z) =
Za<z ¢ -~ slijedi da je minimum jednak Z§<Z (5)5832 V(lz)Q = V%Z), od-

NnosSno (d 5
52# /

d<z
ol|d

Dokazali smo sljedeé¢i teorem.
Teorem 4.2. ®(z,2) < 35 + O(X 4, .- [Aai Ao])-

Pokazimo sada da za svaki ¢ Vrijedi \)\5\ < 1. Racunamo

d<z t<z
d|d

uld t<%
u squarefree (t,6)=1

Sada slijedi da je |V (2)| - |As| < |V (2)|, odnosno |A\g| < 1.
Korolar 4.3. 7(x) << =

lnm
Dokaz. Kako je V(z) = Zd<z ¢ ~ >>Inz (vidi prlmJer u dodatku), iz
() < O(x, 2) + z slijedi da je 7r( ) << = + 2. Tvrdnja sada slijedi
1/2
L) O

ako odaberemo z = (m
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5 Dodatak - metoda parcijalne sumacije

Teorem 5.1. Neka je ¢y, co, ... niz kompleksnih brojeva © neka je
S(z) = Z Cn-
n<x

Neka je ng fiksan prirodan broj. Ako je c; =0 za j <mng i f : [ng,00) —
(C) je klase C'([ng, 00)), tada za cijeli broj x > ng imamo

S ) = S@)f ) = [ S @i

n<z 1o

Dokaz. Lijevu stranu jednakosti mozemo ovako napisati

D (S(n) = S(n—1)) f(n)=>Y_Sn)f(n)= > S(n)f(n+1)

n<x n<x n<z—1

= S@f@ - 3 sw [ s

n<z—1

jer je S(t) po dijelovima konstantna funkcija na intervalima oblika [n, n+
1). m

Primgjer. Neka je ¢, = 1 za kvadratno slobodan n, a ¢, = 0 inace te neka
je f(x) = % Tada iz prethodnog teorema za ng = 1 x € N slijedi

1 1 o 1
n ot — = — t)—=dt.
ey wS(a)+ [ St

Budué¢i da kvadratno slobodni brojevi imaju pozitivhu gustocu (vidi
odjeljak sa zadacima), slijedi da je postoji a > 0 tako da je S(t) > at
za svaki t > 0 pa zakljucujemo

1 1
Z —> o+« —dt >> Inx.
n 1 t

n<x

pu(n)*=1
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Posebno, buduéi da je ¢(d) < d slijedi

p(n

n<x

Proposition 5.2. Neka je S(x) =, _ ¢, i neka je f(t) funkcija klase
C'. Pretpostavimo

lim S(Y)f(Y)=0

Yoo

/ S(t)f(t)dt < oc.

S e f(n) = —S(2)f(x) - / st

n>x

Tada je

Dokaz. Kad pustimo da = tezi u beskonaénost u izrazu (koji slijedi iz
prethodnog teorema)

S euf() = S(a)fa) - [ so)s 0y

dobit ¢emo

S = [ s v

n>1

Tvrdnja slijedi oduzimanjem prve jednakosti od druge. H

Napomena. Izlaganje u ovom ¢lanku prati odli¢nu knjigu [1].

6 Zadaci

Svaki zadatak nosi dva boda. Potrebno je skupiti ¢etiri boda. Molim
vas da mi javite ako pronadete neku gresku ili nejasnoc¢u u tekstu.
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1)

5.)

Oznacimo sa =Z(x) = #{n < x : n je kvadratno slobodan}. Ko-
riste¢i neko sito dokazite da je

=(2) = 2r 4+ O(Va).

0

Napomena: mozda vam pomogne ¢injenica da je

Z (d) = 1, ako je n kvadratno slobodan
dznﬂ B 0, inace.

Dokazite sami (koristeéi npr. Eratostenovo sito) ili negdje pronadite
i raspiSite (npr. u knjizi [1]) dokaz tvrdnje da je broj prostih bro-
jeva blizanaca
z(lnlnz)?

(Inz)?

Iz te tvrdnje koriste¢i metodu parcijalne sumacije dokazite da suma
>,
» p

konvergira, gdje sumiramo po prostim brojevima p za koje je p+ 2
takoder prost broj.

<<

Koristeci neko sito, pronadite neku (netrivijalnu) gornju medu za
broj prostih brojeva u nizu n? + 1 gdje je n < x. Npr. pomoéu
Brunovog sita se moze dokazati << ¢~-.

Pretpostavimo da je P podskup skupa prostih brojeva sa svojstvom
da suma, Zpepé divergira. Dokazite da je broj prirodnih brojeva
n < x koji nisu djeljivi niti s jednim prostim brojem p € P jednak
o(x). (Kazemo da je funkcija f(z) = o(x) ako lim, o @ =0.)

Dokazite da je broj rjeSenja (u prirodnim brojevima) nejednadzbe
[dy, ds] < 2 jednak O(z(In 2)3).
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