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1 Uvod

U ovom ¢lanku bavit éemo se polinomima ¢ije se sve nultocke nalaze ili na jediniénoj kruznici (u kom-
pleksnoj ravnini) ili ¢ije su sve nultocke realni brojevi. Posebno je zanimljivo $to ¢emo za istrazivanje
te klase polinoma izmedu ostaloga koristiti i metode proizasle iz statisticke mehanike (Lee-Yangov
teorem) i termodinamike (jednadzba provodenja topline). Ove ideje ¢emo ilustrirati na sljede¢em
primjeru. !

Zadatak 1. Neka su 8 € (0,1) i n € N. Dokazite da se sve nultocke polinoma

=3 (7)o

k=0
nalaze na jedini¢noj kruznici {z € C: |z| = 1}.

Ovaj zadatak ¢emo rijesiti na tri nac¢ina.
2 Tri rjesenja

2.1 Lee-Yangov teorem

Neka je G konacan graf (bez petlji) sa skupom vrhova V' i bridova E. Promatramo funkcije o : V' —
{—1,1} koje se nazivaju spin funkcije. Ako za neki v € V vrijedi o(v) = 1 onda kazemo da vrh v ima
pozitivan spin, inace negativan. Sa m(c) oznacavamo broj vrhova pozitivnog spina te sa d(o) broj
bridova s vrhovima razli¢itog spina. Za § € R definiramo polinom

Zo(2) = 32440,
gdje sumiramo po svim spin funkcijama o.

Teorem 2.1 (Lee-Yang Circle Theorem). Neka je 8 € (0,1). Tada se sve nultocke od Zg(x) nalaze
na jediniénoj kruznici.

Primger. Ako primijenimo prethodni teorem na potpuni graf sa n vrhova dobit ¢emo Zg(x) = f,,(z)
(uvjerite se u to) pa tvrdnja iz Zadatka 1. slijedi.

LOvaj cijeli ¢lanak je motiviran pitanjem o nultockama polinoma fy, () (i raznim odgovorima) na web stranici https:
//mathoverflow.net/questions/299304/a-family-of-polynomials-whose-zeros-all-lie-on-the-unit-circle/
299334.



Za dokaz teorema (prema [2]) trebat ée nam poopéenje polinoma Zz(x) na vise varijabli. Oznacimo
sa
Zg,e) (1,02, ..., Tp) 1= Zﬁ(xl,xg,...,xn):Zﬂd(") H Ty,

o veV,o(v)=1
gdje je #V = n.

Lema 2.2.
Zg(x1,22,...,2,) # 0 ako je |x;| > 1 za svaki 1 < i <n. (2.1)

Dokaz leme. Tvrdnju éemo dokazati induktivno. Za graf G kazemo da ima Lee-Yangovo (LY) svojstvo
ako svi njegovi inducirani podgrafovi (i on sam) zadovoljavaju tvrdnju (2.1). (Graf (V' E’) je podgraf
grafa (V, E) ako je V' C V i E' C E. Podgraf je induciran (skupom vrhova V’) ako je skup bridova
E’ maksimalan mogué.)

Uoc¢imo da graf koji se sastoji od jednog vrha ima LY svojstvo. Ako graf ima jedan brid i dva
vrha onda

14 Bz
Zg(xl,:m) =1+ 5(.%1 +£C2) + 2120 =0 <= 21 = &
B+ x2
Lako se vidi da |zg] > 1 = |21] < 11 obratno (jer Mobiusova transformacija z Bz ’fﬁl preslikava

unutrasnjost jediniéne kruznice izvan kruznice - dokazite tol!) pa i taj graf ima LY svojstvo.

Ako su G1 i Go disjunktni grafovi i G = G1 U G3 tada Z(3.¢ = Z(3,6,)4(3,G,) 1z Cega slijedi da
ako grafovi G; 1 G5 imaju LY svojstvo da to svojstvo onda ima i graf G. Posebno, disjunktna unija
bridova i izoliranih vrhova ima LY svojstvo.

Kontrakcija grafa je graf dobiven identifikacijom neka dva njegova nesusjedna vrha (primjetimo da
kontrakcijom jednostavnog grafa mozemo dobiti graf sa visestrukim bridovima, ali ne i sa petljama).
Svaki graf G = (V, E) (bez petlji) se moze dobiti kontrakcijom grafa koji je disjunktna unija #FE
bridova i odgovaraju¢eg broja izoliranih bridova (dokaZite to), tako da je za dokaz leme dovoljno
dokazati da kontrakcija ¢uva LY svojstvo.

Pretpostavimo da G graf koji ima LY svojstvo. Neka su v; i ve vrhovi koji nisu spojeni bridom.
Neka je G’ graf dobiven kontrakcijom vrhova vy i v2 u vrh koji éemo oznagciti s vo. Uocimo da postoji
bijekcija izmedu svih spinova o’ grafa G’ i spinova o grafa G za koje je o(v1) = o(vy). O¢cito vrijedi
da je d(o) = d(o’), odnosno m(c) = m(o’) ako je o(vi) = —1 te m(c) = m(c’) + 1 ako je o(vy) = 1.
Iz toga slijeda da ako particijski polinom grafa G zapisemo kao

Z(ﬁ,G)(xl,xQ . ,.’L’n) = A.I‘1$2 —+ Bxl + C.’l?g + l)7
gdje su A, B,C i D polinomi u varijablama z3,z4,...,z,, da je onda
Zgan (@2, ... xn) = Azy + D.

Fiksirajmo (x3,...,xy) takve da je |x;| > 1 za sve i > 3 i uvrstimo z; = z3 = z. Tada kvadratna
jednadzba Ax? + (B + C)x + D = 0 nema rjeSenja za |z| > 1 pa ako pretpostavimo da je A # 0
slijedi da je apsolutna vrijednost umnoska rjesenja |aqas| = | — | < 1. Ako je Z(3,cy = 0 onda je
To = —%, odnosno |za| = \%| < 1 pa mozemo zakljuciti da Zg gy (22, ..., 2,) = 0 nema rjeenja za
ako je |z;| > 0 za sve i. Pokazimo sada da A ne moze biti jednak nuli.

Neka je G5 graf dobiven iz grafa G izbacivanjem vrhova vy i ve (koji nisu susjedni). Spin funkciju



o grafa G5 prosirujemo do spin funkcije & grafa G tako da definiramo 6 (v1) = (v2) = 1. Tada imamo

Z(ﬁ’GS)(JZg, . ,xn) = Z ﬁd(g) H Ty

veV(G3)
o(v)=1

I -
_ d(o) veV (G3)
D M

7 veEV (G3)
o(v)=-—1
_ ﬂd(&)
= H Ly Z H 5T(U)x )
veV(G)—{v1,v2} g v
veV(G)—{v1,v2}
5(v)=-—1

gdje je r(v) ukupan broj bridova koji spajaju vrh v sa vrhovima v; i ve. Iz ovoga slijedi da je
521; T(’U)Z(B,Gg)(xl% cee 717“) = A(/BT(’UB)I:% s aﬁr(vn)xn)‘

Buduéi da je G3 podgraf grafa G (koji ima LY svojstvo), slijedi da je A # 0. Dakle, pokazali smo da
za graf G’ vrijedi (2.1). Kako je svaki podgraf od G’ ili podgraf od G ili se moze dobiti kontrakcijom
podgrafa od G, primjenom prethodnog argumenta mozemo zakljuciti da i za njega vrijedi (2.1),

odnosno da i graf G’ ima LY svojstvo. O
Dokaz teorema. Prema Lemi, Z(3 ¢)(21,...,2,) # 0 ako je |z;| > 1 za sve i. Primijetimo
Z(,gg)(mfl,...,x;l) :ZBd(”) H z; !
o v,0(v)=1

_ Za ﬂd(o‘) Hv,o(v)zfl Ty
B Hv Ly .

Spin funkcije dolaze u parovima (o, —c) (vrijedi d(o) = d(—0)) pa imamo

Zlgd(o) H Ty = Zﬁd(—o) H Ty

v,0(v)=1 v,—o(v)=1
S|
o v,o0(v)=—1
Odnosno iz p ( )
_ _ (B,G) LA IR )
Z(B,G)(xllw-'?mnl): Hq)‘rv
slijedi da je Z(g,qy(w1,...,7,) # 0 ako je |z;| < 1 za sve i. Tvrdnja teorema sada slijedi ako specija-
liziramo Zg (@, ..., ). O



2.2 Klasi¢ni teoremi o nultockama polinoma
Krenut ¢emo sa klasi¢nim teoremom iz kompleksne analize.

Teorem 2.3 (Gauss-Lucas). Neka je P(z) € Clz] polinom stupnja n sa kompleksnim koeficientima.
Tada se nultocke polinoma P'(z) nalaze u konveksnoj ljusci nultocaka polinoma P(z).

Dokaz. Neka je P(z) = a[]"_,(z — a;). Ako je P(zy) # 0, onda

Pl(z) ~~ 1
P(Zo) _ZZO—G@.

i=1

Posebno, ako je P'(29) =0 (i P(z9) #0), onda > ;- —1— ="  Z=%_ = (. Odnosno

i=1 zp—a; 11|7;0a|2_

n n n 1
1 1 Dt a7
E — = E 7207 i 20 = 1711\2—0?\21.
— |20 — a4l — |20 — a4l >

i=1 |z9—a;|?

Buduéi da je zg oblika zy = Z?:l Aia; gdje su \; nenegativni i Z?:l A; = 1 slijedi da se zg nalazi u
konveksnoj ljusci nultoc¢aka polinoma P(z) (zasto?). O

Ako Gauss-Lucasov teorem primijenimo na polinom ¢ije se sve nultocke nalaze na jedini¢noj
kruznici, slijedit ¢e da se nultocke njegove derivacije nalaze u jediniénom krugu. Ovaj teorem daje
obrat te tvrdnje.

Teorem 2.4 (A. Cohn, 1922 [1]). Neka je pn(z) = > p_,axz® polinom stupnja n s kompleksnim
koeficijentima. Tada se nultocke polinoma py,(z) nalaze na jedinicnoj kruznici ako i samo ako

a) an_p = pag, za sve 0 < k <n, gdje je |u| =1,
b) sve nultocke polinoma pl,(z) se nalaze u jedinicnom krugu.

Koriste¢i Cohnov teorem mozemo rijesiti Zadatak 1.

Primjer (Polinomi f,(x)). Tvrdnju dokazujemo indukcijom. Za n = 1, fi(z) = 1 4+ x pa tvrdnja
vrijedi. Pretpostavimo da se sve nultocke polinoma f,,_1(z) nalaze na jedini¢noj kruznici. Primijetimo
da je uvjet (a) iz Cohnovog teorema zadovoljen za f,(z) ako uzmemo p = 1. Za provjeru uvjeta (b)
racunamo

Zn: < )Bk(nk)kﬂfkl,

3??‘
>—AO

n!
(k+Dln—-Fk-1)

- 1Zk'<vin L (6)
)

ﬂ(k-i-l)(n—k—l)(k + 1).’L’k

=
Il
o

_ T
= nﬂn 1fn 1(5

Tada za svaku nultocku zo polinoma f! (x) vrijedi ng"~! fn_l(%") = 0, pa je prema pretpostavci
20 = 7o za neki zp na jediniénoj kruznici. Kako je 8 € (0,1), xo se nalazi unutar jedini¢nog kruga pa
je uvjet (b) Cohnovog teorema zadovoljen, odnosno nultocke od f,,(z) se nalaze na jedini¢noj kruznici.



2.3 Jednadzba provodenja

Jednadzba provodenja topline (eng. heat equation) je parabolicka parcijalna diferencijalna jednadzba
koja opisuje distribuciju topline u nekom podruéju kao funkciju o vremenu. U jednodimenzionalnom
sluéaju, ako funkcija u(x,t) opisuje temperaturu u trenutku ¢ u tocki = (za (x,t) u nekoj domeni D),
onda ona zadovoljava jednadzbu provodenja ako za neki o > 0 vrijedi

Opu(x,t) — alyzu(z,t) =0 V(z,t) € D.

Mogli bi redi, $to je graf funkcije u(t,) “strmiji” to ée se brze “izgladiti”.

Rjesenja jednadzbe provodenja zadovoljavaju takozvani jaki princip maksimuma. Ugrubo, princip
kaze da ako se maksimum rjesenja postize u unutrasnjosti (povezane) domene (a ne na rubu), onda je
funkcija konstantna. Intuitivno to ima smisla jer ako nema unutarnjih izvora topline (izvori topline
se poCetnim uvjetima mogu “smjestiti” na rub podruéja), toplina se rasprsuje po unutrasnjosti.

Kao posljedicu jakog principa maksimuma navodimo sljedeéi teorem koji neéemo dokazivati (za
preciznu formulaciju i dokaz pogledajte Theorem 2.1. u [3]).

Teorem 2.5 (Sturm). Neka je to < t1. Tada broj nultocaka funkcije u(-,t1) nije vedi od broja
nultocaka funkcije u(-,tg).

Dokazimo? sada da se sve nultocke polinoma f,,(z) nalaze na jedini¢noj kruznici. Ideja je smjestiti
polinom f,(z) u familiju polinoma parametriziranih sa § i onda tvrdnju dokazati za sve ¢lanove
familije koriste¢ trivijalnu ¢injenicu da tvrdnja vrijedi za 8 =1 (kao i za § = 0). Zamjenom varijabli
B=celiz=e" gdjesute (—o0,0]iue[0,2r), dobivamo

fn(z) =exp [t (g)Q +1 (g) u} - Fy(y),
gdje je .
Fi(u) = Z (Z) exp {—t(k‘ — g)z +i(k — g)u}
k=0

realna funkcija (jer je k-ti ¢lan sume kompleksno konjugiran n — k-tom ¢lanu) za koju vrijedi Fi(u +
27) = (—1)"F;(u) za sve u i t. Primijetimo da funkcija F;(u) zadovoljava jednadzbu provodenja:

0, F,(u) = Zn: —M (Z) exp [_t(k - 3)2 ik — %)u] = DuuF(u).
k=0

Iz Sturmovog teorema slijeda da se poveéanjem ¢-a broj nulto¢aka funkcije Fi(u) ne smanjuje. Za
t = 0 funkcija Fy(u) ima nultocku n-tog redu u v = 7 (koja odgovara, za § = 1, nultocki n-tog reda
polinoma f,(z) = (z 4+ 1)"), pa zakljuujemo da i za ¢t < 0 funkcija F;(u) ima n nulto¢aka (ne moze
imati vise od n nultocaka jer je fy,(z) polinom stupnja n). Tvrdnja sad slijedi.

3 Jos o jednadzbi provodenja

Krenimo sad u suprotnom smjeru®, dani polinoma éemo smjestiti u familiju koja zadovoljava jed-
nadzbu provodenja i vidjeti sto mozemo reéi o nultockama polinoma te familije.

2Prezentirat ¢emo elegantan dokaz N. Elkiesa.
30vaj odjeljak prati ¢lanak T. Tao-a“Heat flow and zeros of polynomials” objavljen na blogu “What’s new”: https:
//terrytao.wordpress.com/2017/10/17/heat-flow-and-zeroes-of-polynomials/



Neka je P(z) = 2" +a,_12"" 1+ -+ag polinom stupnja n s kompleksnim koeficijentima. MoZemo
ga faktorizirati
Pz)=(z—21)...(2 — zn),

gdje su z1,...,2, njegove ne nuzno razlicite nultocke. Konstruirat ¢emo familiju polinoma P;(z) =
P(t, z) koja sadrzi polinom P(z) (tj. P(0,z) = P(z)) i koja zadovoljava

O P(t,z) = 0., P(t, 2).

Lako se vidi da je polinom P(t,z) jednozna¢no dan formulom

oo

J o
Pt,2) =Y %afﬂp(o, 2).

j=07"

Proucit éemo kako se nultocke z;(t) polinoma P;(z) mijenjaju (“gibaju”) u vremenu ¢. Jednadzbe
gibanja dobivamo implicitnim deriviranjem jednadzbe P(t, z;(t)) = 0,

8. P(t, zi(t)) + 8,2 ()0, P(L, () = 0.

Radi jednostavnosti oznaka, ne¢emo pisati ovisnost o vremenu. Iz faktorizacije polinoma P(z) imamo

0.P(z) = ] (zi — ).

jigi
odnosno
0:P(z) =2 ) > (2 — ),

k:k#i jig#ik

iz cega slijedi jednadzba gibanja
2
Orz; =
t2i Z 28— 2%
k:k#i

ako izbjegavamo vremena u kojima polinom P;(z) ima visestruke nultocke.

Iz jednadzbi gibanja slijedi da ako su u nekom trenutku sve nultoc¢ke polinoma realne, da ¢e one
nastavit biti realne sve dok su medusobno razli¢ite. Pretpostavimo da je to slu¢aj (recimo u trenutku
t = 0) i te realne nultocke oznacimo sa x1 < x3 < - -+ < z,,. Dakle vrijedi

2
8txi: Z l‘k—zi'

kik#i

Ako definiramo sa H “entropiju” (logaritam diskriminante polinoma P;(z))

H:=— Z log |z; — x5,
1,577



onda vrijedi Oyx; = %. Vrijedi da je 0; H = 4F gdje je E “energija”

1 OH\?

%

2
DI
i \kikoed BT
1 1

Z,;;ék (@) — 24)? Zz]% (2 — i) (xj — x3)
D
- () — )2

i krigthe (= i)

Iz ovoga slijedi da su nultocke polinoma P;(z) realne i razlicite i za sve t < 0 (jer je entropija
rastuca funkcija). Primijetite da je ovaj rezultat slican Sturmovom teoremu iz prethodnog odjeljka.
Sto se desava za t > 07 Hoce li se nultocke u nekom trenutku “sudariti”?

Lema 3.1. Vrijedi

Oy (wi—x5)* = —4n’(n — 1).
4,J

Zi,j(xi_wj)z

Iz prethodne leme slijedi da ¢e se sudar dogoditi najkasnije u vremenu ty = T2 =)

4 Zadaci

1. Dokazite da su sve nultocke polinoma Y_;_ ()28 =* 2" realne.

2. Neka je p(z) polinom stupnja n Cije se sve nultocke nalaze na jedini¢noj kruznici. Neka je g(z) =
p(2)/2™%. Dokazite da se sve nultocke funkcije ¢’(z) takoder nalaze na jedini¢noj kruznici.

3. Neka je n € N. Dokazite da se sve nultocke polinoma

2n

palz) = i o—nm+2k(m—Fk) <Z> (m’i k) o

m=0 k=0
nalaze na jedini¢noj kruznici.
4*. Polinomi pridruzeni potpunom grafu (po Lee-Yangovom teoremu) imaju zanimljivo svojstvo da
(uz sitne preinake i zamjenu varijabli) zadovoljavaju jednadzbu provodenja, sto nam onda daje
alternativni dokaz tvrdnje o nultockama. Postoje 1i neki drugi grafovi sa slicnim svojstvom?

Napravite mali eksperiment, istrazite polinome pridruzene nekim drugim grafovima u potrazi za
tim svojstvom. Mozete koristiti neki programski paket kao sto je Mathematica.

5. Objasnite zasto su nultovke polinoma P;(z) realne i razli¢ite za sve t < 0 ako su takve za ¢t = 0.
6. Dokazite Lemu 3.1
7. Dokazite

2 1 :
aB=2 3, ((xz‘—fﬂj)z_zk:(xk—xi)(xk—fj)> '

,J:1F#]
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