PlayMath br. 9

Polinomi

Matija Basic¢

U ovom ¢emo ¢lanku pokazati kako se rjesavaju neki zadaci vezani uz polinome. Zato prvo ob-
jasnimo neke pojmove i navedimo iskaze teorema koje ¢emo pri tom Koristiti.

Definicija 1. Polinom (jedne varijable) je funkcija realnog ili kompleksnog argumenta z koju
mozemo zapisati u obliku P(x) = a,z" + ap_12" 1 + - - + a12 + ao, gdje je n € Ny, a,, # 0 ako je
n > 1. Brojeve ag, a1, as, ..., a, zovemo koeficijenti polinoma P, broj ag slobodni clan, a a, vodeci
¢lan. Broj n zovemo stupanj polinoma (st P = n)

Definicija 2. Korijen ili nultocka polinoma P(z) je svaki x koji zadovoljava jednadzbu P(z) = 0.

Teorem 1. Neka su P(z), Q(x) proizvoljni polinomi i Q(z) # 0. Tada postoji jedinstveni polinomi
S(x), R(x) takvi da je
P(z) = S(z)Q(z) + R(z)

idaje R(x) =0ili stR < st@Q. Polinom R(z) zovemo ostatak dijeljenja polinoma P(x) i Q(z). Ako
je R(x) = 0 onda kazemo da je P(x) djeljiv s Q(x).

Primjer 1. Odredi ostatak pri dijeljenju polinoma P(x) = 28! + 2% + 22 + 2% + 2 sa Q(z) = 2> — .

Rjesenje. Znamo da je ostatak R(z) jedinstveni polinom takav da je P(z) = S(z)Q(x) + R(z) i
da je st R <stQ. Zato pretpostavimo da je R(x) = ax? + bxr + c¢. Odredimo brojeve a,b,c. To
¢emo odrediti tako da u P(z) = S(x)Q(z) + R(x) uvrstimo nultocke polinoma Q(x). Tako ¢emo
'se izvuéi’ bez da znamo §to je S(z).

Ocito je Q(x) = x(z — 1)(z + 1), pa su njegove nultocke 0, 1, -1. Dobivamo sustav:

r=0=0=c

r=1=5=a+b+c

r=-1=-5=a—-b+ec,

¢ije rjeSenje je a = 0,b = 5,c = 0. Dakle, R(z) = 5z. v

ZADATAK 1. Odredi a,b,c takve da je P(x) = 2z + ax? + bx + ¢ djeljiv sa x + 2, a ostatak pri
dijeljenju sa 22 — 1 je z — 2.

Teorem 2. Polinomi P(z) = ap,2™ + ap_ 12" '+ -+ a12 +ag i Q(x) = bypa™ + - -+ + bix + by,
an # 0,b, # 0 su jednaki ako i samo ako n =m i ax = b, k =0,1,2,...,n. Takoder, dva polinoma
istog stupnja (n) su jednaka ako se podudaraju u barem n + 1 tocki.

Teorem 3. Polinom P(z) je djeljiv s polinomom z — z( ako i samo ako je zy nultocka polinoma
P(z).

Teorem 4. (Osnovni teorem algebre) Svaki polinom P(x) stupnja n > 1 ima to¢no n kompleksnih
korijena x1,xs9,...,z, i moze se na jedinstven nacin (do na poredak faktora) zapisati u obliku
P(z) =ap(x —z1)(x — 22) -+ - (x — p).

Teorem 5. (Lagrangeov interpolacijski teorem) Neka su zadani razli¢iti brojevi g, x1, ..., oy 1
proizvoljne vrijednosti yo, y1, ..., yn. Tada postoji jedinstven polinom P(z) stupnja ne veceg od n
za koji vrijedi P(xy) = yx, k = 0,1,...,n. Taj polinom je dan sa

(r—m0)  (zr —xp—1) (@ — Tpp1) - (. — xp)
Zy (zk — 20) (xk_xk—l)(xk_xkz—s—l)“’(xk_l‘n).
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Primjer 2. (Pi Mu Epsilon, 1964.) Odredi koliko je P(n + 1) ako je P(x) polinom stupnja n i
Pk)=2Fzak=0,1,2,..,n

Rjesenje. Prema teoremu 5. vrijedi da je

—xzo)--(n+1l—ap1)n+1—2k1) - (n+1—2x,)
(T — x0) -+ (k= Th—1)(Tk — Thy1) -+ (T — Tn)

+1
Pn+1)= Zyk(n
k=0

(n+ 1)! e N
Z (n+1—k)E(=1)"k(n —k)! = —Z < 1 ) (—1) ktlok _

k= k=0

n+1
_ Z < n+1 ) 1)n—k+12k + 2n+1 — (1 _ 2)n+1 + 2n+1 — 2n+1 —1.

ZADATAK 2. (USAMO 1975)Odredi koliko je P(n+1) ako je P(x) polinom stupnjan i P(k) = kiﬂ
zak=0,1,2,..n

ZADATAK 3. (Shortlist 1983) Odredi koliko je P(n + 1) ako je P(x) polinom stupnja n i P(k) =

zak=0,1,2,...n
n+1
k

Primjer 3. (Shortlist 1983) Neka je (F,), Fibonaccijev niz, a P(z) polinom stupnja 1001 takav da
je P(k) = Fy, za k = 1003, ...,2004. Dokazi da je P(2005) = Fyqo5 — 1.

Rjesenje. Neka je P,(x) polinom stupnja n takav da je P,(z) = Fyzak=n+2,n+3,...,2n + 2.
Pokazimo da je tada P, (2n + 3) = Fa,43 — 1.
Ocito je Py(1) = 1 i tvrdnja vrijedi za n = 0. Pretpostavimo da vrijedi za P,,_1(z) i promotrimo
P, (x). Polinom

Q(z) =Py(z+2)— Py(z+1)
je stupnja najvise n — 1, a vrijedi Q(k) = Pp(k +2) — Py(k+ 1) = Fyyo — Fyy1 = Fp za k =

n+1,n+2,..,2n. Zato se Q(z) i P,—1(x) podudaraju u n toc¢aka, pa je Q(z) = P,_1(z) za sve x.
Uz induktivnu pretpostavku P,_1(2n + 1) = F3,41 — 1, dobivamo

Pn(2n + 3) =Fopyo+ Fopy1 — 1 =Fopy3 — 1.
v

Primjer 4. Nadi sve polinome P(z) koji zadovoljavaju jednadzbu P(z? — 2x) = (P(z — 2))? za sve
r € R.

Rjesenje. Ocito je jedno rjesenje P(x) = 0, nadimo ostala. Uvedimo prvo supstituciju y = = — 1.
Tada jednadzba prelazi u P(y? — 1) = (P(y — 1))2. Uvedimo jo§ Q(y) = P(y — 1). Tada je
Qy*) = (Qy))*, vy € R.

Zapisimo Q(z) = apz™ + ap_12" "' + -+ + a1z + agp,a, # 0. Pretpostavimo da nisu svi brojevi
ap—1,.--,a1,a9 nula. Neka je k < n najveéi broj takav da je ar # 0. Uvrstimo li sad Q(x) u
jednadzbu dobivamo:

"t ap® + -+ ar’ + a0 = Q@) = (Q(@))” = (ana” + apa® + - + a1z + ag).
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Prema teoremu 2 sada slijedi (izjednacavanjem koeficijenata uz 2"*) 0 = 2a,a. Kontradikcija!

Zato mora biti ap—1 = ... = a1 = a9 = 01 Q(x) = a,z™. Uvrstavanjem u jednadzbu dobivamo
anz® = a22?", iz cega slijedi da je a, = 1.
Sada dobivamo rjesenje pocetnog problema P(x) = (z + 1)™. v

ZADATAK 4. Nadi sve polinome P(x) koji zadovoljavaju jednadzbu zP(x — 1) = (z — 26)P(x) za
sve x € R.

ZADATAK 5. Nadi sve polinome P(x) koji zadovoljavaju jednadzbu (z—3)P(x+1)—(z+3)P(xz—2) =
3z(z? —9) za sve v € R.

Primjer 5. (IMO 2004) Nadi sve polinome P(z) koji zadovoljavaju jednakost P(a —b)+ P(b—c¢) =
P(c—a)=2P(a+ b+ c) za sve realne brojeve a, b, ¢ takve da je ab+ bc + ca = 0.

Rjesenje. Za svaki realan broj z trojka (a,b,c) = (6x, 3z, —2z) zadovoljava ab + bc + ca = 0. Za
ovu trojku iz dane jednadzbe slijedi

P(3z) + P(5z) + P(—8x) = 2P(7z),Vx € R.
Za P(z) = apz"™ + ap_12" ' + -+ + a1x + ag, prema teoremu 2 dobivamo
(3% + 55 + (—=8)F —2.7%)a, =0,k =0,1,2, .., n.

Kako je izraz u zagradi negativan za neparne k, a pozitivan za k = 0 i za sve parne k > 6, izraz je
jednak 0 samo za k = 2 i k = 4. Zato je P(z) = ax? + Bz, o, 8 € R. Treba jos samo provjeriti da
je to zaista rjeSenje. v

ZADATAK 6. (IMC 2005) Nadi sve polinome P(z) kojima su sve nultocke racionalne i zadovoljavaju
da je (ag,a1,...,a,) permutacija brojeva (0,1,2,...,n).
Primjer 6. Nadi sve polinome P(z) koji zadovoljavaju jednadzbu P(z?) + P(x)P(x + 1) = 0.

Rjesenje. Uocimo da iz P(z) = 0 slijedi P(z%) = 0. No, kako je broj nulto¢ki polinoma konacan to
mora biti |z| =1 ili z =0, odnosno sve nultocke u kompleksnoj ravnini se nalaze u ishodistu ili na
jedini¢noj kruznici oko ishodista.

Takoder zbog P(z) = 0 slijedi P((z —1)?) = 0. Zato se sve nultocke nalaze u tocki 1 i na jediniénoj
kruznici oko 1.

Presjek tih dvaju skupova su 0i 1. Zato je po teoremu 3:

P(z) =ax™(x —1)".
Uvrstimo li ovo u jednadzbu dobivamo
az®™(x? —1)" 4+ az™(z — 1)"a(x +1)"z" = 0.

Ako je a = 0 tada je P(x) = 0. Ako je a # 0 onda je 1 4+ azx" ™ (z 4+ 1)™ — n = 0, iz cega slijedi
n =m,a = —1 1 rjeSenje je
Pz)=—-2"(z—-1)",n=0,1,2,..

v

ZADATAK 7. Nadi sve polinome P(z) koji zadovoljavaju jednadzbu P(z?+2z+1) = P(x)P(z+1).



