
Parcijalne diferencijalne jednadžbe

Treća zadaća: Parcijalne diferencijalne jednadžbe I

1. [7] Neka je Ω ⊆ Rd otvoren i omeden. Za funkciju v ∈ C2(ClΩ) kažemo da je nadhar-

monička ako u Ω vrijedi −△v > 0.
(a) Dokažite da nadharmonička funkcija v za svaku otvorenu kuglu K(x, r) ⊆ Ω zadovoljava

v(x) >
1

|K(x, r)|

∫

K(x,r)
v(y) dy .

Uputa: Malo prilagodite dokaz za harmoničke funkcije.
(b) Koristeći (a) dio pokažite da za nadharmoničku funkciju v vrijedi princip mimimuma:

min
ClΩ

v = min
Fr Ω

v .

2. [6] Izvedite eksplicitnu formulu za rješenje rubne zadaće











△u = 0 ,

u(−x, x) = 0 ,

u(x, x) = xχ[0,1](x) ,

na skupu {(x1, x2) ∈ R2 : x1 + x2 > 0 , x1 − x2 < 0}, pri čemu je χ[0,1] karakteristična
funkcija segmenta [0, 1].

3. [6] Riješite Cauchyjevu zadaću

{

ut −△u = 0 u R+ ×R2 ,

u(0, x1, x2) = sin(2x1 − x2) .

4. [6] Riješite Cauchyjevu zadaću











utt −△u = t+ 1 u R+ ×R2 ,

u(0, x1, x2) = 0 ,

ut(0, x1, x2) = x21 .
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