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Zadatak 1. [12+13]

(a) Nadite rjesenje zadace

u(s, s) =e* s>0

{:cux —yu, =2yu

na podru¢ju {(z,y) € R? | z,y > 0}.

Yuy — U,y =0
u(s, s) =s, s>0

na podrucju {(z,y) € R? | z,y > 0}.

(b) Nadite rjesenje zadace

Zadatak 2. [15] Lagrangeevom metodom nadite opée rjesenje jednadzbe
—2Uy + Yu, = ° — Y
i odredite uvjete uz koje rjesenje postoji.

Zadatak 3. [20]
Konstruirajte Greenovu funkciju za Laplaceovu jednadzbu za domenu

Q={zcRl < |z|]| < R}
pri cemu je R >11id > 2.
Zadatak 4. [25] Izvedite formulu za rjesenje pocetne zadace
u—ANu = f
{U(O, v =g

na podrucju {(¢,x1,z2) € R3|t > 0} pri cemu je f(t,z1,79) = sinw; cosxy i g(x1,72) =

e .
Zadatak 5. [5+5+5]

(a) Dokazite da je ople rjesenje jednadzbe u,, = 0 oblika u(z,y) = F(z) + G(y) za
proizvoljne funkcije F' i G.

(b) Koristeéi zamjenu varijabli £ =z +t i n =z — t, dokazite da je uy — uz, = 0 ako i
samo ako ug, = 0.

(c) Izvedite d’Alembertovu formulu za rjeSenje valne jednadzbe u jednoj dimenziji.
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1. Za prvi podzadatak imamo sistem karakteristicnih jednadzbi

==z
!

y=-y
27 =2/

Rjesenja prve dvije su ocita, x(7) = Ce™ i y(1) = De™" za neke konstante C, D € R. Za
posljednju koristimo separaciju varijabli 2‘1\12 = dr pa integrirajuéi dobivamo v/z = 7+ E,
tj. 2(7) = (7 + E)? za neku konstantu F € R.

Pronadimo karakteristiku kroz tocku (s,s) € R* s > 0. Imamo x(0) = y(0) = s
i 2000 =e* tj. C =D =s5iFE = e 2. Dakle imamo relacije z = se”, y = se™ " i
z = (e72 +7)% Stoga, vidimo da je z/y = e izy = s* tj. 7 = Lln(z/y) i s = /2y
Uvrstimo li to u izraz za z, zakljucujemo da je

1 1 T\ 2
= (e 2V® + _In(—
u(z,y) (e Ve 5 1n(y)) :

Za drugi podzadatak imamo sistem jednadzbi

Za treéu ocito imamo z(7) = E za neki F € R, tj. rjesenje je konstantno duz karakteri-
stika. Iz prve dvije jednadzbe slijedi ” + x = 0. Ovo je homogena linearna jednadzba s
konstantnim koeficijentima, te je rjesenje oblika z(7) = C'sinT + D cos T jer su nultocke
pripadnog karakteristicnog polinoma A\? + 1 jednake +i. Prema prvoj jednadzbi slijedi
y(1) = —DsinT + C cosT.

Karakteristu kroz tocku (s,s) € R?, s > 0, dobivamo iz uvjeta x(0) = y(0) = s, a
na njoj rjeSenje ima vrijednost z(7) = s (tj. £ = s). Dobivamo da je C' = D = s, pa
imamo relacije x = ssinT + scosT iy = —ssinT + scos T koje mozemo zapisati pomocu
adicijskih formula u obliku 2 = /2ssin(r + 7/4) i y = v2scos(7 + 7/4). Sada je jasno
da su karakteristike zapravo kruznice s polumjerom /2s i vidimo z? + y? = 252, tj.
s = ‘/75\/952 + y2. Dakle, konacno je rjeSenje

u(z,y) = gvﬁ + 2.



2. Vrijedi
b _dy_

—r oy a3 —qy?
pa vidimo da je ydz 4+ zdy = 0, odnosno d(xy) = 0 pa je xy = C; za neku konstantu
C; € R. Za dobiti drugu jednadzbu uzmemo z%dz + ydy + du = 0 iz ¢ega slijedi %x?’ +
%yQ—l—u:Cg za Cy € R.
Dakle, rjesenje mozemo zapisati implicitno

(Cb, T/’)(% Y, u) = (I% 21’3 + 3y2 + GU) =

gdje je C' € R2. Jacobijeva matrica je

D(¢7w)($?y>u) = (6:;2 611; 2) )

pa dobivamo rjesenje kada je zadovoljen barem jedan od uvjeta

z 0

Y i

622 6y

tj.y?— a3 #£0,y#0ilix #0.

7é07

0
6:;/32 6' 7é 07




. .. ~ 2 . .. .
3. Definiramo refleksije 7 = £22 i 7 = 2.z. Greenovu funkciju konstruiramo be-
]2 ]2

skona¢nim nizom refleksija s obzirom na sfere S(0,1) i S(0, R). Uzmimo fiksan z € Q i
definiramo 1 =T, 19 = T1, 23 = 2o itd. ix_1 =T, T_9 = T_1, T_3 = T_o, itd. Oznacimo
i To = .

Sada mozemo formalno zapisati Greenovu funkciju

G(z,y) = ®(|z —yl)

(e, — gy aar )

|z 1|

i
(e — ) + @(la) e — )

|z _1|

R

Xz X
L
+ ...

[z af|z—5 = yl)

ili kompaktnije zapisano

G(r.y) = 2(|z ) +Z rfo(Mizeledy, iy g(Mizlead, ]

= ®(lx —yl) + Z(—

Odredimo ,,. Prvo se lako direktno izracuna da je = = %x i T = R2r (druga relacija
zapravo slijedi iz prve jer su operacije refleksije involucije, tj. same sebi inverz). 1z toga i
. 2 .. .
iz x; = %x slijedi

x, n € 27

{Rﬁlx n €27 +1
T, =
Rn

i sada se lako provjeri da je
ﬁ 1zl x|, ne2Z+1
€T =
0 g R" ne2Z

= R Yz|, ne2Z+1
[T 12—l =

1, n € 27

pa smo dobili izraz za ¥,

|z| | RrH! R |
® R<n+1>/2| F e yl) + @ o=

Rnfl‘xlgx y|>7 ne2Z+1

\I/n<1,’,y) = 1 "
W|ﬁx y|)+®<w|3 :U—y|), n € 27
odnosno
n / €T n €T x
O R /2’R\1a:|2 R?ll-klll//Q‘ + (I)<R /2‘Rn+3/2‘$| - J{ll/yQ‘)v n < 2Z+ 1
\Ijn(xvy) =

(B2 — yl) + ®(R2Je - 1), n €2z



Iz prethodnog vidimo da smo dobili alternirajué¢i geometrijski red u R u izrazu za
Greenovu funkciju i mozemo ga zapisati u obliku

Glay) = (e = yl) + > (~1)"Cln,z,) (%) .

Primijetimo da su funkcije C'(n, x,y) i sve pripadne derivacije po y (z smatramo fiksnim)
uniformno ogranicene po svim y € €2 za sve dovoljno velike n € N, pa red i sve njegove
derivacije konvergiraju uniformno po Weierstrassovom M-testu. Slijedi da je A,G(z,y) =
d; (red je suma harmonijskih funkcija na €2), a na rubu je nula po konstrukeiji.



4. Rjesenje je dano formulom

t
u(t, xy,x9) = / O4(t,x —y)e dy + / / O4(t — s,z — y) siny; cos yadyds
R2 0o JRr?
= [1 —+ [2.
Rac¢unamo prvi integral

1 (x1 -y +(za—y2)?
L =— e_ at e Yidy
47Tt

_(z1-y1)? yl) — 1 7(12*92)2
\/47r v el
1
= e e Yidyy,
\/47rt/R h

pri ¢emu smo koristili u zadnjoj jednakosti supstituciju y; — y; + 21 i ¢injenicu da je
fR (t,y2)dys = 1 za sve t > 0. Za izracunati do kraja trebamo jos upotpuniti eksponent
do potpunog kvadarata

1
— iy = (y1 +V1)? —

4t 2v/t

1 supstituirati z = yl - + V't i tada dobijemo
[1 2\/_/ dZ
47T
= el

Kako f ne ovisi o vremenu, mozemo odmah supstituirati s — t — s i tada je

L1 _@-u)? _(ag—wp)?
I, = — | e s siny;dy, 2 CoS yodysds.
0 47T$ R R

Koristedi supstitucije y; — y1 + 21 1 y2 — y2 + X2, adicijske formule i ¢injenicu da je
integral neparne funkcije nula dobivamo

. "1 _i _v
I, = sin x; cos xo — [ e 45 cosyrdy; [ e 3 cosyadyads.
0 471—5 R R

2
Sljedece iskoristimo formulu [, em0v? cos(br)dx = \/ge_ffa iz tablica i dobijemo

t

1
I, = sinz; cos :172/ 4—(\/ 4mrse ) ds
0

s
t
= sin 7 cos xg/ e %ds
0
=3 sin; cos zo(1 — e™2).
Dakle, konacno je rjesenje

1
u(t,zy, ) = ™" 4 = 5 sinz; cos 29(1 — ™).



5. Integrirajuéi jednakost u,, = 0 po y dobivamo u,(x,y) = f(x) za neku funkciju f.
Integrirajuéi jos po x dobivamo u(x,y) = F(z) + G(y) za neku funkciju G pri ¢emu je F'
primitivna funkcija od f. Slijedi prva tvrdnja.

Vrijede sljedeée jednakosti po lan¢anom pravilu (koristimo 0,6 =1, 0, =1, 9,n =1
i0m=—1)

Up = Ug — Uy
Ui = Uge — Ugn — (Ung — Uyy)
Uy = Ug + Uy
Ugy = Ugt + Ugn + Une + Uy -

Dakle uy — gz, = —4ug, 1 druga tvrdnja slijedi.

Prema prethodna dva podzadatka slijedi da je rjesenje valne jednadzbe oblika u(t, z) =
F(z +1t)+ G(x —t) za neke funkcije F' 1 G. Iz toga za pocetne uvjete dobivamo g(x) =
F(z)+ G(z) i h(z) = F'(x) — G'(z). Trebamo izraziti F' i G preko g i h.

Integrirajuéi jednakost s h dobivamo H(z) = F(z) — G(x) — C, gdje je H(z) =
Jy h(y)dy i C = F(0) — G(0). Dakle imamo sistem jednadzbi

F+G=g
F-G=H+C,

pa je
1
F = 5(g +H+C)
1
Uvrstimo li to u izraz za u vidimo da se konstanta C' skrati i preostane
1 1
u(t, ) = (gl + 1) + glo — 1) + 5(H(z + )~ Hz — 1),

ai H(z +t) — H(x —t) = th h(y)dy, pa smo upravo dobili d’Alembertovu formulu.

r—t



