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1. [7] Lagrangeevom metodom nadite opée rjesenje jednadzbe
YUlUy + TUUy = TY.

2. [8] Izvedite formulu za rjesenje rubne zadace

—Au =f

u(-,-,0) =0
na podru¢ju {(z, r2,z3) € R3|z3 > 0} pri cemu je f(zy,xq,23) = € 78 sin(xy) cos(xs).
3. [8] Izvedite formulu za rjesenje pocetne zadace

u —Au = f

u(07 ) ) =g

na podrucju {(¢,z1,79) € R3[t > 0} pri ¢emu je f(t,z1,22) = tsin(t) i g(xy,20) =
e~ cos(s).

4. [7] Neka je u rjesenje pocetne zadace

Ut — Ugye = 0
Ut(Oa ) =h

na podrucju {(t,z) € R%*¢ > 0} pri cemu su g i h glatke funkcije s kompaktnim
nosacem. Definiramo kineticku energiju k(t) = % Jg ui(z,t)dz i potencijalnu energiju
p(t) = 3 Jgui(z, t)dz. Dokazite da izraz k(t) + p(t) ne ovisi o vremenu te da postoji to

takav da je k(t) = p(t) za svaki t > t.
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1. Imamo jednakosti

dz

dy  du
yu  zu xy’

iz cega slijedi xdx — ydy = 0 1 udu — ydy = 0. Dakle imamo implicitno zadano rjesenje s
¢(x7y7u) =% - y2 =(Cpi ¢($7?Jau) =u® — y2 = 027 za 01702 e R.
Jacobijeva matrica za (¢, 1) je
2¢ =2y O
0 —2y 2u)’

iz cega vidimo da treba biti zadovoljen barem jedan od uvjeta

2¢ 0
0 2u

20 —2y

odnosno xy # 0, zu # 0 ili uy # 0.

—2y 0

—2y 2u 70,

#o. |




2. Greenova funkcija za danu domenu je

Y 1 : 1 |
ANy — 1) + (Y2 — 22)? + (Y3 — 23)2 /(1 — 1) + (2 — 22)% + (y3 + 33)° ’

pa trebamo izracunati integral

I= / / / G(z,y)sin(y1) cos(yz)e”*dy1dyadys.
R

Prvo napravimo supstitucije y; +— y1 +x1 1 y2 — Y2 + T2 iz cega dobijemo uz adicijske
formule za trigonometrijske funkcije

G(x,y) =

B 1 // < 1 1 >
TS e N\ 4 (vs — 13)2 Y+ Y3+ (Ys + x3)?

(siny; cosxy — sinay cos y; )(Cos ya COS Ty — sin ys sin xg)e” > dy;dysdys.

Clanovi koji imaju barem jedan siny; ili sin ¥, nestanu zbog neparnosti pa je

sin :)31 COS X9 // 1 1
[ = STLCosT: )
2t Tt (05— 23 VBT (s + 23
cos Yy cos yoe~ Bdy;dyadys.

Sljedede iskoristimo formulu 2 cosy; cosys = cos(y; + y2) + cos(y; — y2) i uvodimo
supstituciju z; = y; + y2 1 20 = y1 — Yo Ciji je Jacobijan %

T smxlcosxg/// 1 1 )
BN (5 (s ) (52 (5P 4 (4 )

2 2

(cos z1 + cos z9)e 3 dz1dzodys,

tj.
I:_\/ﬁsinxlcos:@// < 1 B 1 )
167 RS N/2f + 23+ 2(ys — w3)2 /27 + 25+ 2(ys + 13)?
(cos z1 + cos z9)e ¥ dz1dzodys.
Koristeci simetriju izmedu z; i 2z zakljucujemo
o V/2sin 1 cos 1y

/ e ¥ / COS 22/ ( ! - ! )dzleQdy3.
R, R R A\22 + 224 2(ys — 23)2 /22 + 22+ 2(y3 + x3)2

Sada mozemo iskoristiti f_MM \/tffﬁ = QIH(% 1+ ) pa je integral po z; jednak

7

M M?2 1 1
7‘1— 1—|-a— =+ + == b b2
2 lim In v - =2 lim In* i —2In- =In—,



gdje su a® = 22 + 2(y3 — x3)? 1 b? = 22 + 2(y3 + 13)%.
Sljedece ra¢unamo pomocu parcijalne integracije i Jordanove leme

2 2 2
I, = / In Z; + 2(ys + $3)2 COS z9d 29
r %+ 2(ys — 33)

- 25 4+ 2(ys — x3)® 225(25 + 2(y3 — x3)* — 25 — 2(y3 + 23)°) d
T S B+ 2ys + ) (22 + 2(ys — 23)2)2 S

R <3 Y3 3 2 Ys 3

/ 1 — 162525y sin zodz:

= — 2d 29

25+ 2(ys +@3)* 23 +2(ys — 23)°

22 .

= 16z yg/ sin zodz

’ R (z§ +2(ys + 903)2)(23 + 2(y3 — x3)?) ’

. 296722
= —161 xsys/
r (25 +2(ys + 23)%)(25 + 2(ys — 3)?)

= 327 x3y3 (Resx/ii\ngrxg\ h+ Resﬁilysfftﬂ h),

dZ2

gdje je
29672
(23 + 2(ys + 3)%) (25 + 2(y3 — 23)?)
B 29672
(22 = V/2ilys + x3]) (22 + V2ilys + x3]) (22 — V2ilys — w3|) (22 + V2ilys — w5])

h(z2) =

Reziduume rac¢unamo formulom Res,, h = lim,_,,,(z — z0)h(z) iz Cega lako slijedi

1 1

1
Res . G h=—- 6—\/5|y3+x3|
V2ilyatas| 4 |ys + x| — |ys — w3 |ys + 3| + |y3 — 23]
1 e*\/i|y3+w3| 1 e*\/i\y3+:v3\
4 (ys+x3)2— (3 —a3)2 16 233
1 1 1
Res z;1ys—gat = —= ¢~V 2lys sl
V2ilya—as| 4 |ys — 3| — |ys + @3 |ys — z3| + |ys + 3]
1 e~ V2lys—zs| 1 e V2lys—as]
4 (ys —x3)? — (ys + x3)? 16 T3Ys3

pa je I, = 271-<€—\/§|y3—x3\ _ 6—\/§|y3+x3|)_

Konac¢no, preostaje izracunati

2 si Hoo
[ — V2 sin 521 COS T / (6—\/§|y3—:c3| _ 6_\/§|y3+x3|)6_y3dy3.
0

Za prvi ¢lan imamo (primijetimo x3 > 0)

“+oo x —+00
/ e—yse—\/ﬁlyg—:caldyg - / ’ e—ys6—\/§(w3—ys)dy3 + / e—yse—\/i(yf,—m)dy?)
0 0

3

T3 “+oo
:e—\/ﬁxa/ 6(ﬂ_1)y3dy3+eﬂz3/ 6—(1+\/§)y3dy3
0

3



_ —V2z3 1 (V2-1)z3 V2z3

=e —(e —1)+e
Vo 1( )

= 2V2e7™ — (V24 1)e V2,

a za drugi

+00 +oo
/ e—yse—ﬁ\y3+x3|dy3 — V213 / e—(\/§+1)y3dy3
0 0

= (V2 - 1)e V2,
Uvrstimo li to u izraz za I lako se dobije

w(zy, To, x3) = sina cos zo(e V23 — 7).



3. Rjesenje je dano formulom

)= [ oo —goias+ [ [ 05— s s

Primijetimo da f ne ovisi o varijabli y i [, ®(t —s,y)dy = 1 pa je drugi integral zapravo
samo fg ssinsds = —tcost + sint.
Prvi integral je

_(e1-y1) 2+ (@a—y2)? 2
L = % e Y1 cos ypdy1dys =
R2 47Tt

1 (@1-v1)? _(za-w9)?
= [ e yld?ﬂ / i cosy2dy2
At Jp R

Napravimo supstitucije y; — y1+x1 142 — y2+2x2. U drugom integralu prehodnog izraza
dobijemo ¢lanove cos y, cosxs — siny; sinxq, no ¢lan uz siny; nestane zbog neparnosti.

2
Sljedece iskoristimo formulu [, e=9*" cos(bx)da = \/ée_ffa iz tablica

2
e "1 cos Ta vi o _
L = 4—15/6 it e V12T dy, [ et cos yadys
™ R R
_r2_
e 17t cos xy

1 2
S — 6*(1+@)y1*2y19«"1dy1.

At R

Za izracunati posljednji integral jedino jos trebamo upotpuniti na kvadrat, (1 + ﬁ)y% +

21 = (y/1+ ﬁyrl- \/ﬂ_g)2_ 1;”_21:% i supstituirati izraz unutar kvadrata z = /1 + fty1+
it t
—Z_ . Dakl

T x2t
et CoS T 1 2
I = i /ez dz
mt / 1 JRr
1 + 4t
4tz% 2
e4t+1 z—t COS I9 1 \/_
= m
4t 1+ 1
4t
4tac% 2

ettt 1 cog 1y
Vat+1

i imamo formulu za konac¢no rjeSenje

4tCL‘% 2
el 17t oog T .
u(t, x1,22) = — tcost +sint.

Vit +1




4. Zapisimo rjesenje nase jednadzbe u obliku u(t,z) = F(z+1t)+ G(x —t). 1z toga slijedi
w(t,x) = F'(x+1t)—G(x—t)iu(t,z) = F'(x+t)+ G (x —t). Po potetnim uvjetima je
g(z) = F(z) + G(z) i h(z) = F'(z) — G'(z). Zakljuéujemo da je F'(z) = (¢ (z) + h(z))
i G'(x) = 3(9'(x) — h()).

Dakle F” i G' imaju kompaktne nosace pa posebno onda i za svaki fiksan ¢ > 0 funkcije
x = u(t, ) 1 x— u.(t, x) imaju kompaktne nosace.

Racunamo

d
L (k(t) - p(t) = / g + / iy U
dt R R

:/ututtdx—/um udx
R R

= / ut <U,tt — uiUCC) — OdZB,
R

pri ¢emu je prva jednakost slijedila iz parcijalne integracije (nema “rubnog ¢lana” jer
funkcija u, ima kompaktan nosac). 1z ovog slijedi prva tvrdnja.
Za drugu tvrdnju racunamo

2(k(t) = p(t)) = /RF'(SE +1)? + G — 1) = 2F (z + 1)G'(x — t)dx

_ / Flz+1)+ Gz =)’ +2F (z + )G (z — t)dx
- —4/ F'(z +1)G'(z — t)dz,

pa sada tvrdnja slijedi jer F'(x 4 t) ima pomaknut nosa¢ u lijevo za t, a G'(z — t) ima
pomaknut nosa¢ u desno za t, a kako obije funkcije F’ i G’ imaju kompaktan nosac,
onda ¢e nosaci F'(z +t) 1 G'(z — t) biti disjunktni za dovoljno veliki ¢ i posebno ¢e onda
podintegralna funkcija biti 0.



