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Fiksne točke Neprekidnost

Zadatak:

Odredite fiksnu točku operatora ϕ : P(N× N) → P(N× N)
definiranog na slijedeći način:

ϕ(X ) = {(n,m1 + m2) | n ≥ 2 i (n − 1,m1), (n − 2,m2) ∈ X}
∪ {(0, 0), (1, 1)}

Da li je fiksna točka jedinstvena?
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Teorem (o rekurziji)

Neka je (A, <) dobro utemeljen skup, S proizvoljan skup, te
F : {f : x< → S | x ∈ A} → S. Tada postoji jedinstvena funkcija
f : A → S takva da vrijedi f (x) = F (f |x<).

Korolar (Dedekindov teorem o rekurziji)

Neka je F : {f : n → S | n ∈ ω} → S. Tada postoji jedinstvena
funkcija f : ω → S takva da vrijedi f (n) = F (f |n).
(Podsjetnik: 0 ≡ ∅, n ≡ {0, 1, . . . , n − 1})
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Definicija: Operator ϕ : P(A) → P(A) je neprekidan ako

∀X ⊆ A . ∀x ∈ A . x ∈ ϕ(X ) ⇔ ∃Z ⊆fin X t.d. x ∈ ϕ(Z ).

Napomena: Svaki neprekidni operator je monoton.

Primjer:

(i) operator id : P(A) → P(A) dan s id(X ) := X je neprekidan

(ii) operator kv : P(N) → P(N) dan s kv(X ) := {m2 | m ∈ X}
je neprekidan

(iii) operator db: P(N) → P(N) dan s
db(X ) := X ∪ {2m | m ∈ X} = X ∪ 2X je neprekidan
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Zadatak:

Odredite da li je ϕ : P(N) → P(N) neprekidan operator ako je:

(i) ϕ(X ) =

{
X , ako je X beskonačan
∅, inače

(ii) ϕ(X ) =

{
X , ako je X beskonačan
X ∪ {|X |}, inače

(iii) ϕ(X ) =

{
X , ako je X beskonačan
X \ {|X |}, inače

(iv) ϕ(X ) =

{
X , ako je X konačan
N, inače
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Zadatak:

Neka je a ∈ N. Da li je operator fa : P(N) → P(N) definiran s

fa(X ) =

{
X , ako a /∈ X
N \ X , ako a ∈ X

neprekidan?
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Zadatak:

Odredite da li je operator f : P(N) → P(N) neprekidan ako je:

(i) f (X ) =


∅, za X = ∅
X −min X , za minX > 0
3X + 1, za minX = 0

(ii) f (X ) =

{
X − 1, ako 0 /∈ X
X \ {0}, ako 0 ∈ X

(iii) f (X ) =


{1}, ako je X = ∅
X ∪ {max X + 1}, ako je X konačan
X , inače
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Definicija: Neka je ϕ : P(A) → P(A) monoton operator, te

definirajmo za B ⊆ A operator ϕB(X ) := B ∪ ϕ(X ).
ϕ-zatvorenje skupa B je najmanja fiksna točka µ(ϕB) od ϕB

(najmanji ϕ-zatvoren skup koji sadrži B).

Primjer:

Neka je R ⊆ A× A relacija. Definirajmo operator
ϕ : P(A× A) → P(A× A) s ϕ(X ) := X ◦ R. Tada vrijedi:

ϕ-zatvorenje od R je R+

ϕ-zatvorenje od I je R∗
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Zadatak:

Neka je f : P(N) → P(N) operator definiran s
f (X ) := {ϕ(x) | x ∈ X}, pri čemu je funkcija ϕ : N → N dana s

ϕ(X ) =

{
1
2x , ako je x paran
3x + 1, ako je x neparan

.

Dokažite da je f neprekidan, te odredite f -zatvorenje skupa {1, 3}.
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