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Indukcija i rekurzija

Definicija (Princip indukcije)
Vx.((Vy < x).P(y) = P(x)) = Vz.P(z)

Teorem

(A, <) je dobro utemeljen akko za njega vrijedi princip indukcije.

y
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Morrisova 91-funkcija definirana je na slijedeéi nacin:

F(m) = m — 10, ako je m > 100
M= F(F(m+11)), inage

Dokazite da vrijedi:

| m—10, ako je m> 100
f(m) = { 91, inate
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Funkcija B: N x N — N definirana je na slijede¢i na&in:

B(0,y) =
B(x+1,0) =
B(x+1ly+1) =

2+y
signum(x)
B(x,B(x+1,y))

Provjerite da vrijedi B(1,y) =2y i B(2,y) = 2.

Cemu je jednako B(3,y)?

Dokazite da vrijede slijedece tvrdnje:

(i) (x,y) # (1,0) = B(x,y) >y

(i) B(x+1,y+2)>B(x+1,y+1)

(iii) B(x+2,y) > 2
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Fiksne tocke

Definicija: | Operator ¢: Z(A) — Z(A) je monoton ako
VX,Y . X CY = o(X) C oY)

Definicija:
@ X C A je p-zatvoren ako p(X) C X
e X C A je p-gust ako X C p(X)
@ X C A je fiksna (¢vrsta) totka od ¢ ako X = ¢(X)
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Odredite da li je ¢: Z(N) — Z(N) monoton operator ako je:
. X, ako je X beskonatan
(i) #(X) = { inaéJe
ako je X beskonadan
X U{|X|}, inake
ako je X beskonadan
(if) x \{IXD), inage

X, ako je X konadan
N, inace
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(Knaster-Tarski)

Za svaki monotoni operator ¢: P(A) — Z?(A) postoje najmanja
fiksna totka () i najveca fiksna totka v(yp), te su one dane s:

ule) = (X e 2(4) | o(X) C X},
v(p) = JIX e 2(A) X Cp(X)}.

— () je najmanji ¢-zatvoreni skup
v(p) je najveéi p-gusti skup
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Neka je ¢: Z(A) — Z(A) monotoni operator. Najmanju i
najvecu fiksnu to¢ku moZemo induktivno konstruirati sukcesivnim
aproksimacijama:

o = 0,
Pat1 = P(pa);
oy = nga, za grani¢ni ordinal .
a<
v = A,
Pat1 = (Pa);
Yy = ﬂgoz, za grani¢ni ordinal \.

a<
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Neka je ¢: Z(A) — Z(A) monotoni operator. Oznatimo s
o't P(A) — P(A) tzv. dualni operator operatora ¢ definiran s
¢ (X) := @(X€)c. DokaZite da vrijede slijedeée tvrdnje:
(i) Dualni operator ¢’ je monoton
(i) plp) = v(¥)*
v(p) = ml(¢')*

Neka je ¢: Z(A) — P(A) monotoni operator koji je bijekcija. Da
li je tada i operator p~1: P2(A) — (A) takoder monoton?
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