METALNI REZOVI

VEDRAN KRCADINAC I MARIJANA VRDOLJAK

1. UvoD

Neka je zadan pravokutnik s duljinama stranica u omjeru zlatnog

reza, a @ b = %g Poznato je da ga mozemo rastaviti na kvadrat sa
stranicom duljine b i pravokutnik kojem su stranice takoder u omjeru
zlatnog reza, b: (a — b) = %5

b a—>b

a

Zelimo generalizirati to svojstvo na “izduzenije” pravokutnike. Zani-
ma nas u kojem omjeru trebaju biti stranice pravokutnika tako da ga
mozemo rastaviti na n kvadrata i jedan pravokutnik sa stranicama u
istom omjeru kao pocetni, pri ¢emu je n prirodan broj.

b b b a—nb

Teorem 1.1. Neka su a > b > 0 realni brojevi (duljine stranica pra-
vokutnika) i n prirodan broj (broj kvadrata na koje dijelimo pravokut-

nik) takav da je a —nb > 0. Vrijedia :b=">: (a—nb) ako i samo ako

. . n+tvVn2+4
jea:b="rges
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Dokaz. Pretpostavimo da vrijedi a : b =b: (a —nb) i ozna¢imo trazeni
omjer s x = a : b. “Obrnemo” li jednakost omjera, b: a = (a —nb) : b,
mozemo je napisati kao % = x—n. Mnozenjem s x dobivamo kvadratnu

jednadzbu 22 — nz — 1 = 0 ¢ija su rjeSenja 15 = ntvniid V2”2+4. Omjer a : b

ocito je jednak pozitivhom od ta dva broja, ”*T*/m. Obratno, ako
se zadani brojevi odnose kao a : b = ”J”/T”Qﬁ, lako se provjeri da je i
b:(a—nb) = ’“LT‘/’TH. O

Brojeve ¢, = “T"QH zovemo metalnim rezovima. Prvi ¢lan niza
o1 = %g je poznati zlatni rez, drugi ¢o = 1 + /2 zovemo srebrnim

rezom, tre¢i ¢z = %ﬁ broncanim rezom itd. Predlazemo citateljima
da im daju imena sukladno vlastitom afinitetu prema (plemenitim)
metalima. U ovom ¢lanku vidjet ¢emo da se mnoga svojstva zlatnog
reza mogu generalizirati na sve ostale metalne rezove.

2. METALNI REZOVI U GEOMETRIJI

Omjer zlatnog reza spominje se ve¢ u Euklidovim “Elementima”.
Euklid ga zove krajnjim @ srednjim omjerom i definira kao omjer kod
kojeg se duzina odnosi prema ve¢em dijelu na koji je podijeljena isto
kao veéi dio prema manjem:

A T B

|AB| : |AT| = |AT] : |TB|.

Na slican nacin mozemo do¢i do metalnih rezova. Podijelimo duzinu
AB tockama T7,...,T, na n “veéi dijelova”’, tj. duzina ATy, 11>, ...
T,-1T, duljine a, i jedan “manji dio” T,, B duljine b.

A Ty T, T, B

Tada se duljina cijele duzine na + b odnosi prema vec¢em dijelu a isto
kao a prema b ako i samo ako je taj omjer jednak ¢,,. Zaista, iz (na+b) :
a = a : b odmah vidimo da x = a : b zadovoljava kvadratnu jednadzbu
22 —nx — 1 =0, a vrijedi i obratna tvrdnja.

Zlatni rez se u “Elementima” prvi puta pojavljuje u II. knjizi, u
propoziciji 11. Euklid tu propoziciju koristi u IV. knjizi za konstrukciju
pravilnog peterokuta i drugih likova. Formalnu definiciju zlatnog reza
daje tek u VI. knjizi, posSto je u V. knjizi razvio teoriju proporcija.
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Zlatni rez se vise puta spominje u posljednjoj, XIII. knjizi “Elemenata’”,
posvecenoj stereometriji, vezano uz ikosaedar i dodekaedar.

Euklid u VI. knjizi “Elemenata” opisuje konstrukciju s pomocu rav-
nala i Sestara tocke koja zadanu duzinu dijeli u omjeru zlatnog reza.
Generalizirat ¢emo tu konstrukciju na ostale metalne rezove.

Teorem 2.1. Neka je PQRS pravokutnik sa stranicama duljine |PS| =
|QR| = a i |PQ| = |RS| = na. Neka je M poloviste duzine PQ i N
tocka na praveu PQ takva da je |MN| = |MR| i da su N i Q s iste
strane u odnosu na M. Tada se duljine duZina PN i PS odnose u
omjeru n-tog metalnog reza, tj. |PN|: |PS| = ¢p,.

S na R

p M 0 In

Dokaz. Prema Pitagorinu poucku vrijedi |MR| = /|[MQJ? + |QRJ? =

(20)? 4+ ¢2 = ¥BH 4 Stoga je |PN| = |PM| + |MN| = |PM| +

|MR| =1 4 Yt g = ntvitd g — ¢, | PS). O

U prethodnom teoremu vidjeli smo kako konstruirati dvije duzine
PN i PS u omjeru n-tog metalnog reza. S pomocu Talesova teorema o
proporcionalnosti mozemo podijeliti zadanu duzinu AB u tom omjeru.

D

- ~N N

A T B

Narctamo proizvoljan pravac kroz A razli¢it od pravca AB i nanesemo
na njega tocke C'i D takve da je |AC| = |PS|i|AD| = |PN|. Konstru-
iramo paralelu s pravcem B D kroz tocku C'i neka ona sijece pravac AB
u tocki 7. Onda je po Talesovu teoremu |AB| : |AT| = |AD| : |AC| =
|PN| : |PS| = ¢n.

U diplomskom radu [6] dane su “metalne generalizacije” drugih Eu-
klidovih propozicija o zlatnom rezu.
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3. METALNI FIBONACCIJEVI BROJEVI I VERIZNI RAZLOMCI

Poznate su veze zlatnog reza s nizom Fibonaccijevih brojeva
0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144,233, 377,610,987, . ..

u kojem se sljedeéi ¢lan dobiva kao zbroj dvaju prethodnih. Zlatni
rez se pojavljuje u Binetovoj formuli za k-ti Fibonaccijev broj, a omjer
dvaju susjednih Fibonaccijevih brojeva tezi ka ¢ = HT‘@ kada k — oo.
Taj se omjer pojavljuje kao konvergenta u prikazu zlatnog reza kao

veriznog razlomka

1
S S
¢ 1+ ﬁ
Generalizirat ¢emo te tvrdnje na metalne rezove. Prvo definiramo
n-ti metalni niz Fibonaccijevih brojeva rekurzijom F,gi)l = nF,gn)qLF,ET_L)l,
k > 1 i pocetnim uvjetima F.” = 0, F'™ = 1. Niz (F\") éine

uobicajeni Fibonaccijevi brojevi, a sljedeci po redu je niz
(F,C(Z)) =(0,1,2,5,12,29, 70,169, 408, 985, 2378, 5741, 13860, . . .).

Znamo da je ¢, = Y+l V2"2+4 rjesenje kvadratne jednadzbe 22 —nx — 1 =

0. Drugo rjeSenje te jednadzbe oznacimo s v, = *—7—= V§2+4. S pomocu ta
dva broja mozemo napisati formulu za metalne Fibonaccijeve brojeve
koja generalizira Binetovu formulu.

Teorem 3.1. Za sve prirodne brojeve n > 1 i k > 0 vrijeds

F(n) _ (¢n)k - (¢n)k
b n? +4
Dokaz. Tvrdnju dokazujemo matematickom indukcijom po k. Formula
ocito vrijediza k = 0i k = 1. Pretpostavimo da vrijedi za k—11 k. Ko-
riste¢i se rekurzijom i relacijama ng, +1 = (¢,)% i n,+1 = (,)? (koje

slijede iz ranije spomenute kvadratne jednadzbe), izracunajmo F; ,éi)l =

B+ BN = e [60)* = )] + i (00" = )] =

\/ﬁ [(¢n)k_l(n¢n + 1) - (¢n)k_1(n¢n + 1)] = \/néﬁ [(an)kﬂ - (Q/’n)kﬂ}
Vidimo da formula vrijedi i za k£ + 1, pa po principu matematicke in-

dukcije vrijedi za svaki k£ > 0. U

Iz Binetove formule dobivamo konvergenciju omjera susjednih me-
talnih Fibonaccijevih brojeva ka ¢,.
(n)

Teorem 3.2. Za svakin > 1 vrijedi lim —22 = ¢,
k—o0 Fk(n)
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Dokaz. Omjer i—: je po apsolutnoj vrijednosti manji od jedan, pa je
(n)

o (Ynyk P T PR S B PO (9 Lt (729 o
Jim (5=)" = 0. Stoga vrijedi lim 7 B e e oo 1-(Zn)k
$n—tbn lim (52)F

2 ke I g O

_ 1 Yn
! kli»néo(¢")

Sada mozemo dokazati prikaz n-tog metalnog reza kao veriznog ra-
zlomka:

1
Pn =N+ w1
e

Rije¢ je zapravo o konvergenciji niza Ko = n, K1 = n + %, Ky, =

n + #, ... zadanog rekurzijom K, = n + ﬁ, k > 1. Clanove

tog niza zovemo konvergentama veriznog razlomka. Da je njegov limes
(n)

jednak ¢, slijedi iz prikaza K} = %, koji se lako dokazuje indukcijom:
k

1 FY aFRM+ RS FD

Ky, Fk(") F,En) F ,En)

Kk:n—i—

Zlatni rez moze se prikazati i kao “beskonaé¢ni korijen”

¢1=\/1+\/1+\/1+\/ﬁ.

Generalizacija tog prikaza na metalne rezove glasi

¢n:\/1+n\/1+n\/1+n\/1+....

U knjizici [2] sabrana su mnoga svojstva i relacije koje vrijede za
Fibonaccijeve brojeve. Ovo su generalizacije triju takvih relacija na
odgovarajuce metalne nizove brojeva:

(B + (R = Bl
n n n n 1 n
B4 Y B L B = R

n n n n 1 n
B+ B R B = (L, - ).
Pozivamo citatelje da ih dokazu te da pokuSaju generalizirati druge
tvrdnje iz [2].

(¢n)k+l_(¢'n)k+l — 1 d)niwn(%)k —
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4. ZAKLJUCAK

U ovom radu opisali smo jednu jednostavnu generalizaciju zlatnog
reza. Dokazali smo generalizirane verzije nekih teorema o zlatnom
rezu, uglavnom slijededi ideje iznesene u ¢lanku [1]. Postoje mnoge
druge generalizacije zlatnog reza, npr. [3]. Neke od njih obradene su u
diplomskom radu [6].

Zlatnom rezu stolje¢ima se pripisuju estetska i pomalo misti¢na svoj-
stva. Navodno se omjer zlatnog reza pojavljuje u egipatskim pirami-
dama, grékim hramovima, slikama i skulpturama slavnih majstora, u
proporcijama ljudskog tijela, rastu nekih biljaka i u ljusturama nekih
glavonozaca, pa cak i u kretanju cijena dionica na trzistu. Vjerodos-
tojnost takvih tvrdnji je upitna (vidi [4] i [5]), a kroz generalizacije
vidimo da ni teoremi o zlatnom rezu ne proizlaze iz magicnih svojstava
broja %5 Prema nasem misljenju to nimalo ne umanjuje ljepotu tih
teorema.
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