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Poglavlje 1

Modeli ravninske geometrije

“Ne postoji kraljevski put do geometrije.” Fuklid, kao odgovor kralju Ptolo-
meju o lakSem nacinu proucavanja matematike od citanja Elemenata.

U prvom poglavlju upoznat ¢emo se s modelom hiperboli¢ne ravnine da bismo na laksi
nacin dosli do nekih teorema hiperboli¢ne geometrije. Kao uvod podsjetit ¢emo se modela
euklidske ravnine i sfere u R? te obraditi osnove trodimenzionalnog prostora Minkowskog.
Glavna literatura za ovo poglavlje je knjiga [21].

1.1 Model euklidske ravnine E?

Toé¢ke euklidske ravnine E? su elementi vektorskog prostora R?. Pravci su jednodimenzi-
onalne linearne mnogostrukosti, tj. translati jednodimenzionalnih potprostora od R2. To
su skupovi oblika ¢ = T'+ [v] za T, v € R?, v # 0. Pritom je [v] = {av | « € R} potprostor
razapet s v kojeg zovemo smjerom pravca /.

Propozicija 1.1. Kroz svake dvije tocke P,Q € E? prolazi jedinstveni pravac.

Dokaz. Neka je v =) — P i neka je

(=P+w=P+{a(Q@—-P)|acR}={(1—-a)P+aQ | acR}. (1.1)

Tvrdimo da je ¢ jedinstveni pravac kojo sadrzi P i ). Za a = 01 a = 1 vidimo da je
P e liQ €{. Pretpostavimo da je ¢/ = P + [v] takoder pravac koji sadrzi P i ). Onda
postoji @ € R takav daje @ = P+av', tj. v =Q — P = av’. Slijedi [v] = [V']i{=¢. O

U formuli vidimo da je spojnica tocaka P, € E? jednaka skupu svih afinih
kombinacija tih tocaka, tj. linearnih kombinacija sa sumom koeficijenata 1. Za pravce
kazemo da su paralelni ako se podudaraju ili su disjunktni. Iz prethodne propozicije
slijedi da se pravci koji nisu paralelni sijeku u jednoj tocki. Naime, kad bi presjek dvaju
pravaca £ N ¢y sadrzao dvije tocke, imali bismo dva pravca ¢ i {5 kroz te dvije tocke.
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Lema 1.2. Pravci su paralelni ako i samo ako imaju isti smjer.

Dokaz. Neka su £ i m paralelni pravci. Ako se podudaraju oc¢ito imaju isti smjer, pa
pretpostavimo da su £ i m disjunktni i da imaju razli¢ite smjerove: ¢ = P+[v], m = Q+[w],
[v] # [w]. Tada je skup {v,w} linearno nezavisan, tj. baza od R? pa postoje o, 8 € R
takvi da je Q — P = av + fw. Vidimo da je T' = P + av = ) — fw tocka iz presjeka
£ N'm, $to je kontradikcija s disjunktnosti. Dakle, ¢ i m imaju isti smjer.

Obrnuto, pretpostavimo da ¢ i m imaju isti smjer [v]. Ako postoji tocka iz presjeka
T € ¢ N m, onda oba pravca mozemo zapisati kao £ = m = T + [v] pa se podudaraju.
Dakle, ¢ i m su disjunktni ili se podudaraju, tj. paralelni su. O

Propozicija 1.3. Za svaki pravac € i tocku T u E? postoji jedinstveni pravac kroz T koji
je paralelan s £.

Dokaz. Ako je £ = P + [v], jedinstvena paralela kroz T sa ¢ ocito je m =T + [v]. O

Udaljenost tocaka iz E? definiramo formulom

d(P,Q) = [|Q — PI|. (1.2)
Pritom je .|| : R? — R, ||z| = v/(z,x) norma izvedena iz standardnog skalarnog pro-
dukta (z,y) = x1y1 + 22y,. Funkcija d zadovoljava aksiome metrike, ||.|| aksiome norme,

a (., .) aksiome skalarnog produkta. Nejednakost trokuta slijedi iz nejednakosti Schwarz-
Cauchy-Bunjakovskog.

Teorem 1.4 (Nejednakost S-C-B). Za svaka dva vektora x, y vrijedi |{z,y)| < ||z|| - ||yl-
Jednakost se dostize ako i samo ako su x iy proporcionalni.

Dokaz. Tvrdnja je ocito istinita ako je x = 0ili y = 0. Pretpostavimo z,y # 0 i definiramo
funkciju f : R — R, f(t) = ||z +ty||* = (z+ty, z+ty) = ||y||**+2(x,y)t+||x||*. Funkcija
f je kvadratni polinom i zadovoljava f(t) > 0, Vt € R, pa mu je diskriminanta manja ili
jednaka od nule: D = 4(z,y)* — 4llz|?|y|* <0 = (z,9)* < [z|*ly|]* <= [z, y)| <
llz|| - |lyl|]. Vektori x i y su proporcionalni ako i samo ako f ima nultocku, tj. ako je
diskriminanta jednaka 0, tj. ako se jednakost dostize. [

Za vektore z i y kazemo da su okomiti ili ortogonalni i pisSemo z 1 y ako vrijedi
(x,y) = 0. Potprostori X 1Y su okomiti ako za svaki x € X iy € Y vrijedi (x,y) = 0.
Pravci ¢ = P+ [v] i m = @ + [w] su okomiti ako su njihovi smjerovi okomiti, a to vrijedi
ako i samo ako je v L w.

Propozicija 1.5. Ako su pravci £ i m u E? okomiti, onda se sijeku, tj. nisu paralelns.

Propozicija 1.6. Za svaki pravac { i tocku T u E? postoji jedinstveni pravac kroz T koji
je okomit na L.
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1.2 Model sfere S?

Skalarni produkt, normu i metriku u n-dimenzionalnom vektorskom prostoru R" de-
finiramo analogno kao u R2?. Primijetimo da je dokaz nejednakosti Schwarz-Cauchy-

Bunjakovskog isti (teorem [1.4). Mjeru kuta izmedu nenul vektora z,y € R™\ {0} de-
finiramo kao
(z,y)

Il -yl

Po nejednakosti S-C-B, izraz od kojeg racunamo arkus kosinus je izmedu —1 i 1, pa je
definicija dobra.
Sferu u R? ¢ine svi jediniéni vektori:

£(x,y) = arccos

S?={r cR®|||z|| = 1}.

Na sferi ulogu pravaca imaju velike kruznice, tj. presjeci sfere s ravninama kroz ishodiste.
Jednadzbe takvih ravnina su oblika {a,z) = 0, za a € R?\ {0}.

Propozicija 1.7. Za svake dvije tocke P,Q € S? postoji velika kruznica koja ih sadri.
Ona je jedinstvena osim ako su P i Q antipodalne () = —P), a u tom slucaju postoji
beskonacno mnogo takvih kruznica.

Dokaz. Neka je O ishodiste, tj. srediste sfere S?. Ako P i ) nisu antipodalne, onda su
tocke O, P, () nekolinearne i odreduju jedinstvenu ravninu. Presjek te ravnine sa sferom
je jedinstvena velika kruznica kroz P i ). Ako su P i ) antipodalne, tocke O, P, @ leze
na pravcu. Svaka ravnina koja sadrzi taj pravac odreduje veliku kruznicu kroz P i Q). [

Jednadzba velike kruznice kroz P, Q € S? je (P x Q,x) = 0, pri cemu vektorski produkt
u R? racunamo Laplaceovim razvojem sljedeée determinante po prvom retku:

€1 €2 €3
P x Q = | P1 P2 DP3 |- (13)
a1 42 g3

Ovdje su e; = (1,0,0), e; = (0,1,0) i e5 = (0,0, 1) vektori kanonske baze, a p; 1 g; su
komponente vektora P i (). Vektorski produkt ima svojstva:

1. P x @ je okomit na P i @,

2. (P, + BP) x Q = a(Py x Q)+ (P, x Q),

3. Qx P=—-PxQ,

4. P x () =0 ako i samo ako su P i () proporcionalni.

Presjek dvije velike kruznice zadanih jednadzbama (a,xz) = 0 i (b,z) = 0 je par

antipodalnih tocaka sfere
axb

lax b]l"
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Slika 1.1: Sferni trokut.

Dakle, u sfernoj geometriji nema paralelnih pravaca. Identificiranjem antipodalnih tocaka
sfere dobivamo projektivnu ravninu PG(2,R) u kojoj kroz svake dvije tocke prolazi je-
dinstveni pravac i svaka dva pravca sijeku se u jedinstvenoj tocki.

Udaljenost tocaka na sferi S? ne podudara se s udaljenosti u ambijentnom prostoru R3.
Zelimo da d(P, Q) bude najkraéa udaljenost od P do @ kad se gibamo po sferi, tj. duljina
dijela velike kruznice kroz P i ). To se podudara s mjerom kuta izmedu vektora £(P, Q).
Buduéi da je | P|| = ||@]| = 1, racunamo je po formuli

d(P, Q) = arccos(P, Q). (1.4)

Najveéu mogucéu udaljenost postizu antipodalne tocke: d(P, —P) = arccos(—1) = .

Sferni trokut ¢ine tri nekolinearne tocke A, B,C € S?, tj. tocke koje ne pripadaju
istoj velikoj kruznici. Duljne stranica trokuta oznacavamo a = d(B,C), b = d(A,C) i
¢ = d(A, B). Kutevi trokuta su kutevi izmedu odgovarajucih velikih kruznica BC, AC
i AB. Njihove mjere odgovaraju mjerama kuteva izmedu pripadnih ravnina u R3, tj.
njihovih vektora normale B x C;, A x C'i A x B. Rac¢unamo ih po formulama

(Ax B,Ax(C)
[Ax B - [[AxC

Q¢ = arccos

i analogno za (8 i 7. Suma mjera kuteva sfernog trokuta veca je od .

1.3 Prostor Minkowskog

Model hiperboli¢ne ravnine mozemo izgraditi kao sferu u R? imaginarnog polumjera i =
v/—1. Za to trebamo modificirati standardni skalarni produkt promjenom predznaka
zadnjeg pribrojnika:

b(x,y) = T1y1 + Tayp — T3Ys3.

Time nismo pokvarili bilinearnost i simetri¢nost:
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svjetosni

prostorni

Slika 1.2: Svjetlosni konus u prostoru Minkowskog.

i b(O[l'l + /Bany) = ab($17y> + ﬁb(l’g,y),
* b(z,y) = by, z).

Svojstvo pozitivnosti ne vrijedi za modificirani skalarni produkt: postoje vektori x € R?
takvi da je b(z,z) < 0 i vektori z # 0 takvi da je b(z,z) = 0. Modificirani skalarni
produkt ipak zadovoljava ovaj uvjet nedegeneriranosti:

e ako je b(z,y) = 0 za sve y € R3, onda je z = 0.

Ako je b(z,x) > 0, za x kazemo da je prostorni vektor. Ako je b(z,x) < 0 kazemo da je
vremenski vektor, a u slucaju b(z,z) = 0, x # 0 kazemo da je svjetlosni vektor. Vektorski
prostor s takvim skalarnim produktom nazivamo prostorom Minkowskog. On predstavlja
prostorno-vremensku geometriju Einsteinove specijalne teorije relativnosti [7].

Za model hiperboli¢ne ravnine trebamo vektorski produkt u prostoru Minkowskog.
Zelimo modificirati standardni vektorski produkt u skladu s modifikacijom skalarnog pro-
dukta. Promotrimo vezu izmedu standardnog vektorskog i standardnog skalarnog pro-
dukta: za u,v € R3, vektorski produkt u x v je jedinstveni vektor z € R3 za koji vrijedi

Ty T2 T3
det | uy up us | = (z,1), Vo € R®.
U1 V2 U3

Preslikavanje = — det(x,u,v) je linearni funkcional na R?, pa ga po Rieszovu teoremu
mozemo reprezentirati kao « — (z, x). Raspisivanjem vidimo da koordinate od z = u X v
odgovaraju formuli .

Modificirani vektorski produkt u prostoru Minkowskog definiramo analogno: u x v je
jedinstveni vektor z € R? za koji vrijedi

Tr1 T2 X3
det | uy uy wg | =0b(z,2), Vo€ R (1.5)
V1 U2 U3
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Rac¢unamo ga kao determinantu

€1 €2 —¢€3
uXv=|u u Uz |. (1.6)
U1 U2 U3

Vidimo da se od standardnog vektorskog produkta razlikuje po predznaku zadnje ko-
ordinate. Osnovna svojstva modificiranog vektorskog produkta su ista kao standardnog
vektorskog produkta.

Propozicija 1.8. Za sve u,v,u,us € R i o, B € R vrijedi
1. b(u x v,u) = b(u X v,v) =0,
2. (auy + Bug) x v = au; X v) + B(us X v),
J.vXUu=—uXuv,
4. uxv=0 ako i samo ako su u i v proporcionalni.

Dokaz. 1. Oznac¢imo s det(zx,y, z) determinantu matrice kojoj su reci vektori z,y, z €
R3. Onda po formuli vrijedi b(u X v,z) = det(z,u,v), Vo € R3. Posebno,
za x = u slijedi b(u x v,u) = det(u,u,v) = 0, a za x = v dobivamo b(u X v,v) =
det(v,u,v) = 0.

2. Linearnost vektorskog produkta u prvom faktoru slijedi iz multilinearnosti deter-
minante (linearnosti u pojedinim varijablama, tj. recima matrice) i bilinearnosti
modificiranog skalarnog produkta: b((auy + Sug) X v,x) = det(z, auy + fug,v) =
adet(z,uy,v)+ fdet(x, uy, v) = ablu; X v, )+ Fb(uy X v, z) = b(a(uy X v)+ B(ug X
v),x). Ovo vrijedi za svaki z € R, pa zbog nedegeneriranosti od b zaklju¢ujemo
(cuy + Pug) X v = a(uy X v)+ Blug X v).

3. Zamjena dvaju redaka mijenja predznak determinante, pa vrijedi b(v X u,z) =
det(z,v,u) = —det(x,u,v) = —b(u x v,x) = b(—u x v,z), Vo € R3. Zbog nedege-
neriranosti od b slijedi v X u = —u X v.

4. Ako su w i v proporcionalni, vrijedi b(u X v, x) = det(z,u,v) = det(z,u,au) = 0,
Vx € R3. Zbog nedegeneriranosti od b slijedi u x v = 0. Obrnuto, ako je u x v = 0,
vrijedi det(x,u,v) = b(0,2) = 0, Vo € R3. Posebno, za * = e¢; i © = e3 dobivamo
U3 — ugVy = 0 1 ujve — ugvy = 0. Iz toga slijedi % = Z—z = Z—?S’ = a, tj. v = au
ako su nazivnici razli¢iti od nule. U slu¢aju kad su neke od komponenta vektora u
jednake nuli takoder se vidi da vrijedi proporcionalnost.

]

Primijetimo da iz svojstva 2. i 3. slijedi linearnost vektorskog produkta u drugom
faktoru. Jos jedno zajednicko svojstvo modificiranog i standardnog vektorskog produkta
je tzv. mjeSoviti produkt.

Propozicija 1.9. Za sve u,v,w € R? vrijedi b(u X v, w) = b(u,v x w).
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Dokaz. b(u x v,w) = det(w,u,v) = — det(u, w,v) = det(u,v,w) = b(v X w,u) = b(u,v X
w). O

U standardnom unitarnom prostoru R? apsolutna vrijednost izraza (u x v, w) = {(u,v X w)
predstavlja volumen paralelepipeda razapetog vektorima u, v i w. Vektorski produkt nije
asocijativan. Za produkt triju vektora vrijedi sljedeca vazna formula.

Teorem 1.10. (u X v) X w = —b(u, w)v + b(v, w)u.
Dokaz. [

Analogna formula vrijedi i za standardni vektorski i skalarni produkt, ali sa suprotnim
predznakom na desnoj strani: (u X v) X w = {(u,w)v — (v, w)u. Iz teorema slijedi
takozvani Lagrangeov identitet.

Teorem 1.11 (Lagrangeov identitet). b(u x v,u x v) = b(u,v)* — b(u, u) - b(v,v).

Dokaz. b(u x v,u x v) = (prop. = b((u X v) X u,v) = (tm. |1.10)) = b( —b(u,u)v +
b(v, u)u, v) = —b(u,u) - b(v,v) + b(v,u) - b(u,v) = blu,v)* — b(u,u) - b(v,v). O

U standardnom unitarnom prostoru R? Lagrangeov identitet glasi (u x v,u X v) =
(u,u) - (v,v) — (u,v)?, §to mozemo zapisati kao [|u x v[|? = ||u|/?*||v|* — (u,v)?. Buduéi
da je |lu x v||* > 0, iz toga odmah slijedi nejednakost S-C-B: (u, v)* < ||ul]?||v]|*. Vidimo
da je lijeva strana manja od desne za |lu x v||?, a podudaraju se ako i samo ako je
u x v =0, tj. ako i samo ako su u i v proporcionalni. Geometrijski smisao norme ||u x v||
je povrsina paralelograma razapetog s u i v. Vektorski produkt definiran je samo na R3,
ali Lagrangeov identitet mozemo generalizirati na R™ (zadatak .

Iz teorema vidimo da nejednakost S-C-B ne vrijedi u prostoru Minkowskog. Vek-
torski produkt u X v moze biti prostorni ili vremenski vektor, pa njegov skalarni kvadrat
moze biti pozitivan ili negativan. Kasnije ¢emo vidjeti kako treba modificirati nejednakost
S-C-B da bi vrijedila u prostoru Minkowskog.

Baze prostora R?® dobivamo pomoc¢u standardnog vektorskog produkta na sljedeci
nacin. Ako je u x v # 0, tj. w i v nisu proporcionalni, onda je {u,v,u x v} baza.
Ta tvrdnja ne vrijedi za vektorski produkt u prostoru Minkowskog. Npr. za u = (1,0,0)
iv=(0,1,1) jeuxv = (0,—-1,—1) # 0, ali {u,v,u x v} nije baza jer su v i u X v
proporcionalni. Tvrdnja ipak vrijedi ako pretpostavimo da u X v nije nulvektor niti svje-
tlosni vektor (zadatak . U unitarnom prostoru praktic¢nije je raditi s ortonormiranim
bazama.

Iz formule ||z|| = \/b(z, x) slijedi da je norma prostornog vektora pozitivan realan
broj, norma svjetlosnog vektora je nula, a vremenskog vektora je Cisti imaginarni broj
oblika r-1/—1 za r > 0. Da bismo izbjegli kompleksne brojeve, koristit ¢éemo se formulom
|z|| = /|b(z, x)|. Tada mozemo reéi da je vektor normiran ili jediniéni ako je ||z|| = 1.
Za prostorne normirane vektore je b(x,z) = 1, za vremenske je b(z, ) = —1, a svjetlosni
vektori ne mogu biti normirani. Za skup vektora {aj, as, ...} kazemo da je ortonormiran
ako vrijedi

0, zai#j,
b(ai’aj):{il za i = j.
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Propozicija 1.12. Svaki ortonormiran skup triju vektora {a1, as,as} je baza od R3.

Dokaz. Dovoljno je provjeriti linearnu nezavisnost. Pretpostavimo aja; + asas+azas = 0
i pomnozimo “skalarno” s a;, pa dobijemo «;b(a;,a;) = 0. Buduéi da je b(a;, a;) = £1,
slijedi a; = 0, za i = 1,2, 3. 0

Ortonormirana baza ne sadrzi svjetlosne vektore, jer oni ne mogu biti normirani.
Kanonska baza {ej, €5, €3} sadrzi dva prostorna vektora e, e i jedan vremenski vektor es.
Tako izgleda svaka ortonormirana baza prostora Minkowskog.

Propozicija 1.13. Svaka ortonormirana baza prostora Minkowskog sastoji se od dva pros-
torna i jednog vremenskog vektora.

Dokaz. Neka je {ay,aq,as} ortonormirana baza. Sva tri vektora a;, as, az ne mogu biti
prostorni, jer bi tada svaki vektor x # 0 bio prostorni: zapiSemo x = aja; + asas + azasz i
izracunamo b(z, ) = b(30_, aza, S0 cya;) = Yoo, a? > 0. Na isti nacin vidimo da sva
tri vektora ai, as, az ne mogu biti vremenski. Dakle, bar jedan vektor baze je prostorni,
recimo aq, i bar jedan je vremenski, recimo az. Treba pokazati da je tada as prostorni.
Vektorski produkt a; X as je prostorni zbog Lagrangeova identiteta: b(a; X az, a; X ag) =
b(ay,az)? —b(ay,ar)-b(ag, as) = 0> —1-(—1) = 1. S druge strane, po teoremu vrijedi
(a1 X az) X ay = —b(ay, az)az + b(as, az)a; = —0-az+0-a; = 0. Po propoziciji [L.§ vektori
a1 X az i as su proporcionalni, a nenul vektor proporcionalan prostornom vektoru je i sam
prostorni. ]

Propozicija 1.14. Ako je {u,v} ortonormiran skup od dva vektora, onda je {u,v,u x v}
ortonormirana baza prostora Minkowskog.

Dokaz. Ortogonalnost slijedi iz propozicije .8} Normiranonst u x v slijedi iz Lagrangeova
identiteta isto kao u prethodnom dokazu: b(u X v,u x v) = b(u,v)* — b(u,u) - b(v,v) =
0% — (£1) - (£1) = +1. O

Dakle, svaki ortonormirani skup od dva vektora mozemo dopuniti do ortonormirane
baze. Tvrdnja vrijedi i za jedan normirani vektor.

Propozicija 1.15. Svaki normirani vektor prostora Minkowskog sadrZan je u nekoj orto-
normiranoj bazi.

Dokaz. Neka je u normirani vektor. Pretpostavimo da je prostorni, tj. b(u,u) = 1. Uz
mimo bilo koji normirani vremenski vektor, recimo v = e3. Ako su u i v okomiti, dopunimo
{u, v} do baze kao u propoziciji[L.14 U suprotnom je b(u, v) # 0, pa gledamo 7 = u+awv i
izaberemo « tako da u 1 budu okomiti: b(u, u+av) = b(u, u)+ab(u,v) = 1+ab(u,v) =
0= a= b(;—lv) Zatim normiramo v i primijenimo propoziciju . Na analogni nacin
dopunimo u do ortonormirane baze ako je vremenski, tj. b(u,u) = —1. O

Propozicija 1.16. Ako je {a1,aq,as} ortonormirana baza prostora Minkowskog, onda za
svaki vektor x € R? vrijedi
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Dokaz. Zapisemo z = aja; + asas + azaz i pomnozimo “skalarno” s a;: b(x,a;) =
a; b(a;,a;). Bududi da je b(a;, a;) = £1, iz toga slijedi o; = b(z, a;) b(a;, a;). O

Promotrimo sada kako treba modificirati nejednakosti Schwarz-Cauchy-Bunjakovskog
da bi vrijedila u prostoru Minkowskog.

Teorem 1.17 (Nejednakost S-C-B za prostorne vektore). Neka su u i v prostorni vektori
takvi da je u x v vremenski vektor. Tada vrijedi b(u,v)?* < b(u,u)b(v,v).

Dokaz. Slijedi direktno iz Lagrangeova identiteta (teorema |1.11]). O]

Vektorski produkt prostornih vektora u x v moze biti vremenski, prostorni ili svje-
tlosni vektor (zadatak . Mozemo oslabiti pretpostavku teorema i traziti da vrijedi
b(u X v,u x v) <0 (tj. da u x v bude vremenski vektor, svjetlosni vektor ili nulvektor).
Tada vrijedi nejednakost b(u,v)? < b(u,u)b(v,v), ali ne vrijedi karakterizacija dostizanja
jednakosti ako i samo ako su u i v proporcionalni. Npr. za v = (1,1,—1) i v = (0,1,0)
vrijedi b(u,u) = b(v,v) = b(u,v) = 11 jednakost se dostize, ali v i v nisu proporcionalni.
Za vremenske vektore u i v ne trebamo pretpostavku o tipu vektorskog produkta u x v
i vrijedi karakterizacija jednakosti. Nejednakost S-C-B je obrnuta nego u standardnom
unitarnom prostoru.

Teorem 1.18 (Nejednakost S-C-B za vremenske vektore). Neka su u i v vremenski vek-
tori. Tada vrijedi b(u,v)? > b(u,u)b(v,v) i jednakost se dostize ako i samo ako suu i v
proporcionalni.

Dokaz. Tvrdimo da je vektorski produkt w = u X v prostorni vektor ili nulvektor. Vektor
as = II_ZH je jedini¢ni vremenski vektor i po propoziciji mozemo ga dopuniti do
ortonormirane baze {ay, as,az}. Po propozicijivektori a1 1 as su prostorni. Raspisimo
vektorski produkt u toj bazi: w = aia; + asas + azaz. Skalarnim mnozenjem s ag
vidimo da je ag = 0, tj. w = a1a1 + azay. Iz toga slijedi da je w prostorni vektor ili
nulvektor ako je a; = ap = 0. U prvom slucaju iz Lagrangeova identiteta (teorema
dobivamo b(u,v)? > b(u,u)b(v,v), a u drugom slucéaju dobivamo jednakost b(u,v)? =
b(u,u)b(v,v). O

Korolar 1.19. Za svaka dva jedinicna vremenska vektora u i v vrijedi |b(u,v)| > 1.

Predznak produkta b(u,v) jediniénih vremenskih vektora prepoznajemo po njihovim
tre¢im koordinatama.

Lema 1.20. Za jedinicne vremenske vektore u = (uy,us,us) i v = (vy,v9,v3) vrijedi
b(u,v) > 1 ako i samo ako je us - vs < 0, odnosno b(u,v) < —1 ako i samo ako je
us - vg > 0.

Dokaz. Ozna¢imo u = (uj,uz) i v = (vy,ve). To su vektori iz R? i vrijedi b(u,v) =
(w,v) — ugvs, gdje je (., .) standardni skalarni produkt u R?. Za standarnu normu tih
vektora u R? vrijedi

(Il + l[)* = o,
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a jednakost dostize ako i samo ako je u =v = 0. To je ekvivalentno s

[l + 11911* > =2 1]l [[7]].

S lijeve i desne strane dodamo 1 + ||u||?||7||* i faktoriziramo:

(L+ l1@ll?) (1 + 121%) = ([l - 1)°.

Sad iskoristimo b(u,u) = ||u|* — u3 = —1 da bismo izrazili 1 + |[u]|* = w3 i analogno
1+ ||7]|* = v3. Gornja nejednakost prelazi u

(Il I[oll = 1)* < wies, (1.7)

pri ¢emu se jednakost i dalje dostize ako i samo ako je u = v = 0. Iz ove nejednakosti
dokazat ¢emo prvu ekvivalenciju leme.
(=) Neka je b(u,v) > 1, tj. (u,v) — usvz > 1. Iz nejednakosti S-C-B u R? dobijemo

uzvy < (w,v) — 1 < [l |[o] —1. (1.8)

Kad bi vrijedilo ugvs > 0, mogli bismo kvadrirati ovu nejednakost i dobili bismo jedna-
kost u (1.7). Tada bismo imali w = v = 0, $to uvrStavanjem u daje usvy < —1,
kontradikciju. Dakle, mora vrijediti ugvsz < 0.

(<) Obrnuto, neka vrijedi ugvs < 0. Kad bi vrijedilo b(u,v) < —1, onda bismo zbog
bilinearnosti imali b(—u,v) > 1. Istim zaklju¢ivanjem kao u prethodnom smjeru dobili
bismo (—ug)vs < 0, kontradikciju s pretpostavkom. Dakle, mora vrijediti b(u,v) > 1. O

1.4 Model hiperboliéne ravnine H?

Tocke hiperboliéne ravnine H? ¢ine jediniéni vremenski vektori u prostoru Minkowskog s
pozitivnom tre¢om koordinatom:

H? ={z € R? | b(x,x) = -1, 3 > 0}.

Pravci su skupovi tocaka koje zadovoljavaju jednadzbe oblika b(n, x) = 0 za neki jedini¢ni
prostorni vektor n. Taj vektor zovemo polom ili vektorom normale pravca

(={x € H?|b(n,r)=0}.

Svaki takav skup je neprazan jer po propoziciji vektor n mozemo dopuniti do orto-
normirane baze {n, x,y} prostora Minkowskog. Po propoziciji m, jedan od vektora x, y
je vremenski. Ako je npr. x vremenski, onda je x ili —x tocka u H? koja lezi na pravcu /.

Uvjet b(z,z) = —1 <= %+ 22 — 22 = —1 predstavlja jednadzbu dvoplohnog hiper-
boloida u R? s rotacijskom osi x3. Tocke iz H? pripadaju gornjoj plohi tog hiperboloida.
S druge strane, uvjet b(z,r) =1 <= 2? + 232 — 22 = 1 predstavlja jednadzbu jednoploh-
nog hiperboloida u R? s rotacijskom osi z3. Polovi pravaca u modelu H? pripadaju tom
hiperboloidu. Jedan pravac ima dva suprotna pola n i —n.

Propozicija 1.21. Kroz svake dvije tocke P,QQ € H? prolazi jedinstveni pravac.
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Slika 1.3: Model hiperboliéne ravnine u prostoru Minkowskog.

Dokaz. U dokazu teorema [1.18 vidjeli smo da je P x ) prostorni vektor ili nulvektor.
Drugi slucaj po propoziciji [1.8 nastupa samo ako su P i () proporcionalni, a to bi zbog
normiranosti i pozitivnih tre¢ih koordinata znacilo da je P = (). Dakle, Px () je prostorni,

an= % je pol pravca koji sadrzi P i @ (jedini¢ni prostorni vektor okomit na P i Q).

Ako je n’ neki drugi takav vektor, iz teorema slijedi (P x Q) x n' = —=b(P,n') Q +
b(Q,n)P=0-Q+0-P =0, pasu P xQ in' proporcionalni. To zna¢i da sun in’ polovi
istog pravca. Time smo dokazali egzistenciju i jedinstvenost pravca kroz P i Q). O]

Za dokaz jedinstvenosti koristili smo argument na koji ¢emo se ¢esto pozivati:

Lema 1.22. Ako je vektor x okomit na y i z, onda je proporcionalan s vektorskim pro-
duktom y X z.

Neka su /1, 5 dva pravca s polovima nq, ny. Za ta dva pravca kazemo da
e se sijeku, ako je my X ny vremenski vektor,

e su paralelni, ako je ny X ny svjetlosni vektor,

e su ultraparalelni, ako je ny X ng prostorni vektor.

Propozicija 1.23. Pravci koji se sijeku imaju tocno jednu zajednicku tocku.
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paralele

/N

ultraparalele

Slika 1.4: Paralele i ultraparalele u Beltrami-Kleinovu modelu.

Dokaz. Po pretpostavci je ny X no vremenski vektor. Stoga je P = iH:ﬁiZEH jedini¢ni

vremenski vektor okomit na ny i ny. Ako predznak odaberemo tako da treca koordinata
bude pozitivna, imamo tocku P € H? koja lezi na £; i £5. Ako je i Q) tocka iz presjeka
¢y N 4y, onda je vektor @) okomit na polove n; i ny. Po lemi proporcionalan je s
ny X ng, pais P. Zbog normiranosti i pozitivnosti tre¢ih koordinata slijedi ) = P. [

Propozicija 1.24. Pravci koji su paralelni ili ultraparalelni nemaju zajednickih tocaka.

Dokaz. U dokazu prethodne propozicije vidjeli smo da je tocka presjeka proporcionalna
s n1 X ny. Tada bi n; X ny bio vremenski vektor, a pretpostavili smo da je svjetlosni ili
prostorni. 0

Propozicija 1.25. Za svaki pravac { i tocku T v H? koji nisu incidentni postoje toéno
dva pravea kroz T paralelna s € i beskonacno mnogo pravaca kroz T ultraparalelnih s (.

U modelu H? nije lako direktno provjeriti ovo vazno svojstvo hiperboli¢ne ravnine.
Lakse ga je provjeriti u Beltrami- Kleinovu modelu, u kojem su tocke elementi otvorenog
jedini¢nog kruga u R? s centrom u ishodistu, a pravci su tetive tog kruga. Paralelni
pravci odgovaraju tetivama koje se sijeku na rubu kruga (kruznici). Ultraparalelni pravci
odgovaraju tetivama koje leze na pravcima u R? koji se sijeku izvan zatvorenog kruga ili
su paralelni. Ako imamo toc¢ku 7" i pravac ¢ = AB koji nisu incidentni (A i B su tocke
na kruznici), onda su tetive koje leze na pravcima T'A i T'B dvije paralele kroz T sa ¢,
a tetive na pravcima kroz T' izmedu ta dva pravca su beskonacno mnogo ultraparalela
(slika . Propoziciju dokazujemo uspostavljanjem izomorfizma izmedu modela H?
i Beltrami-Kleinova modela.

Dokaz propozicije[I.25. Definiramo projekciju II : R3 \ {(x1,72,0) | 21,79 € R} — R?,
(21, 22, 23) = (32, 52). Vektori iz domene su proporcionalni ako i samo ako ih II presli-

kava u istu tocku iz R2. Vidjeli smo da je za vektore iz H? proporcionalnost ekvivalentna
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podudaranju, pa je restrikcija IT na H? injektivna. Vektor z = (1,22, z3) € R? je vre-
menski ako i samo ako je 27 + 23 — 23 <0 <= (1)’ + (1)’ <1 <= |[(2)] < L
Zato II preslikava H? bijektivno na jedini¢ni otvoreni krug u R?. Pravac { = {z € H? |
b(n,z) = 0} preslikava se u tetivu kruga: b(n,x) =0 <= nix; + nowy — nzrz = 0 <
ny z—; + ng i—; =n3 <= nylli(x) + nylly(x) = ng. Odgovarajuca tetiva ima jednadzbu
nyx + nyy = nz (ovo je jednadzba pravca u R?).

Uzmimo sada polove n i m dvaju pravaca iz H? i promotrimo sjeciste odgovarajuéih
pravaca u R?. To je rjeSenje sustava linearnih jednadzbi

niT—+ngy =ns

mi T+ Moy = M3

koje po Cramerovom pravilu ima koordinate

ng  Nag ny N3

m3 My my ms
)

ny ng ny ng

my Mo my Mo

Tocka s ovim koordinatama lezi unutar jedini¢ne kruznice (z? + y* < 1), na kruznici
(z? + y* = 1) ili izvan kruznice (z? 4+ y* > 1) ako i samo ako je izraz

2

ng N9
m3 Mg

st ns
mp Mms

ny ng
my Mo

negativan, jednak 0 ili pozitivan. Prema formuli ovaj izraz je jednak b(n xm,nxm).
Dakle, vektor n x m je vremenski i pravci u H? se sijeku ako i samo ako se odgovarajuée
tetive sijeku unutar jedini¢ne kruznice. Vektor n x m je svjetlosni i pravei u H? su
paralelni ako i samo ako se odgovarajuce tetive sijeku na jedini¢noj kruznici. Vektor
n X m je prostorni i pravei u H? su ultraparalelni ako i samo ako se odgovarajuce tetive
sijeku izvan kruznice. Zadnji slucaj ukljucuje moguénost da tetive leze na paralelnim
S Y}

my Mg

Sada znamo da su paralele i ultraparalele s pravcem ¢ kroz tocku T ekvivalentne

pravcima u R?, §to je ekvivalentno s

jedini¢ne kruznice. Sa slike [I.4] vidimo da imamo dvije paralele i beskonatno mnogo
ultraparalela. O

Za pravce {1, {5 u modelu H? s polovima n;, ny kazemo da su okomiti ili ortogonalni
i pisemo ¢; L ¢y ako vrijedi b(ny,ny) = 0.

Propozicija 1.26. Ako su pravci ¢, i lo u H* okomiti, onda se sijeku.

Dokaz. Polovi okomitih pravaca ¢ine ortonormiran skup {ni,ns}. Po propoziciji
skup {n1,ng,ny X Ny} je ortonormirana baza, a po propoziciji treéi vektor ny X ng je
vremenski. Zato se pravci £y i ¢y sijeku. O
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Propozicija 1.27. Za svaki pravac € i tocku T u H? postoji jedinstveni pravac kroz T
koji je okomit na £.

Dokaz. Neka je n pol pravca £. Vektorski produkt n x T nije nulvektor, jer bi tada n
i T bili proporcionalni. To nije moguce jer je n prostorni, a T vremenski vektor. Po
zadatku [1.13| je n x T" prostorni vektor, zbog okomitosti na vremenski vektor T'. Stoga

jem = % jedini¢ni prostorni vektor koji je okomit na n i T. To je pol okomice na ¢
kroz T'. Jedinstvenost okomice slijedi iz leme [1.22] O

Primijetimo da su prethodne dvije propozicije o okomitosti u H? iste kao propozi-
cije i o okomitosti u E2. Sljedeéa propozicija pokazuje da se paralelnost i ultrapa-
ralelnost u H? razlikuju od paralelnosti u £

Propozicija 1.28. Ako su dva pravca uw H? ultraparalelni, onda imaju jedinstvenu za-
jednicku normalu. Obrnuto, ako dva pravea uw H? imaju zajednicku normalu, onda su
ultraparalelns.

Dokaz. Neka su nq i ny polovi pravaca f1 i 5. Ako su {1 i {5 ultraparalelni, ny X ns je
prostorni, pa je “Ziizzn pol pravca okomitog na ¢; i /5 (zajednicke normale). Jedinstvenost
zajednicke normale slijedi iz leme [1.22] Obrnuto, ako ¢; i £5 imaju zajednicku normalu s

polom n, tada je ny X ny proporcionalan s n i zato je prostorni, pa su £; i /5 ultraparalelni.
m

Paralelnost pravaca u euklidskoj ravnini E? ekvivalentno je postojanju zajednicke
normale, ali ona nije jedinstvena nego postoji beskona¢no mnogo zajednickih normala
koje su medusobno paralelne. U hiperbolié¢noj ravnini H? ultraparalelni pravci imaju
samo jednu zajednicku normalu, a paralelni pravci nemaju zajednicku normalu.

Promotrimo kako treba definirati okomitost pravaca u Beltrami-Kleinovu modelu hiper-
bolitne ravnine. Polara tocke (xg,7) € R? \ {(0,0)} obzirom na kruznicu 22 + y* = 1 je
pravac s jednadzbom xgz + yoy = 1. Obratno, svaki pravac koji ne prolazi kroz ishodiste
ima jednadzbu tog oblika, pa je njegov pol tocka (zg,v0). Za tocke na kruznici polara
je tangenta u toj tocki, a za tocke izvan kruznice polara je spojnica diraliSta tangenti
spustenih iz (g, yp) na kruznicu (slika [L.5).

(o, yo)

Tox +yy=1

Slika 1.5: Pol i polara u R2.

Za pravce p; i ps u R? kazemo da su konjugirani ako p; prolazi kroz pol od py. To
vrijedi ako i samo ako p, prolazi kroz pol od py, pa je relacija konjugiranosti simetricna.
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Propozicija 1.29. Pravci u modelu H? su okomiti ako i samo ako odgovarajuce tetive u
Beltrami-Kleinovu modelu leZe na konjugiranim pravcima.

Dokaz. Neka pravei u H? imaju polove n = (ny,n9,n3) i m = (my,mo,m3). Vidjeli
smo da odgovarajuce tetive u Beltrami-Kleinovu modelu leze na pravcima s jednadzbama
niT+ngy =ngimyxr+ mey = mg. Polovi tih pravaca obzirom na jedini¢nu kruznicu
su N =(22)=T(n)i M = (2, 22) =II(m). Pravci su konjugirani ako prvi pravac

n3’ ns m3’ m3
sadrzi tocku M, odnosno drugi pravac sadrzi tocku NV, tj. ako vrijedi ny {2 +ng 72 = ng,
odnosno my Z—; + mgo Z—i = mg3. Oba uvjeta ekvivalentna su sa nym; + noms — ngmsz = 0
<= b(n,m) =0, tj. s okomitosti odgovarajuéih pravaca u H?. ]

Idudi cilj je definirati metriku na skupu tockaka hiperboliéne ravnine H?. Prisjetimo
se hiperbolnih funkcija
el +et el —e! sht cht
cht = —— sht = ——— tht = — ctht = —.
2 2 cht’ sht
Analogija s trigonometrijskim funkcijama slijedi iz Eulerove formule e? = cost + isint.
Zbog te formule vrijedi

ch(it) = cost, sh(it) = isint, th(it) = itgt, cth(it) = —ictgt.

Osnovni identitet za trigonometrijske funkcije je cos? t4sin?t = 1, a za hiperbolne funkcije
ch®t —sh®t = 1. Iz toga slijedi da je t — (cost,sint) parametrizacija jedini¢ne kruznice
22 +y* = 1, at — (cht,sht) je parametrizacija desne grane istostrani¢ne hiperbole
2? — y? = 1. Grafovi kosinusa hiperbolnog i sinusa hiperbolnog prikazani su na slici .
Vidimo da je ch parna funkcija i poprima vrijednosti iz skupa [1, +00), a sh je neparna i

poprima sve vrijednosti iz R. Inverzne funkcije su

archt:ln<t+\/t2j>, arsht = In <t+\/m>.

N}
T

Slika 1.6: Grafovi funkcija ch x (lijevo) i shx (desno).
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Pritom su domena i kodomena arch : [1,+00) — [0, +00), odnosno arsh : R — R.
Udaljenost tocaka P,Q € H? definiramo formulom

d(P,Q) = arch(—b(P, Q)). (1.9)

Tocke P i@ su jediniéni vremenski vektori s pozitivnom tre¢om koordinatom. Po lemi[I.20]
vrijedi —b(P, Q) > 1 i definicija je dobra, tj. udaljenost svake dvije tocke je nenegativan
realan broj.

Teorem 1.30. Funkcija d : H?> x H?> — R definirana formulom (1.9)) je metrika.

Dokaz. Vrijedi d(P,Q) > 0 jer funkcija arch poprima nenegativne vrijednosti. Vrijed-
nost 0 poprima samo za argument 1 = —b(P, Q), §to je zbog teorema ekvivalentno
s proporcionalnosti P i (). Zbog normiranosti i pozitivnih tre¢ih koordinata to je ek-
vivalentno s P = ). Simetri¢nost d(P,Q) = d(Q, P) slijedi iz simetri¢nosti bilinearne
forme b.

Za dokaz nejednakosti trokuta uzmimo tri tocke P, Q,T € H?. Vektor @ je okomit na
TxQ@QiP xQ, paje zbog leme proporcionalan s njihovim vektorskim produktom.
Zato je taj produkt vremenski vektor ili nulvektor, pa po teoremu|l.17| vrijedi nejednakost

(T xQ,PxQ)P?<bTxQ,TxQ)-b(PxQ,PxQ). (1.10)
S druge strane vrijedi

(T xQ,PxQ)=0b(TxQ)*xP,Q)=b-bT,P)Q+bQ,P)T,Q) =
=—b(T, P)b(Q,Q) + b(Q, P)b(T,Q) =b(P,T) + b(P,Q)b(T,Q).

Uz oznake a = d(P,T), b = d(T,Q), ¢ = d(P,Q), tj. cha = —b(P,T), chb = —b(T,Q),
che = —b(P,Q), prethodnu jednakost mozemo zapisati kao

b(T'xQ,PxQ)=—cha+chb-che. (1.11)
Iz Lagrangeova identiteta (teorema [1.11)) slijedi
WT xQ,T xQ)=bT,Q)*—b(T, T)b(Q,Q) = ch? — 1 = sh?b, (1.12)

b(P xQ,PxQ)=0bP,Q)*—b(P,P)bQ,Q) = ch’c — 1 = sh’c. (1.13)

Uvrstavanjem (1.4), (T.12) i (1.13) u (1.10) slijedi (chb chc — cha)? < sh?b - sh*c. Zbog
nengativnosti sh b, sh ¢ mozemo izvaditi korijen, pa dobivamo

chbchec—cha <shbshc <= chbchc—shbshec<sha.

Iz adicijske formule za hiperbolni kosinus (zadatak [1.24)) slijedi ch(b — ¢) < cha, tj.
c—b < |b—c| < a. Time smo dokazali ¢ < a+b, odnosno d(P, Q) < d(P,T)+d(T,Q). O



1.4. MODEL HIPERBOLICNE RAVNINE H? 17

Objasnimo sada geometrijsku motivaciju za definiciju metrike . Rekli smo da me-
trika na sferi zadana analognom formulom odgovara geodetskoj udaljenosti, tj. duljini
luka velike kruznice kroz tocke P i (). Ako tocke leze u xy—x3 ravnini, veliku kruznicu
mozemo parametrizirati s «(t) = (sint,0,cost). Duljinu parametrizirane krivulje za
t € [t1,t2] racunamo kao integral j;tf |&(t)||d¢. U nasem slucaju je &(t) = (cost, 0, —sint) i
|&(t)|| = Vcos?t + sin®t = 1. Imamo parametrizaciju jedini¢ne brzine (“duljinom luka”),
pa je fttf |la(t)]|dt = ttf dt =ty — t;. To se slaze s formulom ([1.4):

d(a(ty), a(ts)) = arccos (a(ty), a(ty)) = arccos (sin t1 sinty 4 costy costy) =

= arccos (cos(ty — t1)) = to — t1.

Koristili smo adicijsku formulu za kosinus.

Sli¢no, presjek gornje plohe jednopolohnog hiperboloida z? +x3 —x3 = —1 s z;—3 rav-
ninom (“pravac u H?”) je hiperbola koju mozemo parametrizirati s a(t) = (sht,0,cht).
Brzina parametrizacije je &(t) = (cht,0,sht) i njezina standardna norma je ||&(t)| =
Vch?t +sh?t = y/ch(2t). Integral te funkcije nije elementaran, ali u modelu H? ambi-
jentni prostor nije standardni unitarni R*, nego prostor Minkowskog. Ako uzmemo normu
u prostoru Minkowskog, dobivamo jediniénu brzinu ||é(t)|| = v/ch®¢ — sh*t = 1 i integral
koji predstavlja duljinu krivulje je f:f dt =ty — t;. To se ponovo slaze s udaljenosti po

formuli ([1.9):
d(a(tl), Oé(tg)) = arch (—b(Oé(tl), Oé(tg))) = arch (-(Sh tl Sth —ch tl ch tg)) =
= arch (cht; chty — sht; shty) = arch (ch(ty —t1)) =ty — t;.

Ovdje smo koristili adicijsku formulu za kosinus hiperbolni (zadatak .
Pogledajmo sada kako bismo parametrizirali pravac kroz proizvoljne tocke P,Q € H?
duljinom luka. Pol tog pravca je
PxQ

n= ————.
1P > Q

Skup {n, P} je ortonormiran, pa ga po propoziciji dopunimo do ortonormirane baze
s vektorom v = n x P. Buduéidajen L P,QQin L P,v, zakljucujemo da P,Q i Pv
razapinju isti potprostor od R3: [{P,Q}] = [{P,v}]. Vektori u tom potprostoru su oblika
@P+vv za p,1 € R. Dabi to bila tocka u H?, mora vrijediti —1 = b(@P+v¢v, opP+wv) =
— P2+ = =% = 1. Iz * = 1 +9? > +? vidimo da je |p| > [¢], a P ima pozitivnu
tre¢u koordinatu. Da bi i vektor ¢ P +1v imao pozitivnu treé¢u koordinatu, mora vrijediti
¢ > 0. Dake, (¢,7) je tocka na desnoj grani hiperbole zadane jednadzbom ¢* — % =1,
pa postoji jedinstveni ¢ € R takav da je ¢ = cht i ¥ = sht. Jedini¢na parametrizacija
pravca kroz P i @ je oblika

a(t) = (cht) P+ (sht)wv. (1.14)

Propozicija 1.31. Za sve t;,ty € R udaljenost tocaka zadanih parametrizacijom (|1.14])
je
d(a(tr), altz)) = [tz — ta].
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Dokaz.
d(a(ty), a(te)) = arch(—=b((cht;)P + (shty)v, (chty) P + (shita)v))
= arch(—(—cht; chty + sht; shty)) = arch(cht; chty — shty shis)
= arch(ch(t; — t3)) = |ta — t1].
[

Uvrstavanjem ¢ = 0 u ((1.14)) dobivamo «(0) = P. Vektor v je jediniéni prostorni
vektor okomit na P kojeg nazivamo vektorom smjera parametrizacije ((1.14). U euklidskoj
ravnini £? jediniéna parametrizacija pravaca je oblika

a(t) = P +tu. (1.15)

Pritom je P € R? neka tocka pravca £, a v € R? ||v|]| = 1 je jedini¢ni vektor smjera.
Buduéi da v razapinje smjer pravca /¢, jedinstveno je odreden do na predznak bez obzira
na izbor tocke P € £. U hiperboli¢noj ravnini H? takoder moZemo zamijeniti v sa —v, ali
smjer tog vektora ovisi o izboru “pocetne tocke” parametrizacije P (zadatak .

Pomocu jedini¢ne parametrizacije definiramo relaciju “biti izmedu” za tocke na pravcu:
zat) <t <ty kazemo da je tocka a(t) izmedu tocaka a(ty) i a(ty). Pokazuje se da definicija
ne ovisi o izboru parametrizacije. S ovim pojmom mozemo karakterizirati dostizanje
nejednakosti trokuta za metriku (1.9)).

Propozicija 1.32. U nejednakosti trokuta d(P,Q) < d(P,T) + d(T,Q) jednakost se
dostize ako i samo ako je tocka T izmedu tocaka P i Q.

Dokaz. Dostizanje nejednakosti trokuta ekvivalentno je s dostizanjem nejednakosti (|1.10))
iz dokaza teorema m U tom slucaju vektor (7' x Q) x (P x Q) = =b(T, P x Q)Q +
b(Q,P x Q)T = —b(T, P x @) nije vremenski, nego je nulvektor. Tada je T okomit na
Px@, tj. lezi na pravcu kroz P i Q). Ako je a parametrizacija tog pravca, postoje p,t,q € R
takvi da je P = a(p), T = a(t), Q@ = a(q). Po propoziciji vrijedi d(P, Q) = |p — q|,
d(P,T) = |p—t|, d(T,Q) = |t — q|. Sada znamo da vrijedi [p —¢q| = |p —t|+ |t — ¢|, a
pokazuje se da je to ekvivalentno s p <t < qili ¢ <t <p. O

Okomitost pravaca takoder mozemo karakterizirati pomocu njihovih parametrizacija,
odnosno vektora smjera.

Propozicija 1.33. Pravci s jedinicnim parametrizacijama o(t) = (cht) P + (sht)wu 1
B(t) = (cht) P+ (sht)v su okomiti ako i samo ako su im vektori smjera u i v okomiti,
tj. b(u,v) = 0.

Dokaz. Okomitost pravaca definirali smo preko okomitosti njihovih polova, a to su P x u i
P xwv. Vrijedi b(Pxu, Pxv) = b((Pxu)x P,v) = b(—b(P, P)u+b(u, P)P,v) = b(u,v). O

Bitno je da su pravci parametrizirani s istom pocetnom tockom P, njihovim sjecistem.
Kad bismo drugi pravac parametrizirali s nekom drugom pocetnom tockom §(t) = (cht) Q+
(sht)v, za Q # P, ne bi vrijedila karakterizacija okomitosti preko vektora smjera u i v.
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Skup svih tocaka izmedu A, B € H? nazivamo duZinom s krajevima A, B i ozna¢avamo

AB. Ako je a(t) = (cht) A+ (sht) v jediniéna parametrizacija pravca AB i L = d(A, B),

duzina je skup «([0, L]). Poloviste duzine je tada P = a(%), a simetrala duzine pravac

kroz poloviste P okomit na pravac AB. Po propoziciji duzina s krajevima A # B
ima jedinstvenu simetralu.

Propozicija 1.34. Tocka T lezi na simetrali duzine AB ako i samo ako vrijedi d(T, A) =
d(T, B).

Dokaz. Neka je n = % pol pravca AB. Po zadatku [1.26 poloviste duzine AB je

tocka P = ”f‘i—g”. Vidimo da je b(P,n) = 0, pa simetrala ima jedini¢nu parametrizaciju
a(t) = (cht) P+ (sht)n. Pretpostavimo prvo da tocka T lezi na simetrali, tj. da za neki
t € R vrijedi T'= «(t). Rac¢unamo:

b(T, A) = b((cht) P+ (sht)n, A) = (cht)b(P, A) + (sh)b(n, A)

cht cht
= ———b(A+ B,A) = ——(b(A,B) — 1).
|A+ Bl A+ B
Isti izraz dobijemo kad izra¢unamo b(T, B), pa po formuli (1.9) vrijedi d(T, A) = d(T, B).
Obrnuto, pretpostavimo da je d(T,A) = d(T, B), tj. b(T,A) = b(T,B) = /. Pol

simetrale je m = n x P, pa racunamo

b(T,m):b(T,nxP):b(TXn’p):b<T AxB A+B )

X )
A B [|A+ Bl

1 L,
A Bl |A+ B

=—ab((Ax B)xT,A+ B) = —ab(—b(A, T)B+b(B,T)A, A+ B)
= —afb(A+ B,A—B) = —af (blAA) — b(AB) + b(B-A) — b(B:B)) = 0.

Dakle, tocka T lezi na simetrali duzine AB. ]

(T'x (Ax B),A+b)=ab(T x (Ax B),A+ B)

Neka je a(t) = (cht) P+ (sht) v jediniéna parametrizacija nekog pravca u H?. Skup
a([0, +00)) zovemo polupravcem s vrhom P i vektorom smjera v. Za razliku od pravca /,
kojeg mozemo parametrizirati s bilo kojom pocetnom tockom P € /¢ i vektor smjera v mu
mozemo zamijeniti s —v, polupravac ima jednozna¢no odreden vrh i vektor smjera. Ako
polupravcu zamijenimo vektor smjera v s —v, dobivamo suprotni polupravac koji lezi na
istom pravcu, a presjek im je samo vrh.

Propozicija 1.35. Za svake dvije tocke A, B € H? postoji jedinstveni polupravac s vr-
hom A koji sadrzi B.

Dokaz. Neka je n = uﬁ—gu pol pravca AB. Rije¢ je o polupravcu s vrhom A i vektorom
smjera v =n X A. m
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Popupravac iz prethodne propozicije oznacavamo 1@ Kut je neureden par polupra-
vaca s istim vrhom. Te polupravce h i k nazivamo krakovima kuta, a kut oznaCavamo

Z(ﬁ, /;) Za tri tocke A, B,C € H? oznake ZABC i ZCBA znac¢e kut s krakovima B—1>4

i BC. Definicije kuta, polupravca i duzine u modelu euklidske ravnine E? su iste, samo
se koristimo euklidskom jediniénom parametrizacijom ([1.15)). Ako krakovi A i k& imaju

jedini¢ne parametrizacije a(t) = P +tu i 5(t) = P + tv, euklidsku mjeru kuta Z(h, l;)
oznacavamo £ (h, k) i definiramo kao kut izmedu vektora smjera u i v:

£(h, k) = arccos(u, v). (1.16)

Mjeru kuta u modelu hiperboli¢ne ravnine H? definiramo analogno. Ako krakovi hik
imaju jedini¢ne parametrizacije a(t) = (cht) P + (sht)u i 5(t) = (cht) P + (sht) v, tj.
vektore smjera u i v, mjera kuta je

£(h, k) = arccos b(u, v). (1.17)

Budud¢i da su u i v oba okomiti na P, vektorski produkt u x v je vremenski vektor
ili nulvektor. Po teoremu vrijedi b(u,v)? < b(u,u) - b(v,v) = 1, tj. |b(u,v)] < 1.
Zato mozemo izracunati arkus kosinus i definicija je dobra. Za u = v je b(u,v) = 1 =
A{(ﬁ, /;) = A(ﬁ, ﬁ) = arccos 1 = 0. To je mjera nulkuta, kojem se krakovi podudaraju. Za
u = —v krakovi su suprotni polupravci, a kut zovemo ispruZenim kutom. Njegova mjera
je Ai(ﬁ, lg) = A{(f_i, —E) = arccos(—1) = 7. Nadalje, krakovi su okomiti ako je b(u,v) = 0
(propozicija . Takav kut nazivamo pravim kutom i mjera mu je arccos(0 = 7.

Propozicija 1.36. Za tri tocke A, B,C € H? mjera odgovarajuéeq kuta je

BxA Bx(C ))
|1Bx A" |BxC|))"

LABC = arccos (b (

Dokaz. Vektori m = % in = % su polovi pravaca BA i BC. Vektori smjera

polupravaca BA 1 BA su u = m X Biv = n x B. Po definiciji je mjera {ABC =
arccos(b(u,v)), a propozicija tvrdi da je jednaka arccos(b(m,n)). Dovoljno je pokazati
b(u,v) = b(m,n):

b(u,v) =b(m x B,n x B) =b((m x B) xn,B) =b(—b(m,n)B + b(B,n)m, B) =
= —b(m,n)b(B, B) = b(m,n).
Koristili smo propoziciju [L.9] teorem te b(B,n) =01b(B,B) = —1. O

Mjeru kuta definirali smo kao kut izmedu vektora smjera krakova, a po prethodnoj
propoziciji mogli smo je definirati kao kut izmedu polova pravaca na kojima leze krakovi.
Neka je ¢ pravac s polom n. Poluravnine odredene tim pravcem su (T = {x € H? |
b(n,z) > 0} i ¢~ = {x € H* | b(n,x) < 0}. Definicije su analogne kao u modelu
euklidske ravnine E?, gdje su pravci zadani jednadzbama oblika (n, z) = 3, a odgovarajuce
poluravnine nejednadzbama (n,z) > i (n,z) < 8. Ocito vrijedi £ UL~ = H?\ £. Idudi
teorem omogucuje nam da s pomocu duzina, tj. relacije “biti izmedu” za tocke na pravcu,
odredimo pripadaju li tocke A, B € H? \ / istoj ili suprotnim poluravninama.
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Teorem 1.37. Tocke A, B € H?\ ¢ pripadaju istoj poluravnini odredenoj pravcem £ ako
i samo ako duZina AB ne sijece (.

Dokaz. Neka pravac £ ima pol n. Pretpostavimo da A i B pripadaju istoj poluravnini,
recimo A, B € ¢*. Tada vrijedi b(n, A) > 01 b(n, B) > 0. Neka je a(t) = (cht)A+ (sht)v
jedini¢na parametrizacija polupravca AB. Tada je B = (ch L)A+ (sh L)v za L = d(A, B),
a tocke na duzini AB su oblika T = a(t) = (cht)A + (sht)v za t € [0,L]. Pokazat
¢emo da duzina ne sijece pravac ¢ tako da pokazemo b(n,T) > 0. Iz b(n, B) > 0 slijedi

b(n,v) > —2Lb(n, A), pa zakljuéujemo

b(n,T) = b(n, (cht)A + (sht)v) = (cht)b(n, A) + (sht)b(n,v) >

ch L ~ b(n, A) B
> (cht)b(n, A) + (sht) <—m b(n, A)) =17 (shL cht— chL sht) =
_ b(n, 4)
= = sh(L—1) > 0.

Koristili smo adicijsku formulu za hiperbolni sinus (zadatak [1.24)).

Obrnuto, pretpostavimo da duzina AB ne sijece ¢. Kad bi tocke A i B pripadale
razlicitim poluravninama, recimo A € ¢~, B € {*, vrijedilo bi b(n, A) < 0, b(n, B) > 0.
Tada bi funkcija f : [0,L] — R, f(t) = b(n,a(t)) u rubovima poprimala vrijednosti
suprotnog predznaka. Zbog neprekidnosti postojao bi ¢ty € (0, L) takav da je f(ty) = 0,
pa bi odgovarajuéa tocka Ty = a(ty) bila iz presjeka AB N {. Zato A i B pripadaju istoj
poluravnini odredenoj s /. [l

Unutrasnjost kuta ZABC' je presjek poluravnine odredene pravcem AB koja sadrzi
tocku C' i poluravnine odredene pravcem BC' koja sadrzi tocku A. Definicija nema smisla
za nulkutove i ispruzene kutove, jer su tada tocke A, B, C kolinearne. Unutrasnjost tih
kutova nije definirana.

Teorem 1.38. Neka je ZABC' kut c¢ija je unutrasnjost definirana i neka njegovi krakouvi
imaju vektore smjera u i v. Unutrasnjost tog kuta sastoji se od svih tocaka X € H?

takvih da je vektor smjera polupravca BX linearna kombinacija od v © v s pozitivnim
koeficijentima.

Dokaz. Neka je X € H?\ {B} bilo koja tocka i neka je w vektor smjera polupravca BX.
Vektori u, v i w zadovoljavaju jednadzbu b(x, B) = 0, a to je jednadzba dvodimenzional-
nog potprostora od R3. Skup {u,v} je baza tog potprostora (linearno je nezavisan jer
ZABC nije nulkut niti ispruzeni kut, pa w i v nisu proporcionalni). Zato postoje «, 5 € R
takvi da je w = au + fv. Dokazat ¢emo da je X u unutrasnjosti kuta ZABC' ako i samo
ako su @ > 01 > 0. Postoji t > 0 takav da je X = (cht)B + (sht)w. Pol pravca na

kojem lezi krak BA je u x B. Ratunamo:
b(X,u x B) =b((cht)B + (sht)(au+ fv),u x B) =
= (cht)b(B,u x B) + (sht) ab(u,u x B) + (sht) fb(v,u x B) =
= (sht) Bb(v,u x B).
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Postoji s > 0 takav da je C' = (ch s)B+ (sh s)v. Iz toga mozemo izraziti v = J-C' — 94 B

i uvrstiti u gornju jednadzbu:

b(X,ux B) = (sht) 8b(L-C — LB, ux B) = 2L 3p(C,u x B) — LD 3j(B y x B)
= B p(Coux B).

sh s

Bududi da je ® Sht > (, vidimo da su b(X,u x B) i b(C,u x B) istog predznaka ako i samo

ako je g > 0. Dakle X i C su s iste strane pravca AB ako i samo ako je § > 0. Na isti
nacin vidimo da su X i A s iste strane pravca BC' ako i samo ako je a > 0. [

Sljedec¢a dva teorema pokazuju da je kutna mjera u H? aditivna.

Teorem 1.39. Neka je ZABC kut c¢ija je unutrasnjost definirana i X tocka u njegovoj
unutrasnjosti. Tada je LABX + A XBC = LABC.

—
Dokaz. Neka su u, v i w redom vektori smjera polupravaca BA, B? i L?)_(z . Iz prethodnog
teorema slijedi da je w = au + fv za neke a, § > 0. Trebamo dokazati

arccos b(u,v) = arccos b(u, w) + arccos b(w, v).
Oznag¢imo t = b(u,v). Tada vrijedi
b(u,w) = b(u, au + fv) = ab(u,u) + pb(u,v) = a + B,
b(w,v) = blau + fv,v) = ab(u,v) + Bb(v,v) = at + 3.
Dakle, trebamo dokazati
arccost = arccos(a + ft) + arccos(at + 3). (1.18)

Na desnu stranu primijenit ¢emo adicijsku formulu za arkus kosinus

arccos x + arccos y = arccos(zy — V1 — 2y/1 — 2)
zax=a+ ftiy=at+ [ (zadatak[1.33). Vrijedi
1 = b(w,w) = blau + Bv,au + Bv) = o® + B + 2apt
iz ¢ega dobivamo
1—2%=1—0a” —2a8t — B> = o’ + 3° + 2081 — o¥ — 2087 — 1> = —12),
1—y*=1—-0a%*—2aBt — B =0 +ﬂ2/+/g(/3/_ —M—ﬂz 2(1—t).

Stoga je

2y —V1—12/1 -2 = (a+ ft)(at + B) — af(l —t?) =
= a’t + off + aft? + B2t — off + aft? =
=t(a? + %+ 2apt) =t

i dobili smo upravo formulu (|1.18)). O
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Slika 1.7: Hiperboli¢éni trokut.

Teorem 1.40. Neka je ZABC ispruzeni kut i X tocka koja ne lezi na praveu AB = BC.
Tada je LABX + £ XBC = 7.

Dokaz. Uz iste oznake kao u prethodnom teoremu, vektori smjera u i v su sada suprotni
(v = —u) i ne mozemo izraziti w kao njihovu linearnu kombinaciju. Tvrdnja teorema

arccos b(u, w) + arccos b(w, v) = arccos b(u, w) + arccos(—b(u, w)) =
slijedi direktno iz adicijske formule arccos 2 + arccos(—z) = 7 (zadatak [1.33)). O

Trokut u H? definiramo kao skup od tri nekolinearne tocke { A, B, C'}. Te totke zovemo
vrhovima trokuta i trokut ozna¢avamo AABC. Stranice trokuta su duzine BC, AC, AB,
a kutovi trokuta LZBAC, ZABC, ZACB. Duljine stranica oznacavamo redom a, b, ¢, a
mjere kutova «, 3, v. Unutrasnjost trokuta je presjek unutrasnjosti njegovih kutova.

Primjer 1.41. Promotrimo trokut v H* s vrhovima A = (0,0,1), B = (4,8,9) i C =
(2,2,3). Duljine njegovih stranica su

a=d(B,C) = arch(—b(B,(C)) = arch(—8 — 16 + 27) = arch 3,
b=d(A,C) = arch(—b(A,C)) = arch(0 + 0+ 3) = arch 3,
¢ =d(A, B) = arch(—b(A, B)) = arch(0 + 0 + 9) = arch 9.

Vidimo da vrijedi a = b, tj. trokut je jednakokracan. U euklidskoj ravnini mjere kutova
nasuprot krakovima bile bi jednake. Za mjere kutova u hiperbolicnoj ravnini trebaju nam
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vektorski produkti, koje racunamo po formuli (1.6): Ax B = (=8,4,0), AxC = (—-2,2,0)
i BxC =(6,6,8). Po propoziciji mjere kutova nasuprot krakovima su

AxB AxC (—8,4,0) (—2,2,0)
“ ¢ ( (IIAxBII’IIAxOH)> ( (¢64+16’ Vitd

— aIrCcCos (w) — arCcos (i) — arccos (i)
V640 810 V10/) '

BxA BxC (8,-4,0)  (6,6,8) ))
= {ABC = b : = b ) =
b arecos ( (||B < Al 1B x C’||>) e ( (\/64+ 16’ /36 + 36 — 64

(48 — 24 — 0) ( 24 ) < 3 )
= arccos [ ———=— | = arccos | ——= | = arccos | — | .
v/ 640 8v10 v 10

Zaista vrijedi o = [, a mjera treceg kuta je

CxA CxB (2,-2,0) (—6,—6,—8) ))
=ALACB = b = b
i ( (uc < A["JC % B||>) ( < VAt 4 /3613664

T
= arccos( = 5

Dakle, AABC' je pravokutni trokut s pravim kutom pri vrhu C. U euklidskoj ravnini u

™

jednakokracnom pravokutnom trokutu mgere kutova nasuprot katetama su o = 3 = 7 =

45°. U nasem trokutu je o = = arccos (%) ~ 0.321751 =~ 18°26'6". Vidimo da je u
ovom trokutu o+ f+ v < m = 180°.

1.5 Hiperboli¢na trigonometrija

Osnovna zadaca trigonometrije je odredivanje nepoznatih veli¢ina trokuta iz zadanih
velicina. U euklidskom pravokutnom trokutu s katetama duljina a i b, hipotenuzom
duljine c i kutovima mjera « i 5 vrijedi

b
cosa = —, cos ff = ¢ (1.19)
c c

S pomocu tih relacija mozemo izracunati duljinu katete iz duljine hipotenuze i mjere
prilezeceg kuta, a s pomocu relacija

b
sina = E, sinff = - (1.20)
c c

iz mjere nasuprotnog kuta. Relacije koje povezuju duljine dviju kateta s mjerama kutova
su

b
tgazctgﬁz%, tgﬁzctga:a. (1.21)

Euklidski pravokutni trokut odreden je jednim svojim ostrim kutom do na sli¢nost, a
omjeri njegovih stranica jednoznacno su odredeni. Zato ove relacije mozemo shvatiti kao
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definicije trigonometrijskih funkcija za kutove iz intervala (0, 7). Poznatom konstrukcijom
namatanja brojevnog pravca na kruznicu proSirujemo ih do funkcija definiranih na R.

Cilj nam je doé¢i do hiperbolicnih analogona relacija ((1.19)), (1.20), (1.21) i drugih
trigonometrijskih identiteta u modelu H?. U ¢lanku [I5] uz to su dani i odgovarajuéi
rezultati sferne trigonometrije. Prvo ¢emo izvesti hiperboli¢ni teorem o kosinusu, koji u
euklidskoj ravnini glasi

¢ = a4+ b* — 2abcos . (1.22)

Ova relacija vrijedi u svakom trokutu (ne samo pravokutnom) i omoguéuje nam izracuna-
vanje kuta « iz duljina stranica a, b, c. Mozemo je shvatiti kao generalizaciju Pitagorina
2 = a® + b% na opée trokute.

teorema c
Teorem 1.42 (Hiperboliéni teorem o kosinusu). U svakom hiperbolicnom trokutu vrijedi

che=cha chb—sha shb cosy. (1.23)

Dokaz. 1z formule za udaljenost (|1.9) slijedi cha = —b(B,C), chb = —b(A,C) i che =
—b(A, B). S druge strane, po propoziciji je

cosy—b( CxA CxB )_ b(C x A,C x B)
ICx A" ICx Bl [ICx Al -|C x B|I

Iz propozicije [1.9|1 teorema [1.10] dobivamo

b(C x A,C x B)=b((C x A) x C,B) =b(—b(C,C)A+b(A,C)C,B) =
=b(A+b(A,C)C,B) =b(A,B)+b(A,C)b(B,C) =cha chb—che

IC x A||2 = b(C x A,C x A) = b((C x A) x C, A) = b(—b(C, C)A +b(A, C)C, A) =
= b(A+ b(A, C)C, A) = b(A, A) + b(A,C)* = ch®b — 1 = sh?b,

Slika 1.8: Pravokutni trokut.
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a slicnim rac¢unom slijedi |C' x B||?> = sh® a. Dakle,

cha chb—-che
sha shb

cosy =
sto je ekvivalentno formuli (|1.23)). O

Iz prethodnog teorema slijedi Pitagorin teorem u modelu H?.

Korolar 1.43 (Hiperboli¢ni Pitagorin teorem). U hiperbolicnom trokutu vrijedi v = %
ako i samo ako je

che=chachb.

Dokaz. Uocimo da je v = 7 ekvivalentno s cosy = 0. O]

Sada mozemo izvesti hiperboli¢nu verziju relacije ((1.19). Za pravokutni trokut kosinus
kuta je omjer prileze¢e katete i hipotenuze, ali na brojnik i nazivnik treba primijeniti
tangens hiperbolni.

Korolar 1.44. U hiperbolicnom trokutu s pravim kutom pri vrhu C' vrijedi

thd 5 tha
cosq = — cos B = —.
the’ the

Dokaz. 1z hiperboli¢nog teorema o kosinusu [1.42]i Pitagorina teorema slijedi

chbche—cha chach?b—cha cha(ch®b—1)

Ccos o = =

shb shc shb shc N shb shc
_chash®b  chashb S¥shb 52 thbd
~ shbshe  she  she she ~ the
Na isti na¢in dobivamo formulu za cos 3. n

Drugi poznati identitet koji vrijedi u svakom trokutu je teorem o sinusima, koji u
euklidskoj ravnini glasi
a b c

= . 1.24
sina  sinf  sinvy ( )

Geometrijska interpretacija ovog omjera je promjer trokutu opisane kruznice ili “2—';5, gdje
je P povrsina trokuta. Hiperbolicnu verziju identiteta mozemo izvesti iz teorema o kosi-

nusu (.42l

Teorem 1.45 (Hiperboli¢ni teorem o sinusima). U svakom hiperbolicnom trokutu vrijedi

sha shb B she

= . 1.25
sina  sinf8  sinvy ( )
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Dokaz. 1z teorema i identiteta cos?t + sin?t = 1 te ch?t — sh®t = 1 slijedi

hachb—che)?
siny =1—cos®y=1— (C aslclashbc C) =
sh2a8h2b—ch2a0h2b+2chachbchc—ChQC_

sh? ash?b
_ (ch’a—1)(ch®b—1) —ch®ach®’b+2chachbche —ch’c
B sh?ash?b B
11— ch?*a — ch?b — ch®* ¢+ 2chachbche
B sh? ash?b '
Omjer 8511:122?)/ mozemo zapisati kao izraz simetrican u a, b i c:

sh? ¢ B sh? ash?bsh? ¢
siny  1—ch?a—ch?b—ch®c+2chachbche’

. e g . . 24 . gh2
Isti izraz dobili bismo racunanjem =B, i shb
sin“a ~ sin®

pa se ta tri omjera podudaraju. O
Iz teorema o sinusima dobivamo hiperboli¢nu varijantu relacije ((1.20)).

Korolar 1.46. U hiperbolicnom trokutu s pravim kutom pri vrhu C' vrijed:

. sha n 3 sh b
sina = —, sinff = —.
she she
Dokaz. Slijedi direktno iz teorema [1.45| zato Sto je siny = 1. O

Konacno, iz tgt = - = st j korolara|1.43|, |1.44|i|1.46| vidimo kako glasi hiperboli¢na

ctgt cost
varijanta relacije (|1.21)).

Korolar 1.47. U hiperbolicnom trokutu s pravim kutom pri vrhu C' vrijedi

1 tha 1 thb

t = = — t = = —.
& ctga shb’ g/ ctgS  sha

Madarski matematicar Janos Bolyai (1802.—1860.), jedan od otkrivaca hiperbolicne
geometrije, uocio je da mnozenjem relacija ([1.24]) i (1.25)) s 27 u brojniku dobivamo izraze
za duljinu kruznice. To vrijedi i u sfernoj geometriji, u kojoj teorem o sinusima glasi

sina sin b sin ¢

sina  sinf  siny’
U euklidskoj ravnini duljinu kruznice polumjera r ra¢unamo po poznatoj formuli O(r) =
27r. U hiperboli¢noj ravnini vrijedi formula O(r) = 2wshr, a u sfernoj geometriji
O(r) = 2mwsinr. Tako je J. Bolyai dobio univerzalni iskaz teorema o sinusima: u sva-
kom euklidskom, hiperboli¢cnom i sfernom trokutu vrijedi

O(a) _ O(b) _ O(e)

sina  sinf3  sinvy
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Rijecima, omjer sinusa kuta i duljine kruznice kojoj je polumjer nasuprotna stranica
trokuta je konstantan. Dokazi formula za duljinu euklidske i hiperboli¢ne kruznice nalaze
se u knjizi [9] na str. 407-408.

Na kraju ¢emo upoznati trigonometrijski identitet u hiperboli¢noj ravnini koji nema
ekvivalenta u euklidskoj ravnini. S pomoc¢u teorema o kosinusu i , iz duljina
stranica trokuta a, b, ¢ mozemo izracunati mjere njegovih kutova «, 3, 7. Obrnuto, ako
su zadane mjere kutova «, [, v euklidskog trokuta, ne mozemo izrac¢unati duljine njegovih
stranica jer je trokut odreden samo do na slicnost. U hiperboli¢noj trigonometriji ipak
imamo formulu koja nam to omogucuje.

Teorem 1.48 (Dualni teorem o kosinusu). U svakom hiperbolicnom trokutu vrijedi

cosy = sin asin 5 ch ¢ — cos a cos 3.

C

B g N A

Slika 1.9: Dokaz dualnog teorema o kosinusu.

Dokaz. Po propoziciji mozemo spustiti visinu iz vrha C' na pravac AB (slika .
Dokazujemo u sluc¢aju da noziste IV lezi izmedu vrhova A i B; u ostalim slucajevima dokaz
je slican. Neka je duljina visine v = d(C, N) i neka noziste dijeli nasuprotnu stranicu na
dijelove duljine ¢; = d(B, N)icy = d(N, A). Iz Pitagorina teorema (korolar|1.43)) primije-
njenog na pravokutne trokute ABNC i AANC slijedi cha = che¢y chvichb=chey cho.
Pomnozimo te dvije jednakosti medusobno i sa che, koji s lijeve strane raspiSemo po
adicijskoj formuli ch(c; + ¢3) = chey cheg +shey she:

cha chb(chey chey +shey shey) =chep chey ch?o che.
Podijelimo sa ch¢; che, i zamijenimo ch? v sa 1 + sh? v:
cha chb(1+the they) = (1 +sh®v)che.
Izmnozimo zagrade i preslozimo jednadzbu:

cha chb—che=sh?v che —cha chb they thes.
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Izraz na lijevoj strani raspiSemo po teoremu o kosinusu [1.42}
sha shb cosy =sh*v che —cha chb the; thes.

Podijelimo sa sh a sh b, pa dobijemo

s — sh_vsh_v e thep thes
T shasht Y7 tha thb’

Na kraju primijenimo korolare i na pravokutne trokute ABNC' i1 AANC:

cosy = sin 3 sina ch ¢ — cos 3 cos a.

]

Osim klasi¢nih teorema o sukladnosti SKS, KSK, SKK i SSK~, u hiperboli¢noj ravnini
vrijedi i teorem o sukladnosti KKK. Dva hiperboli¢na trokuta koji se podudaraju u sva
tri kuta su sukladni, a sli¢ni trokuti ne postoje.

Zadaci

Zadatak 1.1. Dokazite propozicije[1.5 i[1.6

Zadatak 1.2. Definirajte pojam kuta i kutne mjere u E?.

Zadatak 1.3. DokaZite da je suma mjera kutova trokuta v E? jednaka 7.
Zadatak 1.4. DokaZite da se teZisnice trokuta u E? sijeku u jednoj tocki.
Zadatak 1.5. Dokazite da se visine trokuta u E?* sijeku u jednoj tocks.

Zadatak 1.6. Primjerom pokaZite da je suma mjera kuteva sfernog trokuta veéa od m, tj.
izaberite vrhove A, B,C € S? i izracunajte o + 3 + .

Zadatak 1.7. DokazZite sferni teorem o kosinusu: za sferni trokut sa stranicama duljine
a, b, ¢ i kutovima mjere o, B, v vrijedi cos ¢ = cosa cosb+sinasinbcosy. Iz toga izvedite
sferni Pitagorin teorem.

Zadatak 1.8. Kako racunamo povrsinu sfernog trokuta? Koliko najvise moze biti?

Zadatak 1.9. Dokazite Lagrangeov identitet za vektore u,v € R™:

lulPllof* = (w,0)? = > (wivy — wjv,)*.

1<i<j<n

Zadatak 1.10. Dokazite da za standardni vektorski produkt vrijedi: ako je u x v # 0,
onda je {u,v,u x v} baza od R3.

Zadatak 1.11. Dokazite da za vektorski produkt u prostoru Minkowskog vrijedi: ako uxwv
nije nulvektor niti svjetlosni vektor, onda je {u,v,u x v} baza od R3.
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Zadatak 1.12. Pokazite primjerom da “norma” u prostoru Minkowskog definirana for-
mulom ||z|| = \/|b(z, z)| ne zadovoljava nejednakost trokuta.

Zadatak 1.13. Ako je vremenski vektor v okomit na vektor u # 0, dokaZite da je tada u
prostorni vektor.

Zadatak 1.14. Neka su u i v vremenski vektori. DokaZite da je u X v nulvektor ili
prostorni vektor.

Zadatak 1.15. Neka su u i v prostorni vektori. PokaZite primjerom da u X v moZe biti
prostorni, vremenski ili svjetlosni vektor.

Zadatak 1.16. Neka suu 1 v prostorni vektor: takvi da postoji vremenski vektor w okomit
na u 1 na v. DokaZite da je tada u X v nulvektor ili vremenski vektor.

Zadatak 1.17. Neka su u i v svjetlosni vektori. DokaZite da su w i v ortogonalni ako 1
samo ako su proporcionalni. DokaZite da je u X v nulvektor ili prostorni vektor.

Zadatak 1.18. Koje su od sljedecih tvrdngi istinite? DokaZite ih ili opovrgnite protupri-
mjerom.

(a) Linearna kombinacija prostornih vektora je prostorni vektor ili nulvektor.

(b) Linearna kombinacija s nenegativnim koeficijentima prostornih vektora je prostorni
vektor ili nulvektor.

(c¢) Linearna kombinacija medusobno okomitih prostornih vektora je prostorni vektor ili
nulvektor.

(d) Linearna kombinacija vremenskih vektora je vremenski vektor ili nulvektor.

(e) Linearna kombinacija s nenegativnim koeficijentima vektora koji su tocke u modelu
H? je vremenski vektor ili nulvektor.

Zadatak 1.19. Neka su A = (—2,—2,3) i B = (4,—8,9) tocke hiperbolicne ravnine H?.
Odredite pol (jedini¢nu normalu) pravca AB.

Zadatak 1.20. Neka su {y iy pravei hiperbolicne ravnine H? s poloviman, = % (16,0, \/5)
i Ny = % (\/6, V6, 2\/5) Odredite sjeciste ta dva pravca.

Zadatak 1.21. Neka je £ pravac s polomn = (3,1,3) i1 T = (2,2, 3) tocka u H?. Odredite
polove paralela s £ kroz T, bar tri ultraparalele s ¢ kroz T 1 okomice na ¢ kroz T.

Zadatak 1.22. Neka je T = (1, %, %) tocka i p pravac s polom n = (1,2,2) u modelu H?.

Odredite ortogonalnu projekciju tocke T na pravac p.

Zadatak 1.23. Neka su lq i {y pravei s polovima ny = (1,2,2) ing = (2, —1,2). Dokazite
da su ly 1 Uy ultraparalelni i odredite pol njthove zajednicke normale.
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Zadatak 1.24. DokazZite adicijske formule za hiperbolni kosinus i sinus:
ch(z £y) =chazchy £shashy,
sh(z +y) =shxzchy+chashy.

Zadatak 1.25. Za tocke A i B iz zadatka[1.19 odredite jedinicne parametrizacije pravca
AB s pocetkom u tocki A i u tocki B. Tocnije, odredite jedinicne prostorne vektore u i v
takve da at) = (cht)A + (sht)u i B(t) = (ch B) + (sht)v budu parametrizacije duljinom
luka praveca AB. Jesu li vektori u i v proporcionalni?

Zadatak 1.26. Ako su A i B tocke iz H?, dokaZite da je P = ”A+B” (A + B) poloviste
duzine AB, tj. da je P tocka iz H? koja leZi na pravcu AB i jednako je udaljena od A i
od B.

Zadatak 1.27. Neka su A = (0,0,1), B = (—2,-2,3) € H?. Odredite pol i parametri-
zaciju simetrale duzine AB.

Zadatak 1.28. Dokazite u modelu H? da se teZisnice trokuta sijeku u jednoj tocki.
Zadatak 1.29. Vrijedi li uw modelu H? da se visine trokuta sijeku u jednoj tocki?

Zadatak 1.30. Neka su ly i ly razliciti pravei w H? s polovima ny i ny. DokaZite: £y i ly
se sijeku ako i samo ako je |b(ny,ng)| < 1.

Zadatak 1.31. Neka je P tocka i ¢ pravac s polom n. Izvedite formule za noziste okomice
iz P na ¢ i udaljenost tocke P od pravea ¢ v modelu H?.

Zadatak 1.32. Neka su A= (0,0,1), B=(2,2,3) i C = (4,8,9) € H%. Pripada li tocka
X = (1,1,2) unutrasnjosti kuta ZABC'?

Zadatak 1.33. Dokazite adicijske formule za arkus kosinus

arccos x + arccos y = arccos(zy — V1 — 22y/1 — y2),

arccos x + arccos(—x) = m

za sve x,y € [—1,1], z+y > 0.
Zadatak 1.34. Neka su A = (0,0,1), B = (£,1,2) i C = (—=2,-2,3) € H% Odredite

40 g
duljine stranica 1 mjere kutova trokuta AABC. Je li trokut ostmkutan, pravokutan ili

tupokutan? Koliki je zbroj kutova tog trokuta?

Zadatak 1.35. Sijeku li se simetrale stranica hiperbolicnog trokuta u jednoj tocki? Ima
li svaki hiperbolicni trokut opisanu kruznicu?

Zadatak 1.36. Neka kut ZABC' nije ispruZen i neka mu krakovi imaju vektore smjera u

1 v. DokaZite da je vektor smjera simetrale tog kuta ||u+vH (u+wv).

Zadatak 1.37. U modelu H? zadani su polupravci hik suvrhom P = (5\/5, VB f)

vektorima smjera v = (1,3,3) i v = (8,9,12). Izracunajte mjeru kuta Z(h, k) i vektor

smjera simetrale tog kuta.
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Zadatak 1.38. Sijeku li se simetrale kutova hiperbolicnog trokuta u jednoj tocki? Ima li
svaki hiperbolicni trokut upisanu kruznicu?

Zadatak 1.39. Dokazite dualni teorem o kosinusu (teorem[1.48) u slucaju da noziste N
ne lezi izmedu vrhova A i B.

Zadatak 1.40. Pomodéu izomorfizma izmedu modela H? i Beltrami-Kleinova modela hi-
perbolicne ravnine izvedite formulu za udaljenost tocaka s koordinatama (x1,y1) i (2,ys)
u Beltrami-Kleinovu modelu. Nadalje, izvedite formulu za kut izmedu pravaca p i q s jed-
nadzbama nix+nsy = ng i myx+may = ms u Beltrami-Kleinovu modelu (pretpostavijamo
da se ta dva pravca sijeku,).



Poglavlje 2

Aksiomi ravninske geometrije

“ . .the value of his work as a masterpiece of logic has been very grossly exag-
gerated.” Bertrand Russell [19] o Euklidu.

Euklid je starogréki matematicar koji je zivio u Aleksandriji (Egipat) za vrijeme vla-
davine kralja Ptolomeja I, oko 300. godine prije nove ere. U svojem najpoznatijem djelu
Elementi sabrao je tada poznata znanja o geometriji i organizirao ih u logicku cjelinu.
Euklid prvo navodi osnovne tvrdnje, aksiome i postulate, a sve druge tvrdnje dokazuje iz
osnovnih ili ve¢ dokaznanih tvrdnji. Flementi su se koristili kao udzbenik geometrije sve
do 19. stolje¢a i jedna su od najutjecajnijih knjiga u povijesti.

2.1 Euklidovi aksiomi

Na internetu je dostupno mnogo razli¢itih verzija i prijevoda Euklidovih Elemenata [4,
5l 16, 1T, 14]. Koristit ¢emo se hrvatskim prijevodom [§]. Prva knjiga Elemenata pocinje
definicijama, a nakon toga slijedi pet postulata i pet aksioma. Postulati su osnovne
geometrijske ¢injenice:

1. Neka se postulira da se od svake tocke do svake tocke povlaci duzina.
2. I da se ogranicena duzina neprekidno produzuje u duzini.

3. I da se sa svakim sredistem i udaljenos¢u opisuje krug.

4. T da su svi pravi kutovi medusobno jednaki.

5. I da ako duzina koja sijece dvije duzine ¢ini unutarnje kutove s iste strane manjima
od dva prava kuta, dvije duzine, neograniceno produzene, sastaju se s one strane na
kojoj su kutovi manji od dva prava kuta.

Aksiomi su opce ¢injenice, u engleskim prijevodima common notions:
1. Stvari koje su jednake istoj stvari i medusobno su jednake.

2. Ako se jednakim stvarima dodaju jednake stvari, i cjeline su jednake.

33
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3. Ako se od jednakih stvari oduzmu jednake stvari, i ostaci su jednaki.
4. Stvari koje se jedna s drugom poklapaju medusobno su jednake.

5. Cjelina je veca od dijela.

U nastavku prve knjige Flemenata slijedi 48 propozicija s dokazima. Ostale knjige sli¢no
su organizirane, a ima ih ukupno trinaest.

S modernog stanovista Euklidov sustav aksioma ima brojne nedostatke. Na primjer,
Euklid ovako definira temeljne pojmove ravninske geometrije:

1. Tocka je ono sto nema dijela.
2. Crta je duljina bez Sirine.

3. Duzina je ona crta koja jednako lezi prema tockama na njoj.

“Duzina” je pojam kojom Euklid oznacava ravnu crtu. U FElementima se ne spomi-
nju pravci kao neograni¢ene ravne crte, nego se duzine potencijalno mogu neograni¢eno
produzivati (o tome govori drugi postulat). U modernim aksiomatskim teorijama temeljne
pojmove kao sto su tocka i pravac ne definiramo, nego ih opisujemo isklju¢ivo aksiomima.
Osim toga Euklid se u mnogim dokazima oslanja na slike i implicitno koristi “ocite”
¢injenice koje nisu obuhvacene aksiomima. To je prisutno ve¢ u dokazu prve propozicije,
koji navodimo prema [g].

C

Slika 2.1: Dokaz Euklidove prve propozicije.

Propozicija 2.1. Na danoj ogranicenoj duzini (moZe se) konstruirati jednakostranican
trokut.

Dokaz. Neka je AB dana ograni¢ena duzina. Na duzini AB treba dakle konstruirati
jedakostranican trokut. Neka se sa sredistem A i udaljenoséu AB opise krug BC'D i neka
se, isto tako, sa sredistem B i udaljenoséu BA opise krug ACE i od tocke C' u kojoj se
krugovi medusobno sijeku neka se do tocaka A, B povuku duzine CA, C'B. A bududi
da je tocka A srediste kruga C'BD, AC je jednaka AB. Isto tako, buduéi da je tocka B
srediste kruga CAE, BC' je jednaka BA. (...) Stoga je svaka od C'A, C'B jednaka AB.
A one stvari koje su jednake istoj stvari i medusobno su jednake. O]
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Postojanje sjecista C' kruznica CBD i ACFE ne slijedi iz Euklidovih aksioma. Zaista,
promotrimo model izgraden isto kao u cjelini , ali sa skupom tocaka Q2 umjesto R2.
Taj model zadovoljava Euklidove aksiome, ali u njemu ne postoji jednakostrani¢an trokut
s vrthovima A = (0,0) i B = (1,0). Tocka C' iz dokaza propozicije [2.1 imala bi koordinate
(%, j:%g), a druga koordinata nije racionalan broj.

Dalje, Euklid svoju cetvtu propoziciju o sukladnosti trokuta dokazuje s pomocu pojma
gibanja, koji ne opisuje aksiomima. Moguce je aksiomatizirati pojam gibanja, ali je
jednostavnije jedan od kriterija sukladnosti uzeti kao aksiom. Obic¢no se postulira kriterij
SKS, tj. upravo Euklidova cetvrta propozicija. Ostali kriteriji sukladnosti trokuta tada
se mogu dokazati kao teoremi. Osim toga na mnogim mjestima u Elementima koriste se
pojmovi izmedu i s iste strane, koji nisu definirani niti su opisani Euklidovim aksiomima.
Na primjer, iskaz sedme propozicije glasi:

Duvjema istim duZinama ne mogu se na istoj duzini s iste strane uzdignuti
njima jednake druge dvije odgovarajuce duzine tako da se sastaju u razlicitim
tockama, a da 1maju iste krajnje tocke s pocetnim duZinama.

Pojam s iste strane spominje se i u petom postulatu. Ovi nedostaci otklonjeni su tek na
prijelazu iz 19. u 20. stoljece, u modernim sustavima aksioma ravninske geometrije. Do
tada su pokusaji “popravljanja Euklida” uglavnom bili ograni¢eni na peti postulat.

Jedan od zahtjeva na aksiome je njihova neovisnost. Ako neki od aksioma mozemo
dokazati iz preostalih, onda ga ne trebamo uzeti kao aksiom, nego je to zapravo teorem.
Euklidov iskaz petog postulata je kompliciran i mnogi matematicari pokusavali su ga
dokazati. Navodimo dva takva pokusaja s prijelaza iz 18. u 19. stoljec¢e. Prvi se pripisuje
njemackom matematicaru Bernhardu Friedrichu Thibautu (1775.-1832.), koji dokazuje
da je suma kutova u trokutu 180°. Poznato je da je ta tvrdnja ekvivalentna s petim
postulatom.

U trokutu AABC prvo rotiramo pravac AB oko tocke B za kut 8, dok se ne poklopi
s pravcem BC. Zatim rotiramo taj pravac oko tocke C za kut v, dok se ne poklopi s
pravcem C'A. Na kraju rotiramo taj pravac oko tocke C' za kut 7, dok se ne poklopi s
polaznim pravcem (suprotno orijentiranim). To je isto kao da smo polazni pravac rotirali
za 180° oko tocke A. Zakljucujemo da je o + 3 + v = 180°.

Da bismo se uvjerili kako je uzastopna rotacija oko A, B, C za «, 3, v ekvivalentna
rotaciji oko A za 180°, povla¢imo paralelu s BC kroz A (slika . No postojanje i
jedinstvenost paralele garantira takozvani Playfairov aksiom, koji je ekvivalentan s petim
postulatom. Zato ovo nije dokaz petog postulata iz ostalih postulata i aksioma.

Drugi pokusaj pripisuje se francuskom matematicaru Adrien-Marie Legendreu (1752.-
1833.), koji direktno dokazuje Playfairov aksiom:

Za svaki pravac € i tocku T koji nisu incidentni postoji jedinstveni pravac m
kroz T koji ne sijece L.

Egzistenciju paralele m dobivamo dvostrukim spustanjem okomice. Prvo spustimo oko-
micu iz T na ¢ s nozistem N. Zatim povucemo okomicu na T'N kroz T’ i ozna¢imo je s m.
Bududi da pravci £ i m imaju zajednicku normalu TN, paralelni su. Za dokaz jedinstve-
nosti uzmimo bilo koji drugi pravac m’ (razli¢it od m i TN) kroz tocku T. Dokazujemo
da taj pravac sijece £, tj. da nije paralela.
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Slika 2.2: Thibautov dokaz.

=
Neka je P tocka na pravcu m' takva da polupravac ﬁ lezi izmedu polupravca T'N i
jednog od dva polupravca na m s vrhom T'. Neka je P’ tocka sa suprotne strane okomice

TN u odnosu na P takva da je L{NTP = ANTP'. Toctka N lezi u unutrasnjosti kuta
/PTP', al je pravac kroz N pa sijece bar jedan od krakova tog kuta. Ako sijece krak
TP, imamo sjeciste od m’ i £. Pretpostavimo zato da ¢ sijece krak T'P" u nekoj tocki A.
Neka je B jedinstvena tocka na polupravcu ﬁ takva da je |T'A| = |T'B|. Onda su trokuti
ANTA i1 ANTB sukladni po kriteriju SKS. Stoga je LTNB = £TNA, a to je pravi kut.
Zaklju¢ujemo da B lezi na okomici kroz N na T'N, a to je pravac £. Dakle, B je sjeciste
pravaca m’ i /.

U ovom dokazu koristili smo se s mnogim tvrdnjama. Da bi dokaz bio valjan, svaka
od njih treba biti neovisna od petog postulata. Dokaz egzistencije paralele dvostrukim
spustanjem okomice zaista je valjan te vrijedi u euklidskoj i u hiperboli¢noj ravnini. U
dokazu jedinstvenosti koristili smo se tvrdnjom da pravac kroz tocku N u unutrasnjosti

P’ P

[
\

A N

Slika 2.3: Legendreov dokaz.
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kuta sijece bar jedan od njegovih krakova. Tvrdnja vrijedi u euklidskoj ravnini, ali ne
moze se dokazati bez petog postulata ili neke njemu ekvivalentne tvrdnje. U Beltrami-
Kleinovu modelu hiperboli¢ne ravnine lako je naéi protuprimjer za tu tvrdnju (slika [2.4)).

T

P P

_—
~
\_

Slika 2.4: Protuprimjer za tvrdnju iz Legendreova dokaza.

Mnogi pokusaji dokazivanja petog postulata isli su tako da se pretpostavi suprotno i
zatim pokusa izvesti kontradikcija. Osim A.-M. Legendrea, na taj nacin su radili talijanski
matematicar i isusovac Giovanni Girolamo Saccheri (1667.-1733.) i Svicarski matematicar
Johann Heinrich Lambert (1728.-1777.). Dosli su vrlo daleko u izvodenju posljedica nega-
cije petog postulata, ali nisu prepoznali da je rije¢ o teoremima nove, neeuklidske geome-
trije. Prvi matematicari koji su to shvatili su Johann Carl Friedrich Gauss (1777.-1855.),
Nikolai Ivanovi¢ Lobacevski (1792.-1856.) i Jénos Bolyai (1802.-1860.). Danas ih sma-
tramo otkrivacima hiperboli¢ne geometrije. Upravo zbog te nove geometrije krajem 19.
stolje¢a pojavila se potreba da se Euklidov sustav aksioma upotpuni i do kraja precizira.
Upoznat ¢emo nekoliko modernih sustava aksioma za euklidsku i hiperboli¢nu ravninu.

Otkri¢em hiperbolicne geometrije problem neovisnosti petog postulata je rijeSen. Nije
ga moguce dokazati iz ostalih aksioma jer postoji alternativna geometrija ravnine u kojoj
su svi ostali aksiomi ispunjeni, a peti postulat ne vrijedi. Dakle, Euklid je bio u pravu
kad je uvrstio kompliciranu tvrdnju o paralelama medu postulate.

2.2 Hilbertovi aksiomi

Prvi potpuni sustav aksioma euklidske geometrije dao je David Hilbert (1862.-1943.) u
knjizi Grundlagen der Geometrie iz 1899. godine. Engleski prijevod iz 1902. dostupan je
na internetu [I2]. Hilbertovi originalni aksiomi opisuju trodimenzionalni euklidski prostor.
Izlozit ¢emo ravninsku verziju aksioma iz knjiga [9, [10].

Nedefinirani pojmovi su tocka, pravac, relacija incidencije izmedu tocaka i pravaca,
ternarna relacija biti 1zmedu na skupu tocaka te relacije sukladnosti duzina i kutova. Prvo
navodimo aksiome incidencije. Ako su tocka T i pravac p incidentni, kazemo da T lezi
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na p ili da p prolazi kroz T'. Koristimo i terminologiju teorije skupova 1" € p, tj. pravce
shva¢amo kao skupove tocaka koji su s njima incidentni.

Aksiom ;. Za svake dvije tocke postoji jedinstveni pravac koji ih sadrzi.
Aksiom [y. Svaki pravac sadrzi bar dvije tocke.
Aksiom [3. Postoje tri tocke koje ne leZe na istom pravcu.

Za skup tocaka koje leze na istom pravcu kazemo da su kolinearne. Po aksiomu I3
postoji skup od tri nekolinearne tocke, tj. trokut. Iduc¢a grupa aksioma su aksiomi uredaja,
koji opisuju relaciju biti izmedu. Cinjenicu da je tocka B izmedu tocaka A i C' zapisujemo
AxBxC.

Aksiom U;. Ako vrijedi Ax B xC, onda su tocke A, B, C kolinearne i vrijedi C x B x A.

Aksiom U,. Za svake dvije tocke B i D postoje tocke A, C' i E takve da vrijedi Ax Bx D,
BxCx+«DiBxDxFE.

Aksiom Us. Ako su A, B, C tri kolinearne tocke, onda je tocno jedna od njih izmedu
drugih dviju.

S pomocu relacije biti izmedu definiramo pojmove duzina i polupravac. Dugina AB je
skup svih tocaka koje su izmedu A i B zajedno s tockama A i B, koje zovemo krajevima
duzine. Polupravac zﬁ je skup svih tocaka T takvih da vrijedi AxT x B ili T = B ili
Ax B xT. Tocku A zovemo vrhom polupravca. Sada mozemo definirati Sto znaci da su
tocke A, B € p s iste strane ili s razlic¢itih strana pravca p. Ako duzina AB ne sijece p
kazemo da su A i B s iste strane od p, a ako AB sijece p kazemo da su s razli¢itih strana
od p. Da bismo mogli definirati poluravnine, moramo postulirat tranzitivnost:

Aksiom Uy. Za sve tocke A, B,C & p vrijedi:

(a) ako su A, B s iste strane od p i B, C' s iste strane od p, onda su i A, C s iste strane
od p,

(b) ako su A, B s razlicitih strana od p i B, C' s razlic¢itih strana od p, onda su A, C' s
i1ste strane od p.

Iduca grupa aksioma opisuje relacije sukladnosti. Prva tri aksioma odnose se na su-
kladnost duzina, $to zapisujemo AB = CD ili jednostavnije AB = CD.

Aksiom S;. Za svake dvije tocke A, B i svaki polupravac p' s vrhom A" postoji jedinstvena
tocka B’ € p takva da je AB = A'B’.

Aksiom S;. Svaka duzina sukladna je sama sebi. Ako je AB = CD i AB =2 EF, onda
jeCD = EF.

Aksiom S3. Ako vrijedi Ax BxC, A/« B' x(C', AB= A'B" i BC = B'C’, onda vrijedi
AC = AC.
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Po aksiomu 55 relacija sukladnosti je refleksivna i tranzitivna. Simetricnost ne moramo
postulirati jer slijedi iz “nestandardnog” nacina na koji smo formulirali tranzitivnost.
Naime, ako vrijedi AB = C'D, a zbog refleksivnosti znamo da vrijedi AB = AB, onda iz
aksioma S, slijedi C'D = AB. Dakle, sukladnost duzina je relacija ekvivalencije. Aksiom
S5 uskladuje relaciju sukladnosti s relacijom biti izmedu.

Kutove definiramo na isti nac¢in kao u modelu Hsy. Kut 4(71, E) je neureden par polu-

pravaca }_i, k s istim vrhom, koje zovemo krakovima kuta. Kut s krakovima BA i B
oznacavamo ZABC. Ako nam krakovi nisu bitni, kut s vchom B kratko ¢emo oznacavati
/B. Za sukladnost kutova koristimo istu oznaku =.

—
Aksiom S;. Za svaki kut ZABC' i svaki polupravac B'A’ postoji jedinstveni polupravac
B'C" u svakoj od poluravnina odredenih pravcem A'B’ takav da je ZABC = Z/A'B'C".

Aksiom S;5. Svaki kut sukladan je sam sebi. Ako je LA = /B i LA = ZC, onda je
/B = /C.

Kao i za duzine, iz aksioma Sj slijedi da je sukladnost kutova relacija ekvivalencije.
Za trokute AABC i AA’B'C’ kazemo da su sukladni ako se izmedu njihovih vrhova moze
uspostaviti bijekcija takva da su odgovarajuce stranice i odgovaraju¢i kutovi sukladni.
Kad pisemo AABC = AA’B'C’, podrazumijevamo da je ta bijekcija A <+ A', B <> B’ i
C « ('. Dakle, redoslijed u kojem pisemo vrhove je bitan! Zadnji aksiom o sukladnosti
je kriterij SKS za sukladnost trokuta. Mozemo ga shvatiti kao aksiom koji uskladuje
sukladnost duzina i sukladnost kutova.

Aksiom Sg. Ako su dvije stranice i kut medu njima dvaju trokuta sukladni, onda su ta
dva trokuta sukladna.

Primijetimo da nismo morali postulirati aksiom o “zbrajanju kutova” analogan aksi-
omu S3 za duzine, jer slijedi iz do sada uvedenih aksioma (zadatak . Jos nam treba
aksiom s pomocu kojeg dokazujemo kontinuiranost figura euklidske geometrije, tj. potpu-
nost u topoloskom smislu. Postuliramo takozvani Dedekindov aksiom.

Aksiom D. Neka je skup tocaka pravca particioniran na dva disjunkitna neprazna pod-
skupa S1 @ Sy tako da niti jedna tocka iz S nije izmedu neke dvije tocke iz Sy 1 obratno.
Tada postoji tocka O na tom pravcu takva da je jedan od ta dva podskupa polupravac s
vrhom O, a drugi je njegov komplement.

Iz ovog aksioma npr. slijedi da se kruznice u dokazu Euklidove prve propozicije [2.1
sijeku. Zadnji aksiom je aksiom o paralelama. Postuliramo slabiju tvrdnju od Playfairova
aksioma jer egzistencija paralele slijedi iz prethodnih aksioma.

Aksiom P. Za svaki pravac £ i tocku T & £ postoji najvise jedan pravac kroz T koji ne
sijece L.

Ovo je euklidska verzija aksioma o paralelama. Za hiperboli¢nu ravninu postuliramo
negaciju aksioma P, a sve ostale aksiome uzimamo iste.
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2.3 Birkhoffovi aksiomi

Jos jedan sustav aksioma ravninske geometrije dao je americki matematicar George David
Birkhoff (1884.-1944.) u ¢lanku [2] iz 1932. Kasnije ga je koristio u knjizi [3] (prvo izdanje
je iz 1940.). Izlozit ¢emo varijantu Birkhoffovih aksioma iz knjige [20].

Nedefinirani pojmovi su tocka, pravac i relacija incidencije izmedu tocaka i pravaca.
Pravce shva¢amo kao skupove tocaka i koristimo uobicajenu notaciju: A € p ako tocka
lezi na pravcu, p; N ps za presjek pravaca p; i ps itd. Uz to je zadana funkcija koja
parovima tocaka pridruzuje realan broj koji predstavlja njihovu udaljenost i funkcija koja
kutu pridruzuje broj iz [0, 7] koji predstavlja njegovu mjeru.

Aksiom 1. Za svake dvije tocke A i B postoji jedinstveni pravac koji ih sadrZi.

Taj pravac zovemo spojnicom od A i B i oznacavamo AB. Vidjeli smo da aksiom
vrijedi u modelu euklidske ravnine E? (propozicija i u modelu hiperboli¢ne ravnine
H? (propozicija [L.21). U modelu sfere S* za parove antipodalnih totaka ne vrijedi je-
dinstvenost (propozicija , ali njihovim identificiranjem dobivamo projektivnu ravninu
PG(2,R) u kojoj takoder vrijedi aksiom

Presjek dvaju pravaca p; i po sadrzi najvise jednu tocku. Ako p; Nps sadrzi dvije tocke
A # B, onda zbog jedinstvenosti u aksiomu (1| vrijedi p; = po. U slucaju kad je p; N po
prazan skup u nastavku neé¢emo govoriti da su pravci p; i po paralelni, jer je pojam
paralelnosti u hiperboliénoj ravnini kompliciraniji. Relacija disjunktnosti na skupu svih
pravaca hiperboli¢ne ravnine nije relacija ekvivalencije.

Aksiom 2. Funkcija koja parovima tocaka pridruzuje njihovu udaljenost je metrika.

Udaljenost tocaka A i B oznacavamo |AB|. U modelu E? definirana je formulom (1.2)),
na sferi S? formulom ((1.4]), a u modelu H? formulom (1.9). Vidjeli smo da je to zaista
metrika (teorem [1.30)).

Propozicija 2.2. Za sve tocke A, B i C wvrijedi ||AB| — |BC|| < |AC| < |AB| +|BC].

Dokaz. Desna nejednakost je nejednakost trokuta iz definicije metrike. Lijevu nejedna-
kost dobivamo iz nejednakosti trokuta tako da prebacimo jedan ¢lan na lijevu stranu i
permutiramo tocke: |AB| < |AC|+|CB| = |AB|—|BC| < |AC|, |BC| < |BA|+|AC| =
—|AB| + |BC| < |AC]|. 1z ovih dviju nejednakosti slijedi [|AB| — |BC|| < |AC]. O

Aksiom 3. Za svaki pravac p postoji bijekcija x : p — R takva da za sve tocke A,B € p
vrijedi |AB| = |x(A) — z(B)|.

Bijekciju z s tim svojstvom zovemo koordinatizacijom pravca. Koordinatizacija nije
jedinstvena, ali postoji jednostavna veza izmedu svake dvije koordinatizacije istog pravca.

Lema 2.3. Svaka izometrija f : R — R je oblika f(z) =ax +0b zaa € {—1,1} ibeR.

Dokaz. Neka je f(0) =big: R — R, g(xr) = x —b. Funkcija g je takoder izometrija,
pa je i kompozicija h = g o f izometrija sa svojstvom h(0) = 0. Iz toga slijedi |h(x)| =
|h(z) — h(0)| = |z — 0| = |z, tj. h(z) = £z, Vo € R. Dokazimo da je h(x) = z, Vo € R
ili h(x) = —x, Vo € R. Vrijednost h(1) moze biti 1 ili —1. Pretpostavimo da je h(1) =1
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ih(x) =—zzanekiz € R Tadaje |z — 1| =|h(z) —h(l)|=| -2z -1 =|z+ 1], aiz
toga slijedi x = 0. Prema tome, u slucaju h(1) = 1 vrijedi h(z) = x, Vo € R. Analogno
vidimo da u slucaju h(1) = —1 vrijedi h(z) = —z, Vo € R. Dakle, funkcija h je oblika
h(z) = ax za a € {—1,1}, a iz toga slijedi da je f oblika f(z) = ax + b. O

Propozicija 2.4. Za svake dvije koordinatizacije x1 : p — R i x5 : p — R postoji b € R
takav da je x9(A) = x1(A) + b za svaku tocku A € p, ili x5(A) = —x1(A) + b za svaku
tocku A € p.

Dokaz. Funkcija z5027! : R — R je izometrija. Primijenimo na nju prethodnu lemu. [

Inverznu funkciju koordinatizacije 27! : R — p nazivamo parametrizacijom pravca p.
Parametrizacije pravaca u modelu E? su oblika (1.15)), a u modelu H? oblika .
Inverzi tih parametrizacija su trazene koordinatizacije i imaju svojstvo iz aksioma [3| (pro-
pozicija. Ovaj aksiom nam govori da pravci u euklidskoj i hiperboli¢noj ravnini “iz-
gledaju” kao skup realnih brojeva. Metrika iz aksioma [2| restringirana na pravce podudara
se s uobicajenom metrikom definiranom kao apsolutna vrijednost razlike d(z,y) = | —y|,
x,y € R. Osim toga aksiom [3|nam omogucuje prenosenje linearnog uredaja s R na pravce,
tj. definiranje ternarne relacije “biti izmedu” na skupu tocaka (zadatak . Uocimo da
geometrija sfere iz cjeline [1.2]1 projektivna geometrija ne zadovoljavaju aksiom [3] Pravci
na sferi i u projektivnoj ravnini ne izgledaju kao skup R, nego kao kruznice.

Neka su A, B dvije tocke i neka pravac p = AB ima koordinatizaciju = : p — R.
Ako su a = x(A) i b = z(B) koordinate tih toc¢aka, mozemo pretpostaviti da je a < b
(u suprotnom zamijenimo koordinatizaciju x sa —x). DuZina s krajevima A i B je skup
tocaka

AB ={T € AB | a < z(T) < b}.

U sluéaju A = B stavljamo AA = {A}. Za duzine AB i CD kazemo da su sukladne
ako je |AB| = |C'D|. Sukladnost duzina je relacija ekvivalencije i ima svojstva iskazana
Hilbertovim aksiomima [Sj]1[Sg} Pritom je polupravac s vrhom A skup toc¢aka oblika

AB ={T € AB | a < 2(T)}. (2.1)
Dokazimo npr. svojstvo [S]

Propozicija 2.5. Za svake dvije tocke A, B i svaki polupravac p' s vrhom A’ postoji
jedinstvena tocka B’ € p' takva da je |AB| = |A'B'|.

Dokaz. Neka je x : p — R koordinatizacija pravca na kojem lezi polupravac p takva da
jex(A)=0ip={T €p|x(T) > 0}. Nekaje B = x7'(|]AB|). Tada je B’ € p'i po
aksiomu [3| vrijedi |A'B'| = |z(A") —z(B')| = |0—|AB|| = |AB|. Tocka B’ s tim svojstvima
ocito je jedinstvena. O]

Aksiom 4. Za svaki pravac p postoje dva skupa tocaka Py, Po koje zovemo poluravninama
takva da {p, P1,Pa} ¢ini particiju skupa svih tocaka i vrijedi:

(a) za svake dvije tocke A, B iz iste poluravnine duZina AB ne sijece p,

(b) za svake dvije tocke A, B iz razlicitih poluravnina duzina AB sijece p.
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U modelu H? poluravnine odredene pravcem p = {x € H? | b(n,z) = 0} su P; =
pt={z € H* | b(n,z) >0} iPy=p = {x € H*| b(n,x) < 0}. Zbog teorema [1.37]
zadovoljavaju svojstva (a) i (b) iz aksioma [} Aksiom vrijedi i u modelu E% pravcu
s jednadzbom (n,z) = S odgovaraju poluravnine zadane nejednadzbama (n,x) > (i
(n,z) < . Za tocke A, B koje pripadaju istoj poluravnini (A, B € P; ili A, B € Py)
kazemo da su s iste strane pravca p, a ako pripadaju razli¢itim poluravninama (A € Py,
B € Py ili obrnuto) kazemo da su sa suprotnih strana pravca p.

Polupravac /@ s vthom A definirali smo s pomoc¢u koordinatizacije . Suprotni

polupravac je
_AB={T € AB|a> «(T)}

Kao i prije, kut definiramo kao neureden par polupravaca s istim vrhom Z(ﬁ ﬁ) Ako se
pravci b i k sijeku u tocki A i ona ih dijeli na parove suprotnih polupravaca h, —h ik, —k,
tada kutove Z(h, k) i Z(—h, k) zovemo sukutima, a kutove Z(h,k) i Z(—h,—k) zovemo
vrsnim kutovima (slika [2.5).
k
—h h
—h N h

Slika 2.5: Sukuti (lijevo) i vr$ni kutovi (desno).

Oznaka ZBAC 7znaci kut s krakovima h = /@ ik = @ Ako tocke A, B i C nisu
kolinearne, unutrasnjost kuta ZBAC' ¢ine sve tocke koje su s iste strane pravca h = AB
kao tocka C' i s iste strane pravca k = AC' kao tocka B. U idu¢em aksiomu postuliramo
postojanje i svojstva kutne mjere.

Aksiom 5. Svakom kutu Z(h,k) pridruzen je broj iz [0,7] koji zovemo mjerom kuta i
oznacavamo £(h, k) tako da vrijedi:

(a) Ako se krakovi hik podudaraju, mjera kuta je 0. Ako su krakovi hik suprotni,
myjera kuta je .

(b) Zbroj mjera sukuta je .

(c) Ako je j polupravac s istim vrhom kao ﬁ, k koji se nalazi u unutrasnjosti kuta

Z(h, k), onda je £(h,k) = £(h, ) + £(J, k).

(d) Neka je k polupravac na praveu k s vrhom T i P jedna od poluravnina odredena s k.
Skup svih polupravaca 3 wP s vrhom T je u bijektivnoj korespondenciji s brojevima
iz (0, 7), tako da je kutu Z(k,j) pridruZena njegova mjera.
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-,

(e) Ako je polupravac j iz (d) odreden kao j = ﬁ, onda mjera kuta Z(k,J) ovisi
neprekidno o izboru tocke P € P.

U modelu E? kutnu mjeru definirali smo formulom (L.16)), a u modelu H? formu-
lom (L.17). Svojstvo (a) provjerili smo odmah nakon definicije. Svojstva (b) i (c) su
aditivnost kutne mjere i provjerili smo ih u teoremima i Provjerimo jos i
svojstva (d) i (e) iz aksioma Neka polupravac k s vrthom T ima parametrizaciju
t — (cht)T + (sht)u, ¢ > 0. Pritom je T jedini¢ni vremenski vektor (b(7,T) = —1),
u je jedini¢ni prostorni vektor smjera (b(u,u) = 1) i vrijedi b(7,u) = 0. Nekajen =T xu
pol pravca k. Za a € (0,7) neka je v, = (cos @)u+ (sina)n i j, polupravac s parametriza-
cijom ¢t — (cht)T+ (sht)v,, t > 0. Vrijedi b(va, va) = cos? ab(u, u)+2 cos asin ab(u, n)+
sin?ab(n,n) = cos?a + sin’a = 11 b(T,v,) = cosab(T,u) + sinab(T,n) = 0, pa
je v, zaista vektor smjera. Tocke na polupravcu ja pripadaju poluravnini P = k*:
b(n, (cht)T + (sht)v,) = shtb(n,v,) = sht sina > 0. Ako zelimo drugu poluravninu,
uzmemo vektor smjera v, = (cos a)u — (sina)n. U oba slucaja mjera kuta Z(k, j.) je o,
jer vrijedi b(u,v,) = cos a. Pridruzivanje o — Ju je bijekcija izmedu brojeva a € (0,7) 1

polupravaca u P s vrhom T'. Ako je f: TP, kutna mjera zadana je formulom

b((T xu) xT,P)
1T < P

L(k,7) = arccosb (u, ||§§1€H X T) = arccos b (T X 1u, %) = arccos

i ovisi neprekidno o P. Ista svojstva ima i kutna mjera u modelu E2.

Za kutove Z/BAC i /B'A'C' kazemo da su sukladni ako imaju istu mjeru £ BAC =
£B'A'C'. Sukladnost kutova je relacija ekvivalencije i ima svojstvo iz Hilbertovog ak-
sioma (zadatak [2.7). Sukladnost trokuta definiramo isto kao u cjelini i takoder

uzimamo kriterij SKS kao aksiom.

Aksiom 6. Ako su dvije stranice i kut medu njima dvaju trokuta sukladni, onda su ta
dva trokuta sukladna.

Na kraju navodimo euklidsku i hiperboli¢nu varijantu aksioma o paralelama.
Aksiom TE. Za svaki pravac { i tocku T & ¢ postoji najvise jedan pravac kroz T koji ne
sijece L.

Aksiom TH. Postoje pravac £ i tocka T & { takvi da bar dva pravea kroz T ne sijeku £.

Aksiom je negacija aksioma i zato je kvantificiran egzistencijalno (postoje
pravac ¢ i tocka T'...), a ne univerzalno kao aksiom (za svaki pravac ¢ i tocku T'...).

Kasnije ¢emo dokazati da tvrdnja aksioma takoder vrijedi za svaki pravac £ i tocku
T & ¢ hiperboli¢ne ravnine.

Zadaci

Zadatak 2.1. U modelu H* nadite protuprimjer za sljedeéu turdnju. Neka je LPTP’

kut 1 N toéka_Lnjegovoj unutrasnjosti. Onda svaki pravac ¢ kroz N sijece bar jedan od
krakova ﬁ, TP'.
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Zadatak 2.2. S pomocu Hilbertovih aksioma i pojmova koje smo definirali u cjelini
definirajte pojam poluravnine.

Zadatak 2.3. PokaZite da je zahtjev simetricnosti binarne relacije neovisan od zahtjeva
refleksivnosti i tranzitivnosti. Drugim rijecina, nadite primger binarne relacije koja je
refleksivna i tranzitivna, ali nije simetricna.

Zadatak 2.4. Pokazite da je Hilbertov aksiom Uy neovisan od prethodnih aksioma. De-
finirajte model u kojem vrijede aksiomi Iy, I, I3 i Uy, Uy, Us, ali ne vrijedi Uy.

Zadatak 2.5. Formulirajte © dokazZite svojstvo “zbrajanja kutova” analogno Hilbertovom
aksiomu S3 za duZine.

Zadatak 2.6. Uz pretpostavku da vrijede Birkhoffovi aksiomi iz cjeline definirajte
ternarnu relaciju “biti izmedu” na skupu tocaka. DokazZite da je definicija dobra i da

relacija ima svojstva iskazana Hilbertovim aksiomima i[U3)

Zadatak 2.7. Ako vrijede Birkhoffovi aksiomi, sukladnost duzina AB = A'B’ definiramo
kao jednakost njihovih duljina |AB| = |A'B'|, a sukladnost kutova ZBAC = ZB'A'C" kao
jednakost njihovih mjera L BAC = £B'A'C". DokaZite da sukladnost duZina zadovoljava
Hilbertov aksiom a sukladnost kutova Hilbertov aksiom [Syl

Zadatak 2.8. Vrijedi li u modelu sfere S? aksiom ? A u projektivnoj ravnini PG(2,R)?

Zadatak 2.9. Definirajte poloviste duzine. DokaZite da svaka duzina ima jedinstveno
poloviste.

Zadatak 2.10. Definirajte vrsne kutove. Dokazite da vrsni kutovi imaju istu mjeru.



Poglavlje 3

Teoremi neutralne geometrije

“A paralleldkat azon az utan ne probdld: tudom én azt az utat is mind végig —
megmeértem azt a feneketlen €jszakdt én, és az életemnek minden vildgossdga,
minden oréme kialudt benne. .. [Do not try the parallels in that way: I know
that way all along. I have measured that bottomless night, and all the light and
all the joy of my life went out there...]” Farkas Bolyai u pismu sinu Jénosu,
4. travnja 1820.

Teoreme koje mozemo dokazati samo s pomocu prvih Sest aksioma iz cjeline[2.3] bez po-
zivanja na aksiom o paralelama, nazivamo teoremima neutralne ili apsolutne geometrije[]
To su teoremi koji vrijede u euklidskoj i u hiperboli¢noj ravnini. Euklid je u prvoj knjizi
Elemenata dokazao prvih 28 od 48 proporzicija bez pozivanja na peti postulat. Sve te
propozicije su neutralni teoremi.

3.1 Osnovni neutralni teoremi

Prvi od neutralnih teorema koje ¢emo dokazati je teorem o nasuprotnim unutarnjim
kutovima. Objasnimo pojmove iz njegova iskaza. Transverzala dvaju pravaca ¢; i {5 je
pravac t koji sijece ta dva pravca. Oznacimo odgovarajuca sjecista A; i Ay. Transverzala
i pravac ¢; odreduju ¢etiri kuta s vrhom u sjecistu A; (ne rac¢unajuéi ispruzene kutove
i nulkutove). Dva kuta kojima je krak A;As zovemo unutarnjim kutovima, a druga dva
kuta, kojima je krak suprotni polupravac —m , vanjskim kutovima. Analogno, unutarnji
kutovi s vchom A imaju krak A;A;, a vanjski imaju krak —A,A;.

Neka je dan unutanji kut s vrthom A; i unutarnji kut s vrhom A,. Kazemo da su ta
dva kuta nasuprotna ako im krakovi koji nisu na pravcu A;As leze sa suprotnih strana
tog pravca. Na primjer, od unutarnjih kutova oznacenih «, 5, v i § na slici 3.1}, «, ¢ su
nasuprotni i 3, v su nasuprotni.

Teorem 3.1 (O nasuprotnim unutarnjim kutovima). Ako transverzala sijece dva pravca
tako da su nasuprotni unutarnji kutovi sukladni, onda se ta dva pravca ne sijeku.

!Termin “apsolutna geometrija” uveo je Janos Bolyai 1832. godine.

45
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N, "

Slika 3.1: Nasuprotni unutarnji kutovi.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da se pravci ¢4 i f5 sijeku u nekoj tocki P. Neka su
LA AP i LA A@Q nasuprotni unutarnji kutovi koji su sukladni, tj. mjere im se podu-
daraju:

LAy AP = LA, 45Q. (3.1)

Po propoziciji tocku () na polupravcu —Agﬁ mozemo izabrati tako da bude |PA;| =
|QAs|. Tada su po aksiomu |§| (kriteriju SKS) trokuti APA; Ay i AQA2A; sukladni.
Posljedi¢no, kutovi ZPAsA; i ZQ A1 As su sukladni:

KPAQAl - KQAlAQ (32)
Kutovi ZPAyA; i LA AxQ su sukuti, pa po aksiomu || (b) vrijedi
KPAQAl + AAlAQQ = Tr. (33)

Iz (3.1), (3-2) i (3.3) slijedi £LQA;As+ LAy A1 P = 7, pa zbog bijektivnosti u aksiomu 5] (d)
kutovi ZQ A Az 1 LAy A1 P moraju biti sukuti. To znaci da su krakovi Ay ﬁ 1 Aﬂj suprotni

t

Slika 3.2: Dokaz teorema [3.1]
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polupravci, tj. tocke P, A; i @ su kolinearne. Buduéi da je ¢; = PA; i o = PQ, iz
aksioma [1| dobivamo ¢; = {5, kontradikciju s pretpostavkom da su to dva pravca. Dakle,
pravci £ i {5 se ne sijeku. O

U dokazu smo se pozivali na sve aksiome osim aksioma o paralelama [7E] i [THl Im-
plicitno smo koristili i aksiom [ ve¢ u iskazu teorema, kad smo govorili o nasuprotnim
kutovima. U euklidskoj ravnini vrijedi i obrat teorema o nasuprotnim unutarnjim ku-
tovima: ako se pravci f; i {5 ne sijeku, onda ih svaka transverzala sijece tako da su
nasuprotni unutarnji kutovi sukladni. Medutim, u hiperboli¢noj ravnini obrat ne vrijedi
(zadatak [3.1)).

Peta propozicija iz Euklidovih Elemenata poznata je kao “pons asinorum” (magare¢i
most). Dokaz u Elementima je dosta kompliciran i samo bistri ¢itatelji mogu preéi na
drugu stranu. Osim toga ilustracija Euklidova dokaza podsjeca na most (slika desno).
Dat ¢emo jednostavniji dokaz koji se pripisuje Paposu iz Aleksandrije (oko 290.-350.).

Propozicija 3.2 (“Pons asinorum”). Ako su dvije stranice trokuta AABC' sukladne, onda
su ¢ ngima nasuprotni kutovi sukladni.

Dokaz. Uz standardne oznake za duljine stranica a = |BC|, b = |AC|, ¢ = |AB| i mjere
kutova « = LBAC, § = LABC, v = LACB, pretpostavimo da vrijedi b = ¢. Onda
je |BA| = |CA|, |AC| = |AB| i 4BAC = £CAB pa po aksiomu [f] vrijedi sukladnost

trokuta ABAC = ACAB. Stoga je LABC = LACB, tj. B = 1. m
A
[
c b
B C
F G
NN /
B a C D E

Slika 3.3: Dokazi propozicije [3.2] Desna slika preuzeta je iz [8].

Idu¢i neutralni teorem govori da mozemo spustiti jedinstvenu okomicu iz svake tocke
na svaki pravac. Vidjeli smo da to vrijedi u modelu E? (propozicija |1.6) i u modelu H?

(propozicija [1.27)).

Teorem 3.3. Za svaki pravac £ i tocku P postoji jedinstveni pravac kroz P koji je okomit
na l.
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Dokaz. Prvo dokazujemo jednostavniji slucaj kad tocka P lezi na pravcu £. Tada tvrdnja
slijedi direktno iz aksioma [5| (d). Izaberemo jedan od polupravaca s vrhom P na pravcu ¢
i oznac¢imo ga ( te jednu od poluravnina odredenih pravcem ¢. U toj poluravnini postoji
jedinstveni polupravac m s vrthom P takav da je K(Z m) = 5. Pravac m na kojem lezi m
je jedinstvena okomica kroz P na /.

Sad pretpostavimo da tocka P ne lezi na pravcu £. Neka je x : £ — R koordinatizacija
pravca £. Definiramo funkciju f : R — R, f(t) = |Pz~!(¢)| i u nekoliko koraka dokazujemo
njezina svojstva i tvrdnje teorema.

Korak 1. Funkcija f je neprekidna.

Za bilo koji a € R dokazat ¢emo da je f neprekidna u a. Neka je t € R i oznacimo
odgovarajuce tocke na praveu £ s A =27 '(a) i T = z~1(t). Po propoziciji vrijedi

|PT| = |TA| < [|PT| = |TA|| < |[PA] < |PT| + [T Al
Iz definicije funkcije f i aksioma |3| to mozemo zapisati kao
f) =t —al < fla) < f() + [t —a| =
= —ft—al < fla)— f@®) <lt—al = |f(#)— F@)] <[t —al
Vidimo da |f(t) — f(a)| — 0 kad ¢t — a, pa je f neprekidna u a.
Korak 2. f(t) — 400 kad t = 400 ili t - —o0.

Uzmimo opet ¢vrstu tocku A € ¢ s koordinatom a = z(A) i proizvoljnu tocku 7" € £ s
koordinatom ¢ = x(T). 1z lijeve nejednakosti u propoziciji dobivamo

|AT| — |PA| < ||PA| — |AT|| < |PT],

odnosno

f@) = |PT| = [AT| = |PA| = [t — a| = f(a) = [t| = [a] = f(a).

U zadnjoj nejednakosti koristili smo |t| — |a| < |t — al, $to je lijeva nejednakost iz propo-
zicije za metriku na R. U izrazu koji smo dobili na kraju a je konstanta, pa taj izraz
tezi u +o00 kad [t| — +oo. Slijedi da i f(t) — +oo kad |t| = +o0.

Korak 3. Funkcija f poprima globalni minimum.

Neka je M bilo koja vrijednost funkcije f. Zbog 2. svojstva postoji a € R takav da
je f(t) > M za sve t < a i postoji b € R takav da je f(t) > M za sve t > b. Bududi
da f poprima vrijednost M, mora biti a < b. Izvan segmenta [a,b] funkcija f poprima
vrijednosti strogo veé¢e od M, a na tom segmentu zbog neprekidnosti i Weierstrassova
teorema poprima minimalnu vrijednost f(ty) < M za neki tq € [a,b]. Zaklju¢ujemo da je
to tocka globalnog minimuma funkcije f.
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Korak 4. Egzistencija okomice.

Neka je dy = f(to) globalni minimum funkcije f. Zbog neprekidnosti, 2. svojstva i
Bolzanova teorema, za svaki d > dy postoje t; < to ity > to takvi da je f(t;) = f(t2) = d.
Neka su Ty = 27 '(t;) i T, = = '(t2) odgovarajuce tocke na praveu £ i Ty = o' (B52)
poloviste duzine T1T5. Trokut APT, T}, je jednakokracan, pa su po propoziciji kutovi
uz osnovicu sukladni: £ PTT, = £PT5T;. Sad po aksiomu @ mozemo zakljuciti da su
trokuti APT1Ty i APT5T, sukladni, iz ¢ega slijedi sukladnost kutova ZPTyT, i ZPTyTs.
To su sukuti, pa im je po aksiomu |5 (b) mjera £ PTyTy = L P11, = 5. Dakle, PTj je
okomica na ¢ kroz P.

Korak 5. Jedinstvenost okomice.

Pretpostavimo da postoji jos jedna okomica PTj s nozistem T # T,. Pravac ¢ je
transverzala okomica PTj i PTj i sijece ih tako da su nasuprotni unutarnji kutovi sukladni
(mjera im je 7). Po teoremuokomice se ne sijeku, a obje prolaze kroz P. Dakle, postoji
samo jedna okomica. O

A [ ,

- : l
Tl TO TQ TO / \ Té

Slika 3.4: Egzistencija i jedinstvenost okomice.

Zbog jedinstvenosti okomice mozemo zakljuciti jos o svojstvima funkcije f iz dokaza
prethodnog teorema. Minimum postize upravo u tocki ty = @, a tocke t; < ty < 1o
u kojima poprima vrijednost f(t1) = f(t2) = d > dy su jedinstvene. Naime, kad bi
postojala neka treca tocka t3 # t1,t9 sa f(t3) = d, isto kao u 4. koraku zakljucili bismo da
su ' (83) i 2 (%23) nozista okomica iz P na (. Zato je funkcija f strogo padajuca
na (—o0,ty), strogo rastu¢a na (to, +00) i poprima simetricne vrijednosti oko te tocke:
f(to+1t) = f(to —t), Vt € R. Iz stroge monotonosti slijedi sljedeéi rezultat.

Korolar 3.4. Hipotenuza pravokutnog trokuta je veéa od kateta.

Dokaz. U trokutu AABC' s pravim kutom pri vrhu C, pravac BC' je okomica na C'A
kroz tocku B, a C' je noziste okomice. Zato za svaku tocku T # C na pravcu C'A vrijedi
|BC| < |BT|. Za T = A dobivamo a < ¢, a analogno slijedi b < c. O
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Vazna posljedica teorema [3.1]1[3.3] je postojanje pravca kroz danu tocku koji ne sijece
dani pravac. Zato u aksiomu [7E] ne moramo postulirati postojanje, nego samo jedinstve-
nost pravca koji ne sijece £.

Korolar 3.5. Za svaki pravac € i tocku P & { postoji pravac kroz P koji ne sijece (.

Dokaz. Neka je N noziste okomice iz P na ¢. Povucimo okomicu m na pravac PN
kroz tocku P. Pravac PN je transverzala od ¢ i m koja s njima zatvara prave kutove.
Nasuprotni unutarnji kutovi su sukladni, pa se po teoremu |3.1| pravci £ i m ne sijeku. [

Uz pomo¢ teorema[3.3|mozemo karakterizirati dostizanje nejednakosti u propoziciji 2.2}

Propozicija 3.6. Za tri tocke A, B, C jednakost |AC| = |AB| + |BC| vrijedi ako i samo
ako je B izmedu A i C. Jednakost |AC| = ||AB| — |BC|| vrijedi ako i samo ako su te tri
tocke kolinearne, ali B nije izmedu A i C'.

Dokaz. Ako je B izmedu A i C, onda postoji pravac ¢ s koordinatizacijom x : £ — R
takvom da je x(A) = a, x(B) = b, x(C) = cia < b < ¢. Tada je |[AC| = ¢ — a,
|AB| = b—a i |BC| = ¢ — b, pa jednakost |AC| = |AB| + |BC| vrijedi. Obratno,
pretpostavimo da vrijedi jednakost |AC| = |AB| + |BC| i koordinatiziramo pravac AC
tako da je x(A) = a, #(C) = cia < ¢. Pretpostavimo da B nije na pravcu AC i po
teoremu spustimo okomicu iz B na AC' s nozistem N koje ima koordinatu z(N) = n.
Ako je a < n < ¢, po ve¢ dokazanom smjeru vrijedi |AC| = |AN|+|NC|. Trokuti AANB
i ABNC su pravokutni, pa po korolaru [3.4] vrijedi |AB| > |AN| i |BC| > |[NC|. Tada je
|AC| < |AB| + |BC|, dakle ne vrijedi jednakost. Ako je n = a, kontradikciju dobivamo
direktno iz korolara 3.4 |AC| < |BC| < |AB| + |BC|. Slu¢aj n = c¢ je analogan, a u
sluéaju n < a ili n > ¢ slijedi |AC| < |[NC| < (korolar 3.4) < |BC| < |AB| + |BC|,
odnosno |[AC| < |AN| < (korolar [3.4) < |AB| < |AB|+|BC|. Dakle, tocka B mora lezati
na pravcu AC pa i ona ima koordinatu z(B) = b. Sad iz |AC| = ¢ —a, |AB| = |b — al,
|BC| = |c — b| i jednakosti |AC| = |AB]| + |BC| dobivamo kontradikciju ako je b < a ili
b > c. Dakle, tocka B je izmedu tocaka A i C. Na slican nac¢in dokazujemo karakterizaciju
dostizanja lijeve nejednakosti iz propozicije 2.2 ]

Udaljenost tocke P od pravca ¢ definiramo kao minimalnu udaljenost |PT| za T € ¢ i
oznacavamo d(P, ¢). Vidjeli smo da se minimum poprima kad je 7' noziste okomice iz P
na /.

Propozicija 3.7. Funkcija P — d(P,{) koja tocki pridruiuje njezinu udaljenost od
pravea ¢ je neprekidna.

Dokaz. Neprekidnost u tocki A po definiciji znaéi
(Ve >0)(30 >0) |[TA| <d=|d(T,0) —d(A,0)| <e.

Pokazimo da moZemo uzeti § := 5. Po nejednakosti trokuta, za svaku tocku P € £ vrijedi
d(T,0) < |TP| < |TA| +|AP| < § + |AP| = |AP| + g

d(A, ) < |AP| < |AT| +|TP| <6 + |TP| = |TP| + g

Bududi da je tocka P € ¢ proizvoljna, slijedi d(7T',¢) < d(A,¢) + 5 i d(A,£) < d(T,() + 3,
odnosno |d(T,£) — d(A, ()] < 5 < e. Time je neprekidnost dokazana. O
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Sljedec¢u tehnicku lemu koristit ¢emo u dokazu teorema o precki.

Lema 3.8. Neka je ¢ pravac s koordinatizacijom x : £ — R, B,C € ¢ dvije tocke na tom
praveu s koordinatama x(B) = b, x(C) = ¢, b < ¢ te A € { tocka izvan tog pravca. Za
t € (b,c) neka je T € L tocka s koordinatom x(T) =t, a f(t) mjera kuta ZBAT. Tada je
funkcija f = (b,c) — (0, ) neprekidna i strogo rastuca.

A

B Ty T C

Slika 3.5: Dokaz leme B.8]

Dokaz. Neprekidnost smo postulirali u aksiomu [5| (e). Neka su t1,ty € (b,c), t1 < to i
Ty =z (t1), Ty = 27 (t2) odgovarajuce tocke na pravcu £. Duzina T\ Ty ne sijece pravac
AB, pa su tocke Ty i Tj s iste strane tog pravca. Slicno, BT} ne sijece ATy, pasu BiT} s
iste strane pravca ATs. Stoga je polupravac AT7 u unutrasnjosti kuta ZBAT, i mozemo
primijeniti aksiom [5| (¢): LBATy, = LBAT|, + LT1 AT, > LBATy, tj. f(t1) < f(t2).
Vidimo da je f strogo rastuca. m

Teorem 3.9 (Teorem o precki). Neka je AABC' trokut i D tocka u njegovoj unutrasnjosti.
Onda polupravac zﬁ sijece stranicu BC.

Slika 3.6: Teorem o precki.
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Dokaz. Koordinatiziramo pravac BC' i definiramo funkciju f kao u lemi [3.8] Buduéi da
je f:(b,c) — (0,m) neprekidna i strogo rastuca, slika joj je otvoreni interval (0, «) za
a = LBAC. Po aksiomu 5| (¢) je § = £LBAD < a, pa postoji t € (b,c) takav da je
f(t) = 8. Totka T = x(t) pripada stranici BC, a zbog bijektivnosti u aksiomu [5| (d)
i {BAD = ABAT = ) slijedi E = ﬁ Zato polupravac zﬁ sijece stranicu BC u
tocki T'. O]

Euklid je koristio tvrdnju teorema o precki bez dokazivanja, kao oc¢itu. Jos jedna
sliécna tvrdnja je takozvani Paschov aksiom. Moritz Pasch (1843.-1930.) bio je njemacki
matematicar zidovskog porijekla koji se bavio osnovama geometrije. U knjizi [16] upozorio
je na presutne pretpostavke u Euklidovim dokazima koje ne slijede iz aksioma. Paschov
rad utjecao je na Hilberta i njegovu aksiomatiku.

Teorem 3.10 (Paschov aksiom). Ako pravac p ne prolazi kroz vrhove trokuta AABC' i
sijece jednu njegovu stranicu, onda p sijece tocno jednu od preostale dvije stranice tog
trokuta.

C

Slika 3.7: Paschov aksiom.

Dokaz. Neka p sijece stranicu AB u tocki T' i neka je p polupravac s vrhom 7" koji “ulazi”
u trokut AABC. Bududéi da p ne prolazi kroz vrhove trokuta, vrijedi p # ﬁ Zbog
bijektivnosti u aksiomu [5| (d) mjera kuta A(T—zzl,ﬁ) je ili manja ili veca od LATC. U
prvom slucaju p je u unutrasnjosti kuta ZATC, pa po teoremu o precki p sijece
stranicu AC. U drugom slucaju § je u unutrasnjosti kuta ZCTB i na isti na¢in vidimo
da p sijece stranicu BC. O]

3.2 Teoremi o kutovima trokuta

Trokut AABC' definirali smo kao skup od triju nekolinearnih tocaka {A, B, C'}. Kutove
/BAC, ZABC' i ZAC B nazivamo unutarnjim kutovima trokuta, a njihove sukute vanj-
skim kutovima. Na primjer, na slici lijevo kutovi oznaceni +' i 4" su vanjski kutovi
pri vrthu C| tj. sukuti kuta 7. Kazemo da su to vanjski kutovi nasuprotni unutarnjim
kutovima « i 3.
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B B

<y

Slika 3.8: Vanjski kutovi trokuta.

Teorem 3.11 (O vanjskom kutu). Mjera vangjskog kuta trokuta veéa je od mjera nasu-
protnih unutarngih kutova.

Dokaz. Kad bi vrijedilo 4" = (3, pravac BC bio bi transverzala pravaca AB i AC koja ih
sije¢e tako da su nasuprotni unutarnji kutovi sukladni. Po teoremu ta dva pravca se
ne bi sijekla, a oba prolaze kroz tocku A. Pretpostavimo da vrijedi 4/ < i nanesimo u
unutrasnjosti kuta ZABC' polupravac p's vrthom B takav da je £(p, B?) = v (slika
desno). Tada po teoremu o precki polupravac p'sijece stranicu AC, §to je opet kontra-
dikcija s teoremom [3.1] 0 nasuprotnim unutarnjim kutovima. Dakle, mora vrijediti v > 3,

a slicno dokazujemo ' > a. [
Korolar 3.12. Zbroj mjera bilo koja dva kuta trokuta mangi je od .

Dokaz. Po teoremu je a < °/, iz Cega slijedi a + v < v+~ = 7. Sli¢no, iz § < 7/
slijedi B+ v < o'+ = w. Primjenom teorema na vanjski kut pri vrhu A ili B
dobivamo a + § < 7. ]

U euklidskoj ravnini znamo da je zbroj mjera sva tri kuta trokuta jednak 7. U modelu
H? vidjeli smo da postoje trokuti sa zbrojem mjera kutova manjim od 7. Bez pozivanja
na aksiom o paralelama mozemo dokazati da je taj zbroj manji ili jednak 7, sto je tvrdnja
poznata kao Saccheri-Legendreov teorem.

Teorem 3.13 (Saccheri-Legendre). Zbroj mjera sva tri kuta trokuta mangi je ili jednak .

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da je o + B4+~ =mm+¢e zaneki ¢ > 0. Neka je D
poloviste stranice BC, a E tocka na pravcu AD takva da je D poloviste duzine AFE.
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Postojanje polovista D i tocke E slijedi iz aksioma [3] Oznac¢imo mjere kutova L BAD =
a; 1 LDAC = ay. Po aksiomu [0 vrijedi sukladnost trokuta AADB = AEDC, pa je
ADCE = 4DBA = 1 {DEC = £DAB = a; (slika[3.9). Trokuti AABC i AAEC
imaju isti zbroj mjera kutova a+p+v = oy +as+p+7v. Zbog an+as = a vrijedi oy < a/2
ili ap < /2. Dakle, novi trokut AAEC ima mjeru jednog kuta manju ili jednaku od /2.
Ponavljanjem postupka dobivamo niz trokuta koji imaju isti zbroj mjera triju kutova, a
jedan kut im je manji ili jednak od /2, o/4, /8. ... Nakon kona¢no mnogo koraka bit
¢e a/2" < g, pa e zbroj mjera preostala dva kuta biti veéi od 7 (jer je zbroj mjera sva
tri kuta 7+ ¢). To je kontradikcija s korolarom [3.12] O

B E

Slika 3.9: Dokaz teorema [3.13]

3.3 Teoremi o sukladnosti

Neka trokuti AABC i AA’B’'C’ imaju duljine stranica a, b, ¢, odnosno d’, V', ¢ te mjere
kutova «, 3, v, odnosno o', B, +'. Sukladnost AABC = AA’'B'C’ znaci da vrijedi a = d',
b=V,c=c, a=d,8=01v=+" Po aksiomu[f dovoljno je znati a = a/, B = (' i
¢ = ¢, pa moraju vrijediti i ostale jednakosti. Moguce je oslabiti taj aksiom:

Aksiom 6'. Ako za trokute AABC i AA'B'C" vrijedia = d', 8= ic= ¢, onda vrijedi

a=da.
Iz ovog askioma mozemo dokazati kriterij sukladnosti SKS, tj. jacu verziju aksioma [6]

Teorem 3.14 (SKS). Ako za trokute AABC i AA'B'C" vrijedia =d', =0 ic=7¢,

onda su ta dva trokuta sukladna.

Dokaz. 1z aksioma [6/] slijedi @ = o’. Trebamo dokazati jednakosti v = +' i b = b'. Prvu
jednakost dobijemo primijenom aksioma |[6'| na trokute ACBA i AC'B’'A’ (iste trokute s
drugim redoslijedom vrhova). Za drugu jednakost “nanesemo” duljinu b’ na polupravac

z@: neka je C” tocka na z@ takva da je |AC”| = b'. Takva tocka postoji i jedinstvena
je po aksiomu [3] Po aksiomu [6] primijenjenom na trokute AC”AB i AC'A'B’ (a = d/,
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a=d,|C"A| = |C'"A'| = V) slijedi LBAC" = LB'A'C" = f'. Znamo da je § = [, pa
vrijedi { ABC" = L ABC'. Po aksiomu (d) krakovi 37” i @ se podudaraju, pa su tocke
C'i C" obje jedinstveno sjeciste pravaca AC' = AC” i BC' = BC" (koristimo jedinstvenost
iz aksioma [I]). Dakle, vrijedi C' = C”, iz Cega slijedi b = |AC| = |AC"| =V O

Euklid dokazuje kriterij sukladnosti SKS u ¢etvrtoj propoziciji prve knjige Elemenata.
Drugi dio dokaza teorema slican je Euklidovu dokazu, ali on ne spominje eksplicitno
aksiom [6] Slican je i dokaz kriterija KSK.

Teorem 3.15 (KSK). Ako za trokute AABC i AA'B'C" vrijedi « =o', c=¢ i f=f,
onda su ta dva trokuta sukladna.

Dokaz. Neka je C" tocka na polupravcu 1@ takva da je |AC"| = b'. Po teoremu
(aksiomu [6), vrijedi ABAC” = AB'A'C". Posebno, vrijedi LABC" = LA'B'C' = ' =
8 = LABC. Po aksiomu (d) krakovi lﬁ i BC"” se podudaraju pa slijedi C = C”.
Dakle, AABC = AABC" =2 A'B'C". O

Iduéi kriterij sukladnosti je SKK (dva kuta i stranica nasuprot jednog). U euklidskoj
geometriji taj kriterij slijedi direktno iz prethodnog jer je zbroj mjera kutova u trokutu
jednak 7. Ako su bilo koja dva para odgovarajuéih kutova sukladna, npr. « = o' 1 8 =,
onda je i treéi par sukladan: y=7—a —f=m —a — ' =+'. U neutralnoj geometriji
ovaj dokaz ne vrijedi, ali kriterij sukladnosti SKK ipak mozemo dokazati na drugi nacin.

Teorem 3.16 (SKK). Ako za trokute AABC i AA'B'C" vrijedi a =d', a =o' 1 =/,
onda su ta dva trokuta sukladna.

Dokaz. Neka je A” tocka na polupravcu B takva da je |BA”| = . Po teoremu
(aksiomu [6) tada vrijedi ACBA” =~ AC'B'A', iz ¢ega slijedi LCA"B = LC'A'B' =
o = a. Ako je tocka A” izmedu A i B, trokut AAA”C ima vanjski kut LCA"B = «
nasuprot unutarnjem kutu £CAA” = «, §to je kontradikcija s teoremom [3.11] Sli¢no,
ako je tocka A izmedu A” i C', kut LCAB = « je vanjski kut nasuprot unutarnjem kutu
LCA"A = LCA"B = a, §to je opet kontradikcija s teoremom [3.11} Zakljuéujemo da
mora biti A” = A, iz éega slijedi AABC = AA"BC =2 AA'B'C". O

Sjetimo se propozicije 3.2l ako su dvije stranice trokuta AABC' sukladne, onda su i
njima nasuprotni kutovi sukladni. Za dokaz kriterija sukladnosti SSS treba nam obrat
te tvrdnje. Dokazimo prvo pomoénu tvrdnju: nasuprot vece stranice trokuta AABC' lezi
vedi kut.

Lema 3.17. Ako u trokutu AABC vrijedi a < b, onda vrijedi o < [3.

Dokaz. Neka je P tocka na stranici AC takva da je |PC| = a. Tada je trokut ACBP
jednakokracan, pa po propoziciji vrijedi LCBP = £CPB =: ¢. Po teoremu [3.11] u
trokutu AAPB vrijedi a < ¢, a po lemi [3.§ vrijedi ¢ = LCBP < LCBA = . Slijedi
a < . O

Teorem 3.18. U trokutu AABC vrijedi a = b ako i samo ako vrijedi o = 5.
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Dokaz. Implikaciju a = b = o = [ dokazali smo u propoziciji|3.2l Za obratnu implikaciju
pretpostavimo da je « = . Ako je a < b, po lemi [3.17] slijedi o < [, kontradikcija s
pretpostavkom. Na isti nacin vidimo da ne vrijedi a > b, pa preostaje samo a = b. O]

Na taj nacin dokazujemo i obrat leme |3.17]
Teorem 3.19. U trokutu AABC vrijedi a < b ako i samo ako vrijedi o < f3.

Dokaz. Implikacija a < b = a < 3 je tvrdnja leme [3.17, a za obratnu implikaciju pret-
postavimo da je a < . Ako je a > b, po leme slijedi « > . Ako je a = b, po
propoziciji slijedi @ = 3. Preostaje samo moguénost a < b. ]

Sljededi teorem je tvrdnja “nasuprot veceg kuta je vec¢a stranica” za dva trokuta.

Teorem 3.20. Ako za trokute AABC i« AA'B'C" vrijedia =a', b=V i~ <+, onda je
c< (.

Dokaz. Neka je k polupravac s vrthom ' takav da je K(Cﬁ, IZ) = 7. Zbog v < v taj]
polupravac lezi u unutrasnjosti kuta ZA’C'B’, pa po teoremu o precki sijece stra-
nicu A’B’ u nekoj tocki T. Neka je B” tocka na polupravcu k takva da je |C'"B"| = a.
Tada po kriteriju SKS slijedi AACB = AA'C'B" i |A’B"| = ¢. Imamo tri slucaja: ili je
B" =T, ili je T izmedu C’ i B”, ili je B” izmedu C’' i T. U prvom slucaju je B” =T
izmedu A" i B', pa je ¢ = |A'B"| < |[A'B| = ¢. U drugom slucaju prvo dokazujemo
nejednakost kutova £B'B"A’ > (lema[3.8) > £{B'B"T = £B'B"C" = (propozicija [3.2)) =
£B"B'C" > (lema > AB"B'T = £B"B'A’. Sada primijenimo teorem na tro-
kut AB'B"A’: buduéi da je kut pri vrhu B’ manji od kuta pri vrhu B”, u istom su
odnosu nasuprotne stranice ¢ = |A’'B"| < |A’B’| = ¢/. U treéem slucaju B” je izmedu
C'"iT, pa po teoremu o precki polupravac W sijece C'B’ u nekoj tocki P. Vrijedi
AB'B"A" > (teorem [3.11) > £PB'B" = £C'B'B" = (propozicija[3.2) = £C'B"B’ >
(lema|3.8) > £LPB"B’ > (teorem |3.11) > £B"B’A’. Ponovo primijenimo teorem
na trokut AB’B"”A’: kut pri vrhu B’ je manji od kuta pri vrhu B”, pa je i nasuprotna
stranica ¢ = |[A'B"| < |A'B'| = ¢/. U sva tri slucaja dobili smo ¢ < ¢ i tvrdnja teorema
vrijedi. O]

Prema kriteriju sukladnosti SKS (aksiomu [f]ili teoremu [3.14)), ako su zadane duljine
dviju stranica trokuta a, b i mjera kuta medu njima <y, time je jednoznac¢no odredena
duljina trece stranice ¢. Tako dolazimo do funkcije ® : RT x R x (0,7) — R* koja
trojki (a,b,7) pridruzuje ¢ = ®(a,b,v). Po teoremu [3.20] ta funkcija je rastuca u trecoj
varijabli: v, < 9 = ®(a,b,71) < ®(a,b,72). 1z toga lako dokazujemo kriterij sukladnosti
SSS.

Teorem 3.21 (SSS). Ako za trokute AABC i AA'B'C" vrijedi a = a', b=10 1 ¢ =/,

onda su ta dva trokuta sukladna.

Dokaz. Ako je v < v/, po prethodnom teoremu dobivamo ¢ = ®(a,b,v) < ®(a,b,y') =
suprotno pretpostavci. Na isti nac¢in vidimo da ne moze biti v > /. Dakle, vrijedi v = +/
i trokuti su sukladni po kriteriju SKS. [
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U euklidskoj geometriji kriterij sukladnosti SSK (dvije stranice i kut nasuprot jedne)
ne vrijedi bez dodatne pretpostavke. Neka su zadane duljine stranica a, b i mjera kuta a.
Konstruiramo kut s vthom A mjere « i na jednom kraku oznacimo tocku C takvu da
je |AC| = b. Zatim povucemo kruznicu polumjera a sa sredistem C' i gledamo sjeciste s
drugim krakom kuta. Ako je polumjer a ve¢i od udaljenosti tocke C' od drugog kraka i
vrijedi a < b, dobivamo dva sjecista By i By. Trokuti AAB;C' i AAB>C imaju zadane
elemente a, b, «, ali nisu sukladni (slika . Protuprimjer za kriterij sukladnosti SSK
postoji i u modelu hiperboli¢ne ravnine (zadatak . Ako je polumjer kruznice a > b,
opisana konstrukcija daje samo jedno sjeciSte s drugim krakom. Zaista, vrijedi kriterij

sukladnosti “dvije stranice i kut nasuprot vece”.
B.Z

A b C

Slika 3.10: Protuprimjer za kriterij sukladnosti SSK.

Teorem 3.22 (SSK~). Ako za trokute AABC i AA'B'C" vrijedia=d', b=V, a=da" 1
pritom je a > b, onda su ta dva trokuta sukladna.

Dokaz. Neka je B” tocka na polupravcu 1@ takva da je |AB”| = ¢. Tada po kriteriju
SKS vrijedi AB"AC = AB'A'C’, pa je |B"C| = |B'C'| = ¢’ = a. Tvrdimo da je B" = B,
iz cega slijedi trazena sukladnost. U suprotnom je trokut AC'B” B jednakokracan i vrijedi
£L£CB"B = LACBB" = . Ako je B"” izmedu A i B, kutovi ZAB"C i ZCB" B su sukuti pa
vrijedi LAB"C =7 — £CB"B = 7 — 3. Primijenimo teorem na trokut AAB"C, pa
iz uvjeta a > b dobivamo o > w — (3, tj. a + 3 > mw. To je kontradikcija s korolarom (3.12]
U slucaju da je B izmedu A i B” na slican na¢in dobivamo kontradikciju. Zato mora
vrijediti B” = B iz ¢ega slijedi AABC = AA'B'C". O

Od svih mogué¢ih podudaranja tri od Sest elemenata dvaju trokuta, ostaje joS po-
dudaranje mjera triju kutova (KKK). Znamo da u euklidskoj ravnini iz toga ne slijedi
sukladnost, nego sli¢nost trokuta. Kasnije ¢emo dokazati da u hiperboli¢noj ravnini vri-
jedi i kriterij sukladnosti KKK.
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3.4 Pravokutnici

Pravokutnik je cetverokut s Cetiri prava kuta. U euklidskoj ravnini pravokutnici postoje
i detaljno se obraduju u skolskoj geometriji. Na primjer, uci se formula za povrsinu
pravokutnika P = a - b, gdje su a i b duljine susjednih stranica. Dokazat ¢emo da u
hiperboli¢noj ravnini ne postoje pravokutnici. Toc¢nije, dokazat ¢emo da ako postoji barem
jedan pravokutnik, onda vrijedi euklidski aksiom o paralelama [TE| Aksiom Ce slijediti
kad pokazemo da iz postojanja jednog pravokutnika slijedi postojanje pravokutnika s bilo
kojim duljinama susjednih stranica a,b > 0. Prvo dokazujemo da su duljine nasuprotnih
stranica jednake.

Lema 3.23. Nasuprotne stranice pravokutnika su sukladne.

U euklidskoj ravnini lema slijedi iz obrata teorema o nasuprotnim unutarnjim
kutovima. Ako je ABC'D pravokutnik, pravac BC je zajedni¢ka normala pravaca AB i
CD na kojima leze nasuprotne stranice. Po teoremu ta dva pravca se ne sijeku, a po
obratu tog teorema njihova transverzala AC na kojoj lezi dijagonala pravokutnika takoder
zatvara s AB i C'D sukladne nasuprotne unutarnje kutove. Dakle, K BAC' = £{DCA
i {BCA = ADAC pa po kriteriju KSK (teoremu dobivamo sukladnost trokuta
AACB = ACAD. Zato vrijedi |AB| = |CD|. Medutim, zelimo dokazati lemu kao
neutralni teorem, tj. bez pozivanja na aksiom o paralelama i njegove posljedice, pa ne
smijemo koristiti obrat teorema (3.1} o nasuprotnim unutarnjim kutovima.

Dokaz leme[3.23 Neka je ABC D pravokutnik u kojem nasuprotne stranice nisu sukladne.
Bez smanjenja opcéenitosti mozemo pretpostaviti |[AD| < |BC|. Neka je E tocka na stra-
nici BC takva da je |BE| = |AD| i ozna¢imo ¢ = £ BED. Po teoremu primijenjenom
na ADEC, vrijedi ¢ > LECD = 7. Tvrdimo da su u cetverokutu ABED kutovi pri vr-
hovima E i D sukladni. Naime, po kriteriju SKS vrijedi ABAD = AABFE, iz ¢ega slijedi
|BD| = |AE| i1 LABD = {BAFE =: o. Bududi da su kutovi pri vrhovima A i B pravi,
vrijedi { DBE = AEAD = 7 — a. Sad opet po kriteriju SKS vrijedi ADAE = AEBD,
¢ime smo dokazali LADE = LBED = ¢. Zbroj kutova u cetverokutu ABED iznosi
7+ 2, sto po Saccheri-Legendreovu teoremu moze biti najvise 27. Time smo dobili
¢ < 7, 8to je kontradikcija s ranije dokazanim ¢ > 7. Dakle, mora vrijediti [AD| = |BC/,
a analogno se pokazuje |[AB| = |CD|. O

Teorem 3.24. Ako postoji pravokutnik sa susjednim stranicama duljina a,b > 0, onda za
svaki prirodan broj n € N postoji pravokutnik sa susjednim stranicama duljina na i b.

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo indukcijom po n. Za n = 1 oé¢ito vrijedi. Ako postoji
pravokutnik sa susjednim stranicama duljina a i b, izaberemo tocku E na polupravcu A

takvu da je |[BE| = |AB| = a i toctku F' na polupravcu DC takvu da je |CF| =|DC| = a.
Po kriteriju SKS vrijedi ADAB = ACBE, pa je L{ADB = ABCFE =: ¢, L{ABD =
ABEC =: 9 i |DB| = |CE|. Tada je LCDB =% — ¢ = LFCE, pa po kriteriju SKS

T
vrijedi ACDB = AFCE. Slijedi {CFE = £DCB = 7, a povlacenjem druge dijagonale
analogno vidimo { BEF = £ABC = 7. Dakle, AEFD je pravokutnik sa susjednim

stranicama duljine 2a i b. Na isti nac¢in mozemo pravokutnik sa stranicama duljine na i
b prosiriti do pravokutnika sa stranicama duljine (n + 1)a i b, pa tvrdnja vrijedi za svaki
n € N. O
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Teorem 3.25. Ako postoji pravokutnik sa susjednim stranicama duljina a,b > 0, onda za
svakiy realan broj x > 0 postoji pravokutnik sa susjednim stranicama duljina x 1 b.

Dokaz. Za dovoljno veliki n € N vrijedi na > z. Po prethodnom teoremu postoji pra-
vokutnik ABCD sa susjednim stranicama duljine na i b. Izaberemo tocku E na AB
takvu da je |AE| = z i tocku F na DC takvu da je |DF| = 2. Ozna¢imo £ AEF = ¢y,
AFEB =¢9, ADFFE = 11 LEFC = 5. To su sukuti, pa vrijedi 1 + 5 = 1 + oo = 7.
S druge strane, kao posljedica Saccheri-Legendreova teorema [3.13] zbroj mjera kutova
¢etverokuta je manji ili jednak 27. Primjenom na cetverokut AEF' D slijedi €1 + 1 < T,
a na cetverokut FBC'F slijedi €5+ @s < 7. Sli¢no kao u prethodnom dokazu, povlacenjem
dijagonala AF i DE mozemo dokazati e, = ¢; i €2 = 5. Sad iz nejednakosti e; + ¢ < 7
1&+ ¢ < mslijedi e < 16y < 7, 8to je zbog €1 + €2 = m moguce jedino ako je

€1 = 5 = 1. Dakle, AEF'D je pravokutnik sa susjednim stranicama duljina x i b. O

Korolar 3.26. Ako postoji pravokutnik, onda za sve realne brojeve x,y > 0 postoje pra-
vokutnici sa susjednim stranicama duljina x @ y.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji pravokutnik sa susjednim stranicama duljina a i b. Po
prethodnom teoremu postoji pravokutnik sa susjednim stranicama duljina x i b. Ponovo
ga primijenimo na taj pravokutnik, pa dobijemo pravokutnik sa susjednim stranicama
duljina z i y. O]

Teorem 3.27. Ako postoji pravokutnik, onda je zbroj mjera triju kutova svakog trokuta
jednak .

Dokaz. Neka je AABC' trokut. Ako je pravokutan, recimo s pravim kutom pri vrhu C,
katetama a, b 1 nasuprotnim kutovima «, /3, po korolaru [3.26] postoji pravokutnik DEFG
sa susjednim stranicama |DFE| = a i |[EF| = b. Tada po kriteriju SKS vrijedi AACB =
ADFEF = AFGD, pa je £GDF = a i LEDF = . Kut pravokutnika pri vrthu D je
a+ B =7, iz cegaslijedi a+ +v = m. Ako AABC nije pravokutan, neka mu je najveci
kut pri vrhu C'. Spustimo okomicu iz vrha C' na nasuprotnu stranicu s nozistem N. Time
smo podijelili trokut na dva pravokutna trokuta AACN i ABCN koji po prethodnom
slucaju imaju zbrojeve kutova a + v, = 8 + 72 = 5. Zbroj kutova polaznog trokuta je
at+f+y=a+f+ntr=mr O

Teorem 3.28. Ako je zbroj mjera triju kutova svakog trokuta jednak mw, onda vrijedi

aksiom [7E}

Dokaz. Za pravac ¢ i tocku T ¢ (¢ spustimo okomicu iz T na ¢ s nozistem N. Znamo
da okomica na TN kroz T ne sijece ¢ (korolar [3.5). Bilo koji drugi pravac p kroz T s
jedne strane transverzale TN zatvara unutarnji kut mjere a < 7. S te strane izaberemo
tocku Py € (¢ takvu da je [INP| = |[TN|. Onda je ATNP; jednakokracan pravokutni

trokut, koji po pretpostavci teorema ima kut K NPT = 7. Zatim izaberemo tocku P,

—
na polupravcu N Py takvu da P; bude izmedu N i P i da vrijedi |PyPs| = |TPy|. Tro-
kut AT P, P, je jednakokracan s kutom £TP P, = 37”, pa je po pretpostavci teorema

ANPRT = LP,P,T = 3. Nastavljajuci analogno dalje dobivamo tocku P, na N P; takvu

da je ANP,T = 5757 istoga ANTP, = 3 (1 — 2%) Taj izraz tezi prema 7 kada n — oo,
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™

pa zbog a < § postoji n € N takav da je LNTP, > «. To znaci da polupravac p's
vrhom T lezi u unutrasnjosti kuta ZNTP,,, pa po teoremu [3.9| o precki sijece NP, = /.
Dakle, od svih pravaca kroz T', samo okomica na T'N ne sijece pravac /. O]

Ako postoji pravokutnik, prethodna dva teorema daju dokaz euklidskog aksioma o
paralelama [TE] Zato su geometricari koji su se bavili problemom paralela nastojali kons-
truirati pravokutnik. Iz aksioma mozemo konstruirati cetverokut koji ima tri prava
kuta: uzmemo pravi kut Z(p,q) s vchom B i izaberemo bilo koju tocku D u njegovoj
unutrasnjosti. Neka je A noziste okomice iz D na krak p, a C noziste okomice iz D na
krak ¢ (koristimo se teoremom [3.3). Tada je ABCD ¢etverokut s pravim kutovima u
vrhovima A, B i C. U euklidskoj ravnini zbroj mjera kutova ¢etverokuta je 2w, pa je i
cetvrti kut pravi, ali to ne mozemo zakljuciti bez pozivanja na aksiom . Cetverokut s
tri prava kuta zovemo Lambertovim cetverokutom.

Teorem 3.29. U Lambertovom cetverokutu mjera cetvrtog kuta manga je ili jednaka 3, a
duljine stranica uz taj kut nisu mangje od duljina njima nasuprotnih stranica.

Dokaz. Neka je ABC'D Lambertov ¢etverokut s pravim kutovima u vrhovima A, B, C.
Po Saccheri-Legendreovu teoremu zbroj mjera sva cetiri kuta manji je ili jednak 27,
pa je mjera cetvrtog kuta § < 7. Trebamo jos dokazati |[AB| < [C'D| i |BC| < |AD|.
Neka je E poloviste stranice BC i p simetrala te stranice, tj. okomica na BC kroz E.
Po teoremu [3.9] o precki primijenjenom na AAFED, pravac p sijeCe nasuprotnu stranicu
AD u nekoj tocki F. Neka je A’ tocka na polupravecu CD takva da je |CA'| = |BA|. Po
SKS kriteriju vrijedi ABEF = ACEF, paje |BF| =|CF|i{EBF = LECF. No tada
po SKS kriteriju vrijedi i sukladnost AFBA = AFCA’, jer je {FBA = § — AEBF =
5 —4AECF = LFCA', paslijedi {FA'C = {FAB = 7. Sada zaklju¢ujemo da tocka D
ne moze biti izmedu C i A’ jer bi u trokutu AF A’ D zbroj mjera kutova pri vrhovima A’ i
D bio § +(m—0) > 7, §to je kontradikcija s korolarom . Dakle, ili je D = A, ili je A’
izmedu C'i D, paje |AB| = |CA'| < |CD|. Naslican na¢in dokazujemo |BC| < |[AD|. O

Ako postoji pravokutnik, po lemi [3.23] znamo da su nasuprotne stranice sukladne.
Druga ideja za konstruirati pravokutnik je uzeti duzinu AB i povuéi okomice p i ¢ na
pravac AB kroz totke A i B. Zatim izaberemo tocke D € p i C' € ¢ s iste strane
pravca AB takve da vrijedi |AD| = |BC|. Tako dobivamo ¢etverokut ABC'D s dva prava
kuta u vrhovima A, B i sukladnim nasuprotnim stranicama AD, BC. Cetverokut s tim
svojstvima zovemo Saccherijevim cetverokutom. Stranicu AB zovemo donjom osnovicom,
stranice AD i CD krakovima, a ¢etvrtu stranicu CD gornjom osnovicom Saccherijeva
cetverokuta.

Propozicija 3.30. U Saccherijevu cetverokutu kutovi uz gornju osnovicu su sukladni i
mjera im je manja ili jednaka 7.

Dokaz. Neka je ABCD Saccherijev c¢etverokut s pravim kutom u vrhovima A i B. Po
kriteriju SKS vrijedi ADAB = ACBA, pa je |DB| = |C'A|. Sad po kriteriju SSS (te-
oremu vrijedi ABCD = AADC, pa je LADC = LADC, tj. v = . Iz Saccheri-
Legendreova teorema slijedi da je ta mjera manja ili jednaka . O
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Slika 3.11: Dokaz propozicije [3.31].

Propozicija 3.31. Spojnica polovista gornje i donje osnovice Saccherijeva céetverokuta
okomita je na osnovice.

Dokaz. Neka je E poloviste donje osnovice AB, a F poloviste gornje osnovice CD.
Oznac¢imo mjere kutova kao na slici 3.11, Po kriteriju SKS je ADAE = ACBE, pa
vrijedi |DE| = |CE|, &1 = €3 i 1 = ¢o. Po kriteriju SSS je ADEF = ACEF,
iz Cega slijedi Y1 = 1o 1 Ay = 9. Kutovi kojima su mjere A\; i Ay su sukuti, pa je
A1 = Ay = 7 i spojnica polovista E'F' je okomita na gornju osnovicu. Analogno, kutovi
LAAEF = &1 4+ = g9 + 1o = LBFF su sukuti, pa su pravi i EF je okomica na donju
osnovicu. O

Korolar 3.32. Osnovice Saccherijeva cetverokuta leze na pravcima koji se ne sijeku.

Dokaz. Spojnica polovista gornje i donje osnovice je po prethodnoj propoziciji njihova
zajednicka normala, pa se pravci na kojima leze osnovice ne sijeku po teoremu |3.1] o
nasuprotnim unutarnjim kutovima. O

Propozicija 3.33. Duljina donje osnovice Saccherijeva cetverokuta manja je ili jednaka
duljini gornje osnovice.

Dokaz. Spojnica polovista gornje i donje osnovice dijeli Saccherijev cetverokut na dva
sukladna Lambertova ¢etverokuta AEFD i BEFC (slika[3.11)). Po teoremu vrijedi
|AE| < |DF|1i|EB| < |FC|, iz ¢ega slijedi |[AB| < |CD]. O

U euklidskoj ravnini nejednakosti iz teorema [3.29]1 propozicija i se dostizu, a
Lambertovi i Saccherijevi ¢etverokuti su pravokutnici. Dostizanje bilo koje nejednakosti
ekvivalentno je aksiomu [7E| pa su u hiperboli¢noj ravnini sve te nejednaskosti stroge. U
sljedeéem poglavlju izvodimo druge posljedice hiperboli¢nog aksioma o paralelama [7H]



62 POGLAVLJE 3. TEOREMI NEUTRALNE GEOMETRIJE

Zadaci

Zadatak 3.1. U modelu H? nadite protuprimjer za obrat teoremal[3.1. Koristeéi se aksi-
omom [7E dokaZite obrat tog teorema.

Zadatak 3.2. Proucite dokaz 5. propozicije (naSe propozicije u Elementima [§].

Zadatak 3.3. DokaZite da iz aksioma slijedi da je zbroj mjera triju kutova trokuta
jednak 7.

Zadatak 3.4. U modelu hiperbolicne ravnine nadite protuprimgjer za kriterij sukladnosti
SSK. Tocnije, nadite cetiri tocke A, By, Bo,C € H? takve da A, By i By leZe na istom
pravcu, C' ne leZi na tom pravcu, A nije izmedu By i By (j. AB) = A—B;) te vrijedi
|B1C| = |B2CY, ali trokuti AAB,C i AAByC' nisu sukladni.

Zadatak 3.5. Definirajte pojam cetverokuta i, opéenito, n-terokuta (poligona) u ravnini.

Zadatak 3.6. Neka je ABCD Lambertov c¢etverokut s pravim kutovima u vrhovima A,
B i C. Dokazite da nasuprotne stranice lezZe na pravcima koji se ne sijeku. DokaZite da
vrijedi |AB| = |BC| ako i samo ako vrijedi |CD| = |DA].

Zadatak 3.7. Neka je ABCD Lambertov cetverokut v modelu hiperboliéne ravnine H? s
pravim kutovima u vrhovima A, B, C' i stranicama duljina a = |AB|, b = |BC|, ¢ = |CD|
i d =|DA|. Dokazite da tada vrijedi shc = chd-sha.

Zadatak 3.8. Neka je ABC'D Saccherijev cetverokut s donjom osnovicom AB i krako-
vima BC, AD. Neka su E i F polovisa osnovica, a G i H polovista krakova. DokaZite
da su pravei EF ©+ GH okomiti.

Zadatak 3.9. DokazZite: cetverokut kojem su dva susjedna kuta prava, a preostala dva
kuta su sukladna je Saccherijev cetverokut.

Zadatak 3.10. Pseudokvadrat je cetverokut kojem su sve cetiri stranice sukladne i sva
cetiri kuta sukladna. DokaZite:

(a) Mjera kutova pseudokvadrata je manja ili jednaka /2.
(b) Spojnica polovista nasuprotnih stranica je okomita na te stranice.
(¢) Spojnice polovista nasuprotnih stranica medusobno su okomite i raspolavljaju se.

(d) Dijagonale pseudokvadrata su simetrale njegovih kutova.



Poglavlje 4

Teoremi hiperbolicne geometrije

“In mathematics you don’t understand things. You just get used to them.”
John von Neumann.

U ovom poglavlju proucavamo posljedice negacije euklidskog aksioma o paralelama,
tj. posljedice aksioma [TH] Euklidski aksiom govori o jedinstvenosti paralele za svaki
neincidentni par tocke i pravea (7', ¢). Negacija te tvrdnje je postojanje para (T, /¢) za
koji paralela nije jedinstvena. Dokazat ¢emo da to ipak vrijedi za svaki neincidentni par
(T,0).

4.1 Kut paralelnosti

Neka je ¢ pravaci T tocka koja ne lezi na ¢. Oznacimo s N noziste okomice iz 1" na ¢ i izabe-
rimo tocku ) na ¢ razlicitu od N (shka . Izborom tocke @) odredili smo jednu od dvije
poluravnine pravca T'N. Polupravci ks vihom T u toj poluravnini su po aksmmul

N

Slika 4.1: Definicija presjecnog skupa i kuta paralelnosti.

63
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—
u bijektivnoj korespondenciji s brojevima o € (0,7) tako da vrijedi £(T'N,k) = «.
Polupravac koji odgovara broju a oznacavamo k,. Presjecni skup od T i £ obzirom na
poluravninu kojoj pripada @ je skup svih a € (0, 7) za koje polupravac k, sijece ¢:

P(T.A4,Q) = {a € (0.7) | ka ¢ # 0},
Propozicija 4.1. Ako je ay € P(T,¢,Q), onda je ay € P(T, 0, Q) za svaki as < .

Dokaz. Neka polupravac Eal sijece pravac £ u tocki P;. Polupravac EOQ je u unutrasnjosti
kuta ZNTP;, pa po teoremu o precki sijece stranicu N P; trokuta ANTP;. Zato je
Qo € P(T, g, Q) [l

Propozicija 4.2. Vrijedi T ¢ P(T,(,Q).

Dokaz. U dokazu korolara[3.5] vidjeli smo da okomica na pravac T'N kroz tocku T ne sijece
pravac {. To je posljedica teorema [3.1] o nasuprotnom unutarnjim kutovima. Polupravac
kx/2 lezi na toj okomici, pa ne sijece /. ]

Iz ove dvije propozicije slijedi da o ¢ P(T,¢,Q) za sve o > 7. Oznacimo supremum
presjecnog skupa s ag = sup P(T’, £, P). Za sada znamo da je ap < 7.

Propozicija 4.3. Vrijedi ag & P(T,¢,Q).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da an sije¢e £ u nekoj tocki Fy. Izaberemo tocku P na
pravcu ¢ tako da Py bude izmedu N i P. Zbog aditivnosti mjere kuta (aksioma [5| (c))
jea = ANTP = ANTPy+ £P,TP > {NTPF, = ag. Polupravac /Za sijece pravac £ u
tocki P, pa je o € P(T,¢,Q). To je kontradikcija s definicijom supremuma c. O

Dakle, presjecni skup je otvoreni interval P(7T,¢,Q) = (0, ). Iduéa propozicija po-
kazuje da gornja granica g ovisi samo o udaljenosti tocke T" od pravca /.

Propozicija 4.4. Neka jeT’, V', Q' neki drugi izbor tocaka i pravca iz definicije presjecnog
skupa i N' noziste okomice iz T" na '. Ako je |TN| = |T'N'|, onda je P(T,¢,Q) =
P(T 0, Q).

Dokaz. Za po volji izabran o € P(T, ¢, Q) neka polupravac ke, sijece pravac £ u tocki P.
Neka je P’ tocka na polupravcu W takva da je |[N'P’| = |[NP| (postoji i jedinstvena
je prema aksiomu [3)). Po kriteriju SKS vrijedi sukladnost ATNP = AT'N'P’, pa je
AN'T'"P" = ANTP = «. Polupravac JTP>’ odgovara kutu « i sijec¢e pravac ¢’ u tocki P,
paje a € P(T',0',Q"). Time smo dokazali inkluziju P(T,¢,Q) C P(T',¢',Q’"), a na isti
nacin dokazuje se obratna inkluzija. O]

Za svaki realan broj x > 0 mozemo izabrati pravac ¢ i tocku T na udaljenosti x
od ¢, tako da za noziste N okomice iz T' na ¢ vrijedi |TN| = x. Odgovarajuéi presje¢ni
skup oznacavamo P(z), a njegov supremum II(x) = supP(z). To je najmanji kut «
za koji polupravac Ea ne sijece ¢ i zovemo ga kutom paralelnosti. Dobili smo funkciju
IT: (0, +o0) — (0, 3.

Propozicija 4.5. Funkcija 11 je padajuéa, tj. vrijedi x1 < xo = I(x1) > TI(z3).
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Slika 4.2: Funkcija II je padajuca.

Dokaz. Neka je ¢ pravac i m okomica na ¢ koja ga sijece u tocki N. Izaberemo na m tocke
Ty 1Ty s iste strane pravea £ tako da je [NTy| = x1 i |NTs| = 9. Neka je II(x1) = « i nane-
simo na tocke 717 i 15 redom polupravce k1 i ko tako da bude 4(T7>V, El) = K(TQ—]>V, EQ) =«
(slika . Polupravac k1 ne sijece pravac ¢ po definiciji kuta paralelnosti o, a ne
sijeCe ni pravac na kojem lezi /;2 po teoremu o nasuprotnim unutarnjim kutovima.
Kad bi polupravac Ez sijekao ¢ u nekoj tocki P, dobili bismo kontradikciju s teore-
mom (“Paschovim aksiomom”). Dakle, ky ne sijece £, pa a € P(xs) iz cega slijedi
I(z2) < a = TI(z4). O

Primijetimo da su do sada dokazane propozicije u ovoj cjelini zapravo neutralni teo-
remi, tj. nismo se pozivali na aksiom o paralelama. Ako vrijedi euklidski aksiom jedini
pravac kroz tocku T koji ne sijece £ je okomica na pravac T'N. To znaci da svi polupravci
ko 78 a0 < % sijeku (. Za svaki x > 0 presjecni skup je P(x) = (0, 3), a funkcija [I(z) =
je konstanta. Ako vrijedi hiperboliéni aksiom [7H] funkcija IT poprima vrijednosti manje

od 7.
Propozicija 4.6. U hiperbolicnoj ravnini postoji o > 0 takav da je II(xq) < 7.

Dokaz. Po aksiomu postoje neincidentna tocka T i pravac ¢ takvi da bar dva pravca
kroz T ne sijeku ¢. Bar jedan od ta dva pravca nije okomit na "N, nazovimo ga p (N je
kao i ranije noziste okomice iz T na ¢). Polupravci s vrhom 7T koji leze na p zatvaraju
sukute s krakom ﬁ, tj. vrijedi L(T—]V>,}5) + L(T—]>V, —p) = 7. Buduéi da p nije okomit
na T'N, jedan od pribrojnika je strogo manji, a drugi je strogo vec¢i od 7. Recimo da je
A(T—]>V,ﬁ) = a < 5. Polupravac p ne sijece ¢, pa vrijedi o & P(x) gdje je 29 = [T'N]|.
Tada vrijedi II(zo) < a < 3. O

Korolar 4.7. Za sve x > xq vrijedi (z) < 5.
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Dokaz. Po propoziciji Vrijedi (z) < II(x0) < 3. O

Kasnije ¢emo dokazati da i za sve 2 < x vrijedi II(z) < 7. Iz toga ce slijediti da za
svaki neincidentni par (7', ¢) postoji vise pravaca kroz T koji ne sijeku ¢ (teorem. No
ve¢ iz postojanja udaljenosti xo za koju je kut paralelnosti II(zy) < 7 mozemo dokazati
neke hiperboli¢ne teoreme koji ne vrijede u euklidskoj ravnini i zato su iznenadujudi (tj.
nismo na njih naviknuti). To éemo napraviti u iducoj cjelini.

4.2 Osnovni hiperboli¢ni teoremi

Neka je AABC trokut s kutovima mjera «, i v. Defekt tog trokuta definiramo kao
d(ABC) =7 —a —  —~. U euklidskoj ravnini vrijedi o + 8 + v = 7, pa je 6(ABC) =
0. Po Saccheri-Legendreovu teoremu u neutralnoj geometriji vrijedi 6(ABC) > 0.
Pogledajmo sto vrijedi za defekt trokuta u hiperbolicnoj ravnini.

Teorem 4.8. U hiperbolicnoj ravnini postoji trokut s pozitivnim defektom.

Dokaz. Po propoziciji postoji zo > 0 takav da je kut paralelnosti a = II(zy) < 7.
Neka je A tocka na udaljenosti xg od pravca ¢, a B noziste okomice iz A na ¢. Po definiciji
kuta paralelnosti, polupravac k s vchom A koji s krakom 1@ zatvara kut mjere « ne sijece
pravac £, ali svaki polupravac u unutrasnjosti tog kuta sijece /. Budu¢i da je o < 7, vrijedi
5—a > 0. Izaberimo ¢ > 0 takav da je ¢ < min{a, §—a} ineka je p'polupravac s vrhom A
koji s krakom 1@ zatvara kut mjere a — e > 0. Taj polupravac lezi u unutrasnjosti kuta
Z(z@, E), pa sijece pravac £ u nekoj tocki P. Neka je C' tocka na pravcu ¢ takva da je P

izmedu B i C te vrijedi |[AP| = |PC| (slika[4.3). Tada je trokut AAPC jednakokracan,
pa po propoziciji vrijedi L PAC' = L PCA = ¢. Buduéi da polupravac 1@ sijece /,
on zatvara s krakom AB kut manji od kuta paralelnosti: L BAC' < «. Iz toga takoder
slijedi ¢ < e. Defekt naseg trokuta je §(ABC) = 7 — LABC — £BAC — {BCA =
T—5—4ABAC — ¢ > 5 —a—e¢ >0 (jer smo ¢ izabrali tako da je ¢ < § — ). O

Qe

B P

Slika 4.3: Dokaz teorema [4.8



4.2. OSNOVNI HIPERBOLICNI TEOREMI 67

Propozicija 4.9. Neka je D tocka na stranici AB trokuta AABC. Tada je §(ABC) =
d(ADC) + 6(DBC).

Dokaz. Neka su «, [, v mjere kutova trokuta AABC i LACD = v, LBCD = 73,
LADC = ¢, ABDC = ¢, (slika[f.4). Tada je 6(ABC) =7 —a —  —~, §(ADC) =
T—a—p—MidDBC) =71—ps—B =7 lzy+7% =71¢ + ¢ = 7 slijedi
d(ADC) +6(DBC) = 6(ABC). O

C

Slika 4.4: Dokaz propozicije [4.9]

Teorem 4.10. U hiperbolicnoj ravnini svaki trokut ima pozitivan defekt.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da postoji trokut s defektom §(ABC) = 0. Bez sma-
njenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je najveéi kut pri vrhu C', pa je noziste
okomice iz vrha C na pravac AB neka tocka D na stranici AB. Po propoziciji
vrijedi §(ADC) + §(DBC) = §(ABC) = 0. Bududi da je defekt nenegativan, slijedi
d(ADC) =46(DBC) = 0.

Sada imamo pravokutan trokut AADC' s defektom 0. Pravi kut je pri vthu D, a
mjere druga dva kuta oznac¢imo o = LDAC i vy, = LACD. Zbog 6(ADC) = 0 vrijedi
a + 1 = 5. Zato polupravac p's vrthom A koji je okomit na AD i nalazi se s iste strane

pravca AD kao tocka C zatvara s krakom AC kut mjere A(z@,@ = 7. lzaberimo
na tom polupravcu tocku E takvu da je |AE| = |CD|. Po kriteriju SKS tada vrijedi
sukladnost AEAC = ADCA. Slijedi L AEC = LCDA = 5 i {ECA = ADAC = a, iz
cega slijedi AECD = LECA+ LACD = o+~ = 5. Vidimo da je cetverokut ADCE
pravokutnik, pa bi po teoremu svaki trokut trebao imati defekt 0. To je kontradikcija
s teoremom [1.§ |

Dakle, zbroj mjera kutova svakog hiperbolicnog trokuta je strogo manji od 7. Mozemo
pomisliti da je u hiperboli¢noj ravnini zbroj mjera kutova trokuta neka konstanta manja
od 7, ali to nije slucaj.

Propozicija 4.11. U hiperbolicnoj ravnini zbroj mjera kutova nije isti za sve trokute.
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Dokaz. Izaberimo bilo koji trokut AABC' i podijelimo ga tockom D na stranici AB kao
u propoziciji 4.9 Kad bi zbroj mjera kutova trokuta AABC' bio jednak zbroju mjera
kutova trokuta AADC, ta dva trokuta imala bi isti defekt §(ABC) = 6(ADC'). Tada bi
iz propozicije slijedilo §(DBC') = 0, §to je kontradikcija s teoremom [4.10} O

Propozicija 4.12. Mjera vanjskog kuta trokuta veca je od zbroja mjera nasuprotnih unu-
tarngih kutova.

Dokaz. Po teoremu vrijedi @« + 8+ v < 7, paje a+ 3 < m — 7. Pritom je m — ~
mjera vanjskog kuta nasuprot unutanjim kutovima a i . O

Propozicija 4.13. Zbroj mjera kutova cetverokuta manji je od 2.

Dokaz. Dijagonalom podijelimo ¢etverokut na dva trokuta. Zbroj njihovih mjera kutova
je manji od 7, pa je zbroj mjera kutova cetverokuta manji od 2. O]

Propozicija 4.14. Zbroj mjera kutova konveksnog n-terokuta mangi je od (n — 2)7.

Dokaz. Analogno, podijelimo n-terokut dijagonalama na n — 2 trokuta i primijenimo

teorem [4.10L ]
Propozicija 4.15. Mjera ceturtog kuta Lambertova cetverokuta manja je od 5, a duljine
stranica uz taj kut vece su od duljina nasuprotnih stranica.

Dokaz. Slijedi iz dokaza teorema [3.29)i teorema [4.10] O

Propozicija 4.16. Mjere kutova uz gornju osnovicu Saccherijeva cetverokuta manje su

od 5, a duljina gornje osnovice veca je od duljine donje osnovice.

Dokaz. Slijedi iz dokaza propozicija i teorema 4.10] O

Propozicija 4.17. Obodni kut nad promjerom kruznice manji je od pravog kuta.

Dokaz. Neka je AB promjer kruznice sa sredistem S i C' tocka na kruznici razlicita od
A i B. Po definiciji kruznice je |SA| = |SB| = |SC|, pa su trokuti ASAC i ASBC
jednakokrac¢ni i po propoziciji vrijedi LSAC = LSCA =: a, LSBC = £SCB =: j.
Kutovi 41 = LASC i v = £LBSC su sukuti i vrijedi 7 + 72 = 7. Iz teorema [4.10] slijedi
200+ 71 < 128+ <, iz cega zbrajanjem slijedi 2a0 + 28 + 7 < 27, tj. a+ 8 < 7.
Pritom je a 4+ 8 mjera obodnog kuta nad promjerom AB u vrhu C. [

Teorem 4.18 (KKK). Ako za trokute AABC i AA'B'C’ vrijedi « = o/, =" iv=+,
onda su ta dva trokuta sukladna.

Dokaz. Ako dokazemo da je |AB| = |A’B’|, sukladnost slijedi iz kriterija KSK. Pret-
postavimo suprotno, |AB| # |A’B’|. Bez smanjenja opéenitnosti mozemo pretposta-
viti |AB| < |A’B’| (inaCe zamijenimo oznake vrhova). Neka je B” jedinstvena tocka
na polupravcu AB takva da je |[AB"| = |A'B'|. Zbog pretpostavke |AB| < |A'B/|
tocka B je izmedu A i B”. Neka je C” jedinstvena tocka na polupravcu 1@ takva
da je |AC"| = |A'C'|. Tada po kriteriju SKS vrijedi AAB"C" = AA'B'C’, pa je
LAB'C" =0 =i LAC"B" = +" = ~. Imamo tri slucaja.
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1. Tocke C" i C se podudaraju, tj. |AC| = |AC”|. Dobivamo kontradikciju s teore-
mom o vanjskom kutu trokuta ABB"”C": vanjski kut L ABC = [ sukladan je
unutarnjem kutu £ BB"C = f3.

2. Tocka C" je izmedu A1 C, tj. |AC| > |AC"|. Po teoremu[3.10|(“Paschovu aksiomu”)

polupravac C" B” sijece stranicu BC u nekoj tocki D. Ponovo dobivamo kontadikeiju
s teoremom o vanjskom kutu trokuta ABB"D.

3. Tocka C je izmedu A i C”, tj. |AC| < |AC"|. Kutovi LABC i ZC'BB" su sukuti,
paje £LCBB" =71 — LABC = w — (3. Analogno vidimo da je £ BCC” = m —~. No
sada ¢etverokut C' BB”B” ima mjere kutova redom 7 — 3, m — =, v, 8. Zbroj tih
mjera je 27, $to je kontradikcija s propozicijom [4.13]

]

U euklidskoj ravnini slucajevi 1.1 2. iz prethodnog dokaza takoder vode u kontradikciju.
Slucaj 3. ne vodi u kontradikciju jer je zbroj kutova c¢etverokuta zaista jednak 27, a trokuti
AABC i AA'B'C’ su sliéni. U hiperboli¢noj ravnini trokuti ne mogu biti sliécni ako nisu
sukladni.

4.3 Relacija asimptoticnosti

Relacija “biti disjunktan” na skupu svih pravaca hiperboli¢ne ravnine kompliciranija je
nego u euklidskoj ravnini. Iz euklidskog aksioma slijedi svojstvo tranzitivnosti, pa
je disjunktnost pravaca euklidske ravnine relacija ekvivalencije (uz dogovor da je svaki
pravac u relaciji sam sa sobom, tj. da vrijedi refleksivnost). U hiperboli¢noj ravnini ne
vrijedi tranzitivnost, ali ipak mozemo definirati analognu relaciju ekvivalencije na skupu
svih usmjerenih pravaca.

Za pravac ¢ najprije definiramo relaciju ekvivalencije ~ na skupu svih njegovih ko-
ordinatizacija iz aksioma 3} z1 ~ 2 ako postoji b € R takav da je z2(T) = x1(T) + b,
VT € (. 1z propozicije [2.4] slijedi da postoje tocno dvije klase ekvivalencije, koje zovemo
orijentacijama praveca . Ureden par (¢,[z]) pravca i jedne njegove orijentacije zovemo
usmgjerenim ili orijentiranim pravcem.

Neka su (¢, [z]) i (m, [y]) usmjereni pravci i T tocka na ¢. Oznacimo s { = {P € ( |
z(P) > x(T)} polupravac s vchom T' “u smjeru” orijentacije [x], a s N noziste okomice iz T'
na m. Kazemo da je ¢ asimptotski na m obzirom na tocku 7" ako je A(YT)V, ) = II(|TNY)
(kut paralelnosti za udaljenost |T'N|). To znaci da polupravac £ ne sijece m, ali svaki

—

polupravac s vrhom 7" u unutrasnjosti kuta Z(T'N, ) sijece m. Prvo ¢emo pokazati da
relacija asimptoticnosti ne ovisi o izboru tocke T € /.

Teorem 4.19. Neka su ¢ i m usmjereni pravei i T,T" € { dvije tocke. Pravac { je
asimptotski na m obzirom na T ako i samo ako je asimptotski na m obzirom na T'.

Dokaz. Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je z(7T") < z(71"), inace zami-

—

jenimo T i T". Pretpostavimo da je ¢ asimptotski na m obzirom na T, tj. £(TN,{) =
II(|]TN|). Dokazujemo da je tada ¢ asimptotski na m i obzirom na T". Nozista okomica
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iz T i T na m oznacili smo N i N', a 710 su odgovarajuc¢i polupravci na ¢ s vrhovima
T iT'. Neka je k bilo koji polupravac s vrhom 7”7 u unutrasnjosti kuta A(T’N’,F’) iP

- —
tocka na k. Polupravac T'P je u unutrasnjosti kuta Z(T'N, ¢), pa sijece m u nekoj tocki Q.
Po teoremu [3.10| (“Paschovu aksiomu”) primijenjenom na trokut AT N, polupravac k

sijece m. To vrijedi za svaki k u unutrasnjosti Z(7"N' ,Z’ ), pa je ¢ asimptotski na m
obzirom na 7T".

Sad pretpostavimo da je ¢ asimptotski na m obzirom na 7" i dokazimo da je tada asimp-
totski i obzirom na T'. Neka je k polupravac s vrhom 7' u unutrasnjosti kuta Z(T'N, Z)
[zaberemo tocku P na suprotnom polupravcu —k i neka je K polupravac na PT" s vr-
hom T koji lezi u unutrasnjosti Z(T' N, 7). Po pretpostavei &/ sijece m u nekoj tocki Q.
Polupravac k takoder sije¢e m po teoremu o precki primijenjenom na AN PQ. Bududi
da to vrijedi za svaki lg, usmjereni pravac £ je asimptotski na m obzirom na T O

Ubuduce ¢emo govoriti “/ je asimptotski na m” bez spominjanja tocke. Sad pokazu-
jemo da je relacija simetricna.

Teorem 4.20. Ako je { asimptotski na m, onda je m asimptotski na (.
Dokaz. O

Dakle, mozemo govoriti “¢ i m su asimptotski” (redoslijed nije bitan). Na kraju
dokazujemo tranzitivnost.

Lema 4.21. Neka su k ¢ m dva usmjerena pravca asiptotska na usmjereni pravac (.
Onda jedan od ta tri pravca lezi izmedu druga dva, tj. druga dva pravca leZe u razlicitim
poluravninama odredenim pravcem koji je izmedu.

Dokaz. O

Teorem 4.22. Neka su k © m dva usmjerena pravca asiptotska na usmgjereni pravac .
Onda su k i m medusobno asimptotski.

Dokaz. L]

Dakle, relacija “biti asimptotski” na skupu svih usmjerenih pravaca hiperboli¢ne rav-
nije je relacija ekvivalencije. Klase ekvivalencije zovemo pramenovima asimptotskih pra-
vaca. U jednoj klasi su svi usmjereni pravci koji su asiptotski na zadani usmjereni pravac
i oni su svi medusobno asimptotski. Koristeéi se relacijom asimptoticnosti dokazat ¢emo
daljnja svojstva kuta paralelnosti.

Primjer: kako izgledaju asimptotski pravci u Beltrami-Kleinovu modelu?

4.4 Formula Bolyai-Lobacevskog

U propoziciji dokazali smo da je kut paralelnosti padajuéa funkcija, tj. da iz 1 < o
slijedi II(z1) > II(z3). Sad mozemo dokazati strogu nejednakost II(z1) > II(xzs).

Propozicija 4.23. Funkcija I1 je strogo padajuca, tj. vrijedi x1 < x9 = T(zq) > II(z3).
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m

Slika 4.5: Funkcija II je strogo padajuca.

Dokaz. Kao u dokazu propozicije [4.5| neka su ¢ i m okomiti pravci koji se sijeku u NV, a
T1,T, € m tocke s iste strane od ¢ takve da je [NT}| = x1 1 [NTy| = x9. S iste strane
od m povucemo polupravac El s vthom 77 koji s krakom 77N zatvara kut paralelnosti
a; = II(zy) i polupravac ky s vrhom T koji s krakom T5N zatvara kut paralelnosti
ay = II(x3). Neka je N’ noziste okomice iz T na pravac ky. Pravci ki i ko orijentirani
kao odgovarajué¢i polupravci asimptotski su s ¢, pa su po teoremu i medusobno
asimptotski. Zato je az = K(Tl—]\f’, k1) = II(|TyN'|) takoder kut paralelnosti, pa je a;z < 5
Za kut = LTyTIN' vrijedi S +a3 + a1 =7 = f+a; =7 —az > 5. S druge
strane, pravokutni trokut AT,7) N’ ima pozitivan defekt (teorem , paje as+ 3 < 3.
Oduzimanjem tih dviju nejednakosti slijedi ag — vy < 0, tj. (x2) = @ < ay = H(xy). O

Korolar 4.24. Za sve x > 0 vrijedi (z) < 7.

Dokaz. Kad bi postojao zy > 0 za koji je II(zy) = 7, onda bi sa sve x < zy takoder

vrijedilo II(x) = 7 i funkcija II ne bi bila strogo padajuca na (0, z). O
Definicija 4.25. Neka su ¢ i m dva pravca koji se ne sijeku. Svaki od mjih mozZemo
orijentirati na dva nacina, pa ukupno imamo cetiri slucaja. Ako su u jednom od ta cetiri

slucaja usmjereni pravci asimptotski, za pravee £ i m kazZemo da su paralelni. U suprotnom
kazZemo da su £ i m ultraparalelni pravci.

Teorem 4.26. Za svaki pravac ¢ i tocku T & { postoji beskonaéno mnogo pravaca kroz T
koji ne sijeku £. Medu njima su dva paralelna s ¢, a ostali su ultraparalelni s £.

Dokaz. Neka je N noziste okomice iz T'na £ i ag = I(|T'N|). Po korolaru [£.24]je ap < 5.
Izaberemo jednu od poluravnina P odredenih pravecem T'N, pa po aksiomu [5[ (d) u njoj

IR — —
postoje polupravci ky i ky s vchom T takvi da je £(T'N, k1) = ag i L(T'N,ky) = § — ay.
Odgovarajuéi pravci ky i ko su paralelni s £. Ako ¢ orijentiramo “u smjeru” poluravnine P,
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a k1 kao El, usmjereni pravci su asimptotski. Ako pak £ orijentiramo u suprotnom smjeru,

a ks kao —k;, ponovo dobivamo asimptotske usmjerene pravce. Za svaki a € (g, 5 — o)
iz aksioma (d) dobivamo polupravac Ea koji lezi na pravcu ultraparalelnom s ¢. Za
a € (0, ap) U (% — ap, ) polupravac k, lezi na pravcu koji sijece £.

2
[l

U nastavku dokazujemo jos neka svojstva kuta paralelnosti.

Lema 4.27. Ako duljina jedne stranice trokuta teZi u nulu, a duljine preostalih dviju
stranica su omedene, onda defekt tog trokuta tezi u nulu.

Dokaz. Neka su duljine stranica i mjere kutova trokuta AABC' oznacene standardno. Ako
su b,c < M za neku konstantu M, onda vrijedi a — 0 ako i samo ako a — 0. Iz teorema
SSS slijedi da je a jednoznacéno odreden s a, b, c. Trebalo bi dokazati neprekidnost te
funkcije. Uzmimo pravokutni trokut AA;B;C} s pravim kutem pri vrhu C}, kutem pri
vrhu A; mjere « i katetom |A;C| = M. U taj trokut mozemo “upisati” AABC, pa
je 6(ABC) < §(A1B1Ch). Zato je dovoljno dokazati da 6(A;B1Cy) — 0 kad o« — 0.
Povucemo simetralu kuta ZC7A;B; i neka ona sijece nasuprotnu stranicu u tocki Bs.
Tada je £C1A1By = 5. Neka je D noziste okomice iz By na A;B;. Po kriteriju SKK
vrijedi AA;Cy By = AA; DBy, pa ta dva trokuta imaju isti defekt. Zato je §(A1B,CY) =
20(A1B2CY) + §(B1B2D) > 25(A1B2C), tj. 6(A1B2Ch) < %é(AlBlCl). Sad povucemo
simetralu kuta ZC7A;Bs i nastavimo analogno dalje. Tako dobivamo niz tocaka B, za
koje Vrijedi KOlAan = % 1 (5(1413”01) < 271;_1(5(1413101) — 0 kad n — +o0. ]

Propozicija 4.28. lim I[I(z) = 7.

z—0
Dokaz. Neka je AABC' pravokutni trokut s pravim kutom pri vrhu C' i katetom duljine
|AC| = x. Ako pustimo da x — 0, a pritom ne mijenjamo drugu katetu |BC|, po
prethodnoj lemi vrijedi 6(ABC) — 0. Mjera kuta pri vrhu B takoder tezi u nulu, pa za
mjeru kuta pri vrhu A vrijedi o — 5. Zbog a < II(z) < 7§ zakljucujemo da Il(xz) — 7. [

Propozicija 4.29. Funkcija I1 : (0, +00) — (0, %) je neprekidna.

Dokaz. Pokazujemo neprekidnost u proizvoljnoj tocki z; € (0, 4+00) tako da dokazemo
lim II(zy) = II(x;). Koristimo iste oznake kao na slici . Vrijedi aq = (x1), g =
Tro—I1

II(xs), az = II(|TyN'|). Stranica Ty N’ je kateta, a 7175 hipotenuza pravokutnog trokuta
AT\ToN'. Po korolaru vrijedi |T1N'| < |T'Ty| = |xo — x1|. Funkcija II je strogo
padajuca, pa slijedi g > II(|xy — z]). Kad pustimo da xo — 2y, po propoziciji 4.2§]

vrijedi II(|zy — x1]) — § iz Cega slijedi oz — 7. Bududi da je a1 +as + 3 = 7, tada i

ap + f — 5. S druge strane, po lemi vrijedi 8 + ay — §. Oduzimanjem vidimo da
ag —ap — 0, odnosno as = I(x9) — a7 = I(xy). O

Propozicija 4.30. lim II(z) = 0.

T—+00

Dokaz. Funkcija II je strogo padajuca i ogranicena odozdo s 0, pa sigurno postoji limes
lim II(x) = o > 0. Pretpostavimo da je oy > 0. Opet koristimo oznake sa slike ,
)

T—+00

ali sad uzmimo da je |T1Ts| = 1. Tada je ag = Il(x1), ag = (zq + 1) i ag = II(|T1 NV
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Kad x; — 400, onda oy — ap i as — ap, a udaljenost |77 N’| tezi nekoj konstantnoj
vrijednosti g > 0 izvedenoj iz kriterija sukladnosti SKK primijenjenog na trokut sa
stranicom duljine | 7175 = 1, nasuprotni kut mjere Z 1kut pri vrhu 75 mjere . Trebalo bi
dokazati neprekidnost funkcije [Ty N'| = SKK (1, «, %) u varijabli a. Zbog neprekidnosti
funkcije IT znamo da a;z — I(zo). Trokut ATiT5 N’ ima pozitivan defekt, pa je ax+3 < 7.
Iz 0y + a3+ B = 7 izrazimo 3 i uvrstimo u nejednakost, pa dobijemo ap +7—a; —asz < 7,
odnosno az > §+ay—ay. Prijelazom na limes kad z; — +oo0 slijedi II(xg) > T4+ag—ap =
%, 8to je kontradikcija s korolarom [4.24] Dakle, mora biti ag = 0. O

Sada znamo da graf funkcije II(z) izgleda kao na slici [1.6] Jdnos Bolyai i Nikolai
Ivanovié Lobacevski nagli su formulu za tu funkciju, koju mozemo izvesti u modelu H?2.
U pravokutnom trokutu s katetama duljina x i y ozna¢imo s a mjeru kuta nasuprot y.
Ako pustimo da y — 400 i drzimo x konstantnim, onda o — II(z). Po korolaru [L.47]
vrijedi tg v = ¥ tj. o = arctg (thy). Iz toga slijedi

shx sh x

th 1
[I(z) = lim arctg (h_y> = arctg (h— lim thy) =

y—+00 shx shx y—+oo

. 1 . e¥y —e Y ; 1
= arc —— . lim — | = arc — .
& shx y—tooe¥ + e ¥ & shx

1
Formulu mozemo zapisati kao tgIl(x) = T odnosno ctgIl(z) = shz. Ekvivalentni
sha

zapisi su cosIl(z) = thx, sinll(z) = i i [I(z) = 2arctg(e ™).

Do formule za kut paralelnosti dosli smo u modelu hiperboli¢ne ravnine H?2. Iz aksioma
hiperboli¢ne ravnine moze se dokazati da postoji konstanta £ > 0 takva da formula
glasi TI(z) = 2arctg(e_%). Konstanta k£ pojavljuje se u ekvivalentnim zapisima formule
Bolyai-Lobacevskog i u svim trigonometrijskim formulama koje smo u cjelini izvodili
u modelu H?. Pokazuje se da je k = \/+T<’ gdje je K Gaussova zakrivljenost hiperboli¢ne
ravnine (koja je konstantna i negativna). Na§ model H? ima jedini¢nu zakrivljenost
K = —1, paje k=11 formule su jednostavnije.

Slika 4.6: Graf funkcije I1(z).
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Opcenito, “izborom jedini¢ne duzine” mozemo posti¢i da zakrivljenost bude jedini¢na
i formule ne sadrze konstantu k. To znac¢i da metriku iz aksioma [2| i koordinatizacije
pravaca iz aksioma |3| zamjenjujemo proporcionalnim funkcijama, tj. mnozimo ih nekom
pozitivnom konstantom. To je jo§ jedna razlika hiperbolicne prema euklidskoj geometriji.
U euklidskoj ravnini ne postoji “kanonski izbor” jedini¢ne duzine. Skaliranje metrike ne
mijenja formule euklidske trigonometrije.

4.5 Neprave tocke i asimptotski trokuti

Euklidsku ravninu prosirujemo do projektivne ravnine tako da paralelnim pravcima do-
damo “tocku u beskonacnosti” u kojoj se sijeku. Toc¢nije, dodajemo klase medusobno
paralelnih pravaca kao nove tocke i jedan “pravac u beskonacnosti” na kojem leze sve
nove tocke. Na slican nacin prosirujemo hiperboli¢nu ravninu: pramenove medusobno
asimptotskih usmjerenih pravaca proglasimo nepravim tockama. Za nepravu tocku K
kazemo da je incidentna s pravcem ¢ ako ga mozemo orijentirati tako da bude asimptotski
s usmjerenim pravcima iz K (tj. pripada pramenu K). Dakle, svaki pravac ¢ inciden-
tan je s dvije neprave tocke: s pramenom kojem pripada orijentirani pravac (¢, [z]) i s
pramenom kojem pripada orijentirani pravac (¢,[—z]). Dokazimo da relacija incidencije
prosirene hiperbolicne ravnine ima ista svojstva kao prije proSirenja.

Propozicija 4.31. Za svaku tocku T i za svaku mepravu tocku K postoji jedinstven:
pravac koji ih sadrzi.

Dokaz. Za dokaz egzistencije uzmimo bilo koji usmjereni pravac ¢ iz pramena K. Ako
je tocka T na /¢, onda je ¢ trazeni pravac koji sadrzi T"i K. U suprotnom neka je N
noziste okomice iz T' na ¢. Okomica T'N dijeli ravninu na dvije poluravnine, od kojih je
jednauil> smjeru” orijentacije od ¢. U toj poluravnini izaberemo polupravac k takav da
je £(TN,k) = II([NT|). Tada usmjereni pravac k (s orijentacijom u smjeru k) pripada
pramenu K, a odgovarajudi pravac k (bez orijentacije) je spojnica T i1 K. Za jedinstvenost
primijetimo da su dva usmjerena pravca (1, ¢, € K asimptotska, pa su disjunktni. Zato
ne mogu oba sadrzati tocku T O

Propozicija 4.32. Za svake dvije neprave tocke K i L postoji jedinstveni pravac koji ih
sadrzi.

Dokaz. Za egzistenciju uzmimo bilo koju tocku 7' hiperboli¢ne ravnine. Po prethodnoj
propoziciji postoje usmjereni pravci k € K i ¢ € L koji prolaze kroz T. Ako je to isti
pravac sa suprotnim orijentacijama, imamo spojnicu K i L. U suprotnom polupravci ki
(s vthom T zatvaraju kut mjere manje od m. Neka je m polupravac s vrhom T koji je
simetrala tog kuta. Tada je o = A(E, m) = %A(E,Z) < %, pa zbog bijektivnosti funkcije
IT: (0, +00) — (0, §) postoji jedinstveni 2 > 0 takav da je II(z) = o. Izaberemo tocku N
na m takvu da je |T'N| = z i povu¢emo okomicu o na m kroz N. Kut A{(ﬁ, k)= aje
kut paralelnosti za udaljenost |T'N| = z, pa su uz odgovarajucu orijentaciju pravci o i k
asimpotski, odnosno o € K. Uz suprotnu orijentaciju pravca o asimptotski je s £, odnosno
o € L. Dakle, o je spojnica K i L. Za jedinstvenost pretpostavimo da imamo dva pravca
k i ¢ koji su asimptotski u dva smjera. Tada bi za tocku T € ¢ i odgovarajuce noziste
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okomice N € k kutovi Z(TTV,E) i Z(TW, —0) bili sukuti i oba bi imala mjeru II(|T'N]).
Slijedilo bi II(|T'N|) = %, sto je kontradikcija s korolarom [4.24} O

Propozicija 4.33. Za svaku nepravu tocku K i svaki pravac € koji nisu incidentni postoji
jedinstveni pravac k koji sadrzi K i okomit je na f.

Dokaz. Za dokaz egzistencije uzmimo bilo koju tocku T' € ¢. Po propoziciji [4.31] postoji
jedinstveni pravac m koji je spojnica T'i K, pa uz odgovarajucu orijentaciju vrijedim € K.
Ako je m L £, imamo okomicu iz K na £. U suprotnom izaberimo polupravac ¢ s vrhom T’

tako da vrijedi o = A{(T—f(,@ < 5. Zbog bijektivnosti I : (0,+00) — (0,75) postoji
jedinstveni > 0 takav da je II(z) = o. Izaberimo tocku N na ¢ tako da je |TN| = z i
neka je k okomica na ¢ kroz N. Uz odgovarajucu orijentaciju k je asimptotski s m, jer
je a kut paralelnosti za udaljenost x, pa je £ € K i ponovo imamo okomicu iz K na /.
Za dokaz jedinstvenosti pretpostavimo da su ki i ky dvije okomice iz K na £ s nozistima

N1 i Ny. Kut paralelnosti I1(|N1Ny|) je po korolaru manji od 7, a u nasoj situaciji
bio bi jednak 7. Primijetimo da su k; i ky medusobno asimptotski jer pripadaju istom

pramenu K. O

Asimptotski trokuti prosirene hiperboli¢ne ravnine su trokuti kojima su neki od vrhova
neprave tocke. Neprave vrhove nazivamo krajevima asimptotskog trokuta. Jednokrajnik
je trokut s jednim krajem i dva vrha, dvokrajnik je trokut s dva kraja i jednim vrhom, a
trokrajnik je trokut s tri kraja (slika. Za asimptotske trokute takoder vrijedi Paschov
aksiom, tj. teorem [3.10]

Propozicija 4.34. Neka je AABK jednokrajnik s vrhovima A, B 1 krajem K. Ako
pravac £ ne prolazi kroz A, B, K i sijece jednu stranicu jednokrajnika, onda sijece jos
jednu od preostale duvije stranice.

Dokaz. Neka [ sije¢e stranicu AB u tocki T. Polupravac {'s vthom T koji “ulazi” u
jednokrajnik lezi u unutrasnjosti jednog od dva sukuta ZATK ili ZKTB (jer ne prolazi
kroz K). Bez smanjenja opcéenitosti pretpostavimo da lezi u ZATK i spustimo okomicu
iz T na AK s nozistem N. Ako je {u unutrasnjosti kuta ZATN, sijece stranicu AN
poﬁ)rgmu o precki. Ako je pak Zu_;mu_tr)ainjosti kuta ZNTK, sijece ]W( jer je
£(T'N,¢) manji od kuta paralelnosti £(T'N,TK) = II(|TN|) (AK i TK su asimptotski
jer pripadaju istom pramenu K).

Neka sada ¢ sijece stranicu zﬁ( u tocki T'. Tada polupravac (s vthom T koji “ulazi”
u jednokrajnik lezi u unutrasnjosti jednog od sukuta ZAT B ili /BT K. U prvom slucaju
sijete AB po teoremu o precki. U drugom slucaju povuc¢emo okomicu kroz 7' na
AK s nozistem N. Ako je { unutrasnjosti kuta /BTN ponovo koristimo teorem o
precki, a ako je u unutrasnjosti kuta ZNTK sijece ﬁ po deﬁgiji kuta paralelnosti

)
L(TN,TK)=TI(|TN|). Dokaz je analogan ako ¢ sijece stranicu BK. O
Na slican nac¢in dokazujemo odgovarajuée propozicije za dvokrajnike i trokrajnike.

Propozicija 4.35. Neka je AAKL dvokrajnik s vrhom A i krajevima K, L. Ako pravac
¢ ne prolazi kroz A, K, L i sijece jednu stranicu dvokragnika, onda sijece jos jednu od
preostale dvije stranice.
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Propozicija 4.36. Neka je AK LM trokrajnik. Ako pravac £ ne prolazi kroz K, L, M i
sijece jednu stranicu trokrajnika, onda sijece j0$ jednu od preostale dvije stranice.

Neka su AABK i AA’B’'K’ jednokrajnici s mjerama kutova « = { BAK, f = £ ABK,
o =AB'AK'i1p = LA'B'K'. Kazemo da su sukladni i pisemo AABK = AA'B'K’ ako
vrijedi |[AB| = |A’B’|, a = a1 f = . Kao i za trokute, dovoljno je provjeriti samo neka
od podudaranja.

Teorem 4.37 (SK). Ako za jednokrajnike AABK i AA'B'K" vrijedi |AB| = |A'B’| i
a =, onda su ta dva jednokrajnika sukladna.

Dokaz. Trebamo dokazati § = . Spustiri(z> okomicu iz B na AK te iz B’ na A'K’.
Neka nozista N, N’ leze na polupravcima AKX, A' K', §to je ekvivalentno s a = o’ < §
(slika . Dokaz je slican u slucaju a = o/ kad Je A= N i A = N’, te u slucaju

a=ao > 7, kadsu N, N' na suprotmm polupravcuna —AK —A'K'. AR

Po kriterlju SKK (teoremu 6)) vrijedi sukladnost AABN >~ AA'B'N’. 1z toga slijedi
£LABN = LA'B'N" i |BN| = |B’N’'|. Dalje imamo £« NBK = II(|BN|) = II(|B'N’|) =
AN'B'K’. 1z aditivnosti kutne mjere (aksioma [5| (¢)) slijedi § = {ABK = {ABN +

ANBK = LAB'N'"+ AN'B'K' = L{A'B'K' = . O
A
a N
K
L
B

Slika 4.7: Dokaz teorema [4.37

Teorem 4.38 (KK). Ako za jednokrajnike AABK i AA'B'K’ vrijedi « = o i = [,

onda su ta dva jednokrajnika sukladna.

Dokaz. Trebamo dokazati |AB| = A’ B’|. Spustimo okomicu iz neprave tocke K na pravac
AB teiz K' na A'B’ (propozicija . Neka nozista N, N’ leze na stranicama AB, A'B’,
Sto je ekvivalentno s a = o’ < 7 i = ' < 7. Dokaz je slican u slucajevima o = a
(N=AiN = A ),B—B’:E(N—BlN’—B’),a:a > 1 (Ne-ABiN € -AD
— —y
tef=p8>%(Ne—-BAiN € -B'A).
U nasem slucaJu iz bijektivnosti kuta paralelnostl IT: (0, +o0) — (0, 3) slijedi [AN| =
I '(a) = T7Ya/) = |[AN'| i |[BN| = I7Y(B) = IT7YB') = |B'N’|, iz ¢ega dobijemo
|AB| = |AN| + |NB| = |A'N'| + |[N'B'| = |[A'B/|. O

— 1\7|-\—]
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A

o

/

B
Slika 4.8: Dokaz teorema [4.38

Vidjeli smo da je trokut odreden s tri veli¢ine do na sukladnost, a jednokrajnik s dvije
veli¢ine. Dvokrajnici i trokrajnici imaju jos manje “stupnjeva slobode”, tj. odredeni su s
manje velicina do na sukladnost. Iskazite i dokazite kriterije sukladnosti za dvokrajnike i
trokrajnike (zadatak [£.12)).

4.6 Udaljenost paralelnih i ultraparalelnih pravaca

U euklidskoj ravnini udaljenost paralelnih pravaca ¢ i m je konstantna. To znaci da je
za svaki izbor tocke T' € ¢ udaljenost d(T,m) ista. U ovoj cjelini prou¢avamo udaljenost
pravaca hiperboli¢ne ravnine koji se ne sijeku.

Prvo pretpostavimo da su ¢ i m paralelni, tj. da postoje koordinatizacije z : £ — R
iy :m — R takve da su usmjereni pravci (¢, [z]) i (m,[y]) asimptotski. Definirajmo
funkciju

fR—=R" f(t)=da'(t),m) (4.1)
i prou¢imo njezina svojstva.

Teorem 4.39. Funkcija | definirana s (4.1) je strogo padajuca.

Dokaz. Neka su t; < ty i Ty = 27 (t1), Ty = x~'(t3) odgovarajuée tocke na pravcu ¢,
a N1 1 Ny nozista okomica kroz te tocke na pravac m. Oznac¢imo s K nepravu tocku kojoj
pripadaju usmjereni pravci (¢, [x]) i (m,[y]). Kut ZN;TLK je kut paralelnosti, pa mu je
mjera L NoTH K < 3 (korolar . Zato je mjera sukuta £ NoT5T7 > 7, pa okomica na
pravac NoTy kroz tocku 75 lezi u unutrasnjosti kuta ZN;727;. Po teoremu o precki [3.9]
ta okomica sijece stranicu N7, u nekoj tocki P. Cetverokut Ny NoT,P je Lambertov, pa
po propoziciji [£.15] vrijedi f(t1) = |TiN1| > |PNi1| > |ToNs| = f(t2). O

Lema 4.40. Neka su ABCD i A'B'C'D’ cetverokuti sa stranicama duljina a = |AB],
b= |BC|, c=|CD|, d=|DA|, odnosno o’ = |A'B'|, V/ =|B'C’'|, ¢ =|C'D'|, d =|D'A|
te kutovima mjera a« = ADAB, f = LABC, v = ABCD, 6 = LCDA, odnosno o/ =
AD'A'B', ' = LA'B'C', ' = LB'C'D’, §' = LC'D'A’. Neka sua =o' =6 =0 =3

pravi kutovi. Ako jea =d', f=p"1b=1V, onda su ta dva cetverokuta sukladna.
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l
T
P Ty
.\»
K
m ®
Ny No

Slika 4.9: Dokaz teorema [4.39

Dokaz. Po kriteriju SKS (teoremu vrijedi sukladnost trokuta AABC =2 AA'B'C".
Iz toga slijedi |AC| = |A'C'|, LBCA = £B'C'A" i {BAC = AB'A'C’'. 1z zadnje jed-
nakosti slijedi LCAD = § — ABAC = § — {B'A'C" = LC'A'D’, pa po kriteriju SKK
(teoremu [3.16)) vrijedi AACD = AA'C'D’. Sad vidimo da su i ostale odgovarajuce veli¢ine
cetverokuta sukladne: c =, d=d iv=4BCA+ LACD = LB'C'A'+ LAC'D' =~

O

Teorem 4.41. Ako su pravci { i m paralelni, onda za svaki t > 0 postoji jedinstvena
tocka T € { takva da je d(T,m) =t.

Dokaz. Jedinstvenost slijedi iz teorema [£.39] Za egzistenciju uzmimo bilo koju tocku

Ty € ¢ i neka je Ny noziste okomice iz T} na m. Ako je |T1Ny| = t, uzmemo T = T7.
U suprotnom imamo dvije moguénosti: |73 Ny| > t ili |T1N;| < t. U prvom slucéaju neka
je T] tocka na duzini T1N; za koju je |T{N;| = t. Oznac¢imo s K nepravu tocku kojoj

pripadaju usmjereni pravci (¢, [x]) 1 (m, [y]), a s L nepravu toc¢ku kojoj pripada (m, [—y])
(drugu nepravu tocku na pravcu m). Neka je ¢ spojnica tocke 7] i neprave tocke L
(propozicija. Pravac ¢ sijece stranicu 77 Ny jednokrajnika AT; N1 K, pa po Paschovu
aksiomu (propoziciji sijece jos jednu stranicu. Buduéi da su ¢ i m paralelni (tj.

asimptotski s orijentacijom prema L), sjeciste ) je na stranici 73/K. Neka je T tocka
na polupravcu QK takva da je |QT]| = |QT|, a P i N nozista okomica iz ) i T na m
(slika lijevo). Po lemi cetverokuti PQT{N; i PQTN su sukladni: kutovi pri
vrhovima Ny, P i N su pravi, stranica P() je zajednicka, stranice Q77 i QT su sukladne
po izboru tocke T, a kutovi pri vrhu ) su sukladni jer im je mjera kut paralelnosti za
udaljenost |QP|. Stoga je [TN| = |T{N,| =t.

U drugom slucaju (|71 N;| < t) dokaz je slican. Izaberemo tocku 7] na polupravcu
]Vl_ﬁ takvu da je |T{N;| = t. Neka je ¢ spojnica tocke T i neprave tocke L. Pravac ¢
sijece stranicu m jednokrajnika AT{N;L u tocki Ty, pa po propozici sijece jos
jednu stranicu. Buduéi da su ¢ i m paralelni, sjeciste @) je na stranici 77L. Izaberemo
tocku T na polupravcu —Cﬁ tako da je |QT]| = |QT| i oznac¢imo nozista okomica iz Q i T'
nams PiN (slika desno). Po lemi cetverokuti PQT{N; i PQTN su sukladni,
paje |TN|=|T{N| =t. O
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Slika 4.10: Dokaz teorema [4.41]

Korolar 4.42. Za funkciju f definiranu s (4.1) vrijedi tliin f(t)=0 itlim ft) = +oo.
—+00 ——00

Dokaz. Po teoremu funkcija f : R — R* je strogo padajuca, a po teoremu [4.41]

poprima sve pozitivne vrijednosti (surjektivna je). Zato mora imati navedene limese. [

Dakle, udaljenost paralelnih pravaca tezi prema 0 u smjeru asimptoti¢nosti, a u su-
protnom smjeru tezi prema +oo. Prouc¢imo sada udaljenost ultraparalelnih pravaca. Po
definiciji, to su pravci £ i m koji se ne sijeku i nisu asimptotski kako god ih orijentirali.
Takvi pravci zaista postoje: uzmimo bilo koji pravac n, dvije tocke T, N € n i neka su £
i m redom okomice na n kroz T'i N. Tada pravac £ zatvara kut mjere 7 s polupravcem

YT>V, a po korolaru 4.24] kut paralelnosti je II(|T'N|) < 5. Zato ¢ nije asimptotski s m uz
bilo koju orijentaciju. Pokazat ¢emo da je ovo najopéenitiji primjer ultraparalelnih pra-
vaca, tj. da svaka dva ultraparalelna pravca imaju zajednicku normalu. Dokazimo prvo
hiperboli¢nu verziju teorema |3.1] 0 nasuprotnim unutarnjim kutovima.

Lema 4.43. Ako transverzala sijece dva pravca tako da su nasuprotni unutarnji kutovi
sukladni, onda su ta dva pravca ultraparalelns.

t
A’ A/

/B B

Slika 4.11: Dokaz leme [4.43]

Dokaz. Neka transverzala t sijece pravce ¢, m u tockama A, B tako da su nasuprotni
unutarnji kutovi sukladni. Ako su to pravi kutovi, onda je t zajednicka normala, a vidjeli
smo da su u tom slucaju ¢ i m ultraparalelni. U suprotnom neka je P poloviste duzine
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AB, A’ noziste okomice iz P na ¢ i B’ noziste okomice iz P na m. Po kriteriju SKK
(teoremu vrijedi sukladnost AA'PA = AB'PB, pa je {A'PA = £B'PB. 1z toga
slijedi da su tocke A’, P i B’ kolinearne, tj. A’B’ je zajednicka normala od ¢ i m. Dakle,
¢ im su u svakom slucaju ultraparalelni. m

Lema 4.44. Zbroj mjera dvaju kutova u vrhovima jednokrajnika je mangi od .

Dokaz. Neka je AABK jednokrajnik s kutovima mjera o i § u vrhovima A i B. Neka je v
polupravac s vthom B koji zatvara kut mjere o s krakom Ezl u suprotnoj poluravnini od
kraja K. Neka je L neprava tocka na odgovarajucem pravcu £ u istoj poluravnini kao K
(tj. u suprotnom smjeru od polupravca E) Pravac AB je transverzala pravaca AK i/ koja

ih sijece tako da su nasuprotni unutarnji kutovi sukladni, pa su po prethodnoj lemi AK
i ¢ ultraparalelni. Zato je f = {ABK < {ABL =7 —a, tj. a+ § < 7. H

Teorem 4.45. Svaka dva ultraparelelna pravea £ © m imaju jedinstvenu zajednicku nor-
malu.

Dokaz. Kad bi pravci imali dvije zajednicke normale, dobili bismo pravokutnik. U hiper-
boli¢noj ravnini ne postoji pravokutnik (teoremi i , pa je zajednicka normala
jedinstvena, ako postoji.

Za egzistenciju uzmimo bilo koje dvije tocke T7,T» € ¢ i neka su Nj, No nozista
odgovarajué¢ih okomica na m. Ako je |T1N;| = |ToNs|, cetverokut NiN,ToT) je Sace-
herijev. Spojnica polovista donje osnovice N;Nj i gornje osnovice T;T, je po propozi-
ciji zajednicka normala od ¢ i m. U suprotnom, ako je |13 N;| # |T5Ns|, bez sma-
njenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je |71 N;| > |ToNy|. Konstruirat ¢emo tocke
S1, Sy € £ s nozistima My, M, odgovarajuc¢ih okomica na m takve da je |S1M;| = |SaMs.
Tada je ¢etverokut M;MyS5S; Saccherijev i na isti na¢in dobivamo zajednicku normalu
od ¢ i m. Konstrukcija tocaka S; i S5 sastoji se od sljedec¢ih koraka:

1. Neka je T7 tocka na duzini T} N; takva da je |17 Ny| = |ToN,|.

2. Neka je K neprava tocka na pravcu £ u smjeru 7T} 22, a L neprava tocka na pravcu m
u smjeru NiNs.

3. Neka je K’ neprava tocka takva da je L N1 T K’ = L N,T, K. Tvrdimo da polupravac
T K’ sijece pravac ¢ u nekoj tocki S, sto ¢emo dokazati kasnije.

s
4. Neka je Sy tocka na polupraveu To K takva da je |1151]| = |T254].
5. Oznacimo nozista okomica iz S7 i S na m sa M; i Ms.

Po lemi cetverokuti N1T7S1 My 1 NoTpSa My su sukladni. 1z toga slijedi |S; M| =
|So M| i dokaz je gotov, ali treba jos dokazati tvrdnju iz 3. koraka konstrukeije.

Za dokaz te tvrdnje primijetimo najprije da po teoremu vrijedi sukladnost jedno-
krajnika AT{ N1 K' = AToyNo K. 1z toga slijedi £LT{ N1 K’ = LTy Ny K, odnosno L LN K" =
ALNyK. 1z leme [4.44] primijenjene na AN;NoK slijedi L NyNoK + AN N1 K < m, a
kako je L NyNoK = m — ALNyK time smo dokazali A NoN1K < £LN;K, odnosno
ALN\K < ALN;K = £LN;K'. Spustimo li okomicu iz N; na ¢, vidimo da je kut
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¢ T K’ K
S 5/
1 T 2
'
m * ] - [,
Ny M, N, M,

Slika 4.12: Dokaz teorema [4.45]

— s

kojeg zatvara s krakom NjK' manji od kuta kojeg zatvara s krakom Ny K, a taj kut je
kut paralelnosti. Zato Ny K’ sijece ¢ u nekoj tocki X. Sada primijenimo Paschov ak-
siom (teorem [3.10)) na trokut ATy N, X i pravac T/K’'. Pravac sijece stranicu Ty N; u 17
i paralelan je s Ny X, pa sijece stranicu 77X. Sjeciste je trazena tocka S; iz 3. koraka
konstrukcije. O]

Neka su £ i m ultraparalelni pravci koje zajednicka normala sijece u tockama A i B.
Neka je = : ¢ — R koordinatizacija pravca ¢ i a = x(A). Promotrimo svojstva funkcije
definirane formulom (4.1)).

Teorem 4.46. Za ultraparalelne pravce funkcija (4.1) je strogo padajuéa na (—oo,a),
strogo rastuca na {(a,+00) i vrijedi tlim f(t) = tli+m f(t) = +oo.
——00 —4o00

14
w X

B N1 N2

Slika 4.13: Dokaz teorema [4.46]
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Dokaz. Neka su t1,ts € {(a,+00), t1 < to 1 T1, Ty € ¢ tocke takve da je x(Ty) = t; i
z(Ty) = t5. Oznac¢imo s Ny i Ny odgovarajuca nozista okomica na pravac m. Onda je
f(ty) = |TANy| i f(ty) = |ToNs|. Cetverokut ABN; T} je Lambertov, pa po propozicijim
vrijedi LAT1 Ny < 3, odnosno £ N,T1T, > 5. Neka je ¢ polupravac s vrhom T okomit
na 77N koji se nalazi u istoj poluravnini kao tocka T5. Polupravac ¢ je u unutrasnjosti
kuta ZN,T\Tp. Trokut AN,;T1N, ima pravi kut pri vrhu Ny, pa je LN\T1N, < 7 i
0 je u unutrasnjosti kuta ZNyT1T5. Po teoremu o precki, o sije¢e ToNy u nekoj
tocki X. Sad imamo jo§ jedan Lambertov cetverokut 73Ny NoX i po propoziciji [4.15]
vrijedi f(t1) = |TiN1| < | X Na| < |ToNa| = f(t2). Dakle, f je strogo rastuéa na (a, +00),
a na slicana nacin vidimo da je strogo padajuca na (—oo, a).

Za limes od f(t) kada t — 400, neka je K neprava tocka na pravcu ¢ u smjeru
koordinatizacije x. Po propoziciji [4.33| spustimo okomicu iz K na m s nozistem C. Neka
jet > a, T € ( tocka za koju je z(T) = t i N noziste okomice iz T' na m. Tada
vrijedi f(t) = |TN| > (propozicija2.2) > |T'A| — |[AN| > (teorem [3.19za AANC) >
|ITA|—|AC| =t—a—|AC| — +oo kada t — +00. Na slican nacin vidimo da f(t) — +oo
kada t — —o0. O

—

Q) e

B N

Slika 4.14: Dokaz teorema [£.46] (limesi).

Primijetimo da je ortogonalna projekcija pravca ¢ na ultraparalelni pravac m otvorena
duzina. Ortogonalna projekcija pravca ¢ na paralelni pravac m je polupravac. Sto je
ortogonalna projekcija pravca ¢ na pravac m s kojim se sijece? Koje skupove mozemo
dobiti u euklidskoj ravnini ortogonalnom projekcijom pravca na pravac?

Upoznali smo tri vrste generaliziranih trokuta u hiperboli¢noj ravnini: jednokrajnike,
dvokrajnike i trokrajnike. Ako dozvolimo da stranice generaliziranih trokuta budu ultra-
paralelni pravci, imamo jos$ Sest vrsta takvih figura: dvopravokutnik, cetveropravokutnik,
sesteropravokutnik, jednostruko asimptotski dvopravokutnik, dvostruko asimptotski dvo-
pravokutnik i asimptotski cetveropravokutnik (slika .



4.6. UDALJENOST PARALELNIH I ULTRAPARALELNIH PRAVACA 83

A b
TROKUT
K
A
L
DVOKRAINVIK

Dvo PRAVOKUTN | IX

JEDNO KRAIN K,

/\M

S

TROKRAIN | K

CETVEROPRAVOKUTNVIL

Slika 4.15: Vrste generaliziranih trokuta u hiperboli¢noj ravnini.
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YEDNOSTRUKO  ASIMPTOTSIK)
SESTEROFRAVOLUTAV I DWOPRAVOKUTN I

.
’
F22

2 R

DvosTRVKO ASIMPTOTSK] ASIMPTOTSK |
DVOPRAVO YT I CETVE RO PRAVOKUTA LIA

Slika 4.15: Vrste generaliziranih trokuta u hiperboli¢noj ravnini (nastavak).

4.7 PovrsSina u hiperboli¢noj ravnini

Povrsina je funkcija koja dijelovima ravnine pridruzuje pozitivne realne brojeve koji od-
govaraju njihovoj “veli¢cini”. Radi jednostavnosti ograni¢imo se na povrSinu poligona
(trokuta, cetverokuta i opéenito n-terokuta). Funkcija povrsine p ima sljedeéa svojstva:

1. Sukladni poligoni imaju jednake povrsine: P = Q = p(P) = p(Q).

2. Ako poligon P rastavimo na dva poligona P; i P, koji se preklapaju samo duz
stranica, §to zapisujemo P = P+ P,, onda vrijedi p(P) = p(P;)+p(P,) (aditivnost).

U euklidskoj ravnini polazimo od kvadrata sa stranicom duljine 1, za kojeg se dogo-
vorimo da ima povrsinu 1. Iz toga i svojstva funkcije povrsine izvodimo poznate formule
za povrSinu kvadrata, pravokutnika, paralelograma, trokuta i drugih ravninskih likova.

Kvadrat sa stranicom duljine n € N moZemo podijeliti na n? jedini¢nih kvadrata, pa
mu je povrsina n?. Ako je duljina stranice razlomak a = =, slozimo n? takvih kvadrata
u veliki kvadrat sa stranicom duljine m. Povrsina velikog kvadrata je m?, a kvadrati
od kojih je sastavljen su sukladni i imaju jednake povrsine. Stoga je povrsina polaznog
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kvadrata 7;—22 = (%)2 = a%. Ako je duljina stranice realan broj a > 0, aproksimiramo ga

nizom pozitivnih racionalnih brojeva a, € Q, a, — a. Povrsine kvadrata sa stranicama
duljine a, su P, = a2, a taj niz tezi prema a®. Stoga je povrsina kvadrata P = a®.

Pravokutnik sa stranicama duljina a i b dopunimo s jos jednim takvim pravokutnikom i
dva kvadrata sa stranicama a i b do velikog kvadrata sa stranicom duljine a+b (slika [4.16)).
Povr$ina pravokutnika P zadovoljava 2P + a? + b* = (a + b)?, iz ¢ega slijedi P = a - b.

Na stranicu paralelograma duljine a spustimo visinu iz nasuprotnog vrha. Neka je
duljina visine v,. Time smo paralelogram podijelili na crveni trokut i preostali cetverokut
(slika . Zeleni trokut na slici sukladan je crvenom, a s preostalim cetverokutom ¢ini
pravokutnik sa stranicama duljina a i v,. Povrsina paralelograma jednaka je povrsini
pravokutnika P = a - v,.

Trokut sa stranicom duljine a i visinom na tu stranicu duljine v, mozemo dopuniti
s jo§ jednim sukladnim trokutom do paralelograma (slika . Dvije povrsine trokuta
¢ine povrsinu paralelograma a - v,, pa je povrsina trokuta P = “7+. Konacno, poligone s
vise vrhova mozemo dijagonalama podijeliti na trokute. Povrsinu poligona dobivamo kao
zbroj povrsina trokuta.

U hiperboli¢noj ravnini prvi problem je $to ne postoje kvadrati i pravokutnici. Kad bi-
smo neki drugi lik proglasili jedinicom povrSine, npr. jednakostrani¢ni trokut sa stranicom
duljine 1, drugi problem je Sto veliki trokuti ne mogu biti istog oblika. Po teoremu [£.1§|
hiperboli¢ni trokut odreden je do na sukladnost mjerama triju kutova. Zato veliki jed-
nakostrani¢ni trokut ne mozemo poplocati malim jednakostrani¢nim trokutima, kao u
euklidskoj ravnini.

S druge strane, defekt trokuta 6(ABC') = m — a —  — 7 u hiperboli¢noj ravnini ima
svojstva 1.1 2. koja zahtijevamo od povrsine. Sukladni trokuti AABC i AA'B'C" imaju
kutove jednakih mjeraa = o, 8 = 8’1y =7/, paje §(ABC) = §(A'B'C"). Propozicijafd.9)
je specijalni slucaj aditivnosti. Opéenito, defekt n-terokuta P = A;--- A, s unutarnjim

a b
b P b
a P a
a b

Slika 4.16: Povrsina pravokutnika.
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Slika 4.17: Povrsina paralelograma.

kutovima mjera aq, ..., a, definiramo kao

§(P) = (n—2)w — Z ;.

Ta funkcija takoder ima svojstva povrsine 1. i 2. Pokazat ¢emo da iz toga slijedi pro-
porcionalnost povrsine i defekta poligona. Izborom jedini¢ne povrsine mozemo posti¢i da
konstanta proporcionalnosti bude 1, tj. mozemo identificirati povrsinu i defekt.

Za poligone P i () kazemo da su jednakosastaviljivi ako ih mozemo rastaviti na manje

n n
poligone P = ZPZ- iQ = ZQZ- koji se preklapaju samo duz stranica i sukladni su:
i=1 i=1
P, = Q;, Vi = 1,...,n. Ekvivalentan pojam dobivamo ako u definiciji zahtijevamo da
manji poligoni P;, (); budu trokuti. Jednakosastavljivost je ocito refleksivna i simetricna
relacija, a moze se dokazati i tranzitivnost.

Teorem 4.47. Jednakosastavljivost je relacija ekvivalencije na skupu svih poligona.

Iz svojstava 1. i 2. slijedi da jednakosastavljivi poligoni imaju jednaku povrsinu i
defekt.

Propozicija 4.48. Ako su poligoni P i Q jednakosastavljivi, onda je p(P) = p(Q) i
6(P) =6(Q).

Vq /

Slika 4.18: Povrsina trokuta.
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Kljuéni korak u dokazu proporcijonalnosti povrsine i defekta je pokazati obrat: ako
trokuti P i () imaju jednake defekte, onda su jednakosastavljivi. Taj rezultat dokazujemo
postepeno, od posebnih sluc¢ajeva prema opcenitijim.

Teorem 4.49. Neka je ABCD Saccherijev cetverokut s donjom osnovicom AB i neka su
Ay i By tocke na praveu AB takve da je |A1By| = |AB|. Onda su cetverokuti ABCD i
A1 B1CD jednakosastavljivi.

Dokaz. O

Teorem 4.50. Neka je AABC trokut, P i Q polovista stranica BC i AC te Ay i By orto-
gonalne projekcije vrhova A i B na pravac PQ. Onda je cetverokut AyB1BA Saccherijev
1 jednakosastavljiv je s polaznim trokutom.

Dokaz. O

Teorem 4.51. Ako dva trokuta imaju jednake defekte i sukladan jedan par stranica, onda
su jednakosastavljivi.

Dokaz. O
Teorem 4.52. Ako dva trokuta imaju jednake defekte, onda su jednakosastavljivi.

Dokaz. ]

Posljedica teorema je da trokuti s jednakim defektima imaju jednake povrsine. Dakle,

povrsinu trokuta ovisi samo o defektu, tj. mozemo je identificirati s funkcijom p : (0, 7) — R
takvom da za bilo koji trokut s defektom §(ABC) = x vrijedi p(ABC) = p(z).

Propozicija 4.53. Funkcija p : (0,7) — R je aditivna.

Dokaz. Neka su z1, 29 € (0,7) takvi da je x1 + 29 € (0, 7). Izaberemo trokut AABC' s
defektom 0(ABC) = x; + x5 i podijelimo ga tockom D na stranici AB na trokute defekta
8(ADC) = z1 1 6(DBC) = x5, kao u propoziciji [£.9] Tada zbog 2. svojstva povrsine
vrijedi p(z1 + 22) = p(ABC) = p(ADC) + p(DBC') = p(z1) + p(x2). O

Jednadzba f(z1 + x9) = f(x1) + f(x2) koju zadovoljava nasa funkcija p je takozvana
Cauchyjeva funkcijska jednadzba. Cauchy je pokazao da su jedina neprekidna rjesenja
linearne funkcije f(x) = c¢-z. Opcenito postoje i “patoloska rjesenja” koja nisu linearne
funkcije, ali uz vrlo blage dodatne uvjete linearne funkcije su jedina rjesenja. Na primjer,
prema teoremu 1 na str. 34 knjige [I] dovoljan dodatni uvjet je da funkcija f poprima
nenegativne vrijednosti za male pozitivne vrijednosti varijable, sto nasa funkcija p zadovo-
ljava. Dakle, postoji konstanta k£ > 0 takva da je p(z) = k -z, Y € (0, 7). Zakljuéujemo
da su povrsina i defekt trokuta proporcionalni:

p(ABC) = p(§(ABC)) = k - §(ABC).

n

Svaki poligon P mozemo rastaviti na trokute P = Y  A;, pa zbog aditivnosti povrsine i
i=1

defekta proporcionalnost vrijedi za sve poligone:

n n

p(P) = pé A) =3 p(A) = z ke O(A) = k- 30 0(A) = k- 6(3 A) = k- 8(P).

i=1 =1 =1



88 POGLAVLJE 4. TEOREMI HIPERBOLICNE GEOMETRIJE

Kao sto smo napomenuli, izborom jedini¢ne povrSine mozemo posti¢i da je konstanta
proporcionalnosti £ = 1, tj. da se porvsina i defekt poligona podudaraju.
Dakle, za svaki trokut AABC' vrijedi

p(ABC) =0(ABC)=m—a—fF—y<m.

Povrsina hiperboli¢nih trokuta je manja od m, iako im stranice mogu biti po volji velike.
Slicno, povrsina hiperboli¢nih ¢etverokuta je manja od 27 itd. Smisleno je definirati
povrsinu trokrajnika kao 7. Za poplocati hiperboli¢nu ravninu trebamo beskona¢no mnogo
trokrajnika, pa je povrSina cijele ravnine ipak beskonacna.

Vidjeli smo da je za jednakosastavljivost poligona nuzno i dovoljno da imaju jednake
defekte. Budud¢i da se povrsina i defekt podudaraju, ista tvrdnja vrijedi i za povrsinu.

Teorem 4.54 (F. Bolyai). Poligoni su jednakosastavljivi ako i samo ako imaju jednaku
POVTSIN.

Ovaj teorem vrijedi u hiperbolickoj i u euklidskoj ravnini, a dokazao ga je Farkas
Bolyai, otac Janosa Bolyaia. Dokaz se nalazi u knjizi [I7] na str. 275-279. Zanimljivo
je da u trodimenzionalnom prostoru ne vrijedi analogni teorem, Sto je bio jedan od Hil-
bertovih velikih matematickih problema na pocetku 20. stolje¢a. Max Dehn je dokazao
da je jednakost volumena samo nuzdan, ali ne i dovoljan uvjet za jednakosastavljivosti
poliedara. Vise o tome mozete procitati u knjizi [18] na str. 277-287.

Zadaci

Zadatak 4.1. Dokazite da je relacija “biti disjunktan” relacija ekvivalencije na skupu svih
pravaca euklidske ravnine. Primjerom pokaZite da nije relacija ekvivalencije na skupu svih
pravaca hiperbolicne ravnine.

Zadatak 4.2. Neka je AABC trokut u hiperbolicnoj ravnini i P, ), R redom polovista
stranica BC, AC, AB. DokaZite da je simetrala stranice BC ujedno zajednicka normala
pravaca QR i BC' (dakle, ta dva pravca su ultraparalelna). Je li duljina srednjice |QR)|
veca, manja ili jednaka 3| BC|?

Zadatak 4.3. Neka su ABCD i A'B'C'D’" dva Lambertova ¢etverokuta s mjerama oStrog
kuta 6 i 0'. Dokazite: ako je § = 0" i |AB| = |A’'B'|, onda su ta dva cetverokuta sukladna.

Zadatak 4.4. DokaZite da osnovice Saccherijeva cetverokuta leZe na ultraparalelnim prav-
cima. Na kakvim pravcima leZe njegovi krakovi?

Zadatak 4.5. Pseudopravokutnik je cetverokut u hiperbolicnoj ravnini kojem su sva cetire
kuta sukladna. DokaZite da su nasuprotne stranice pseudopravokutnika sukladne i da leZe
na ultraparalelnim pravcima.

Zadatak 4.6. Romb je cetverokut kojem su sve cetiri stranice sukladne. Bez koristenja
aksioma o paralelama dokazite: cetverokut je romb ako i samo ako mu se dijagonale ras-
polaviljaju @ syjeku pod pravim kutom. Na kakvim pravcima leZe nasuprotne stranice romba
u hiperbolicnoj ravnini: paralelnim, ultraparalelnim ili pravcima koji se sijeku?
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Zadatak 4.7. Cetverokut kojem su nasuprotne stranice sukladne nazivamo paralelogra-
mom. Bez koristenja aksioma o paralelama dokaZite: cetverokut je paralelogram ako 1
samo ako mu se dijagonale raspolavijaju.

Zadatak 4.8. Bez koristenja aksioma o paralelama dokazZite: cetverokut je paralelogram
ako i samo ako su mu nasuprotni kutovi sukladns.

Zadatak 4.9. Dokazite da su pravokutnici u euklidskoj ravnini paralelogrami. Jesu b
Lambertovi i Saccherijevi ¢etverokuti u hiperbolicnoj ravnini paralelogrami? DokazZite da
u hiperbolicnoj ravnini postoje paralelogrami.

Zadatak 4.10. (a) Dokazite da u hiperbolicnoj ravnini nasuprotne stranice paralelo-
grama leZe na ultraparalelnim pravcima.

(b) Dokazite da za svaka dva ultraparalelna pravea i za svaki a > 0 postoji paralelogram
sa stranicama duljine a na ta dva pravca. Je li time jednoznacno odredena duljina
drugog para nasuprotnih stranica?

(c) Mogu li oba para nasuprotnih stranica céetverokuta leZati na ultraparalelnim prav-
cima, a da taj cetverokut ne bude paralelogram?

Zadatak 4.11. Dokazite da su formule ctgIl(z) = shx, cosIl(z) = thz, sinIl(x) = .
chz
i [I(x) = 2arctg(e™™) ekvivalentne.

Zadatak 4.12. Definirajte sukladnost dvokrajnika i sukladnost trokrajnika. IskaZite 1
dokazite kriterije sukladnosti za dvokrajnike i trokrajnike.

Zadatak 4.13. Izvedite formulu za povrsinu hiperbolicnog pravokutnog trokuta s katetama
duljine a i b.



90

POGLAVLJE 4. TEOREMI HIPERBOLICNE GEOMETRIJE



Rjesenja nekih zadataka

Zadatak Za svjetlosne vektore z = (1,0,1) iy = (0,1,1) je ||z +y| = ||(1,1,2)| =
V2> 0= z] + |yl

Zadatak [1.18] Tvrdnje (a) i (b) nisu istinite. Na primjer, z = (2,0,1) i y = (—2,0,1)
su prostorni vektori, ali  +y = (0,0,2) je vremenski. Tvrdnja (c) je istinita. Ako su
x,y € R3 prostorni vektori takvi da je b(x,y) = 0i a, 8 € R, tada je b(ax+ By, ax+By) =
a?b(z, z) + (%b(y,y) pozitivan i aw + By je prostorni, osim ako je « = 3 = 0, a tada je
az+ pfy = 0. Tvrdnja (d) ne vrijedi, na primjer z = (1,0,2) i y = (1,0, —2) su vremenski,
ali z +y = (2,0,0) je prostorni. Tvrdnja (e) vrijedi i slijedi iz korolara [1.19]i leme [1.20]

Zadatak n=+v10(%,1,-2).
Zadatak P = (1, 1,\/§).

Zadatak [1.22, O = (v/2, 22 1v2)

P4 0 4

Zadatak n =15 (%, %, %)

Zadatak Okomica kroz P na ¢ ima pol proporcionalan s m = P x n. Noziste je
sjeciste okomice s pravcem £. To je tocka iz H? proporcionalna s m x n:

+(P xn)xn
V1+b(P,n)?

Udaljenost tocke od pravca je d(P,¢) = d(P, N) = arch /1 + b(P,n)?.

Zadatak [1.37. £(h, k) = . Vektor smjera simetrale je w = (3v/3, %, 22—\%)

1 — 2129 — 4192
Zadatak [1.40L d((z1,v1), (v, = arch , £(p,q) =
((z1,91), (22, 92)) (Jl—x%—y%/l—x%—y% (p,q)

arccos(d(nymy + noms — ngms)).

Zadatak [2.3] Relacija {(1,1),(1,2),(2,2)} na skupu {1,2} je refleksivna i tranzitivna,
ali nije simetricna.
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Zadatak [2.6] Za tri tocke A, B, C kazemo da je B izmedu A i C i pisemo A B xC ako
su te tri tocke kolinearne te za neku koordinatizaciju = pravca na kojem leze i a = z(A),
b=xz(B),c=z(C)vrijedia<b<cilia>b>c. ...

Zadatak P = arcsin (ﬁllﬁflhcflb)
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