Preddiplomski studij Molekularna biologija Matematika

Domac¢a zadacéa 10

1.

Dokazite da su funkcije f : R? — R? zadane sljede¢im formulama linearni operatori
i odredite njihove matrice u standardnoj bazi {(1,0),(0,1)} od R?.

(@) f(z,y) = (y,z) (b) f(x,y) = (v, 2 +y) (c) f(z,y) = (T —4y,8y — 3x)

. Za sljedeée funkcije f : R? — R? dokazite da nisu linearni operatori.

(@) fz,y) = (,x+1) (b) flz,y) =(z.2-y) (c) f(z,y) = (2*+2y,x - 3y)
Odredite svojstvene vrijednosti i odgovarajuce svojstvene vektore matrica:

(a)A:[igl (b)B:[g;’} (C)C:{_é i}

Izracunajte koeficijente karakteristicnog polinoma k4 () matrice A = Z 2 :
Koja je veza koeficijenata od ka(\) sa svojstvenim vrijednostima A; i Ay od A?
Koja je veza determinante det A s A\ 1 \y?

Modeliramo populaciju kukaca koji zive najvise dvije godine. U prvoj godini
zivota prosjecan broj potomaka je 0.1, a u drugoj godini je 1.3. Vjerojatnost
prezivljavanja iz prve u drugu godinu je 70 %. Populacija pocinje s 1000 kukaca
u prvoj godini zivota i 0 kukaca u drugoj godini zivota. Postavite Lesliejevu ma-
tricu i izracunajte velicinu populacije nakon godinu dana, dvije godine i tri godine.
Dugorocno gledano, povecava li se ova populacija ili se smanjuje?
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koliko je dobnih skupina podijeljena populacija, koje su vjerojatnosti prezivljavanja
i prosjecni brojevi potomaka? Odredite svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore
matrice L i na temelju toga opiSite dugoroctno ponasanje populacije. Raste li
populacija ili pada i koja je stabilna starosna distribucija?

Opisite populacijski model zadan Lesliejevom matricom L = [

Populacija kukaca koji zive najvise dvije godine razmnozava se tako da u prvoj
godini imaju prosjecno 1.2 potomaka, a u drugoj godini 1.6 potomaka. Kolika treba
biti vjerojatnost prezivljavanja od prve do druge godine da bi stabilna starosna
distribucija te populacije bila 80% jedinki u prvoj godini Zivota i 20% jedinki u
drugoj godini zivota? Raste li u tom slucaju veli¢ina te populacije ili pada? Koliko
dugoroc¢no iznosi godisnja stopa promjene veli¢cine populacije?
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2. (a) Vrijedi f(0,0) = (0,1), pa f ne preslikava nulvektor u nulvektor.
(b) Vrijedi f(l,O) = (170)a f(ov 1) = (070) 1 f(1> 1) = (17 1)7 pa je f(170)+f(0’ 1) #
f((1,0) +(0,1)).
(c) Vrijedi f(2,0) = (4,2) 1 f(1,0) = (1,1), pa je f(2-(1,0)) #2- f(1,0).

3. M=2X1=(2,1); \a=—1, Xo=(1,-1), (b) A1 =3++2, X; = (1,V2);
A =32, X5 =(1,—v2), (c) Matrica C nema svojstvenih vrijednosti.

4. ka(\) = X — (a + d)X\ + ad — be.  Svojstvene vrijednosti A; i Ay su nultocke
karakteristi¢cnog polinoma, pa vrijedi ka(A) = (A — A)(A — X2) = A2 — (A +
A2)A + Ay (Vieteove formule). Usporedbom vidimo da je A\ + Ay = a +d i
Ay = ad — bc = det A, dakle determinanta je jednaka produktu svojstvenih
vrijednosti.
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5. Lesliejeva matrica i pocetna starosna distribucija: L = 07 0 |’ N(0) =
1000 . . . : .
0 . Starosna distribucija i ukupna veli¢ina populacije prve tri godine: N(1) =
920
70

} (ukupno 827 jedinki). Da bismo odre-
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} (ukupno 800 jedinki), N(2) = L - N(1) = { } (ukupno
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dili dugoro¢no ponasanje racunamo svojstvene vrijednosti Lesliejeve matrice: \; =
1.00525, Ay = —0.905249. Vodeca svojstvena vrijednost je A\; > 1, pa populacija
dugorocno raste.

090 jedinki), N(3) = L - N(2) = {

6. Svojstvene vrijednosti su A\; = 0.991948 i Ay = —0.241948, a svojstveni vektori
X; = (0.980273,0.197646) i Xy = (—0.770759,0.637127). Vodeca svojstvena vri-
jednost je \; < 1, pa populacija dugorocno pada i izumire. Odgovarajuci nor-
malizirani svojstveni vektor gosmtsroer X1 = (0.832207,0.167793) (sa sumom
koordinata 1) daje stabilnu starosnu distribuciju: 83.2 % populacije u prvoj dobnoj
skupini i 16.8 % populacije u drugoj dobnoj skupini.
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odgovara svojstvenom vektoru pridruzenom vodecoj svojstvenoj vrijednosti A, pa
mora vrijediti L- X = AX. Iz toga dobivamo sustav linearnih jednadzbi 0.8\ = 1.28,
0.2\ = 0.8p kojemu je rjesenje A = 1.6, p = 0.4. Zakljucujemo da je vjerojatnost
prezivljavanja od prve do druge godine 40%, a godisnji faktor promjene populacije
je 1.6, tj. populacija dugorocno raste za 60% svake godine.

7. Lesliejeva matrica je L = [ } . Stabilna starosna distribucija X = [



