Kombinatorika 2025./26.

Domaca zadacéa 8

Napomena: AAB oznacava simetri¢nu razliku skupova.

1. Na slucajan nacin biramo podskupove od N = {1,...,n} tako da je izbor sva-
kog od 2™ podskupova jednako vjerojatan. Nezavisno smo izabrali dva podskupa
A, BCN.

(a) Kolika je vjerojatnost dogadaja AN B = (7

(b) Kolika je vjerojatnost dogadaja AU B = N?

(c) Koliko je ocekivanje slucajne varijable X = |A N B|?

(d) Koliko je ocekivanje slucajne varijable Y = |A U B|?

(e) Koliko je ocekivanje slucajne varijable Z = |AAB|?

2. Na sluc¢ajan nac¢in biramo k-¢lane podskupove od N = {1,...,n} tako da je izbor

svakog od (Z) podskupova jednako vjerojatan. Nezavisno smo izabrali dva k-¢lana
podskupa A, B C N.

(a) Kolika je vjerojatnost dogadaja AN B = ()7

(b) Kolika je vjerojatnost dogadaja AU B = N7

(c) Koliko je ocekivanje slucajne varijable X = |A N B|?

(d) Koliko je ocekivanje slucajne varijable Y = |A U B|?

(e) Koliko je ocekivanje slucajne varijable Z = |[AAB|?

3. Na isti nacin kao u prethodnom zadatku biramo dva k-¢lana podskupa A, B C N.
Neka je X; slucajna varijabla koja poprima vrijednost 1 ako je i € AN B, a 0 inace.
Koliko je matematicko ocekivanje E(X;)? Izracunajte matematicko ocekivanje

slucajne varijable X = |A N B| sluzeéi se relacijom X = > X,. Izjednacite s
i=1

izrazom dobivenim u (c) dijelu prethodnog zadatka i izvedite identitet
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Na analogni nacin izvedite kombinatorne identitete iz matematickog ocekivanja
slucajnih varijabli Y = |[AU B| 1 Z = |AAB].

4. Kombinatorno dokazite identitet (kil) = 2—;’“ (Z) Iz njega dokazite da je za fiksni n

binomni koeficijent (}) najvedi za k = |2].

5. Dokazite da za svaku presijecajué¢u familiju F podskupova od N = {1,...,n}

vrijedi |F| < 2771 Jesu li familije koje dostizu nejednakost nuzno oblika “svi
podskupovi kroz fiksni element”?

6. Pokazite primjerom da za n = 2k postoje presijecajuc¢e familije k-clanih podsku-
pova od N = {1,...,n} velicine (Zj) koje nisu oblika “svi k-¢lani podskupovi
kroz fiksni element”.



