MATICNI BROJ IME 1 PREZIME
Kombinatorika - popravni kolokvij, 17.2.2023.

1. (10 bodova) Definirajte pojam “kraljeznjaka” iz Joyalova bijektivnog dokaza
Cayleyeve formule. Zapisite endofunkciju koja odgovara kraljeznjaku na slici
lijevo (glava je oznacena s ®, a rep s ©). Nacrtajte kraljeznjaka koji odgovara
endofunkciji desno.
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2. (10 bodova) Neka je P C O, = {1,...,n} x {1,...,n}. Napisite i dokazite
formulu za broj permutacija m € S, takvih da (i,7(i)) € P, Vi € {1,...,n}.

3. (12 bodova) Neka je P = (X, <) lokalno konacan parcijalno ureden skup.
Definirajte mnozenje elemenata incidencijske algebre I(P) i elemente 6, , pu €
I(P). Neka je element x € I(P) definiran s

1, ako je x <y,
0, inace.

X(z,y) = {
Dokazite da je 20 — ¢ invertibilni element incidencijske algebre I(P) i vrijedi
20— =0+x+X"+ X+ X+

Za z,y € X kombinatorno interpretirajte vrijednost (26 — ¢)~(z,y).

4. (12 bodova) Neka su r,s > 2. Dokazite da postoji n € N takav da u
svakom bojanju bridova potpunog grafa K, u crvenu ili plavu postoji crveni
podgraf K, ili plavi podgraf K. Definirajte Ramseyev broj R(r, s) i dokazite
ocjenu R(k, k) < 4F~1,



5. (12 bodova) Neka je a, broj nenegativnih cjelobrojnih rjesenja jednadzbe

r1 + 2x9 = n. Napisite funkciju izvodnicu F(z) = > a,2" u zatvorenom
n>0
obliku i razvojem u red potencija izvedite formulu za a,,.

Uputa. Koeficijent uz 2" izracunajte rastavljanjem F'(z) na parcijalne raz-
lomke. Formulu za a,, treba zapisati bez znaka sume!

6. (14 bodova) Definirajte pojam sparivanja u grafu. Neka je T, ukupan broj
sparivanja u potpunom grafu K.

(a) Dokazite da vrijedi rekurzija T, =T,—1+ (n — 1) -T,,—9, Ty =T = 1.

(b) Koriste¢i se rekurzijom izvedite zatvorenu formulu za eksponencijalnu

funkciju izvodnicu F(z) = ) % 2",
n>0

Na kolokviju je dozvoljeno koristiti pribor za pisanje i kalkulator.

Vedran Krcadinac



