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Uvodni pojmovi

Definicija

Koherentna konfiguracija reda n s d klasa sastoji se od n-¢lanog skupa
vrhova X i relacija Ry, ..., Ry € X x X takvih da vrijedi:

Q@ Ry = {(x,x) | x € X} je dijagonala,

@ {Ro,..., Ry} Cine particiju od X x X,

© za svaki indeks i postoji indeks i’ takav da je Rf = Ry,

@ za svaki izbor indeksa i, j, k postoji presjecni broj pfj‘- € Np takav da
je{ze X | (x,2) € Ri,(z,y) € Rj}| = pfj‘- za sve parove (x,y) € Ry.

@ simetri¢na koherentna konfiguracija (i = /') - asocijacijska shema

e komutativna koherentna konfiguracija (p,’j = pﬁ)

simetricnost —> komutativnost
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Uvodni pojmovi

Neka je G graf sa skupom vrhova X.
e put duljine k - niz (xp, x1, . . ., xx) medusobno razli¢itih vrhova takav
da je xji—1 ~ X;
@ udaljenost vrhova (x,y) - duljina najkraéeg puta od x do y
@ povezani graf - graf u kojem postoji put izmedu svaka dva vrha

0 je metrika na skupu vrhova povezanog grafa

@ dijametar grafa - najve¢a moguca udaljenost vrhova

Ako je x vrh, oznacimo s

Ni(x) ={y € X | d(x,y) = i}
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Uvodni pojmovi

Definicija

Neka je G povezan graf dijametra d. Kazemo da je G distancijsko
regularan graf ako za svaki izbor i, j, k i za sve x,y € X takve da
d(x, y) = k broj

P =1 Ni(x) N Nj(y) |=| {z € X | 8(x,2) = i,d(z,y) = j} |

ne ovisi o izboru vrhova x i y.

v

Neka je G distancijsko regularan graf dijametra d. Ako za vrhove x,y € X
definiramo da su i-asocirani kad je O(x,y) = i, dobivamo asocijacijsku
shemu s d klasa.

A\

Za asocijacijsku shemu koja nastaje od distancijsko regularnog grafa G
kazemo da je metricka s obzirom na G.
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Uvodni pojmovi

Neka je G distancijsko regularan graf stupnja regularnosti k. Definirajmo:

aj = pi” b, - p:’|’_,,’+17 Ci = p:’l’_,l’—l
Vrijedi
ai+bi+c=k

Presje¢ni niz distancijsko regularnog grafa je niz {bo,...,b4—1;¢1,...,Cq}-
Uocimo da vrijedi

p;{J:O akoje |[i—j| >1
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Uvodni pojmovi

Nadalje, neka su A; matrice susjedstva grafova asocijacijske sheme koja
nastaje od G, pri ¢emu je A; = A matrica susjedstva od G. Primjetimo da
vrijedi

bi—1, O(x,y)=i-1
(AA)(x,y) =| Ni(x) N Ni(y) |= aj, O(x,y)=i
o ’ civ1, O(xy)=i+1
0, inade

AA; = bi_1Ai_1 + ajAi + Ci+1Ai+1
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Uvodni pojmovi

Iz prethodne relacije slijedi sljedeéa lema:

Matrice A; mogu se zapisati kao polinomi u A stupnja i, tj. A; = pi(A).

(A) = (LA, A%) = (Ao, Ar,..., Ag) < My(C)
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Uvodni pojmovi

Primjer (Hammingova shema)

Neka je F skup od g simbola (slova). Skup vrhova X = F9 sadrzi sve uredene
d—torke slova, koje zovemo rije¢ima. Udaljenost rije¢i x = (x1,...,xq) i
y = (w,...,Yq) definiramo kao broj koordinata na kojima se razlikuju:

ox,y)={ilx #yi}|.

Neka su rije¢i x, y € X susjedne u grafu G; ako su na udaljenosti i. Tako
dobijemo Hammingovu asocijacijsku shemu H(d, q) s d klasa, reda n = q“.

Primjetimo da je Hammingova shema metricka s obzirom na Gj.
(Hammingova metrika se podudara s metrikom definiranom pomocu
susjedstva u grafu Gy).
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Uvodni pojmovi

Definicija

d-dimenzionalna hiperkocka (d-kocka ili Hammingova kocka) je prvi graf
binarne Hammingove sheme H(d,2).

Dakle, dva vrha su susjedna ako se razlikuju u to¢no jednoj koordinati.
Vrijedi
a,-:0, b,':d—i, C,':i (Oﬁlgd)
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Uvodni pojmovi

1o, 1111
1100 \% 0111 1101
D100] T g101
TN 0011
101¢) TATATATN) 00o 1011
100 1001
Slika: H(3,2) Slika: H(4,2)
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Bose-Mesnerove algebre

Neka je X = {1,...,n} skup vrhova i (X, {R;}%,) koherentna
konfiguracija. Za 0 < i < d definirajmo matrice A; = [a)(é,)] € M,(C):

A) { 1, akoje (x,y) € R
v 0, inade

QO A=/

Q@ Y/ A=

© za svaki 0 < i < d postoji i € {0,1,...,d} takav da je Al = Ay
Q@ zasve 0 <i,j <d postoje pfj‘- € Ny takvi da je

d
AiA; =" piA«
k=0
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Bose-Mesnerove algebre

@ komutativnost A;A; = AjA;

e simetri¢nost Al = A;

A= (Ao,...,Aq) < My(C)

o/, Jec A
@ zatvorenost na transponiranje
@ sve matrice imaju konstantne dijagonale

@ zatvorenost na Schurovo mnozenje A; o A; = §;;A;
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Bose-Mesnerove algebre

Definicija

Za potprostor A < M,(C) kazemo da je koherentna algebra ako sadrzi
I, J, zatvoren je na transponiranje, matri¢no i Schurovo mnozenje te sve
matrice iz A imaju konstantne dijagonale. Komutativne koherentne
algebre nazivamo Bose-Mesnerovim algebrama.
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Bose-Mesnerove algebre

Neka je A < M,(C) potprostor koji je zatvoren na Schurovo mnoZenje.
Onda postoji baza {Ao,...,Aq} od A takva da vrijedi

A,' o Aj = (5,JA,

Baza s tim svojstvom je jedinstvena do na poredak matrica.

Matrice koje zadovoljavaju prethodnu relaciju zovemo Schurovim

idempotentama.
Svaka koherentna algebra A ima jedinstvenu bazu {Ao, ..., Aq}

sastavljenu od Schurovih idempotenta. Ta baza je koherentna
konfiguracija u smislu "matricne definicije".
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Bose-Mesnerove algebre

Neka je sada A Bose-Mesnerova algebra. Kako po prethodnom teoremu
ima bazu sastavljenu od realnih 0 — 1 matrica, zatvorena je i na
konjugiranje, pa je zatvorena i na adjungiranje.

Neka je A < M,(C) potprostor koji je zatvoren na matricno mnoZenje i
adjungiranje te matrice iz A medusobno komutiraju. Onda postoji baza
{Eo,...,Eq} od A takva da vrijedi

EiEj = §;E;

Baza s tim svojstvom je jedinstvena do na poredak matrica, a sadrzi
hermitske matrice.

Matrice koje zadovoljavaju prethodnu relaciju zovemo primitivnim
idempotentama.
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Bose-Mesnerove algebre

Dakle, Bose-Mesnerova algebra A asocijacijske sheme ima dvije istaknute
baze, jednu sastavljenu od Schurovih idempotenti Ag, ..., Ay te jednu
sastavljenu od primitivnih idempotenti Egp, ... Eg4.

e Ay =1 OEoz%J
° LioAi=J o NloEi=1

° A=A o £f =E

o A=A o E=E;

° AiA; = Z‘Z:o P;}Ak o EE; = §jE;

e AjoAj = §jA; °E"OEJ':%ZZ:O‘7,§'E/<

q,!j. > 0 — Kreinovi parametri
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Bose-Mesnerove algebre

nj = |Ni(x)| =| {z € X | (x,2) € Ri} |

m; = tr E; = rank E; = dimImE;

@ n+...+ng=n

emyg+...+myg=n

Vi=ImE <C", C"=Vo®...® Vy
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Bose-Mesnerove algebre

d
Ai = Z Pi(J)EJ
j=0
1 d
Ei=- > QA
j=0
e Py(i)=1
) Qo(l) =1
(-] PJ(O) = I‘IJ
o @Q(0) = mj

Uvedimo oznaku 6; = P1(j) za 0 < j < d.
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Dualne Bose-Mesnerove algebre

Neka je X = {1,...,n} skup vrhova i X = (X, {R;}%,) komutativna
koherentna konfiguracija.

Identificirajmo y =i € X sa y =(0,...,1,...,0).

{y} je ortonormirana baza za C".

Fiksirajmo vrh x € X i za 0 < i < d definirajmo dijagonalne matrice
E} = Ef(x) tako da je

1, ako (x,y) € R;

Ef(y,y) = { 0, ako (x,y) ¢ R:

E; - i-ta dualna primitivna idempotenta od X s obzirom na bazni vrh x
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Dualne Bose-Mesnerove algebre

Vrijede sljedeca svojstva:
o EFE! =0;jEf
o Vil E =
o {Er}9, je linearno nezavisan
o Ef =E/ E'=E

Dakle, {E7}¢_, je baza komutativne podalgebre A* = A*(x) od M,(C).
A* zovemo dualnom Bose-Mesnerovom algebrom od X obzirom na vrh x.

Vi =ImE:, C'=Vi@d---aV;
Vie= ({7 |y € Ni(x)})

dimV; = n;
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Dualne Bose-Mesnerove algebre

Postoji izomorfizam algebri ¢: A° — A* koji salje Aj — E za0 < i <d.

A,' o) Aj = 5,’7in EI*EJ* = 5,‘JE;*

o(A)y,y) = Alx,y)

Definicija
Za 0 < i < d definirajmo A7 € A* kao sliku od nE; po preslikavanju ¢ iz
prethodne leme. A} zovemo i-ta dualna asocirana matrica od A obzirom

na Xx.
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Dualne Bose-Mesnerove algebre

Vrijedi
Ai(y,y) = nEi(x,y)

Matrice {Af} , tvore jo§ jednu bazu za A* te vrijedi

d
A=Y Qili)ES
Jj=0
1 d
EI* = n X:Pl(./)A}k
Jj=0

Qi(j) je svojstvena vrijednost od A} pridruzena zajedni¢kom svojstvenom
potprostoru V;* od A*.
Uvedimo oznaku 07 = Qi(j)za0<j<d.
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Dualne Bose-Mesnerove algebre

Takoder vrijede i sljedeca svojstva:
o Ay =1
o YiLoAl = nEg
o A¥ = A* (u simetri¢nom sluéaju)
e At = Af (u simetri¢nom slucaju)
o ATAT =350 alyA;
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Terwilligerove algebre

Definicija

Podalgebru T = T(x) od M,(C) generiranu sa A i A* zovemo
Terwilligerovom algebrom (u odnosu na baznu tocku x).

@ po konstrukciji je kona¢nodimenzionalna
@ opcenito je nekomutativna
@ zatvorena je na konjugiranje i transponiranje

@ poluprosta je
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Terwilligerove algebre

Na M,(C) definirajmo bilinearnu formu (A, B) = tr(A*B), = (A A).

Za0< a,B,v,i,j,k <d vrijedi
o (ESASE], Ef AJES) = 0a,i03,0y kNyPg g
(E ABE E,'A;-kEk) = 6(17;65,j577km7q3’ﬁ

Za0 < a,B,y < d vrijedi
° qztﬂ >0
o ESABES =0 akko p), 5 =0
° EQAZEA, = 0 akko qgﬂ =0
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Terwilligerove algebre

Dokaz:
(E1AE:, E; AES) — t(ESAE;) ETAE)
= tr(E;AB/Ea*E,-*AJ-E,f)
= 6a,i5'y,ktr(E;Aﬁ’ E;AJ)
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Terwilligerove algebre

tr(E:ykAﬁ’Ea*Aj) = z;( %(E;)y,y(Aﬁ’)y,Z(Es)Z,Z(Aj)z,y
yeX ze

= Z Z(E:)Y,Y(AB’ © Aj’)y,z(E;)z,z

yeX zeX

= 5&/ Z Z yy AB/ yZ(E*)z,z

yeX zeX

=0py ), 1
yEN'Y(X)7
z€Na(x)NNg/(y)

= 5&]”7/’3,5
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Terwilligerova algebra hiperkocke

Vratimo se sada na primjer hiperkocke Qg koja je prvi graf binarne
Hammingove sheme H(d,2). Pokazimo da vrijedi:

Qy Jje distancijsko regularan graf sa presjecnim brojevima:

a,-:0, bi:d—i, C,':i (Oglgd)

Stupnjevi su dani sa n; = (C.I) (0<i<d)
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Terwilligerova algebra hiperkocke

Neka su 6y > 01 > --- > 04 svojstvene vrijednosti od Qq, a m; za
0 < i < d njihove kratnosti. Tada vrijedi

hi=d—2i (0<i<d)

Za graf Qg neka je Eg, E1, ..., E4 standardni poredak primitivnih
idempotenti. Vrijedi
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Terwilligerova algebra hiperkocke

d
A= 0E
j=0

1.9
Er ==Y 07A
n 4
Jj=0
Stavimooj =d—2jza0<j<di
1.9
E=- A
nggj \j

Pokazimo da je E = E;.
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Terwilligerova algebra hiperkocke

Uocimo da vrijedi
Cjoj—1+ bjoj1 = b10; (0<j<d)
Nadalje,
1.4
(A—01E == 0j(A—011)A;

n =0

1
=~ 0j(Gr1Ai + bj1Ai1 — 014)
j=0
1

= > Ai(cioi—1 + biojy1 — 0107)

i=0
=0

Iz ovoga slijedi E = BE;, a kako je trag od E isti kao i trag od Ej, slijedi
da je 8 =1 Cime je tvrdnja dokazana.
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Terwilligerova algebra hiperkocke

Neka je x fiksni vrh od Qy. Tada su A i A* generirane sa matricom
susjedstva A i dualnom matricom susjedstva A* = A*(x), pa je posebno
Terwiiligerova algebra hiperkocke generirana sa A i A*.

Neka su x, y, z proizvoljni vrhovi od Qg takvi da je O(x,y) = O(x,z) i
a(y,z) =2.
@ Postoji jedinstveni vrh u od Qq takav da je d(y,u) =1,0(z,u) =11i
d(x,u) =0(x,y) — 1.
@ Postoji jedinstveni vrh v od Qg takav da je O(y,v) =1,0(z,v) =1
d(x,v) =0(x,y) + 1.
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Terwilligerova algebra hiperkocke

Neka je x fiksni vrh od Qq i A* = A*(x). Vrijedi:
0 A2A* —2AA*A + A*A? = 4A*

0 A2A —2A*AA* + AA*2 = 4A
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Terwilligerova algebra hiperkocke

Neka su y, z proizvoljni vrhovi od @ te stavimo i = J(x, y).
Sjetimo se da je A2 = pyAg + a1A1 + & A,, $to je u ovom slucaju

A% = dl + 2A,
Nadalje,

r= A2A*(y, Z) = Ay, 2)A*(z, 2)
s = AAA(y ZA y, u)A*(u, u)A(u, z)

t=A*A(y, z) = A*(y,y)Az(y,Z)
u= A*(y,Z) =

30. rujna 2024.
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Terwilligerova algebra hiperkocke

Promotrimo slucajeve u kojima nisu svi ovi brojevi jednaki 0.
o y=2z = r=d0f,s=cb; |+ bt |, t =dO0;,u=0;
@ J(x,z)=i—2,0(y,z) =2 = r=20"_,,s =207 4,t =2d0;
° J(x,z)=1i,0(y,z) =2 = r=20;,s=0;_; +0;,,,t =2d0;
°© J(x,z)=i+2,0(y,z) =2 = r=20},5=207,,t=2d0}
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Terwilligerova algebra hiperkocke

Neka je x fiksni vrh od Qg i Ef = Ej(x) za 0 < i < d. Definirajmo
R=R(x)il=L(x):

d d
RS ELAE. L= ELAE
i=0 i=0

R i L zovemo raising(lowering) matrix obzirom na bazni vrh x. Uo¢imo da
vrijedi i
R =R, L=1L, R' =1L, A=R+1L
Nadalje,
RV C Vi, LV C Vi
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Terwilligerova algebra hiperkocke

Neka je x fiksni vrh od Qg te A* = A*(x), R = R(x), L = L(x). Vrijedi:
o R — AAT—A"A+2A
= 4

o | — A*Af/z\‘A*+2A

Neka je x fiksni vrh od Qq te A* = A*(x), R = R(x), L = L(x). Vrijedi:
o LR— RL=A*
@ RA* — A*R =2R
o LA*—AL=-2L
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Terwilligerova algebra hiperkocke

Oznacimo sa C desnu stranu jednakosti i pokazimo da je C = R.

Kako je Qg bipartitan graf, vrijedi
EfAEf =0 akoje|i—jl#1 (0<i,j<d)

Nadalje,
4, akoi—j=1

0F _ 0* 10—
(O {0, ako i —j=—1
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Terwilligerova algebra hiperkocke

Podsjetimo se definicije Liejeve algebre.

Definicija

Liejeva algebra nad poljem F je vektorski prostor L nad tim poljem zajedno
sa bilinearnim preslikavanjem

LxL—=L (x,y)—[x,y]

kojeg zovemo Liejeva zagrada i koje zadovoljava sljedece uvjete:
(L1) [x,x] =0zasve x €L,
(L2) [x, [y, 2] + [y, [z, x]] + [z, [y, x]| =0 za sve x,y,z € L
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Terwilligerova algebra hiperkocke

Ako je L asocijativna algebra nad poljem [, tada mozemo definirati
[x,y] =xy —yx zasve x,y € L

pa L zajedno sa [—, —| postaje Liejeva algebra.
Najpoznatiji primjer je M,(F) algebra svih kvadratnih matrica reda n nad
poljem F.
Neka je
shh(F) = {x € Mp(F) | tr x =0}

potprostor od M,(FF). Uz [x,y] = xy — yx postaje Liejeva algebra jer je za
proizvoljne matrice x i y trag od xy — yx jednak 0. Zovemo je specijalna
Liejeva algebra.
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Terwilligerova algebra hiperkocke

Promotrimo sada posebno sh(C). Ozna¢imo joj bazne elemente na
sljedeci nadin:

o B O S |

Vrijede sljedece relacije:

[l,r]=h
[r,h] =2r
[1,h] = —2I
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Terwilligerova algebra hiperkocke

Definicija

Neka je L Liejeva algebra nad poljem C te J dvostrani ideal u T(L)
generiran elementima oblika x ® y —y ® x — [x,y]| za x,y € L.
Kvocijentnu algebru T(L)/J nazivamo univerzalna omotacka algebra i
oznac¢avamo sa U(L).

Pokaze se da je i: L — U(L) definiran sa i(x) = x + J injektivni
homomorfizam Liejevih algebri.
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Terwilligerova algebra hiperkocke

Baza od U(sh(C)) je oblika
{R*M>PLE | a,b,c >0}
i elementi R, £, H zadovoljavaju

LR—-RL=H, RH-HR=2R, LH-HL=-2L
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Terwilligerova algebra hiperkocke

Neka je x fiksni vrh od Qg i T = T(x). Postoji jedinstveni surjektivni

homomorfizam C-algebri p: U(sh(C)) — T koji zadovoljava

=1, RP=R, H =A"
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