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Hadamardove matrice Bushovog tipa
©000000

Definicija
Hadamardova matrica reda n je (1, —1) - matrica H za koju je
HH™ = nl,.

Primjer

= = =
==
=
[ e

gdje smo radi preglednosti s — oznacili —1.
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Hadamardove matrice Bushovog tipa
0@00000

Dvije Hadamardove matrice H; i H, reda n su nepristrane ako je
HiHZ = \/nH3, za neku Hadamardovu matricu Hz. U tom sluéaju
je n nuzno potpuni kvadrat. Hadamardovu matricu za koju vrijedi
da su sume svih redaka i svih stupaca jednake i iznose \/n
nazivamo regularnom.
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Hadamardove matrice Bushovog tipa a i kvadrati

[e]e] lele]ele)

Teorem (Kharaghani 1985.)

Postoji Hadamardova matrica reda 2n ako i samo ako postoji 2n
(1,—1) matrica Cy, Cy, ..., Con—1 reda 2n takvih da:

G =q,
CiCjZOa I#J:
C,-2:2I7C,',

G+ G+ -+ Cpo1=2nbh,,

za Cy moZemo uzeti matricu sa svim jedinicama.
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Hadamardove matrice Bushovog tipa
[e]e] Yololele}

Teorem (Kharaghani 1985.)

Postoji Hadamardova matrica reda 2n ako i samo ako postoji 2n
(1,—1) matrica Cy, Cy, ..., Con—1 reda 2n takvih da:

G =q,
CiCjZOa I#J:
C,-2:2I7C,',

G+ G+ -+ Cpo1=2nbh,,

za Cy moZemo uzeti matricu sa svim jedinicama.

Neka je r; (i + 1)-ti redak matrice H. Stavimo
C=rlr, i=0/1...,2n—1 O
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Hadamardove matrice Bushovog tipa
000@000

Definicija

Hadamardova matrica Bushovog tipa je Hadamardova blok
matrica H = [H;] reda 4n? s blokovima veli¢ine 2n, takva da vrijedi
Hii = Jon i Hjjdop = JopHij =0, zai # j,1 <i<2n,1<j<2n,
gdje je J», matrica reda 2n Ciji su svi elementi jednaki 1.
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Hadamardove matrice Bushovog tipa
0000800

Konstruirajmo Hadamardovu matricu Bushovog tipa koristeci
konstrukciju iz dokaza prethodnog teorema.

11 1 1
11 — —
H=1, - 1 _

1 - — 1
1111 1 1 — —
1111 1 1 — —

Q=1 11 1°9=|_ - 1 1|1
1111 -~ 1 1
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Hadamardove matrice Bushovog tipa
0000800

1 - 1 - 1 - — 1
-1 - 1 -1 1 -
=y _ 1 67|21 1 -
— 1 -1 1 - -1
Matrica
G G G G
_|a & G G
G G G G
G G G G

je Hadamardova matrica Bushovog tipa reda 16.
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Hadamardove matrice Bushovog tipa
0000000

Skup {H1,...,Hmn},m > 2, Hadamardovih matrica Bushovog tipa
za koji vrijedi da su svake dvije razliite matrice nepristrane naziva
se skup medusobno nepristranih Hadamardovih matrica Bushovog
tipa (MUBH).

Lema (2.7)

Neka su Hy i H dvije medusobno nepristrane Hadamardove
matrice Bushovog tipa reda 4n®. Neka je Hz (1, —1) - matrica
takva da je HiH] = 2nH3. Onda je H3 Hadamardova matrica
Bushovog tipa.
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Hadamardove matrice Bushovog tipa
000000@

Dokaz.

Neka je X = b, ® J,. Onda je H3 Hadamardova matrica
Bushovog tipa ako i samo ako vrijedi H3X = XH3 = 2nX. Imamo

1
H3 X = —HiH; X = 2nX.
2n

Sli¢no, XH3 = 2nX. Dakle, H3 je Hadamardova matrica Bushovog
tipa. []

11/46



Latinski kvadrati
000000

Definicija

Latinski kvadrat reda n je n X n matrica sa svojstvom da se svaki
od n simbola as, ..., a, pojavljuje tocno jednom u svakom retku i
u svakom stupcu.

1 2 3 4
[1]12;:2)):1))2143
’21’312’3412

4 3 2 1

12/46



matrice Bushovog tipa Latinski kvadrati

0@0000

Latinski kvadrati Ly i Ly reda n > 2 su ortogonalni ako su svi

uredeni parovi koji se dobiju njihovom superimpozicijom
medusobno razliciti.

Primjer

1 23 123 11 22 33
Ly=12 3 1|,Lp,= |3 1 2| P =" 123 31 12
31 2 2 31 32 13 21

Skup {Li,...,L:},t > 2, latinskih kvadrata reda n je ortogonalan
ako su svaka dva razli¢ita kvadrata ortogonalna. Takav skup
ortogonalnih kvadrata naziva se skup medusobno ortogonalnih
latinskih kvadrata (MOLS).
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Latinski kvadrati
[e]e] lelele)

Definicija

Latinski kvadrati Ly i Ly reda n su odgovarajuéi ako svaka
superimpozicija bilo kojeg retka od L1 na bilo koji redak od L, daje
samo jedan element oblika (a, a).

Skup {L1,...,Lt},t > 2, latinskih kvadrata reda n za koji vrijedi
da su svaka dva razli¢ita kvadrata odgovarajuca naziva se skup
medusobno odgovarajucih latinskih kvadrata (MSLS).

Lema

Postoji m MOLS reda n ako i samo ako postoji m MSLS reda n.
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Latinski kvadrati
[e]e]e] lele)

Dokaz.

Neka su L; i Ly ortogonalni latinski kvadrati reda n sa elementima
{1,2,...,n}. Neka ((/,/), k) oznalava element na poziciji (/, ).
Transformacijom ((7, ), k) = ((k,j), i) dobivamo par
odgovarajucih latinskih kvadrata. Transformacijom unatrag dobili
bi ponovno ortogonalne latinske kvadrate. O
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Latinski kvadrati
[e]e]e]e] o)

Tri medusobno odgovarajuca latinska kvadrata reda 4:

0 2 31 0 3 12 0123
I = 2 013 L, — 3021 . 1 0 3 2
310 2 1 20 3| 2 3 01
13 20 2130 3210
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Latinski kvadrati
[e]e]e]e]e] )

Ako postoji m MSLS reda 2n, gdje je 2n red Hadamardove matrice
H, tada postoji m MUBH reda 4n?.
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Latinski kvadrati
[e]e]e]e]e] )

Ako postoji m MSLS reda 2n, gdje je 2n red Hadamardove matrice
H, tada postoji m MUBH reda 4n?.

Neka su Cy, Cq, ..., Cop—1 matrice koje odgovaraju normaliziranoj
Hadamardovoj matrici H reda 2n. Neka su svi latinski kvadrati nad
skupom elemenata {0,1,...,2n — 1}. Zamjenimo li element /
svakog latinskog kvadrata s matricom C;, 0 < j < 2n — 1, dobili bi
m MUBH reda 4n°. O
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e matrice Bushovog tipa a i kvadrati Asocijacijske sheme
5 ©00000

Definicija

Simetri¢na asocijacijska shema s d klasa sa n-¢lanim skupom
vrhova X sastoji se od nenul simetricnih (0,1) - matrica
Ao, A1, ..., Aq Ciji su retci i stupci indeksirani elementima skupa X
takvih da vrijedi:
Ao = I, gdje je I, jedinicna matrica reda n.
Z,d:o A; = Jpn, gdje je J, matrica reda n Ciji su svi elementi
jednaki 1.
Postoje pfj € No takvi da je AjA; = 22’:0 p,fj‘-Ak, za sve
indekse i, j.
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Asocijacijske sheme
0®0000

Iz svojstva 3. slijedi da matrice A; komutiraju. Vektorski prostor
razapet tim matricama tvori komutativnu algebru koju ¢emo
oznacavati sa A i zvati éemo ju Bose-Mesnerova algebra.

Postoji baza za A sastavljena od primitivnih idempotenta,

EQ = (l/n)Jn, El, ceey Ed.

Kako su {Ao, A1,...,Aq} i {Eo, E1,..., Eq} dvije baze za A, onda
postoje matrice prijelaza P = (Py)?,_o i @ = (Qj){ ;o takve da
vrijedi

d 1 d
Ai=> PiE, E= ;ZQ,-J-A,-.
i=0 i=0
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Asocijacijske sheme
000000

Nadalje, kako matrice A; tvore bazu za A slijedi da je A zatvorena
obzirom na mnozenje po komponentama o (tzv. Schurov ili
Hadamardov produkt). Definiramo Kreinove parametre q}j- sa

d
1
EioEj ==Y gkEx.
>0

Onda je Kreinova matrica BY definirana sa B} = (q}j-)j-{kzo.
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Asocijacijske sheme
00000

Matrice A; su matrice susjedstva grafova G; bez viSestrukih
bridova. Za asocijacijsku shemu kazemo da je imprimitivna ako je
barem jedan od grafova G;, i # 0, nepovezan. Tada postoji skup
indeksa Z takav da su 0 i odgovarajuéi indeks i elementi skupa Z,
te vrijedi ZJ-eIA- = Ip® Jg, za neke p i g takve da je 1 < p < n.
Dakle, n-¢lani skup vrhova X je particioniran na p podskupova

veli¢ine g koje zovemo viakna.
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Asocijacijske sheme
000000

Skup Z definira relaciju ekvivalencije ~ na skupu {0,1,...,d},

Jj ~ k ako i samo ako je pfj‘- # 0 za neki i € Z. Neka su

Zo =7,1;,...,I; klase ekvivalencije na {0,1,...,d} obzirom na
relaciju ~. Postoje (0,1) - matrice A; (0 < j < t) takve da vrijedi

:E:: A = }ij ® Jq,
i€z

i te matrice definiraju asocijacijsku shemu nad skupom vlakana
koju zovemo kvocijentna asocijacijska shema obzirom na Z.
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ve matrice Bushovog tipa a ki kvadrati Asocijacijske sheme

00000e

Za vlakna U i V oznadimo sa Z(U, V) skup indeksa matrica
susjedstva A; sa (Aj)y, za neke u € U,v € V. Definiramo (0,1) -
matricu AYY sa

1, akoje (Aj)y =1lxeU,yeV,

0, inace.

(AIUV)Xy = {

Definicija

Za imprimitivnu asocijacijsku shemu kaZemo da je uniformna ako
pripadna kvocijentna asocijacijska shema ima jednu klasu i postoje
cijeli brojevi aj; takvi da za sva vlakna U, V, W,
ieZ(U,V),jeZ(V, W) imamo

AV A =" as Al
i 'j ij" 'k
k
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Asocijacijske sheme s 5 klasa
©00000000

Neka je {H1, H2,...,Hn}, m > 2, skup medusobno nepristranih
regularnih Hadamardovih matrica (MURH) reda 4n?. Ozna&imo sa

/
H1/2n
M= |He/2n| || Hf/2n HE/2n --- Hp/2n|
Hpm/2n
Gramovu matricu skupa matrica {l, 2—lnH1, 2—1nH2, ey %Hm}. Neka
je B=2n(M —I). Onda je B simetri¢na (0, —1,1) - matrica.

Neka je
B = Bl - 827

gdje su B; i By disjunktne (0,1) - matrice.
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Asocijacijske sheme s 5 klasa
0@0000000

Lema (5.1)

Neka su | = /4n2(m+1)7 Bl, Bz i Bg = Im+1 & J4,,2 - /4,,2(m+1)
matrice. Te matrice tvore asocijacijsku shemu s 3 klase.
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ve matrice Bushovog tipa Latinski kvadrati As jske Asocijacijske sheme s 5 klasa

000¢ O0@000000

Presjecne brojeve moZemo iscitati iz sljedecih jednadzbi:

B2 = (2n* + n)ml + (n® + gn)(m —1)B1+
+ (P4 %n)(m —1)By + (n + n)Bs,
B2 = (2n® — n)ml 4 (n* — %n)(m —1)Bi+
+ (n® — gn)(m —1)By + (n® — n)Bs,

1 1
B1B; = (n* — 5”)(”" —1)By + (n* + En)(m —1)By + n’mBs,
BlB3 = (2!72 +n— 1)51 + (2[72 + n)BQ7

ByBs = (2n* — n)By + (2n* — n — 1)B,.
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ve matrice Bushovog tipa atinski kvadrat e Asocijacijske sheme s 5 klasa

O00e00000

Teorem (5.2)

Neka su By i B, matrice definirane kao ranije. Neka vrijedi:
m Ao = ly2(mr1)
A= Iny1 ® by ® (J2n — ki),
B A = Iny1 ® (J2n — 2n) ® Jop,
B A3 = (Jnt1 — Imt1) ® by ® J2n,
m Ay = B — A,
m As — Bs.
Tada Ao, A1, Aa, A3, Ay i As tvore asocijacijsku shemu s 5 klasa.

28/46



Hadamardove matrice Bushovog tipa Latinski kvadrati e s Asocijacijske sheme s 5 klasa

000080000

Odredit ¢emo presjecne brojeve koristeéi neke od relacija iz Leme
5.1. Primjetimo da su Ap + Az, A3 i Ag + A1 + Ay blok matrice s
blokovima veli¢ina 2n, 2n i 4n? respektivno, gdje je svaki blok ili
nul matrica ili matrica sa svim elementima jednakim 1. S druge
strane, Az i As su blok matrice s blokovima veli¢ine 2n, gdje je
svaki blok ili nul matrica ili matrica za koju vrijedi da je suma
svakog retka i suma svakog stupca jednaka n.
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ve matrice Bushovog tipa atinski kvadrat e Asocijacijske sheme s 5 klasa

000080000

Dokaz - nastavak

Sada imamo sljedece:

A1A1 = (2n—1)Ao + (2n — 2)A;.
AAs = (20— 1)A,.

AiAs = (2n — 1)As.

A1As = (n— 1)As + nAs.

A1As = nAs + (n = 1)A5
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srdove matrice Bushovog tipa Latinski kvadrati Asocijacijs Asocijacijske sheme s 5 klasa

00000« 000000 000000000

Dokaz - nastavak

AzA> =2n(2n — 1)Ao + 2n(2n — 1)A; + 2n(2n — 2) As.
A2As = 2n(As + As).

ArAs = (2n — 1)nAsz + (2n — 2)n(As + As).

AxAs = (2n — 1)nAsz + (2n — 2)n(As + As).

A3As = 2mn(Ag + A1) + 2n(m — 1)As.

A3zAys = mnAy + (m — 1)n(Ag + As).

A3As = mnAy + (m — 1)n(Ag + As).
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Asocijacijske sheme s 5 klasa
000080000

Dokaz - nastavak

Koristedi to, Cinjenicu da vrijedi A3 + A3 = By i
As(As + Ag) = BBy, te presjecne brojeve iz Leme 5.1 dobivamo:

AAs = n’mA; + m(n® — n)Ay + (n® — g)(m —1)As+

+ (= %)(m ~1)Aat (7~ D) (m— 1),
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Asocijacijske sheme s 5 klasa
000080000

Dokaz - nastavak

Konacno, primjetimo da je A4 — As blok matrica s blokovima
veli¢ine 2n, gdje je svaki blok ili nul matrica ili matrica Cije su
sume redaka i stupaca jednake nuli. Odavdje slijedi da je

(As + As)(As — As) = 0,

pa imamo

AsAy = AsAs = (2n® — n)mAg + (n® — n)m(A1 + Az)+
3n
2

+(n?— g)(m — 1)(As + Ag) + (n* = T)(m = 1)As.
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Asocijacijske sheme s 5 klasa
000000000

Napomena (5.3)

Asocijacijska shema s 5 klasa je uniformna. Svaka dva vlakna
definiraju koherentnu konfiguraciju. Svojstvene matrice i matrica
Be su:

[1 2n—1 2n(2n—1) 2nm n(2n—1)m n(2n—1)m]
1 -1 0 0 nm —nm
p_ 1 2n-1 —2n 2nm —nm —nm
1 2n-1 —2n —2n n n ’
1 -1 0 0 —-n n
1 2n—1 2n(2n—1) —2n —n(2n—1) —n(2n—1)]
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Asocijacijske sheme s 5 klasa
000000000

[1 2n(2n—1) 2n—1 (2n—1)m 2n(2n—1)m m
1 —2n 2n—1 (2n—1)m —2nm m
|1 0 -1 -m 0 m
Q= 1 0 2n—1 =-2n+1 0 -1\’
1 2n -1 1 —2n -1
1 —2n ~1 1 2n —1]
[0 0 O 0 0 1 7
0 0 O 0 1 0
B _ 0 0 O 1 0 0
710 0 m m—-1 0 0
0 m 0 0 m—1 0
im 0 0 0 0 m-1
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Asocijacijske sheme s 5 klasa
000000000

Napomena (5.4)

Svojstvene matrice i matrica By asocijacijske sheme s tri klase su:

1 n(2n+1)m n(2n—1)m 4n* -1
1 nm —nm -1
P= 1 —n n -1 |’
1 —n(2n+1) —n(2n—1) 4n*> -1
1 4n°—1 (4n®>—1)m m
Q= 1 2n-1 —2n+1 1
|1 —-2n-1 2n+1 1)’
1 -1 -m m
0 1 0 0
an?_ 1 2(2,721,,17_1) 4121 0
B]Cj — m2 2m
4 (4n°—2)m—2 2
0 mil Tl 41
0 0 1 0
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Asocijacijske sheme s 5 klasa
000000000

Teorem (5.5)

Pretpostavimo da postoji asocijacijska shema sa svojstvenim
matricama P i Q kao u Napomeni 5.3. Tada postoji skup MUBH
{H1,...,Hn} reda 4n?.
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Asocijacijske sheme s 5 klasa
000000008

Dokaz

Neka su Ag, A1, ..., As matrice susjedstva koje tvore asocijacijsku
shemu Ccije su svojstvene matrice P i Q. Neka je By = Ao,

B1 = A3+ Ay, Bp = As i B3 = A; + Ax. Po Napomeni 5.4
matrice B; tvore SSSD. Preslozimo vrhove tako da je

B3 = Imt1 ® Jyn2 — lan2(m1)-
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ve matrice Bushovog tipa atinski kvadrat e Asocijacijske sheme s 5 klasa

O0000000e

Dokaz - nastavak

Prvo odredujemo oblik matrice A;. Kako je A; matrica susjedstva
imprimitivnog jako regularnog grafa sa svojstvenim vrijednostima
2n—1i —1 ¢&ije su kratnosti 2n(m + 1) i 2n(2n — 1)(m + 1), onda
A1 nakon preslagivanja vrhova postaje hy(my1) @ (J2n — hn). Kako
je B3 = Imt1 @ Jap2 — lap2(my1) = A1 + A2, onda Ay ima Zeljeni
oblik. Nadalje, kako su Bs i A3z disjunktne i AyAs = 2n(As + As),
dobivamo A3z = (Jm+1 = Im+1) R by Q@ Jop.

39/46



Asocijacijske sheme s 5 klasa
000000008

Dokaz - nastavak

Neka je G = (m+ 1)(Ep + E1 + E2). Imamo

G=(m+1)(E + E + Ep)
1 5
a2 Z(Qo,i + Qi + @2,1)A;
L,

1 1 1
=A —A — Ay — —As.
0+2n 3+2n4 2n5
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Asocijacijske sheme s 5 klasa
000000008

Dokaz - nastavak

Kako je A3 + Ag + As = (Um+1 — Im+1) ® Jon @ by, G je oblika

1 1
Iy SRR
Iy / iH
2n' 12,1 4n? 25 112,m+1
G: . . E 9
1 1
3iHmi11 5,Hmi12 - Iy

gdje je H;j (i #j) (1,—1) - matrica.
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Asocijacijske sheme s 5 klasa
000000008

Tvrdimo da su Hx := Hy411 (1 < k < m) MUBH. Ozna&imo sa A
podmatricu od A Ciji su elementi u retcima i stupcima prvog i

(k + 1) bloka. Promatramo glavnu podmatricu G. Kako je
asocijacijska shema uniformna, stavljaju¢i m = 1 i restrikcijom na
indekse prvog i drugog bloka dobivamo asocijacijsku shemu sa

svojstvenom matricom P = (Pj)?;_q.
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ove matrice Bushovog tipa Latinski kvadrati jsk Asocijacijske sheme s 5 klasa

00000 © 5 [e]e]e]e]e]e]e]e] }

Kako je G = (m+ 1)(Eg + E1 + E») i ’"THE,- (i=0,1,2) su
primitivne idempotente dobivene podsheme, imamo G- = 2G. Iz

_ 1 g7
G= 1"‘"2 2n Mk slijedi
%Hk I4n2
lgn2 +1$H[Hk %/j,: _ |2l SHE
EHk I4n2 = WHI(H; EHk 2I4n2

Odavdje slijedi da je Hx Hadamardova matrica reda 4n?.

Pokazimo sada da je Hx Bushovog tipa.
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»ve matrice Bushovog tipa atinski kvadrati Asocijacijske sheme Asocijacijske sheme s 5 klasa

[e]e]e]e]e]e]e]e] }

Dokaz - nastavak

Zg,é = (m aF 1)23(?0 +E1 + Eg)

5
=(m+ 1)(2?‘3?/)(?0 + E1 + E>)
i- 0
(m+ 1)( Z? n(m+1)(Eq + E3)
- - (1)
:2n(m+1)<4n2(m+ ZQIO+QI2A>

I:O
= (Ao + A1 + A3)
_ /2n ® J2n I2n ® J2n
N l2n & J2n I2n 02 J2n .
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Latinski kvadrati As jske Asocijacijske sheme s 5 klasa

00000 [e]e]e]e]e]e]e]e] }

Dokaz - nastavak

e =HL
% Hk I4n2

0 I2n X J2n
I2n ® J2n 0

— 271n(l2” ® J2n)Hk by ® Jop
hn ® Jon %(bn &® J2n)H;(' ’

Usporedujuéi (1) i (2) dobijemo

AsG = [

()

(hn ® Jon)Hi = (hn ® Jon)Hi = 2n(hn ® Jop).

Iz Leme 2.7 slijedi da je H, Hadamardova matrica Bushovog tipa.
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Hadamardove matrice Bushovog tipa Latinski kv / Asocijacijske sheme s 5 klasa

[e]e]e]e]e]e]e]e] }

Dokaz - nastavak

Konacno, pokazimo da su matrice Hy, ..., H; medusobno
nepristrane. Neka su k, k' € Ntakvidajel < k< k' < m.
Ozna&imo sa A podmatricu vrhova koji leZe u retcima i stupcima
prvog, (k+1) i (k' +1) bloka. Onda je G? = 3G. Usporedujuci
(2,3) - blok, dobivamo

1

1 1 3
mHkH/:/ + %/4n2 Hii1 k41 + %Hk+1,k'+1/4n2 = %Hk+1,k’+1a

odnosno ﬁHkH,:, = %Hkﬂ,kurl. Kako je Hyy1 k41 (1,-1) -
matrica, slijedi da su Hy i Hys nepristrane.
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