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Uvod Oznake

Oznake

On, In, Jn

Rn =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 . . . 0 1
0 0 . . . 1 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 1 . . . 0 0
1 0 . . . 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

X blokmatrica
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Asocijacijske sheme

Uvod DDD

Digraf

Digraf je uredeni par Γ = (V ,E), V ≠ ∅ konačan skup vrhova,
E ⊆ {(x , y)∣x , y ∈ V , x ≠ y} skup lukova.

Kažemo da x dominira y te da je y dominiran od x ako (x , y) ∈ E .
Digraph je k-regularan ako svaki njegov vrh dominira i dominiran je od
točno k vrhova.

Digraf je asimetričan ako (x , y) ∈ E ⇒ (y , x) ∉ E .
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Uvod DDD

Digraf

Γ = (V ,E), ∣V ∣ = v .

Matrica incidencije M = [mxy ]x ,y∈V digrafa Γ je (v × v) (0,1)-matrica
kojoj su retci i stupci indeksirani vrhovima digrafa, tako da je mxy = 1 ako
(x , y) ∈ E , odnosno mxy = 0 ako (x , y) ∉ E .

Digraf je k-regularan akko MJv =MT Jv = kJv .

Digraf asimetričan akko je M +MT (0,1)-matrica.
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Uvod DDD

Digraf djeljivog dizajna

Γ = (V ,E) k-regularan asimetričan digraf, ∣V ∣ = v .

Γ je digraf djeljivog dizajna s parametrima (v , k , λ1, λ2,m,n) ako se V
može particionirati u m klasa veličine n tako da:

∀x , y ∈ V , x ≠ y , x i y iz iste klase, broj vrhova z koji dominiraju ili su
dominirani i od x i od y je λ1

∀x , y ∈ V , x i y iz različitih klasa, broj vrhova z koji dominiraju ili su
dominirani i od x i od y je λ2

Oznaka: DDD(v , k , λ1, λ2,m,n)
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Asocijacijske sheme

Uvod DDD

Digraf djeljivog dizajna

M matrica incidencije digrafa Γ.

Γ je DDD(v , k , λ1, λ2,m,n) akko

M +MT je (0,1)-matrica

MMT =MTM = kIv + λ1 (Im ⊗ Jn − Iv) + λ2 (Jv − Im ⊗ Jn)
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Uvod BGW

Balansirane generalizirane težinske matrice

G konačna multiplikativna grupa.

Balansirana generalizirana težinska matrica nad G s parametrima
(v , k , λ) je matrica W = [wij] s elementima iz G ∪ {0}, reda v , takva da:

svaki red od W sadrži točno k nenula elemenata,

∀i ,h ∈ {1,2, . . . , v}, i ≠ h, multiskup

{ wijw
−1
hj ∣ 1 ≤ j ≤ v , wij ,whj ≠ 0 }

sadrži točno λ
∣G ∣ kopija svakog elementa iz G .

Oznaka: BGW (v , k , λ)
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Uvod BGW

Kose balansirane generalizirane težinske matrice

G ciklička konačna multiplikativna grupa, G = ⟨U⟩.
U tom slučaju za elemente od W označavati ćemo sa Uwij .

Kosa balansirana generalizirana težinska matrica je matrica
W = [Uwij ] koja je BGW (n + 1,n,n − 1) nad cikličkom grupom G = ⟨U⟩
reda 2m sa dijagonalom 0 za koju vrijedi Uwji = Uwij+m , ∀i ≠ j .
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Uvod BGW

Primjer

Primjer

Neka je G = ⟨σ⟩ ciklička grupa reda 3.

W =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 1 1 1
1 0 1 σ σ2

1 1 0 σ2 σ
1 σ σ2 0 1
1 σ2 σ 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

W je BGW (5,4,3) nad G.
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Uvod BGW

Kosa balansirana generalizirana težinska matrica

Lema
1 Neka su r ,m ∈ N tako da je r neparna potencija prostog broja, te r−1

m
neparan broj. Tada postoji kosa BGW (r + 1, r , r − 1) sa dijagonalom 0 nad
cikličkom grupom reda m.

1Yury J. Ionin, H. Kharaghani, Doubly regular digraphs and symmetric designs, J.
Comb. Theory, Ser. A 101 (2003) 35-48.
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Uvod AS

Asocijacijske sheme

d ∈ N.
X ≠ ∅ konačan skup, ∣X ∣ = n.
Ri ⊆ X ×X , Ri ≠ ∅.
Ai matrica incidencije grafa (X ,Ri), i = 0,1, . . . ,d .

Asocijacijska shema s d klasa je uredeni par (X ,{Ri}di=0), gdje matrice
susjedstva A0,A1, . . . ,Ad zadovoljavaju uvijete:

A0 = In,

∑d
i=0Ai = Jn,

AT
i ∈ {A1,A2, . . . ,Ad}, i = 1,2, . . . ,d ,

∃pkij ∈ N0 tako da je AiAj = ∑d
k=0 p

k
ijAk ,∀i , j .
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Konstrukcija

Hadamardove matrice

Hadamardova matrica reda n je (n × n) matrica H = [hij], hij ∈ {−1,1},
za koju vrijedi HHT = HTH = nIn.

Primjer

H =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 1 1
1 −1 1 −1
1 1 −1 −1
1 −1 −1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Red Hadamardove matrice je 1, 2 ili 4k , za neki k ∈ N.
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Konstrukcija

Hadamardove matrice

Hadamardova matrica je normalizirana ako h1j = hj1 = 1, ∀j .

Svaka Hadamardova matrica može se transformirati u ekvivalentnu
Hadamardovu matricu koristeći slijedeće operacije:

zamjena dva retka ili dva stupca

množenje retka ili stupca s −1

Koristeći navedene operacije, normalizirati se može bilo koja Hadamardova
matrica.

Za normaliziranu Hadamardovu matricu reda ≥ 2, svaki redak i stupac
osim prvih imaju n

2 elemenata −1, te n
2 elemenata 1.
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Konstrukcija

Matrice Ci

H normalizirana Hadamardova matrica reda n, n ≥ 4.

Označimo (i + 1)-vi redak od H sa ri , i = 0,1,2, . . . ,n − 1.

ri = [ri1 ri2 . . . rin] .

Za n = 1,2, . . . ,n − 1, definiramo (n × n) matrice Ci sa

Ci = rTi ⋅ ri =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ri1
ri2
⋮
rin

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⋅ [ri1 ri2 . . . rin] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

r2i1 ri1ri2 . . . ri1rin
ri2ri1 r2i2 . . . ri2rin
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

rinri1 rinri2 . . . r2in

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.
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Konstrukcija

Matrice Ci

Vrijedi:

CT
i = Ci , ∀i

Ci ⋅ Cj = On , i ≠ j

(C 2
i )kl =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

r2ik

=̄1

⋅n = n, k = l

rik ril ⋅ n k ≠ l

(CiCj)kl =
n

∑
s=1

rik risrjl rjs = rik rjl
n

∑
s=1

risrjs

(CiCi)kl =
n

∑
s=1

rik risril ris = rik ril
n

∑
s=1

r2is = rik ril ⋅ n
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Asocijacijske sheme

Konstrukcija

Blok matrica D

Neka je D (n2 × n2) blok matrica, [D]ij =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

On, i = j
Cj−i , i < j
−Cn−(i−j), i > j .

D =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

On C1 C2 . . . Cn−3 Cn−2 Cn−1
−Cn−1 On C1 . . . Cn−4 Cn−3 Cn−2
−Cn−2 −Cn−1 On . . . Cn−5 Cn−4 Cn−3
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
−C3 −C4 −C5 . . . On C1 C2

−C2 −C3 −C4 . . . −Cn−1 On C1

−C1 −C2 −C3 . . . −Cn−2 −Cn−1 On

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.
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Konstrukcija

Blok matrica D

Lema

DDT = nIn ⊗ (nIn − Jn).

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

n(n − 1) −n . . . −n
−n n(n − 1) . . . −n
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ On

−n −n . . . n(n − 1)
⋱

n(n − 1) −n . . . −n
−n n(n − 1) . . . −n

On ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

−n −n . . . n(n − 1)

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

i-ti redak od D :

[−Cn−i+1 − Cn−i+2 . . . − Cn−1 On C1 C2 . . . Cn−i ] .

⇒ [DDT ]
ii
= O2

n +
n−1
∑
s=1

C 2
s =

n−1
∑
s=1

C 2
s .
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Konstrukcija
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Konstrukcija
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Konstrukcija

Blok matrica D

Lema

DDT = nIn ⊗ (nIn − Jn).

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

n(n − 1) −n . . . −n
−n n(n − 1) . . . −n
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ On

−n −n . . . n(n − 1)
⋱

n(n − 1) −n . . . −n
−n n(n − 1) . . . −n

On ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

−n −n . . . n(n − 1)

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

i-ti redak od D :

[−Cn−i+1 − Cn−i+2 . . . − Cn−1 On C1 C2 . . . Cn−i ] .

⇒ [DDT ]
ii
= O2

n +
n−1
∑
s=1

C 2
s =

n−1
∑
s=1

C 2
s .

18 / 41



Asocijacijske sheme

Konstrukcija

Blok matrica N

Neka je N (n2 × n2) blok matrica,

N =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

On In On ⋯ On

On On In ⋯ On

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
On On On ⋯ In
−In On On ⋯ On

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.
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Konstrukcija

Blok matrica N

Vrijedi:

NNT = In2 ⇒ NT = N−1

N2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

On On In ⋯ On

On On On ⋯ On

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
−In On On ⋯ On

On −In On ⋯ On

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, . . . ,

Nn =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−In On On ⋯ On

On −In On ⋯ On

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
On On On ⋯ On

On −On On ⋯ −In

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= −In2 ⇒ N2n = In2
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Konstrukcija

Blok matrica R

R (n2 × n2) blok matrica,

R = Rn ⊗ In =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

On On . . . On In
On On . . . In On

⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
On In . . . On On

In On . . . On On

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Vrijedi:

R = RT

R ⋅ RT = In2
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Konstrukcija

kosa BGW

Neka je p = 2qn + 1 potencija prostog broja, q = p−1
2n neparan cijeli broj.

Lema

Neka su r ,m ∈ N tako da je r neparna potencija prostog broja, te r−1
m

neparan broj. Tada postoji kosa BGW (r + 1, r , r − 1) sa dijagonalom 0 nad
cikličkom grupom reda m.

⇒ ∃ kosa BGW (p + 1,p,p − 1), W = [Nwij ], s dijagonalom 0 nad ⟨N⟩
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Konstrukcija

Blok matrica B

Neka je B ((p + 1)n2 × (p + 1)n2) blok matrica tako da je (n2 × n2)
(i , j)-ti blok od B

[B]ij =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

On2 i = j
DNwijR i ≠ j

.
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Konstrukcija

Vrijedi: BT
= −B

(i , j)-ti blok od BT :

[BT ]
ij
= [B]Tji = (DN

wjiR)T

= (D (−Nwij )R)T = RT (−Nwij )T DT

= −RN−wijDT .

= −NwijRDT = −NwijDR = −DNwijR = − [B]ij

W = [Nwij] kosa BGW nad ⟨N⟩ reda 2n
⇒ Nwji = Nwij+n = Nwij ⋅ (−In2) = −Nwij

RT = R, NT = N−1 ⇒ (Nwij )T = N−wij

RN = N−1R, RDT = DR, ND = DN
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⇒ Nwji = Nwij+n = Nwij ⋅ (−In2) = −Nwij

RT = R, NT = N−1 ⇒ (Nwij )T = N−wij

RN = N−1R, RDT = DR, ND = DN
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B = A1 −A2

A1, A2 disjunktne (0,1)-matrice takve da je B = A1 −A2.

Vrijedi: AT
1 = A2.

B = A1 −A2 ⇒ BT = AT
1 −AT

2

⇒ −B = A2 −A1

⇒ AT
1 −AT

2 = A2 −A1

⇒ AT
1 +A1 = A2 +AT

2
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DDD

Teorem

Matrice A1 i A2 su matrice susjedstva od

DDD (n2(p + 1), (n
2−n)p
2 ,

(n2−2n)p
4 ,

(n−1)2(p−1)
2 ,p + 1,n2).

Γ je DDD(v , k , λ1, λ2,m,n) akko

M +MT je (0,1)-matrica

MMT =MTM = kIv + λ1 (Im ⊗ Jn − Iv) + λ2 (Jv − Im ⊗ Jn)
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DDD

Teorem

Matrice A1 i A2 su matrice susjedstva od

DDD (n2(p + 1), (n
2−n)p
2 ,

(n2−2n)p
4 ,

(n−1)2(p−1)
2 ,p + 1,n2).

A1 +AT
1 je (0,1)-matrica

A1A
T
1 = AT

1 A1 =
n(n − 1)p

2
In2(p+1) +

n(n − 2)p
4

(Ip+1 ⊗ Jn2 − In2(p+1))

+ (n − 1)
2(p − 1)
2

(Jn2(p+1) − Ip+1 ⊗ Jn2)

= n2p

4
Ip+1 ⊗ In2 +

n(n − 2)p
4

Ip+1 ⊗ Jn2

+ (n − 1)
2(p − 1)
4

(Jp+1 − Ip+1) ⊗ Jn2
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BBT

i-ti redak od B:

[DNwi1R DNwi2R . . .On2 DNwi i+1R . . .DNwi p+1R]

j-ti stupac od BT :
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

(DNwj1R)T

(DNwj2R)T

⋮
On2

(DNwj j+1R)T

⋮
(DNwj p+1R)T

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(i , j)-ti blok od BBT :

[BBT ]
ij
=

p+1
∑
k=1

DNwikR (DNwjkR)T ⋅ (1 − δik)(1 − δjk)
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BBT

[BBT ]
ij
=

p+1
∑
k=1
(1 − δik)(1 − δjk) ⋅DNwikR (DNwjkR)T

=
p+1
∑
k=1
(1 − δik)(1 − δjk) ⋅DNwik RRT

±
= In2

N−wjkDT

=
p+1
∑
k=1
(1 − δik)(1 − δjk)DNwik−wjkDT
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BBT

[BBT ]
ij
= ∑p+1

k=1(1 − δik)(1 − δjk)DN
wik−wjkDT

i = j

[BBT ]
ii
=

p+1
∑
k=1
(1 − δik)2D Nwik−wik

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
= N0 = In2

DT = DDT
p+1
∑
k=1
(1 − δik)2

= DDT
p+1
∑

k=1,k≠i
1 = DDT ⋅ (p + 1 − 1) = p ⋅DDT

= pnIn ⊗ (nIn − Jn)
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BBT

[BBT ]
ij
= ∑p+1

k=1(1 − δik)(1 − δjk)DN
wik−wjkDT

i ≠ j

[BBT ]
ij
=

p+1
∑
k=1
(1 − δik)(1 − δjk)DNwik−wjkDT

= D
⎛
⎝

p+1
∑
k=1
(1 − δik)(1 − δjk)Nwik−wjk

⎞
⎠
DT

= D
⎛
⎝

p+1
∑

k=1,k≠i ,j
Nwik−wjk

⎞
⎠
DT = D

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

p − 1
2n

2n−1
∑
l=0

N l

´¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¶
= On2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

DT = On2
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i = j ⇒ [BBT ]
ii
= pnIn ⊗ (nIn − Jn)

i ≠ j ⇒ [BBT ]
ij
= On2

Općenito: BBT = pnIp+1 ⊗ In ⊗ (nIn − Jn)

npIp+1 ⊗ In ⊗ (nIn − Jn) = (A1 −A2) (AT
1 −AT

2 )
= A1A

T
1 −A1A

T
2 −A2A

T
1 +A2A

T
2
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A1A
T
1 −A1A

T
2 −A2A

T
1 +A2A

T
2 = (A1 −A2) (AT

1 −AT
2 )

= npIp+1 ⊗ In ⊗ (nIn − Jn)
(1)

A1A
T
1 +A1A

T
2 +A2A

T
1 +A2A

T
2 = (A1 +A2) (AT

1 +AT
2 )

= npIp+1 ⊗ (In ⊗ Jn + (n − 2)Jn2)
+ (n − 1)2(p − 1) (Jp+1 − Ip+1) ⊗ Jn2 .

(2)

A1A
T
1 −A1A

T
2 +A2A

T
1 −A2A

T
2 = (A1 +A2) (AT

1 −AT
2 ) = O(p+1)n2 . (3)

A1A
T
1 +A1A

T
2 −A2A

T
1 −A2A

T
2 = (A1 −A2) (AT

1 +AT
2 ) = O(p+1)n2 . (4)

33 / 41



Asocijacijske sheme

Konstrukcija

(1)+(2)+(3)+(4):

4A1A
T
1 = npIp+1 ⊗ In ⊗ (nIn − Jn) + npIp+1 ⊗ (In ⊗ Jn + (n − 2)Jn2)

+ (n − 1)2(p − 1) (Jp+1 − Ip+1) ⊗ Jn2

= npIp+1 ⊗ In ⊗ nIn
´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

nIn2

−npIp+1 ⊗ In ⊗ Jn + npIp+1 ⊗ In ⊗ Jn

+ npIp+1 ⊗ (n − 2)Jn2 + (n − 1)2(p − 1) (Jp+1 − Ip+1) ⊗ Jn2

⇒ A1A
T
1 =

n2p

4
Ip+1 ⊗ In2 +

n(n − 2)p
4

Ip+1 ⊗ Jn2

+ (n − 1)
2(p − 1)
4

(Jp+1 − Ip+1) ⊗ Jn2
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(1)+(2)-(3)-(4):

A2A
T
2 =

n2p

4
Ip+1 ⊗ In2 +

n(n − 2)p
4

Ip+1 ⊗ Jn2

+ (n − 1)
2(p − 1)
4

(Jp+1 − Ip+1) ⊗ Jn2

-(1)+(2)-(3)+(4):

A1A
T
2 =
−n2p
4

Ip+1 ⊗ In2 +
np

2
Ip+1 ⊗ In ⊗ Jn

+ n(n − 2)p
4

Ip+1 ⊗ Jn2 + (n − 1)
2(p − 1)
4

(Jp+1 − Ip+1) ⊗ Jn2

-(1)+(2)+(3)-(4):

A2A
T
1 =
−n2p
4

Ip+1 ⊗ In2 +
np

2
Ip+1 ⊗ In ⊗ Jn

+ n(n − 2)p
4

Ip+1 ⊗ Jn2 + (n − 1)
2(p − 1)
4

(Jp+1 − Ip+1) ⊗ Jn2
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AS s 5 klasa

A0 = In2(p+1)
A3 = (Jp+1 − Ip+1) ⊗ Jn2 −A1 −A2

A4 = Ip+1 ⊗ In ⊗ (Jn − In)
A5 = Ip+1 ⊗ (Jn − In) ⊗ Jn

Teorem

Skup matrica {A0,A1,A2,A3,A4,A5} je komutativna asocijacijska shema s
5 klasa.
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A = spanC{A0,A1,A2,A3,A4,A5}

A3 = Jp+1 ⊗ Jn2 − Ip+1 ⊗ Jn2 −A1 −A2 = Jn2(p+1) − Ip+1Jn2 −A1 −A2,

A4 = Ip+1 ⊗ In ⊗ Jn − Ip+1 ⊗ In ⊗ In = Ip+1 ⊗ In ⊗ Jn −A0,

A5 = Ip+1 ⊗ Jn ⊗ Jn − Ip+1 ⊗ In ⊗ Jn = Ip+1 ⊗ Jn2 − Ip+1 ⊗ In ⊗ Jn.

⇒ A3 +A4 +A5 = Jn2(p+1) −A1 −A2 −A0

⇒ A0 +A1 +A2 +A3 +A4 +A5 = Jn2(p+1)

37 / 41



Asocijacijske sheme

Konstrukcija

AT
1 = A2 ∈ A

AT
2 = A1 ∈ A

AT
3 = ((Jp+1 − Ip+1) ⊗ Jn2 −A1 −A2)T

= ((Jp+1 − Ip+1) ⊗ Jn2)
T −AT

1 −AT
2

= (Jp+1 − Ip+1) ⊗ Jn2 −A2 −A1 = A3 ∈ A,

AT
4 = A4 ∈ A

AT
5 = A5 ∈ A
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A1A2 = A2A1 =
n2p

4
A0 +

n(n − 2)p
4

(A5 +A4 +A0)

+ (n − 1)
2(p − 1)
4

(A3 +A1 +A2) ∈ A,

A1A1 = A2A2 = −
n2p

4
A0 +

np

2
(A4 +A0) +

n(n − 2)p
4

(A5 +A4 +A0)

+ (n − 1)
2(p − 1)
4

(A3 +A1 +A2) ∈ A.
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A1A4 = A1 (Ip+1 ⊗ In ⊗ Jn) −A1 =
n

2
(A1 +A2) −A1 ∈ A

⇒ A4A2 = (A1A4)T =
n

2
(A1 +A2)T −AT

1 =
n

2
(A2 +A1) −A2 ∈ A

A4A5 = (n − 1) [Ip+1 ⊗ (Jn − In) ⊗ Jn] = (n − 1)A5 ∈ A

⇒ A5A4 = AT
5 A

T
4 = (A4A5)T = ((n − 1)A5)T = (n − 1)AT

5 = (n − 1)A5 ∈ A
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Hvala na pažnji!
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