Asocijacijske sheme

Vedran Kréadinac

18.3.2024.

V. Kréadinac Asocijacijske sheme 18.3.2024. 1/64



Primitivnost i imprimitivnost

Definicija.

Neka je X koherentna konfiguracija sa skupom vrhova X i relacijama
Ro, R1, ..., Ry. Kazemo da je X primitivna ako su relacije Ry, ..., Ry
povezane, a imprimitivna ako je bar jedna od tih relacija nepovezana.
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Primitivnost i imprimitivnost

Definicija.

Neka je X koherentna konfiguracija sa skupom vrhova X i relacijama
Ro, R1, ..., Ry. Kazemo da je X primitivna ako su relacije Ry, ..., Ry
povezane, a imprimitivna ako je bar jedna od tih relacija nepovezana.

Primjer 1.4 (Poligoni)

Neka je X = Z,, grupa cijelih brojeva modulo n. Definiramo da su x i y
susjedni u G; ako je x —y = £/, za i =0,1,2,.... Tako dobijemo
asocijacijsku shemu s d = | n/2] klasa koju zovemo poligonom reda n
ili n-terokutom.
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Primitivnost i imprimitivnost

Poligon reda n = 7 ili sedmerokut:

G1 Go G3
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Primitivnost i imprimitivnost

Poligon reda n = 8 ili osmerokut:

G1 G2
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Primitivnost i imprimitivnost

Poligon reda n = 8 ili osmerokut:

]
X

G3

Gs
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Primitivnost i imprimitivnost

Fiksiramo indeks i te relaciju R; oznacavamo —
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Ni(x) ={y e X | x = y}
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Primitivnost i imprimitivnost

Fiksiramo indeks i te relaciju R; oznacavamo —

Ni(x) ={y e X | x = y}

NO(x)={y € X |x -y}

Propozicija.
Postoji skup indeksa Q C {0, ..., d} takav da za svaki vrh x vrijedi

ND(x) = | J Nk(x)

keQ
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Primitivnost i imprimitivnost

Fiksiramo indeks i te relaciju R; oznacavamo —

Ni(x) ={y e X | x = y}

NO(x)={y € X |x -y}

Propozicija.
Postoji skup indeksa Q C {0, ..., d} takav da za svaki vrh x vrijedi

ND(x) = | J Nk(x)

keQ

Veli¢ina komponente povezanosti | N()(x)| ne ovisi o izboru vrha x.
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Primitivnost i imprimitivnost

Relacija — je relacija ekvivalencije. Klasa ekvivalencije kojoj pripada x
podudara se s komponentom povezanosti N()(x).
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Primitivnost i imprimitivnost

Relacija — je relacija ekvivalencije. Klasa ekvivalencije kojoj pripada x
podudara se s komponentom povezanosti N()(x).

Koherentna konfiguracija sa skupom vrhova X i relacijama Ry, ..., Ry
je imprimitivna ako i samo ako postoji skup indeksa €2 takav da je
{0 CQC{0,...,d} i Rp= U Rk je relacija ekvivalencije.

keQ
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Primitivnost i imprimitivnost

Relacija — je relacija ekvivalencije. Klasa ekvivalencije kojoj pripada x
podudara se s komponentom povezanosti N()(x).

Koherentna konfiguracija sa skupom vrhova X i relacijama Ry, ..., Ry
je imprimitivna ako i samo ako postoji skup indeksa €2 takav da je
{0 CQC{0,...,d} i Rp= U Rk je relacija ekvivalencije.

keQ

Kako (im)primitivnost prepoznajemo iz presjecnih brojeva pfj- ?

V. Kréadinac Asocijacijske sheme 18.3.2024. 7/64



Karakterizacije imprimitivnosti

Definicija.

Neka je A; graf sa skupom vrhova {0,...,d}. Vrhovi j, k su susjedni
(j — k) ako je pfj > 0. Taj graf zovemo i-tim distribucijskim grafom
koherentne konfiguracije.
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Karakterizacije imprimitivnosti

Definicija.

Neka je A; graf sa skupom vrhova {0,...,d}. Vrhovi j, k su susjedni
(j — k) ako je pfj > 0. Taj graf zovemo i-tim distribucijskim grafom
koherentne konfiguracije.

| A\

Definicija.
Neka je B; € My;1(C) matrica kojoj je unos na mjestu (j, k) jednak p,’J‘
Matrice By, ..., By zovemo presje¢nim matricama.
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Neka je A; graf sa skupom vrhova {0,...,d}. Vrhovi j, k su susjedni
(j — k) ako je pfj > 0. Taj graf zovemo i-tim distribucijskim grafom
koherentne konfiguracije.

| A\

Definicija.
Neka je B; € My;1(C) matrica kojoj je unos na mjestu (j, k) jednak p,’J‘
Matrice By, ..., By zovemo presje¢nim matricama.

Matricu susjedstva od A; dobivamo iz presjeCne matrice B; tako da nenul
elemente zamijenimo jedinicama.
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Karakterizacije imprimitivnosti

Definicija.

Neka je A; graf sa skupom vrhova {0,...,d}. Vrhovi j, k su susjedni
(j — k) ako je pfj > 0. Taj graf zovemo i-tim distribucijskim grafom
koherentne konfiguracije.

| A\

Definicija.
Neka je B; € My;1(C) matrica kojoj je unos na mjestu (j, k) jednak p,’J‘
Matrice By, ..., By zovemo presje¢nim matricama.

Matricu susjedstva od A; dobivamo iz presjeCne matrice B; tako da nenul
elemente zamijenimo jedinicama.

Distribucijski graf Ag ima sve petlje i nema drugih vrhova.
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Karakterizacije imprimitivnosti

Propozicija 2.24. Propozicija 2.25.
Q pjy =i Q g = i
k
Q@ pf; = 0k Q g5 = dj
0 _
e pg = n,-c5,-j/ e CI,J - mi(s,']'
! Kk _ k
Q pf =pfy 0 gj=a;
d d
@ > pj=n Q@) qgi=m
j=0 j=0
S k— md — popi
Q nipjj = njp,’-,k = n,-p;g-, o myq; = qu§k = mlq;(]-
d d d d
b b b b
7 Z PiPks = Z PkiP3 o Z 979k, = Z kiqa)
a=0 a=0 a=0 a=0
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Karakterizacije imprimitivnosti

Distribucijski grafovi sedmerokuta

By

A1

O~ O

= O+~ O

= = O O
w

O O N O
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Karakterizacije imprimitivnosti

Distribucijski grafovi sedmerokuta

0010
0101
Ba=1,5 0 0 1 Az :
0110
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Karakterizacije imprimitivnosti

Distribucijski grafovi sedmerokuta

000 1
001 1
Bs=10 11 0 As:
2100
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Karakterizacije imprimitivnosti

Propozicija.

Ako je koherentna konfiguracija simetri¢na, onda su njezini distribucijski
grafovi simetricni.
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Karakterizacije imprimitivnosti

Propozicija.

Ako je koherentna konfiguracija simetri¢na, onda su njezini distribucijski
grafovi simetricni.

U nesimetri¢cnom slucaju, pokazuje se da je relacija — postojanja Setnje
izmedu vrhova u A; ipak simetri¢na, kao i za relacije koherentne
konfiguracije.
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Karakterizacije imprimitivnosti

Distribucijski grafovi osmerokuta

0
01000 !
20100
Bi=|0 1010 Ay 4
0010 2
00010
3
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Karakterizacije imprimitivnosti

Distribucijski grafovi osmerokuta

0
0010O0
01010

Bb=]12 00 0 2 JAVS: 4
01010
00100
2
3
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Karakterizacije imprimitivnosti

Distribucijski grafovi osmerokuta

.O
00010 !
0010 2
Bs=|0 1010 As \‘4
20100
01000
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Karakterizacije imprimitivnosti

Distribucijski grafovi osmerokuta
A4 . \4
¢
3

00001
00010
B,={0 0100
01000
1 0000
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Karakterizacije imprimitivnosti

Propozicija.

Distribucijski graf A; je povezan ako i samo ako je relacija R; komutativne
koherentne konfiguracije povezana.
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Karakterizacije imprimitivnosti

Propozicija.

Distribucijski graf A; je povezan ako i samo ako je relacija R; komutativne
koherentne konfiguracije povezana.

Definicija.

Neka je V; graf sa skupom vrhova {0,...,d}. Vrhovi j, k su susjedni

(j — k) ako je qu > 0. Taj graf zovemo i-tim reprezentacijskim grafom
komutativne koherentne konfiguracije.
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Karakterizacije imprimitivnosti

Propozicija.

Distribucijski graf A; je povezan ako i samo ako je relacija R; komutativne
koherentne konfiguracije povezana.

Definicija.

Neka je V; graf sa skupom vrhova {0,...,d}. Vrhovi j, k su susjedni
(j — k) ako je qu > 0. Taj graf zovemo i-tim reprezentacijskim grafom
komutativne koherentne konfiguracije.

Definicija.

Neka je B € My4+1(C) matrica kojoj je unos na mjestu (j, k) jednak q,’j
Matrice By, ..., By zovemo dualnim presjeCnim matricama.
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Karakterizacije imprimitivnosti

Reprezentacijski grafovi sedmerokuta

B; =

= O O
= = O O
o=~ = O

o O N O
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Karakterizacije imprimitivnosti

Reprezentacijski grafovi sedmerokuta

O N O O
= = O O
OO = =
= O = O
N
9
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Karakterizacije imprimitivnosti

Reprezentacijski grafovi sedmerokuta

B3

Vi3 3

N O O O
O = = O
_= O = O
O = O
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Karakterizacije imprimitivnosti

Propozicija.

Ako je koherentna konfiguracija simetri¢na, onda su njezini reprezentacijski
grafovi simetricni.
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Karakterizacije imprimitivnosti

Propozicija.

Ako je koherentna konfiguracija simetri¢na, onda su njezini reprezentacijski
grafovi simetricni.

U nesimetri¢cnom slucaju, relacija — u grafu V; ipak je simetri¢na. Zato
se jake i slabe komponente povezanosti podudaraju i u reprezentacijskim
grafovima.
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Karakterizacije imprimitivnosti

Propozicija 2.24. Propozicija 2.25.
Q pjy =i Q g = i
k
Q@ pf; = 0k Q g5 = dj
0 _
e pg = n,-c5,-j/ e CI,J - mi(s,']'
! Kk _ k
Q pf =pfy 0 gj=a;
d d
@ > pj=n Q@) qgi=m
j=0 j=0
S k— md — popi
Q nipjj = njp,’-,k = n,-p;g-, o myq; = qu§k = mlq;(]-
d d d d
b b b b
7 Z PiPks = Z PkiP3 o Z 979k, = Z kiqa)
a=0 a=0 a=0 a=0
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Karakterizacije imprimitivnosti

Reprezentacijski grafovi osmerokuta

B7 Vi: 4

Il
O OO N O
OO~ O
O OO N O
= = O O O
= = O OO
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Karakterizacije imprimitivnosti

Reprezentacijski grafovi osmerokuta

0
!
00100
01000
B5=]100 00 Vo 4
0 00O001
00010
2
3
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Karakterizacije imprimitivnosti

Reprezentacijski grafovi osmerokuta

0
00010
00011
B=|000 0 1 Vs >'4
21000
01200
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Karakterizacije imprimitivnosti

Reprezentacijski grafovi osmerokuta

0 00O001
00011
Bi=]100010 Va4 4
01200
21000

V. Kréadinac Asocijacijske sheme 18.3.2024. 27 /64



Karakterizacije imprimitivnosti

Svojstvena matrica P = [P;(i)] ~» u j-tom stupcu je spektar od A; i B;

V. Kréadinac Asocijacijske sheme 18.3.2024. 28 /64



Karakterizacije imprimitivnosti
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Karakterizacije imprimitivnosti

Svojstvena matrica P = [P;(i)] ~» u j-tom stupcu je spektar od A; i B;

Dualna svojstvena mat. Q = [Q;(/)] ~ u j-tom stupcu je spektar od B}

Propozicija.
) Po(i) =1 4 Qo(i) =1
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Karakterizacije imprimitivnosti

Svojstvena matrica P = [P;(i)] ~» u j-tom stupcu je spektar od A; i B;

Dualna svojstvena mat. Q = [Q;(/)] ~ u j-tom stupcu je spektar od B}

Propozicija.
) Po(i) =1 4 Qo(i) =1
o P;(0) = n; o Q;(0) =m
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Karakterizacije imprimitivnosti

Svojstvena matrica P = [P;(i)] ~» u j-tom stupcu je spektar od A; i B;

Dualna svojstvena mat. Q = [Q;(/)] ~ u j-tom stupcu je spektar od B}

Propozicija.
e Py(i)=1 o Qo(i)=1
o Pj(0) = n; o Qj(0) = m;
o |Pi()| <ny o |Qi(i)] < my
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Karakterizacije imprimitivnosti

Svojstvena matrica P = [P;(i)] ~» u j-tom stupcu je spektar od A; i B;

Dualna svojstvena mat. Q = [Q;(/)] ~> u j-tom stupcu je spektar od By

Propozicija.
L Po(i) =1 o Qo(i) =1
o P;(0) = n; o Q;(0) =m

o [Pi(i) <nmy ° |Qi() <

|

Teorem.
Broj komponenta povezanosti distribucijskog grafa A; je

{i€{0,....d} | P;(i) = nj}|
Broj komponenta povezanosti reprezentacijskog grafa V; je

{i € {0,....d} [ (i) = my}|
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Karakterizacije imprimitivnosti

Perron-Frobeniusov teorem o svojstvenim vrijednostima matrica s
nenegativnim unosima. . .
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http://www.jesselansdown.com/AssociationSchemes

Karakterizacije imprimitivnosti

Perron-Frobeniusov teorem o svojstvenim vrijednostima matrica s
nenegativnim unosima. . .

R. A. Horn, C. B. Johnson, Matrix analysis. Second edition, Cambridge
University Press, 2013. ~» 8. poglavlje

C. D. Meyer, Matrix analysis and applied linear algebra. Second edition,
Society for Industrial and Applied Mathematics (SIAM), 2023.
~ 7. poglavlje
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Karakterizacije imprimitivnosti

Perron-Frobeniusov teorem o svojstvenim vrijednostima matrica s
nenegativnim unosima. . .

R. A. Horn, C. B. Johnson, Matrix analysis. Second edition, Cambridge
University Press, 2013. ~» 8. poglavlje

C. D. Meyer, Matrix analysis and applied linear algebra. Second edition,
Society for Industrial and Applied Mathematics (SIAM), 2023.
~ 7. poglavlje

J. Bamberg, A. Hanaki, J. Lansdown, AssociationSchemes, A GAP
package for working with association schemes and homogeneous
coherent configurations, verzija 3.0.0, 2023.

http://www.jesselansdown.com/AssociationSchemes
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Karakterizacije imprimitivnosti

krckoffano:~% 2
krckolfano: -5
krcko@fano:~$
krckolfano: -5
krcko@fano:~$
krckolfano: -5
krcko@fano:~$
krckolfano: -5
krcko@fano:~$
krckolfano: -5
krcko@fano:~$ ./gap.sh
4838344888 GAP 4.11.1 of 2021-03-02
& GLP & https://www.gap-system.org
4438444338  Rrchitecture: x86_64-pc-linux-gnu-defaultéd-kv7
Configquration: gmp ©.2.0, GASMRN, readline
Loading the libkrary and packages ...
Packages: AC1ik 1.3.2, Alnuth 3.1.2, AtlasBep 2.1.0, REutcDoc 2020.08.11,
AutPGrp 1.10.2, Browse 1.3.11, CaratInterface 2.3.3, CRISP 1.4.5,
Cryst 4.1.23, CrystCat 1.1.9, CTblLib 1.3.1, FactInt 1.6.3, FGL 1.4.0,
Forms 1.2.5, GAFDoc 1.6.4, genss 1.6.6, IO 4.7.0, IRREDSOL 1.4.1,
LAGUNA 3.9.3, ork 4.8.3, Polenta 1.3.9, Polycyclic 2.16, PrimGrp 3.4.1,
RadiRoot 2.5, recog 1.3.2, ResClasses 4.7.2, SmallGrp 1.4.2, Scophus 1.24,
SpinSym 1.5.2, TomLik 1.2.9%, TransGrp 3.0, utils 0.69
Try '??help' for help. See also "?copyright’, '?cite' and '?authors’
gap> [l v
Connected to Inr.math.hr S5HZ - aes128-cbe - hmac-md5 - ne| 89x25 {é] MNUM
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Karakterizacije imprimitivnosti

krcko@fano: -5 ~
krckoffano: ~§
krckoffano: -5
krcko@fano:~3
krcko@fano: -5
krcko@fano:~3
krckoffano: ~§
krcko@fano:~5
krckoffano:~§
krckoffano: -5
krckoffano:~5 ./gap.sh
433433838 GLP 4.11.1 of 2021-03-02
& GAF & https://www.gap-system.org
4338338384  Architecture: x86_64-pc-linux-gnu-defaultéd-kv7
Configuration: gmp 6.2.0, GLSMAN, readline
Loading the library and packages ...
Packages: AC1ik 1.3.2, Alnuth 3.1.2, AtlasRep 2.1.0, AutcDoc 2020.08.11,
AutPGrp 1.10.2, Browse 1.5.11, CaratInterface 2.3.3, CRISF 1.4.5,
Cryst 4.1.23, CrystCat 1.1.9, CTblLib 1.3.1, FactInt 1.6.3, FGA 1.4.0,
Forms 1.2.5, GAFDoc 1.6.4, genss 1.6.6, IO 4.7.0, IRREDSOL 1.4.1,
LAaGUNA 3.9.3, orb 4.8.3, Polenta 1.3.9%, Polycyclic 2.16, PrimGrp 3.4.1,
RadiRoot 2.8, recog 1.3.2, ResClasses 4.7.2, SmallGrp 1.4.2, Sophus 1.24,
SpinSym 1.5.2, TomlLibk 1.2.%, TransGrp 3.0, utils 0.8%
Try '27help' for help. See alsoc '"2copyright', '"2cite' and "?authors
gap> LoadPackage{“AssociationSchenes“!:l ¥

Connected to Inr.math.hr S5H2 - aes128-cbe - hmac-md5 - n| 83x25 Qz] NUM
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Karakterizacije imprimitivnosti

Luke Elliott (le27@st-andrews.ac.uk), 3
Max Horn (https://www.quendi.de/math),
Christopher Jefferson (http://caj.host.cs.st-andrews.ac.uk),
Markus Pfeiffer (https://www.morphism.de/-markusp),
Christopher Russell (crééfst-andrews.ac.uk),
Finn Smith (fls3@st-andrews.ac.uk), and
Murray Whyte (mw23l@st-andrews.ac.uk).
maintained by:
James Mitchell (https://jdbm.me) and
Wilf A. Wilson (https://wilf.me).
Homepage: https://digraphs.github.io/Digraphs
Report issues at httpa://github.com/digraphs/Digraphs/issues
EEEL R LR L LR L L LR LR LR L L LR L L LR LR L LR L LR L EEEE LR L EEEE L LR L EEL]
#I method installed for Rank matches more than one declaration
EEEE R LR LR R L L LR LR L LR E L PR LR L EELEEEE LR L ]
Loading AsscciationSchemes 3.0.0 (A GAP package for working with as
homogenecus ccherent configurations)
by John Bamberg (http://school.maths.uwa.edu.au/~bamberg/),
Akihide Hanaki (http://math.shinshu-u.ac.jp/~hanaki/), and
Jesse Lansdown (http://www.jesselansdown.com).
Homepage: http://www.jesselansdown.com/RAssociationSchemes
Report issuss at httpa://github.com/jesselansdown/AssocciationSchemss/issues

dadaadaddadaddaadddddaddddaaddadaadaddaadaddaddadadaadadadadaadaaddaddaaaaaaaaadaaaaaaas

trus
gzp> i v
Connected to Inr.math.hr S5HZ - aes128-cbe - hmac-md5 - ne| 39x25 %g] MNUM
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Christopher Jefferson (http://caj.host.cs.st-andrews.ac.uk),

Markus Pfeiffer (https://www.morphism.de/~markusp),

Christopher Russell (créé&@st-andrews.ac.uk),

Finn Smith (fls3@st-andrews.ac.uk), and

Murray Whyte (mw23l@st-andrews.ac.uk).
maintained by:

James Mitchell (https://jdbm.me) and

Wilf A. Wilson (https://wilf.me).
Homepage: https://digraphs.github.ic/Digraphs
Report issues at https://github.com/digraphs/Digraphs/issues
433343333343433333434333333333343433333434333434333334333434333334343333343333344433338
#I method installed for Rank matches more than one declaration
433343333343433333434333333333343433333434333434333334333434333334343333343333344433338
Loading AsscciationSchemss 3.0.0 (& GAP package for working with asscciation schemes and
homogenecus ccocherent configurations)
by John Bamkerg (http://schocl.maths.uwa.edu.au/~bamkerg/),

Zkihide Hanaki (http://math.shinshu-u.ac.jp/~hanaki/), and

Jesse Lanadown (http://www.jessslansdown.com) .
Homepage: http://www.jesselansdown.com/AssociationSchemes
Report issues at https://github.com/jesselansdown/AsscciationSchemes/issues
FEEE R LR LR LR EE L L L LR LR L L L LR L LR L L LR LR LR LR L R LR L EEEEL L L R L LT
true
gap> mat:=n->List([0..n-1],i->List([0..n-1],j->*Minimum{{i-j) mod n, {(j-i) med n)});
functien{ n } ... end
gap>

Connected te Inr.math.hr S5H2 - aes128-cbc - hmac-md5 - ne| 8%x25 {é] MUM
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Homepage: https://digraphs.github.ic/Digraphs
Report issues at https://github.com/digraphs/Digraphs/issues
43834345445 443334448343438344354443333433343454345335444334343334333434533444433434448345438
#I method installed for Rank matches more than one declaration
EEEEE R EEEE R LR EE LR L LR R EEEE LR EEEE L EEEEEE R EEEEEEE LR E]
Loading AsscciationSchemes 3.0.0 (A GRP package for working with association schemes and
homogeneous coherent configurations)
by John Bamberg (http://schocl.maths.uwa.edu.au/~kamberg/),

Bkihide Hanaki (http://math.shinshu-u.ac.jp/~hanaki/), and

Jegse Lansdown (http://wwW.]esselansdown.com).
Homepage: http://www.]jesselansdown.comn/issociationSchemes
Report issuss at https://github.com/jesselansdown/isscciationSchemes/issuess
LR R R LR LR L L LR L LR LR L L LR PR LR R EEEE L L R L L EEE L ]
true
gap>» mat:=n->List{[0..n-1],i->List{[0..n-1],j->Minimim{{i-j) mod n, (j-i) mod n)));
function{ n } ... end
gap> mat (7);

Lro, 1, 2,3 3 2,11,
[i, 06, 1, 2, 3, 3, 2],
[z 1, o, 1, 2, 3, 31,
[3 2 1,0 1, 2, 31,
[ 3 3 2,1, 0, 1, 21,
[z 3 3 2, 1, 0, 1 1,
[1,2 3 3 2,1, 0] ]
gap> [l
Connected to Inr.math.hr S5H2 - aes128-cbe - hmac-md3 - ne| 8%x25 ;'é] NUM
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Jesse Lansdown (http://www.]esselansdown.com).
Homepage: http://www.jesselansdown.com/AssociationSchemes
Eeport issues at https://github.com/jesselansdown/AssociationSchemes/issues
88383483433554854353284328534438384384448554058834535048403884845854845343853485483545855443858a
true
gap> mat:=n->Lisc{[0..n-1],i->List({[0..n-1],j->Minimum{{(i-j} mod n, {(j-i) mod n)}));
function{ n } ... end
gap> mat(7);
Lro, 1,2 3 3 2,11,
[i, o, 1, 2, 3, 3, 2 1,
ra, L, 0, 1,2 3 31,
[ 3 2 1, 0, 1, 2, 3 1,
[3 321,01, 21,
[2, 3 3 2, L, 0, 11,
[i, 2, 3, 3, 2,1, 011
gap> mat{3);
rro, 1, 2, 3, 4, 3, 2, 1 1,
[l 0,1, 2, 3, 4 3, 21,
[& 1, 0, 1, 2, 3, 4, 31,
[3, 2 L, 0, L, 2 3 ¢1,
[ 4 3 2, 1,001, 2, 31,
[3 4 3 2, 1L, 0 1, 21,
[2, 3 4 3, 2, L, 0, 11,
[i, 2, 3, 4, 3, 2, 1, 011
azp>
Connected to Inr.math.hr S5H2 - aes128-cbc - hmac-md5 - n| 88x25 QZ] MUM
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true
function{ n }
gap> mat{7):
rro i, 2
[1, 0, L
[2, 1, 0,
[3 2, L,
[3 3 2
[2, 3 3
[l 2, 3,
gap> mat (8);
oo, i, 2
[i 0,1
[a, 1, 0,
[ 3 2, L,
[ 4, 3, 2,
[ 3 4 3
[ 2, 3 4
[1, 2, 3
function{ n }
gap

[ A e A

. end
3 2,
3, 3
2, 3
L, 2,
o, 1,
L, 0,
2, 1,
4, 3
3, 4,
2, 3
L, 2,
o, 1,
1, o,
2, 1,
3, 2,

. end

Connected to Inr.math.hr

[ SRR U N

[=]

[l S T S U ]

=1

gap> pgon:=n->AsscciationScheme (mat(n));

S5H2 - aes128-che - hmac-md5 - ne| 88x25

Report issues at https://github.com/Jjesselansdown/AssociationSchemes/issues

fOddcadddaaodddadcdddafddaffffaffaidffnaafiaaaadtdaadcoaaddddadoaaafddafadafanaaaaaaaaaaaaaa

gap>» mat:=n->List([0..n-1],i->Lisc{[0..n-1], ->Minimum({{i-j) mod n, {(j-i) mod n)));:

] NUM

V. Kréadinac

Asocijacijske sheme

18.3.2024.
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true -
gap>» mat:=n->List([0..n-1],i->List([0..n-1],]->*Minimum({(i-]} mod n, (J-1) mod n) )}
function{ n ) ... end
gap>» mat(7);
rroa, 1, 2 3 3 2,11,
[i, 0, L, 2, 3, 3, 2],
[z 1, a, 1, 2, 3, 3 1,
[3 2,1, 0, 1, 2, 31,
[3 3, 2, 1L, 0,1, 27,
[z 3 3 2,1, 0, 11,
[1, 2,3 3 2,1, 011
gap> mat (3);
rro, 1, 2, 3, 4, 3, 2, 11,
[i, 0, L, 2, 3, 4, 3, 2 1,
r2, 1, 0, 1, 2, 3, 4, 3 1,
[ 3 2,1, 0o, 1, 2, 3, 4 1,
[ 4 3 2,1, 0,1, 2, 31,
[3 4 3, 2,1, 0,1, 21,
[z 3, 4, 3, 2, 1, 0, 11,
[1, 2,3, 4 3, 2, 1, 0]
gap> pgon:=n->AssociationScheme(matin));
function{ n ) ... end
gap> pli=pgon(7);
< 3-class association scheme of order 7 >
gap> il v
Connected to Inr.math.hr S5H2 - aes128-cbc - hmac-md5 - ne| 88x25 QZ:I MUM
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function{ n ) ... end
gap> mat({7);
rro, 1, 2, 3, 3, 2, 11,
[L 01,2, 3 3 21,
ra, L, 0 1,2 3 31,
[3 2 1,0 1L, 2 31,
[3 3% 2 1,0 1, 21,
[ & 3, 3 2, 1, 0, 11,
[1,2, 3 3, 2 1, 01]
gap> mat(3);
Lro, 1,2 3 4 3, 2,11,
[i, o, 1, 2, 3, 4, 3, 21,
ra, 1, 0,1, 2, 3, 4 31,
[3, 2 1,0, L, 2 3 ¢1],
[ 4, 3, 2,1, 0,1, 2, 31,
[ 3, 4 3 2,1, 0,1, 21,
[ 2, 3, &4 3, 2, 1, 0, 1 1,
[1l,2 3 4 3, 2,1, 01]1]
gap> pgon:=n->Association3cheme (mat(n)):
function{ n ) ... end
gap> pl:=pgcon(7):
< 3-class asscciation scheme of order 7 >
gap> pS:=pgon(d);
< 4-class association scheme of order & >
gap> i
Connected to Inr.math.hr S5H2 - aes128-cbc - hmac-md5 - n| 88x25 QZ] MUM

V. Kréadinac Asocijacijske sheme 18.3.2024.
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=1
-
[ 5]

W
Lol % I *U Ry V)
P
o
SR X
PP
L
—
o

— g
[
———————— T - ———
L=}
[=}
o
O e W e

[ I TR S U ]

e
o
&
=

'

, 2, 3, 4, 3, 2, 1, 0

gap> pgoni:=n->hsscciationSchems (mat(n));

function{ n } ... end

gap> pli=pgon(7);

< 3-class association scheme of order 7 >

gap> pl:=pgon(d);

< 4-class association scheme of order 8 >

gap> IntersectionMatrices(p7):

rrr, 00,071, 00 L0071, [0 0,1, 01, [ 1

rro, 4, o, 01,102 0 L, 0], [0 L, 0, L], [0, 0 1, 1]

[ [ 1
[ [ 1

LR T U]
[ N

rro,o 1, 01, 009 1, 0,117, 2, 0,0, 11,
[ Lo, 0,0, L1, [0 0 L, 11, 0, 1, 1, 0 1,
gzp> il v

Connected to Inr.math.hr S5H2 - aes128-chc - hmac-md5 - ne| 88x25 g] UM
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0o, 1,2 3, 4 3 2, 11, "
ri, o, 1, 2, 3, 4, 3, 2 1,
[a2, 1, 0, 1, 2, 3, 4, 3 1,
[ 3 2, 1, 0, 1, 2, 3, 41,
[ 4 3,2, 1, 0, 1,2, 31,
[ 3 4,3, 2,1, 0,1, 21,
[2 3 4 3, 2 L, 0,11,
[ 1,2, 3, 4 3, 2,1, 0]
gap> pgon:=n->AsscciationSchems (matin)):
function{ n } ... end
gap> pTi=pgon{7):
< 3-class association scheme of order 7 >
gap> pl:=pgon(d);
< 4-class association scheme of order 8 >
gap> IntersectionMatrices(p7);
rrrc1, 9, 0, o1, 0, 1, 0, 01, [ O, 0,1, 071, [ GQ, O, O, 111,
reoe, 1, 0,01, 102 90 1,01, 00 1,0 171, 00,01 11I,
ree oy Ly 01,001,001, 02 0,0 11,00 L 1L, 011,
reoe, o003, 00,0, 14, 1], [0 1,1, 01,02 1,0, 07711
gap> HreinParameters(p7);
rrei o003, 00, 1, 0,01, 00,0 1,0 o, 0 0,111,
reo, 4, 0,01, 02, 0,0 171, [0, 0 1,1 o, L, L, 011,
rro, 0,1, o1, 90,0,1,11, 102 1, 0, 01, [ 0O, 1L, O, 21 1,
reo, o, 0011, 00,1, 1,01, 00, 1,0 11,02 0 1, 0111
gap> I v
Connected to Inr.math.hr S5H2 - aes128-cbe - hmac-md5 - ne| 88x25 F7i] MUM

V. Kréadinac ijacij 18.3.2024.
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[ 3 4 3 2, 1,0 1, 21,
[ 2,3 4 3 2, L, 0, 1],
[1,2 3,4, 3, 2 1, 011

function{ n )} ... end

gap> pT:=pgon(T):
gap> pd:=pgon(d);:

gap> IntersectionMatrices(p7):
rrtc o, 0, 01, [0, 1, 0O,
rro, 1, 0,01, 02 L,
rro, o, 21, 01, [0, a,
rro, o, 0,11, 00, 0 1,
gap> KreinParameters(pT);
rrri, ¢, 0, 01, [ G
rro, 1, 0,01, 02 0
rro, o 1, 01, [0, 0
rro, 0 0,11, [0,
gap> MatrixOfEigenvalues(p7);
[I 2, 2, 2],

=

Connected to Inr.math.hr

V. Kréadinac

a

I
1.
I
I

: E{7)*2+E{T7)*5, E(T)*34E(7)~4
, E(T)4E(T)~6, E(7)*2+E(7)*5, E(T)~3+E({7)~4
, E(T)~3+E{T)~4, E(TV+E(T)*&, E(T)*24E(7)*5

gap> pgon:=n->AsscciationScheme (matin));

< 3-class association scheme of order 7 >

< 4-class asscciation scheme of order 8§ >

ro, o, 1, 01, o, 0,
Lo, L, 0, L1, 00,0
rz o 011, [0, 1,
Lo, 1, 1, 01, 02 1,
ro, o, 1, 01, o, 0,
ro, 0 1, L1, 00 1
[z 0 01, [0 1,
Lo, 1, 0,11, 02 0,

¢ E{7)+E{7) "6

S5H2 - aes128-cbe - hmac-md5 -

ne

=

8925

18.3.2024.
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gap> pl:=pgon(7):

< 3-class association scheme of order 7 >
gap> pi:=pgon(3):

< 4-class asscciation schems of order 3 >
gap> IntersectionMatrices (pT):

rrci, 009,01, 00 4,0 01, [0, 0 1,0 ro, 000 111,
rre 1,001, 12w01,01, [0 1, 0 1], [0 01,1711,
rro. o6 L, 01,001,011, 020011 [01 1 0]I,
rre oo 131,100,111, [0 1L, 1,01, [2 1,0, 017 ]

gap> KreinParameters (p7);

rrtci o, 0,01, [0, 1, 0O, 071,
rro, 1, 0,07, [2 0 0,117,
rro, o, 1,01, 00,0, 1, 11,
rro, 6,0 11, [0 1, L, 0]

gapr MatrizOfEigenvalues (p7);

[[1, 2 2, 21,
[ 1, E{7)*24E{7}*5, E{T)*3+E({7)~4, E{T)+E(7)"6 ]
[ 1, E{T)+E(7)~8, E{7)"24+E{7)"53, E({7)"3+E(7)"4 ]
[ 1, E{7T)*34+E{T}~4, E(T)+E({7}*€, E{T)*2+E{7)"5 ]

» MatrixOfCmalEigenvalues (p7):

v 2002, 2 1,

, E{T)~2+E({7)"5, E{T)+E(7)"€, E(T)~3+E(7)"4 ],

, E{T)~3+E({7) 4, E{T)~24E({7) "5, E{(T)+E{7) "6 ],

, E{T)+E(T)~&, E{T)"3+E(7)"4, E(7T)"2+E(7)"5 ]

[ [
[ el
rz 1, 0,01, 00, 1,0, 1
[ [

gap:
LI
[
[

o e e
|

gap>

Connected to Inr.math.hr S5H2 - aes128-cbe - hmac-md5 - ne| 89x25

V. Kréadinac ske sheme
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< 4-class association scheme of order & > "
gap> IntersectionMatrices(p7);
rrt¢, 9,9, o011, 19 1,920,001, o0, 0, 1,01, [0, O, 0, 271,
rro. i, 6,01, 02 01,01, 001,011, 00061 111
rro. o L, 0], 00 1, 0,11, 02001 [0 L 1, 0]1I,
rro.d o, 11,0001, 11,001 1,01, 021 0 0111
gap> KreinParameters(p7);
rret, 9,9, o0}, 191, o, 01, [0, 0,1, 01, [0, 0, 0,171,
rro. 1, 0,01, 02 00, L], [0 0 1,1 o, L, 1, 011,
rro,9,1,0o0}1], 190 0,2, 11, [ & L1, 0, O, [ O, 1, 0, 271,
rro. o o 11,00 L, L, 01, 00 L0, L1, 0201 0]1]1
gap>» MatrixOfEigenvalues (p7):
rri, 2 2 21,
[ 1, E{7T)~2+4E({7)~5, E{7)~3+E({7) "4, E{T)+E(7)"8 ],
[ 1, E{(T)+E(T})~&6, E(T)*~2+E(7})~5, E(7)~3+E(7T)~4 1,
[ 1, E{7)*3+E({7) "4, E{T)+E{7) "6, E{T)~2+E{7)"5 ] ]
gap>» MatrixOfDualEigenvalues(p7);
rri, a2 21,
[ 1, E{(7T)~2+E({7)~5, E{T)+E(7) "6, E(T)~3+E(7)"4 1,
[ 1, E{T)*3+E(7}~4, E{T)*~24E(7})~5, E{(T)+E(T)*& ],
[ 1, E{T)+E{7)~&, E{T)*3+E({7)~4, E(T)"2+E(7)"*5 ] ]
gap> MatrixOfEigenvalues (pd);
rri, 2, 2,2, 11, 01,0, -2,0,11, [1, -2, 2, -2, 1],
[ 1, E{(8)-E{8)~3, 0, -E(8)+E{5)~3, -1 1, [ 1, -E(8)+E{8)~3, 0, E{(8)-E{(3)"~3, -1 ] ]
gap> l v

Connected to Inr.math.hr S5H2 - aes128-cbc - hmac-md5 - n| 89x25 QZ] MUM
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rroe, 4, 0,01, 102 0 L, 01, [0 L, 0, L1, [0 011111 ~
rro, 9,21, 0201, 919 1,¢0a0 11, 2 0, 0,171, 0,1, 1, 071,
rro, ¢ o 11,19 0 1,173,100 1, 1,01, 02 1,0 0]]1]
gap> KreinParameters(pT);
rrt o, 9, o1, 9 1, 0, 031, 0O, 0,21, 01, [0, 0, O, 271,
rroe, 4, o, 01,102 00,171,000 L, 11,0011, 011,
rro, o L, 01,009 0 1, 1], 02,0 0] [0 1,0 171,
rro, ¢ o 11,109 1, 1,073, 00 1,0, 11,02 0 1, 071711
gap> MatrixOfEigenvalues(p7);
[[1, 2, 2, 2 ],
[ 1, E{(T)*2+E{7)*53, E{T)*3+E(7)*4, E{T)+E{7)*E 1,
[ 1, E{T)+E({7)~&, E{7)~24E{7)"5, E{7)~34+E{7)~4 ],
[ 1, E{(T)~3+E(7)~4, E{T}+E(T)*6, E{T)*2+E{7)*5 ] ]
gap> MatrixOfDualEigenvalues (p7);
[[1, 2, 2, 21,
[ 1, E{(T)*2+E{7)*5, E{T)+E(7})"&, E{T)~3+E{7)*4 1,
[ 1, E{7)"3+E{7)"4, E{T)~24+E(7)"5, E{7)+E{7)~e ],
[ 1, E{(T)+E(7)~6, E{7T)~3+E(T7)~4, E{T)*2+E{7)*5 ] ]
gap> MatrixOfEigenvalues(pg);
rri, 2, 2 2 11, [, 0, -2, 0, 2 ], [ 1, -2, 2, -2, 1],
[ 1, E(8)-E(8)~3, 0, -E{8)+E(8)"3, -1 1, [ 1, -E(8)+E(8)~3, 0, E(8)-E({8)*3, -1 ] ]
gap>» MatrixOfDualEigenvalues(pZ):
rrii, 2,1, 2, 21, [ 1, 0, -1, E{8)-E(8)~3, -E{(8)+E(E)~3 ], [ 1, -2, 1, O, 0O 1,
i, o, -1, -E{8)+E(8)"3, E{®)-E=)~3 1, [ 1, 2, 1, -2, -2 1]
gzp> il v

Connected to Inr.math.hr S5H2 - aes128-cbc - hmac-md5 - ne| 89x25 fé,] MNUM
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Svojstvene vrijednosti sedmerokuta e; = e2™//7 = cos(Z) + isin(&)

V. Kréadinac Asocijacijske sheme 18.3.2024. 45 /64
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7)

Svojstvene vrijednosti sedmerokuta e; = €2™/7 = cos(%) + isin(%

12 2 2

p_ |1 €+el e+el et+ef
- 1 6 2 5 3 4
e7te; e tel e teg

1 e+ef e+ed e+e

V. Kréadinac Asocijacijske sheme 18.3.2024. 45 /64
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Svojstvene vrijednosti sedmerokuta e; = e2™//7 = cos(Z) + isin(&)
1 2 2 2
p_ |1 €+el e+el et+ef
|1 et Fte et
1 e+ef e+ed e2+ed
1 2 2 2
P~ 1 -—-0.445042 —1.80194 1.24698
1 1.24698 —0.445042 —1.80194
1 -—-1.80194 1.24698 —0.445042

V. Kréadinac Asocijacijske sheme 18.3.2024.
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Dualne svojstvene vrijednosti sedmerokuta

1 2 2 2

1 e2+e e+e2 e+ef
31 o4 a2 Gb 6
1 es+e€7 ef+e e+e
1 e +e) ef+ef &+ef

V. Kréadinac Asocijacijske sheme 18.3.2024. 46 / 64
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Dualne svojstvene vrijednosti sedmerokuta

1 2 2 2

1 ef+e? etef e+e

Q=1 e+ef e2+e e +ed

7 7 7 7

1 er+e e+ef +e

1 2 2 2
| 1 —0.445042 1.24698 —1.80194

Qr 1 —1.80194 —0.445042 1.24698

1 1.24698 —1.80194 —0.445042

V. Kréadinac Asocijacijske sheme 18.3.2024. 46 / 64
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wif4 _ 140

Svojstvene vrijednosti osmerokuta ez =¢ Ve
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Svojstvene vrijednosti osmerokuta ez = e™/4 = %

)

Il
el
|
N
N
e e S e S e W
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Svojstvene vrijednosti osmerokuta

12
10
pP=|1 -2
1 V2
1 =2

eg = emi/4 — %
2 1
0 1
-2 1
f\@ -1
V2 -1

V. Kréadinac Asocijacijske sheme
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Dualne svojstvene vrijednosti osmerokuta

1 2 1 2 2
1 0 -1 V2 =2
Q=11 -2 1 0 0
1 0 -1 —/2 V2
1 2 1 -2 =2

V. Kréadinac

Asocijacijske sheme 18.3.2024. 48 /64
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Dualne svojstvene vrijednosti osmerokuta

1 2 1 2 2
1 0 -1 V2 =2
Q=11 -2 1 0 0
1 0 -1 —/2 V2
1 2 1 -2 =2

1 ’ 70 ’ S
V2 V3 V4

V. Kréadinac

Asocijacijske sheme 18.3.2024. 48 /64
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Teorem.

Broj komponenta povezanosti distribucijskog grafa A; je
{i€{0,....d} | P(i) = nj}|
Broj komponenta povezanosti reprezentacijskog grafa V; je

{i€{0,....d} [ @;(i) = my}|

V. Kréadinac

Asocijacijske sheme
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Teorem.

Broj komponenta povezanosti distribucijskog grafa A; je
{i€{0,....d} | P(i) = nj}|
Broj komponenta povezanosti reprezentacijskog grafa V; je
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Karakterizacije imprimitivnosti

Teorem.

Broj komponenta povezanosti distribucijskog grafa A; je
{i€{0,....d} | P(i) = nj}|
Broj komponenta povezanosti reprezentacijskog grafa V; je

{i€{0,....d} [ @;(i) = my}|

Ekvivalentno je:

(a) bar jedan od distribucijskih grafova Ay, ..., Ay je nepovezan,

(b) bar jedan od reprezentacijskih grafova Vi,..., V4 je nepovezan.
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Karakterizacije imprimitivnosti

Definicija.
Mnozenja podskupova indeksa Q,Q" C {0,...,d}:

QQ' = {k€{0,...,d} | postoje i € Q, j € Q takvi da je pj > 0}
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Karakterizacije imprimitivnosti

Definicija.
Mnozenja podskupova indeksa Q,Q" C {0,...,d}:

QQ' = {k€{0,...,d} | postoje i € Q, j € Q takvi da je pj > 0}

Propozicija.

Operacija mnozenja podskupova indeksa ima svojstva:
@ podskup {0} je neutralni element
@ asocijativnost: (QQ)Q" = Q(Q'Q")
© komutativnost: QQ' = Q'Q (za komutativne koherentne konf.)
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Karakterizacije imprimitivnosti

Propozicija 2.24. Propozicija 2.25.
Q pjy =i Q g = i
k
Q@ pf; = 0k Q g5 = dj
0 _
e pg = n,-c5,-j/ e CI,J - mi(s,']'
! Kk _ k
Q pf =pfy 0 gj=a;
d d
@ > pj=n Q@) qgi=m
j=0 j=0
S k— md — popi
Q nipjj = njp,’-,k = n,-p;g-, o myq; = qu§k = mlq;(]-
d d d d
b b b b
7 Z PiPks = Z PkiP3 o Z 979k, = Z kiqa)
a=0 a=0 a=0 a=0

V. Kréadinac Asocijacijske sheme 18.3.2024.



Karakterizacije imprimitivnosti

Ra = |J R« Ag =) A

keQ keQ
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Karakterizacije imprimitivnosti

Ra = |J R« Ag =) A

keQ keQ

QQI:{ke{Oﬁ'--ad}’(AQAQ’)oAk#O}
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Karakterizacije imprimitivnosti

Ra = |J R« Ag =) A

keQ keQ

QQI:{ke{Oﬁ'--ad}’(AQAQ’)oAk#O}

Q)Y = QYY) = {k € {0,...,d} | (AgAqAgr) o Ay # 0}

V. Kréadinac Asocijacijske sheme 18.3.2024. 52 /64



Karakterizacije imprimitivnosti

Ra = |J R« Ag =) A

keQ keQ

QQIZ{kG{O,...,d}’(AQAQ/)OAk#O}

Q)Y = QYY) = {k € {0,...,d} | (AgAqAgr) o Ay # 0}

Definicija.

Za podskup indeksa Q kazemo da je zatvoren ako vrijedi Q2 = Q.
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Karakterizacije imprimitivnosti

Ra = |J R« Ag =) A

keQ keQ

QQ = {k e {0,...,d} | (AaAq) o A % 0}

Q)Y = QYY) = {k € {0,...,d} | (AgAqAgr) o Ay # 0}

Definicija.

Za podskup indeksa Q kazemo da je zatvoren ako vrijedi Q2 = Q.

Neprazan podskup indeksa Q C {0,...,d} je zatvoren ako i samo ako je
Rq relacija ekvivalencije.
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Domaca zadaca

Zadatak 4.20.

Tanki radikal (eng. thin radical) koherentne konfiguracije je skup svih
indeksa za koje su stupnjevi jednaki jedan:

le{kE{O,...,dan:l}

Dokazite da je Q; zatvoren i da mnoZenje elemenata iz 1 Cini grupu.
Produkt indeksa 7, j je produkt jednoélanih podskupova {i}{/}.
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Domaca zadaca

Zadatak 4.20.

Tanki radikal (eng. thin radical) koherentne konfiguracije je skup svih
indeksa za koje su stupnjevi jednaki jedan:

le{kG{O,...,dan:l}

Dokazite da je €1 zatvoren i da mnozenje elemenata iz 1 ¢ini grupu.
Produkt indeksa 7, j je produkt jednoélanih podskupova {i}{/}.

Zadatak 4.21.
Operaciju mnoZenja podskupova indeksa Q,Q' C {0, ..., d} mozemo
definirati na dualan nacin pomocu Kreinovih parametara:

QoQ ={ke{0,...,d}| postoje i € Q, jeQ takvida je gf > 0}

Ispitajte svojstva te operacije!
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Potkonfiguracije i kvocijentne konfiguracije

X = (X, {Ri}¢_,) komutativna koherentna konfiguracija

V. Kréadinac Asocijacijske sheme 18.3.2024. 54 /64



Potkonfiguracije i kvocijentne konfiguracije

X = (X, {Ri}¢_,) komutativna koherentna konfiguracija

~ imprimitivna
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Potkonfiguracije i kvocijentne konfiguracije

X = (X, {Ri}¢_,) komutativna koherentna konfiguracija
~ imprimitivna
~~ postoji zatvoreni skup indeksa {0} € Q C {0,...,d} takav da je

Rq = U Ry relacija ekvivalencije
ke
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~ imprimitivna
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X = (X, {Ri}¢_,) komutativna koherentna konfiguracija
~ imprimitivna

~~ postoji zatvoreni skup indeksa {0} € Q C {0,...,d} takav da je
Rq = U Ry relacija ekvivalencije
ke

~> neka je {Xi,...,X,} particija skupa vrhova X na klase ekvivalencije

~~ sustav imprimitivnosti od X; klase ekvivalencije su vlakna (fibers)
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~ imprimitivna

~~ postoji zatvoreni skup indeksa {0} € Q C {0,...,d} takav da je
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Potkonfiguracije i kvocijentne konfiguracije

X = (X, {Ri}¢_,) komutativna koherentna konfiguracija
~ imprimitivna

~~ postoji zatvoreni skup indeksa {0} € Q C {0,...,d} takav da je
Rq = U Ry relacija ekvivalencije
ke

~> neka je {Xi,...,X,} particija skupa vrhova X na klase ekvivalencije
~~ sustav imprimitivnosti od X; klase ekvivalencije su vlakna (fibers)

~> veli¢ina vlakna m := | Xj| = > ng
keQ

r
~ ukupan broj vrhova je n=|X| = Y |Xj|=r-m
i=1
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Potkonfiguracije i kvocijentne konfiguracije

X = (X, {Ri}¢_,) komutativna koherentna konfiguracija
~ imprimitivna
~~ postoji zatvoreni skup indeksa {0} € Q C {0,...,d} takav da je

Rq = U Ry relacija ekvivalencije
ke

~> neka je {Xi,...,X,} particija skupa vrhova X na klase ekvivalencije
~~ sustav imprimitivnosti od X; klase ekvivalencije su vlakna (fibers)
~> veli¢ina vlakna m := | Xi| = > ny

ke

r
~ ukupan broj vrhova je n=|X| = Y |Xj|=r-m
i=1

~ vidjet ¢emo da X inducira potkonfiguraciju reda m na svakom vlaknu
i kvocijentnu konfiguraciju reda r izmedu vlakna
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Potkonfiguracije i kvocijentne konfiguracije

(1] Akosui,jeQipfj‘->0,ondajek€Q
Q Akojei €, ondajei’ € Q
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Potkonfiguracije i kvocijentne konfiguracije

(1] Akosui,jeQipfj‘->0,ondajek€Q
Q Akojei €, ondajei’ € Q

Ako je || = s + 1, mozemo permutirati relacije Ry, ..., Ry tako da bude
Q={0,...,s}.
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Potkonfiguracije i kvocijentne konfiguracije

(1] Akosui,jEQipfj‘->0,ondajekeQ
Q Akojei €, ondajei’ € Q

Ako je || = s + 1, mozemo permutirati relacije Ry, ..., Ry tako da bude
Q={0,...,s}.

Neka je Y C X jedno od vlakna imprimitivne koherentne konfiguracije.
Tada je ¥ = (Y, {Rilyxv}i—y) komutativna koherentna konfiguracija
reda m sa s klasa. Presjecni brojevi i stupnjevi od Y i L se podudaraju:
pi(Y) = pE(X) i ni(Y) = ni(X) za i,j, k € {0,...,s}.

18.3.2024. 55 /64
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Potkonfiguracije i kvocijentne konfiguracije

Sustavi imprimitivnosti osmerokuta

Ro, Ri, Ra, R3, R
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Potkonfiguracije i kvocijentne konfiguracije

Sustavi imprimitivnosti osmerokuta

4 2
0/ \ Q=1{0.4)

Ro =Ry UR;y
Vlakna:

| \ / {0,4}, {175}’ {276}' {377}
7
5 3
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Potkonfiguracije i kvocijentne konfiguracije

Sustavi imprimitivnosti osmerokuta

4 2
0 ) 0=1{0,2.4}
Ro=RyURURy
Vlakna:
1 {07274’ 6}' {1737577}
7
5 3

V. Kréadinac Asocijacijske sheme 18.3.2024.



Potkonfiguracije i kvocijentne konfiguracije

Neka je Y C X jedno od vlakna imprimitivne koherentne konfiguracije.
Tada je ¥ = (Y, {Rilyxvy}i—o) komutativna koherentna konfiguracija
reda m sa s klasa. Presjecni brojevi i stupnjevi od Y i L se podudaraju
pfj(“},/) = p,’j(%) i ni(Y) =ni(X) zai,j,ked{0,..., s}
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Potkonfiguracije i kvocijentne konfiguracije

Teorem.

Neka je Y C X jedno od vlakna imprimitivne koherentne konfiguracije.
Tada je ¥ = (Y, {Rilyxvy}i—o) komutativna koherentna konfiguracija
reda m sa s klasa. Presjecni brojevi i stupnjevi od Y i X se podudaraju:

PE(Y) = pi(X) i ni(Y) = ni(X) za i, j, k €{0,...,s}.

Definicija

| A\

Koherentna konfiguracija reda n s d klasa sastoji se od n-¢lanog skupa
vrhova X i relacija Ry, ..., Rqy € X x X takvih da vrijedi:

Q@ Ry ={(x,x) | x € X} je “dijagonala”

@ {Ro,..., R4} &ine particiju od X x X

© za svaki indeks i postoji indeks i’ takav da je Rf = Ry

© za svaki izbor indeksa i, j, k postoji presje¢ni broj p,-J- € Np takav da je
{z € X | (x,2) € Ri, (z,y) € Rj}| = pj; za sve parove (x,y) € R«

v
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Potkonfiguracije i kvocijentne konfiguracije

Bose-Mesnerova algebra od X: o = (Ao,...,Aq)
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Potkonfiguracije i kvocijentne konfiguracije

Bose-Mesnerova algebra od X: o = (Ao,...,Aq)

Bose-Mesnerova algebra potkonfiguracije Y ?
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Potkonfiguracije i kvocijentne konfiguracije

Bose-Mesnerova algebra od X: o = (Ao,...,Aq)

Bose-Mesnerova algebra potkonfiguracije Y ?

Schurove idempotente A, ..., As razapinju podalgebru s algebre of.
To je potprostor vektorskog prostora g zatvoren na matricno mnozenje,
Schurovo mnozenje, transponiranje i kompleksno konjugiranje. Neutralni
element za Schurovo mnozenje u dg je Ag = > ;cq Ai-
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Potkonfiguracije i kvocijentne konfiguracije

Bose-Mesnerova algebra od X: o = (Ao,...,Aq)

Bose-Mesnerova algebra potkonfiguracije Y ?

Schurove idempotente A, ..., As razapinju podalgebru s algebre of.
To je potprostor vektorskog prostora g zatvoren na matricno mnozenje,
Schurovo mnozenje, transponiranje i kompleksno konjugiranje. Neutralni
element za Schurovo mnozenje u dg je Ag = > ;cq Ai-

Ako indeksiramo matrice tako da vrhovi iz vlakna Xi,..., X, budu
uzastopni, onda su matrice iz podalgebre sdg blok dijagonalne s r
blokova velicine m x m na dijagonali.
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Potkonfiguracije i kvocijentne konfiguracije

Redoslijed vrhova osmerokuta: 0, 4, 2,6, 7, 3,5, 1
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Potkonfiguracije i kvocijentne konfiguracije

Redoslijed vrhova osmerokuta: 0, 4, 2,6, 7, 3,5, 1

Afo,a)y = Af0.2.4) =

OO mrRrHOOOO
OO HFHF OOOO
== O OOOOOo
HHOOOOOO
=0 O OO
HEHERRAROOOO
R R R OOOO
- -0 000

OO OO MHKHMH
[N eNoNolN S
OO0 O R RFHHH
[N elNeNoell A

[N eNeloNolNoell
[eNeNolNoNoNoll A
OO OOk EF OO
OO OOk EFEF OO
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Potkonfiguracije i kvocijentne konfiguracije

Neka je ¥ = (Y,{Rilyxy}i_y) potkonfiguracija inducirana na vlaknu
imprimitivne koherentne konfiguracije X = (X, {R:}% )

© Schurove idempotente od Y su rekstrikcije Ai|yxy, i =0,...,s.
@ Bose-Mesnerova algebra od Y je restrikcija podalgebre slg|y «y.

© Preslikavanje A — A|yxy je izomorfizam izmedu podalgebre dq i
dalyxy (obzirom na matri¢no mnozenje i obzirom na Schurovo
mnozenje).

. 2 e 1l oo o 8ng . 1
Q Izomorfizam Salje ;- Aq u trivijalnu primitivhu idempotentu .- J

Bose-Mesnerove algebre od ¥.
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Potkonfiguracije i kvocijentne konfiguracije

Podalgebra ddg < d je zatvorena na matricno mnoZzenje i adjungiranje te
matrice iz Ao medusobno komutiraju.

V. Kréadinac Asocijacijske sheme 18.3.2024. 64 /64



Potkonfiguracije i kvocijentne konfiguracije

Podalgebra ddg < d je zatvorena na matricno mnoZzenje i adjungiranje te
matrice iz Ao medusobno komutiraju.

Lema.

Neka je ot < M,(C) potprostor koji je zatvoren na matri¢no mnozenje i
adjungiranje te matrice iz f medusobno komutiraju. Onda postoji baza
{Eo,...,Eq} od o takva da vrijedi E;E; = §;;E;. Baza s tim svojstvom je
jedinstvena do na poredak matrica, a sadrzi hermitske matrice, tj. vrijedi
Ef=E zai=0,...,d.
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Potkonfiguracije i kvocijentne konfiguracije

Podalgebra ddg < d je zatvorena na matricno mnoZzenje i adjungiranje te
matrice iz Ao medusobno komutiraju.

Lema.

Neka je ot < M,(C) potprostor koji je zatvoren na matri¢no mnozenje i
adjungiranje te matrice iz f medusobno komutiraju. Onda postoji baza
{Eo,...,Eq} od o takva da vrijedi E;E; = §;;E;. Baza s tim svojstvom je
jedinstvena do na poredak matrica, a sadrzi hermitske matrice, tj. vrijedi
Ef=E zai=0,...,d.

Lema.

| \

Postoji particija {Ao,...,As} skupa {0,...,d} takva da su primitivne
idempotente podalgebre dg sume primitivnih idempotenta od o:

En =Y _E, i=0,...,s.
JEN;

MozZemo pretpostaviti da je 0 € Ao, a tada je Ep, = %AQ.
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