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Dualnost u Bose-Mesnerovoj algebri

Schurove idempotente Primitivne idempotente
O{Ao,...,Ad} Q{Eo,...,Ed}
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Dualnost u Bose-Mesnerovoj algebri

Stupnjevi Kratnosti
on;:pg,:%sumA; cm,-:q%:trE,-

e n=1 e m=1
@en+...+ng=n @ my+...+myg=n
e nj=np e m=m-
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Dualnost u Bose-Mesnerovoj algebri

Stupnjevi Kratnosti
on;:pg,:%sumA; cm,-:q%:trE,-

e n=1 e m=1
@en+...+ng=n @ my+...+myg=n

e nj=np e m=m-

o pk— o tr(AAAL) ° gj = oy T((Ei 0 EEY)
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Dualnost u Bose-Mesnerovoj algebri

Presje¢ni brojevi Kreinovi parametri
k k _
® pjy = Ok @ gjp = dik
k _ k _ §.
@ Poj = %k @ qoj = 9k
0 _ 0 — m:§.»
o pij = n,-(5,-j/ ° CI,J ml(sij
k _ K Kk _ k
® pjj = Py ® q; = aq;
d d
k k
° > pj=ni ° > ai=mi
j=0 j=0
k j i Kk — poord — i
o nip = njpl, = nipj ° myqy = quék = m,q;d,
d d d d
a,.b __ a b a b __ a _b
° Z PijPka = Z PkiPaj ° Z 9ijka = Z qki4aj
a=0 a=0 a=0 a=0
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Dualnost u Bose-Mesnerovoj algebri

Svojstvene vrijednosti Dualne svojstvene vrijednosti
o A= é:o Pi(i)E; ° = %éo Q(1)A;

o AE = P(j)E; o EjoAj= 1 Qi)A;

o P=I[Pi(i) o Q=1[Q;(/)]

o Po(i)=1, P;(0) = n; ° Q(i) =1, Q(0)=m;

o |Pi(i)| < n o [Q;(/)] < m;

o Pu(i) = P;(i) o Q;(1) = (i)
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Dualnost u Bose-Mesnerovoj algebri

Svojstvene vrijednosti Dualne svojstvene vrijednosti
d 1 J— n d 1 ——— n

° l(XZ%TkPk(/)Pk(J) = H(SU ° kz:%mkak(’)Qk(J) = —0j
d d

o > mPi(k)Pi(k) = nnis; o Y mQi(k)Q(k) = nmjd;
= k=0

d
o Pi(0)P;(¢ Z pEPL(0) ° Qi(OQ() =" asQu(e)
k=0
d
o P()Q(0) = 3 piQi(k) ° QiUi)Pi(t qukP
k=0

Pl = ,,nkZ Pi(O)P(0)Pc(€) o qf = ,,,,,k neQ:(ﬁ)Qj() Q(0)
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Dualnost u Bose-Mesnerovoj algebri

Skalarni produkt: (A, B) = tr(AB*) = sum(Ao B)

) <A,',AJ'> = (5,-J-nn,- o <Ei7 EJ> = 6uml
-
(AL E) = mP() = Q) e ) _ PiU)
mJ- n;
° P:M_lQ*N ° Q:N_IP*M

d - d -
° ph= %Eﬂ 2 Q(NQU)QK) o qf = %ZEO%PZU)PAJ)P@(@
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“Frame quotient”

d .
det(PP*) = pdt1 9N g
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“Frame quotient”

d d
o dry1detN o i
det(PP ) = n ——— = n H = H
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“Frame quotient”

det NV 4 i d (Ai, Aj)
* d+1 d+1 I | / | I R

J. S. Frame, The double cosets of a finite group, Bull. Amer. Math. Soc.
47 (1941), 458-467.
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“Frame quotient”

det NV 4 i d (Ai, Aj)
* d+1 d+1 I | / | I R

J. S. Frame, The double cosets of a finite group, Bull. Amer. Math. Soc.
47 (1941), 458-467.

Frameov kvocijent je prirodan broj. I
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“Frame quotient”

d d
det M

J. S. Frame, The double cosets of a finite group, Bull. Amer. Math. Soc.
47 (1941), 458-467.

Frameov kvocijent je prirodan broj. I

Ako je algebarski cijeli broj racionalan, onda je cijeli broj.

Zadatak. Dokazite da je skup algebarskih cijelih brojeva zatvoren na
zbrajanje, mnoZenje i konjugiranje.
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“Frame quotient”

d d
det M

J. S. Frame, The double cosets of a finite group, Bull. Amer. Math. Soc.
47 (1941), 458-467.

Frameov kvocijent je prirodan broj. \

Ako je algebarski cijeli broj racionalan, onda je cijeli broj.

Zadatak. Dokazite da je skup algebarskih cijelih brojeva zatvoren na
zbrajanje, mnoZenje i konjugiranje.

Propozicija.

Ako su sve svojstvene vrijednosti komutativne koherentne konfiguracije
racionalni brojevi, onda je Frameov kvocijent kvadrat prirodnog broja.
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“Frame quotient”

det NV 4 i d (Ai, Aj)
* d+1 d+1 I | / | I R

J. S. Frame, The double cosets of a finite group, Bull. Amer. Math. Soc.
47 (1941), 458-467.

Frameov kvocijent je prirodan broj. Pitanje: kombinatorna interpretacija?

Ako je algebarski cijeli broj racionalan, onda je cijeli broj.

Zadatak. Dokazite da je skup algebarskih cijelih brojeva zatvoren na
zbrajanje, mnoZenje i konjugiranje.

Propozicija.

Ako su sve svojstvene vrijednosti komutativne koherentne konfiguracije
racionalni brojevi, onda je Frameov kvocijent kvadrat prirodnog broja.
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Teorem (Kreinov uvjet).

Kreinovi parametri su nenegativni: q,fj‘- > 0.
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Teorem (Kreinov uvjet).

Kreinovi parametri su nenegativni: q,fj‘- > 0.

Matrica A € M,(C) je hermitska ako vrijedi A = A*.
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Teorem (Kreinov uvjet).

Kreinovi parametri su nenegativni: q,fj‘- > 0.

Matrica A € M,(C) je hermitska ako vrijedi A = A*.

Primjer: primitivne idempotente Ey, ..., E4 su hermitske matrice.
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Teorem (Kreinov uvjet).

Kreinovi parametri su nenegativni: q,fj‘- > 0.

Matrica A € M,(C) je hermitska ako vrijedi A = A*.
Primjer: primitivne idempotente Ey, ..., E4 su hermitske matrice.

Neka su A, B € M,(C) hermitske matrice.
e Je li A+ B hermitska?
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Teorem (Kreinov uvjet).

Kreinovi parametri su nenegativni: q,fj‘- > 0.

Matrica A € M,(C) je hermitska ako vrijedi A = A*.
Primjer: primitivne idempotente Ey, ..., E4 su hermitske matrice.

Neka su A, B € M,(C) hermitske matrice.
o Jeli A+ B hermitska?
e Je li AB hermitska?
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Teorem (Kreinov uvjet).

Kreinovi parametri su nenegativni: q,fj‘- > 0.

Matrica A € M,(C) je hermitska ako vrijedi A = A*.
Primjer: primitivne idempotente Ey, ..., E4 su hermitske matrice.

Neka su A, B € M,(C) hermitske matrice.
o Je li A+ B hermitska?
o Je li AB hermitska?
@ Je li Ao B hermitska?
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Teorem (Kreinov uvjet).

Kreinovi parametri su nenegativni: q,fj‘- > 0.

Matrica A € M,(C) je hermitska ako vrijedi A = A*.
Primjer: primitivne idempotente Ey, ..., E4 su hermitske matrice.

Neka su A, B € M,(C) hermitske matrice.
o Je li A+ B hermitska?
o Je li AB hermitska?
o Je li Ao B hermitska?
@ Moze li se svaka hermitska matrica dijagonalizirati?
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Teorem (Kreinov uvjet).

Kreinovi parametri su nenegativni: q,fj‘- > 0.

Matrica A € M,(C) je hermitska ako vrijedi A = A*.
Primjer: primitivne idempotente Ey, ..., E4 su hermitske matrice.

Neka su A, B € M,(C) hermitske matrice.
o Je li A+ B hermitska?
o Je li AB hermitska?
o Je li Ao B hermitska?
@ Moze li se svaka hermitska matrica dijagonalizirati?

Matrica A € M,(C) se moze dijagonalizirati ako i samo ako je normalna
(AA* = A*A).
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Kreinov uvjet

Zadatak. Dokazite da su svojstvene vrijednosti hermitske matrice
realni brojevi.
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Zadatak. Dokazite da su svojstvene vrijednosti hermitske matrice
realni brojevi.

Zadatak. Dokazite da su svojstveni vektori pridruzeni razli¢itim
svojstvenim vrijednostima hermitske matrice ortogonalni.
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Zadatak. Dokazite da su svojstvene vrijednosti hermitske matrice
realni brojevi.

Zadatak. Dokazite da su svojstveni vektori pridruzeni razli¢itim
svojstvenim vrijednostima hermitske matrice ortogonalni.

Zbog svojstva (x, y) = (y, x), za hermitsku matricu A i bilo koji vektor
x € C" skalarni produkt (Ax, x) je realan broj. Za A kazemo da je
pozitivno semidefinitna ako je hermitska i vrijedi (Ax,x) >0, Vx € C".

V. Kréadinac Asocijacijske sheme 29.1.2024. 11/27



Zadatak. Dokazite da su svojstvene vrijednosti hermitske matrice
realni brojevi.

Zadatak. Dokazite da su svojstveni vektori pridruzeni razli¢itim
svojstvenim vrijednostima hermitske matrice ortogonalni.

Zbog svojstva (x, y) = (y, x), za hermitsku matricu A i bilo koji vektor
x € C" skalarni produkt (Ax, x) je realan broj. Za A kazemo da je
pozitivno semidefinitna ako je hermitska i vrijedi (Ax,x) >0, Vx € C".

Zadatak. Dokazite da je hermitska matrica A pozitivno semidefinitna
ako i samo ako su joj sve svojstvene vrijednosti nenegativne.
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Zadatak. Dokazite da su svojstvene vrijednosti hermitske matrice
realni brojevi.

Zadatak. Dokazite da su svojstveni vektori pridruzeni razli¢itim
svojstvenim vrijednostima hermitske matrice ortogonalni.

Zbog svojstva (x, y) = (y, x), za hermitsku matricu A i bilo koji vektor
x € C" skalarni produkt (Ax, x) je realan broj. Za A kazemo da je
pozitivno semidefinitna ako je hermitska i vrijedi (Ax,x) >0, Vx € C".

Zadatak. Dokazite da je hermitska matrica A pozitivno semidefinitna
ako i samo ako su joj sve svojstvene vrijednosti nenegativne.

Primjer: primitivne idempotente Eg, ..., E4 su pozitivho semidefinitne.
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Kreinov uvjet

Glavna podmatrica od A je podmatrica dobivena izbacivanjem nekih
redaka i odgovarajucih stupaca (s istim indeksima).
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Glavna podmatrica od A je podmatrica dobivena izbacivanjem nekih
redaka i odgovarajucih stupaca (s istim indeksima).

Zadatak. Ako je A hermitska matrica, dokazite da je svaka njezina
glavna podmatrica hermitska.
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Glavna podmatrica od A je podmatrica dobivena izbacivanjem nekih
redaka i odgovarajucih stupaca (s istim indeksima).

Zadatak. Ako je A hermitska matrica, dokazite da je svaka njezina
glavna podmatrica hermitska.

Zadatak. Ako je A pozitivno semidefinitna, dokazite da je svaka njezina
glavna podmatrica pozitivno semidefinitna.
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Glavna podmatrica od A je podmatrica dobivena izbacivanjem nekih
redaka i odgovarajucih stupaca (s istim indeksima).

Zadatak. Ako je A hermitska matrica, dokazite da je svaka njezina
glavna podmatrica hermitska.

Zadatak. Ako je A pozitivno semidefinitna, dokazite da je svaka njezina
glavna podmatrica pozitivno semidefinitna.

Kroneckerov produkt matrice A tipa m X n i matrice B tipa p X g je

matrica
8113 al,,B

AR B = :
amB - ampB

tipa mp X nq.
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Svojstva Kroneckerovog produkta:

(tA+BB)®@ C=a(A® C)+ B(B® C)

AR (BB+~vC)=B(A® B)+v(A® ()
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Svojstva Kroneckerovog produkta:
(tA+BB)®@ C=a(A® C)+ B(B® C)
AR(BB+~vC)=pB(A® B)+~v(A® ()

A9B=AxB, (AwB)=A'®©B, (A®B) =A"wB"
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Kreinov uvjet

Svojstva Kroneckerovog produkta:

(tA+BB)®@ C=a(A® C)+ B(B® C)
AR(BB+~vC)=pB(A® B)+~v(A® ()

ARB=A®B, (A®B)'=A"®B' (A®B)"=A*"®B*

Propozicija.
Ako su definirani produkti AC i BD, onda vrijedi

(A® B)(C® D) = AC® BD
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Kreinov uvjet

Svojstva Kroneckerovog produkta:
(tA+BB)®@ C=a(A® C)+ B(B® C)
AR(BB+~vC)=pB(A® B)+~v(A® ()

ARB=A®B, (A®B)'=A"®B' (A®B)"=A*"®B*

Ako su definirani produkti AC i BD, onda vrijedi

(A® B)(C® D) = AC® BD

Ako su definirani Schurovi produkti Ao C i Bo D, onda vrijedi

(A®B)o(C®D)=(AoC)®(BoD)
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Propozicija.

Neka je A € M,(C) matrica sa svojstvenim vrijednostima {A1,...,Ap},
a B € M,(C) matrica sa svojstvenim vrijednostime {yu1,...,um}. Tada
A ® B ima svojstvene vrijednosti {\jpj | i=1,...,n, j=1,...,m}.

29.1.2024. 14 /27
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Propozicija.

Neka je A € M,(C) matrica sa svojstvenim vrijednostima {A1,...,Ap},
a B € M,(C) matrica sa svojstvenim vrijednostime {yu1,...,um}. Tada
A ® B ima svojstvene vrijednosti {\jpj | i=1,...,n, j=1,...,m}.

Ako su A i B pozitivno semidefinitne, onda je A ® B pozitivno
semidefinitna.
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Propozicija.

Neka je A € M,(C) matrica sa svojstvenim vrijednostima {A1,...,Ap},
a B € M,(C) matrica sa svojstvenim vrijednostime {1, .., um}. Tada
A ® B ima svojstvene vrijednosti {\jpj | i=1,...,n, j=1,...,m}.

Ako su A i B pozitivno semidefinitne, onda je A ® B pozitivno
semidefinitna.

Za A€ My(C) i B € Mp(C) vrijedi

tr(A® B) = tr(A)tr(B), det(A® B) = (det A)™(det B)"

29.1.2024. 14 /27
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Ako su A, B € M,(C) pozitivno semidefinitne matrice, onda je njihov
Schurov produkt A o B pozitivno semidefinitna matrica.
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Ako su A, B € M,(C) pozitivno semidefinitne matrice, onda je njihov
Schurov produkt A o B pozitivno semidefinitna matrica.

Primjer: Schurovi produkti primitivih idempotenta E; o E; su pozitivho
semidefinitne matrice.
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Ako su A, B € M,(C) pozitivno semidefinitne matrice, onda je njihov
Schurov produkt A o B pozitivno semidefinitna matrica.

Primjer: Schurovi produkti primitivih idempotenta E; o E; su pozitivho
semidefinitne matrice.

Teorem (Kreinov uvjet).

Kreinovi parametri su nenegativni: qu‘- > 0.
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Presjecne matrice

1 & ST
pi = ——>_ mPi(€)P;(£)Py(C)
nny —0

d

mim;j 1 . —
qf = - ’ zz: n*%Pz(’)Pe(J)Pe(k)
0
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Presjecne matrice

1 & ST
pi = ——>_ mPi(€)P;(£)Py(C)
nny —0

d

mim;j 1 . —
qf = - ’ zz: n*%Pz(’)Pe(J)Pe(k)
0

Pitanje: ako znamo pfj‘- (ili q,’j) jesu li time jednoznacno odredeni P;(i)?
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Presjecne matrice

1 & ST
pi = ——>_ mPi(€)P;(£)Py(C)
nny —0

d

mim;j 1 . —
a5 = - > n*%Pz(’)Pe(J)Pe(k)
=0

Pitanje: ako znamo pfj‘- (ili q,’j) jesu li time jednoznacno odredeni P;(i)?

Primjer 1.37. Koherentna konfiguracija dobivena Schurovom
konstrukcijom od G = ((1 2 3)) ima presje¢ne brojeve

10 0 010 00 1
P=100 1|, [pl=|1 00|, [pB]=|0 10
010 00 1 100
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Presjecne matrice

Primjer 1.39. Koherentna konfiguracija dobivena Schurovom
konstrukcijom od G = ((12 3)(4 5 6),(1 6)(2 5)(3 4)) ima
presjeCne brojeve

[pj] = , el =

OO O OO
o= OO OO
= O OO oo
O OO OO
H O OO oo
OO O OO

O O O o+ o
[l el ool S
OO O+~ OO

[l el ool S
OO O+~ OO
[N el ool o)
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Presjecne matrice

Neka je B; € My+1(C) matrica kojoj je unos na mjestu (j, k) jednak p,’j

Matrice By, ..., By zovemo presjeCnim matricama komutativne koherentne
konfiguracije.
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Presjecne matrice

Neka je B; € My+1(C) matrica kojoj je unos na mjestu (j, k) jednak p,’j
Matrice By, ..., By zovemo presjeCnim matricama komutativne koherentne
konfiguracije.

Primjer 1.37. Koherentna konfiguracija dobivena Schurovom
konstrukcijom od G = ((1 2 3)) ima presje¢ne matrice

1 00 010 0 01
My=|1010|, Mi=|]0 0 1|, Ma=|1 00
0 01 1 00 010
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Presjecne matrice

Neka je B; € My+1(C) matrica kojoj je unos na mjestu (j, k) jednak p,’j
Matrice By, ..., By zovemo presjeCnim matricama komutativne koherentne
konfiguracije.

Primjer 1.37. Koherentna konfiguracija dobivena Schurovom
konstrukcijom od G = ((1 2 3)) ima presje¢ne matrice

100 010 0 01
My=|1010|, Mi=|]0 0 1|, Ma=|1 00
0 01 100 010
100 010 0 01

0 1 2
pgl=10 0 1|, [pgl=|1 00|, [pfl=]0 10
1 0 01 100
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Presjecne matrice

Zadatak 2.22. Heawoodov graf ima Kreinove parametre

1 00O 01 00
01 00 1 0 0O
01 = 11—
@l =109 0 6 0 gl =10 0 0 6
0 0 0 6 0 0 6 0
0 1 0 0 0 1
, 0 0 1 , 0 1 0
q’.. = _ q,-- = —
[J] 1 0 10+4ﬁ 104\@ [J] 0 1 104\@ 104?6
0—v2 10+V2 0+v2  10—2
0 1 g2 14 I
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Presjecne matrice

Neka je B € My4+1(C) matrica kojoj je unos na mjestu (j, k) jednak qu‘

Matrice By, ..., By zovemo dualnim presjeCnim matricama komutativne
koherentne konfiguracije.
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Presjecne matrice

Neka je B € My4+1(C) matrica kojoj je unos na mjestu (j, k) jednak q,’J‘
Matrice By, ..., By zovemo dualnim presjeCnim matricama komutativne
koherentne konfiguracije.

Zadatak 2.22. Heawoodov graf ima dualne presje¢ne matrice

1 0 0 07 0 1 0 O
. 01 00 R 1 0 0O
MO = Ml ==
0 01O 0 0 0 1
0 0 0 1 | 10 0 1 0
00 1 0 7 0 0 0 1
00 0 1 0 0 1 0
My = 6 0 104v2  10—v2 M3 = 0 6 10—v2  10+V2
y 7 7 1
10—v2  10+V2 104+v2  10—v2
0 6 7 +4 ] 1 6 0 J; 7
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Presjecne matrice

Presjecne matrice zadovoljavaju:

Q@ By=1

@ nulti redak od B; je vektor e; kanonske baze od C9*!, koji na
i-toj koordinati ima 1, a na ostalim koordinatama 0

© matrice By, ..., By su linearno nezavisne
d
_ k
Q BiBj =) piB«
k=0

© BB, = B,B;

Q (B))t = N~1ByN, gdje je N = diag(no, . .., ng)
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Presjecne matrice

Propozicija 2.24.
Q pfy = b
Q@ pf; = ik
Q pg = n;0j

kK _ K
o pij = Pjrjr

d

K
Q@ > pi=n
Jj=0
e

O nkpf = nipjy = Nipj;

d d

a.b __ a b

Q@ > pipi. = Pipy
a=0 a=0
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Presjecne matrice

Dualne presjec¢ne matrice zadovoljavaju:

Q B =1

@ nulti redak od B} je vektor e; kanonske baze od C9*1, koji na
i-toj koordinati ima 1, a na ostalim koordinatama 0

© matrice By, ..., By su linearno nezavisne
d
opo k po
O BB} =) qB;
k=0

O BB = BYB;

Q (BY) = I\/I_IB?I\/I, gdje je M = diag(mo, ..., my)
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Presjecne matrice

Propozicija 2.25.

Q g = o
Q@ a5 = Jik
O qff = mid;
Qg = q{}

d d
b b
(7] Z 9k, = Z qkida
a=0 a=0
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Presjecne matrice

B = (Bo,...,By) ~- presjena algebra
B° = (Bg,...,Bg) ~ dualna presje¢na algebra
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Presjecne matrice

B = (Bo,...,By) ~- presjena algebra
B° = (Bg,...,Bg) ~ dualna presje¢na algebra

Presje¢na algebra 9 izomorfna je Bose-Mesnerovoj algebri (s, -) s
operacijom matri¢nog mnozenja. Dualna presjecna algebra 9%° izomorfna
je Bose-Mesnerovoj algebri (s, 0) s operacijom Schurovog mnozenja.
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Presjecne matrice

B = (Bo,...,By) ~- presjena algebra
B° = (Bg,...,Bg) ~ dualna presje¢na algebra

Presje¢na algebra 9 izomorfna je Bose-Mesnerovoj algebri (s, -) s
operacijom matri¢nog mnozenja. Dualna presjecna algebra 9%° izomorfna
je Bose-Mesnerovoj algebri (s, 0) s operacijom Schurovog mnozenja.

Pitanje: interpretacija Q;j(i) kao svojstvenih vrijednosti Schurovih ili
primitivnih idempotenta?
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Presjecne matrice

B = (Bo,...,By) ~- presjena algebra
B° = (Bg,...,Bg) ~ dualna presje¢na algebra

Teorem.

Presje¢na algebra 9 izomorfna je Bose-Mesnerovoj algebri (s, -) s
operacijom matri¢nog mnozenja. Dualna presjecna algebra 9%° izomorfna
je Bose-Mesnerovoj algebri (s, 0) s operacijom Schurovog mnozenja.

1
<
| A\

Teorem.
o P(B;)tP~! = diag(Pi(0),..., Pi(d))
° Q(B?) Q" = diag(Qi(0 )7---,Qi( ) )
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Presjecne matrice

B = (Bo,...,By) ~- presjena algebra
B° = (Bg,...,Bg) ~ dualna presje¢na algebra

Teorem.

Presje¢na algebra 9 izomorfna je Bose-Mesnerovoj algebri (s, -) s
operacijom matricnog mnozenja. Dualna presjecna algebra 9° izomorfna
je Bose-Mesnerovoj algebri (s, 0) s operacijom Schurovog mnozenja.

|

Teorem.
] P(B,‘)tP_l = diag(P,-(O), 000 P,(d))
e Q(B?)!Q™! = diag(Qi(0),..., Qi(d))

Korolar.
Spektar presje¢ne matrice B; je {P;(0),...,Pi(d)} i podudara se sa
spektrom Schurove idempotente A;. Spektar dualne presje¢ne matrice

B? je {Qi(0),..., Qi(d)}. )
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