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Prijedlozi tema seminara

Erdés-Ko-Radov teorem

Ako je n > 2k, onda za svaku presijecajucu familiju F k-Clanih podskupova
n-&lanog skupa vrijedi | F| < (Zj) Ako je n > 2k, jednakost se dostize
samo ako je F familija svih k-Clanih podskupova kroz danu tocku.
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n-&lanog skupa vrijedi | F| < (Zj) Ako je n > 2k, jednakost se dostize
samo ako je F familija svih k-Clanih podskupova kroz danu tocku.

C. Godsil, K. Meagher, Erdés-Ko-Rado theorems: algebraic approaches,
Cambridge University Press, 2016.
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Ponavljanje

Koherentna konfiguracija reda n s d klasa sastoji se od matrica
Ao, - -+, Ad € M,(C) popunjenih nulama i jedinicama tako da vrijedi:

Q A =1

d

Q Zi:O Ai=J,

© za svaki indeks i postoji indeks i’ takav da je Al = A/,

© postoje presjecni brojevi pfj- € Ny takvi da je Aj/A; = Zi:o pfj‘-Ak.
Ako je pfj- = pfj kazemo da je koherentna konfiguracija komutativna.
Ako je i = i’ kaZemo da je simetri¢na, odnosno asocijacijska shema.
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Ponavljanje
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Koherentna konfiguracija reda n s d klasa sastoji se od matrica
Ao, - -+, Ad € M,(C) popunjenih nulama i jedinicama tako da vrijedi:

Q A=/,
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Q Zi:O Ai=J,
© za svaki indeks i postoji indeks i’ takav da je Al = A/,
© postoje presjecni brojevi pfj- € Ny takvi da je Aj/A; = Z‘ZZO pfj‘-Ak.

Ako je pf = pj; kazemo da je koherentna konfiguracija komutativna.
Ako je i = i’ kaZemo da je simetri¢na, odnosno asocijacijska shema.

| A

Definicija.

Za potprostor A < M,(C) kazemo da je koherentna algebra ako sadrzi /, J,
zatvoren je na transponiranje, matri¢éno mnozenje i Schurovo mnozenje te sve
matrice iz A imaju konstantne dijagonale. Ako matrice iz A komutiraju, kazemo
da je A Bose-Mesnerova algebra.

A\
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Ponavljanje

Neka je A < M,(C) potprostor koji je zatvoren na Schurovo mnozenje.
Onda postoji baza {Ao,...,Aq} od A takva da vrijedi Ajo A; = §jA;.
Baza s tim svojstvom je jedinstvena do na poredak matrica.
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Ponavljanje

Lema.

Neka je A < M,(C) potprostor koji je zatvoren na Schurovo mnozenje.
Onda postoji baza {Ao,...,Aq} od A takva da vrijedi Ajo A; = §jA;.
Baza s tim svojstvom je jedinstvena do na poredak matrica.

| \

Teorem.

Svaka koherentna algebra A ima jedinstvenu bazu {Ao,..., A4}
sastavljenu od Schurovih idempotenta, tj. 0-1 matrica koje zadovoljavaju
Aj o Aj = ¢j;A;. Ta baza &ini koherentnu konfiguraciju:

Q Ay =1,
Q@ Xl A=
© za svaki indeks i postoji indeks i’ takav da je Al = Ay,

@ postoje presjecni brojevi pfj € Np takvi da je Aj/A; = Zg:o p}j-Ak.
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Ponavljanje

Neka je A < M,(C) potprostor koji je zatvoren na matri¢no mnozenje i
adjungiranje te matrice iz A medusobno komutiraju. Onda postoji baza
{Eo,...,Eq} od A takva da vrijedi E;E; = 0;;E;. Baza s tim svojstvom
je jedinstvena do na poredak matrica, a sadrzi hermitske matrice.
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Ponavljanje

Lema.

Neka je A < M,(C) potprostor koji je zatvoren na matri¢no mnozenje i
adjungiranje te matrice iz A medusobno komutiraju. Onda postoji baza
{Eo,...,Eq} od A takva da vrijedi E;E; = 0;;E;. Baza s tim svojstvom
je jedinstvena do na poredak matrica, a sadrzi hermitske matrice.

Teorem
Svaka Bose-Mesnerova algebra A ima jedinstvenu bazu {E, ..., E4}
sastavljenu od primitivnih idempotenta, tj. hermitskih matrica koje
zadovoljavaju EiE; = §;;E;. Ta baza ima sljedeca svojstva:

0 =1y

@ Y E=1

© za svaki indeks i postoji indeks i takav da je El=E = E;,

| A\

@ postoje Kreinovi parametri q,-j € C takvi da je Ejo E; = Zk 0 qUEk
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Dualnost u Bose-Mesnerovoj algebri

{Eo,...,Eq4} je baza
primitivnih idempotenta

EiEJ:{ b 1=

{Ao,...,Aq} je baza
Schurovih idempotenta

Af7 I:J ° : &
° A,-oAj:{ 0, inade 0, inace
o Ag=1 ° EO:%J
d d
o Y A=J ° 2 Ei=l
i=0 i=0
d d
o Ai-A :kgopUAk e EioE; = %ki—:oqllek
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Domaca zadaca

Zadatak 2.15.

Iz svojstva Schurovih idempotenta Al = A;; dobivamo involuciju i + i’
(permutaciju stupnja 2) na skupu svih indeksa {0, ..., d}. Dualno, iz
svojstva primitivnih idempotenta Ef = E; dobivamo involuciju i i.
Dokazite da mozemo numerirati Schurove idempotente Ag, ..., Aq i
primitivne idempotente Ey, ..., Ey tako da se te dvije involucije
podudaraju, tj. da obje involucije imaju isti broj fiksnih tocaka i
transpozicija.
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Vrhovi: X ={1,...,n}
Relacije: Ry, ..., Ry

Schurove idempotente: Ag,...,Aq
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Ni(x) ={z € X | (x,z) € Ri}
Ni(x)={ze€ X |(z,x) € R}
pi = INi(x) N Ny (y)]
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Vrhovi: X ={1,...,n}
Relacije: Ry, ..., Ry
Schurove idempotente: Ag,...,Aq

Ni(x) ={z € X | (x,z) € Ri}
Ni(x)={ze€ X |(z,x) € R}
pi = INi(x) N Ny (y)]

Stupnjevi: n; = p% = |N;(x)| Al=n;1
Propozicija.

Q n=1

Q@ ng+...+ng=n

Q ni=ny
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Domaca zadaca

Zadatak 2.17.

Za koherentnu konfiguraciju kazemo da je tanka (eng. thin) ako su
svi stupnjevi jednaki 1. Zbog ng + ...+ ng = n, to je ekvivalentno s
n = d + 1. Dokazite da sve tanke koherentne konfiguracije nastaju
Schurovom konstrukcijom od regularnih permutacijskih grupa, tj.
grupa koje djeluju strogo tranzitivno:

(Vx,y e X)(3lge G) x8 =y
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Kratnosti

Sto je dualni pojam stupnjevima ng, ..., ng?
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Sto je dualni pojam stupnjevima ng, ..., ng?

o nj= p,o,-, @ m;

Il
Qo
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Sto je dualni pojam stupnjevima ng, ..., ng?
o nj=p? e m; =
| — P,-,-/ 1 q

Koji je smisao brojeva m;, koje zovemo kratnostima?
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Sto je dualni pojam stupnjevima ng, ..., ng?

@ n; = p?l"

, O

e mi=4q

Koji je smisao brojeva m;, koje zovemo kratnostima?
n n
Suma svih elemenata matrice: sumA = Zl _Zl ajj
i=1j=
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Sto je dualni pojam stupnjevima ng, ..., ng?

oni:ploi/ °mi:q

>

Koji je smisao brojeva m;, koje zovemo kratnostima?

n n
Suma svih elemenata matrice: sumA = Zl _Zl ajj
i=1j=

sum(A o B) = tr(AB")

sum(Ao Bo C) = tr((Ao B)Ct) = tr((B o C)A!) = tr((C o A)BY)
_ tr((A 0 BY)C) = tr((Bt o C')A) = tr((Ct 0 ADYB) )
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Propozicija.
QO m=1
Q@ my+...+mg=n
Q@ mi=m-

1
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Propozicija.
QO m=1
Q@ my+...+mg=n
Q@ mi=m-

1

m

1 n
° pj= n—nktr(A,-AjA,t() (7) ° qf . tr((Eio Ej)Ex)  (8)
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Propozicija.
Q m=1

Q@ my+...+myg=n

Q m,-:m?

1 n
° pj= n—nktr(A,-AjA,t() (7) ° qf = m—ktr((E/ o Ej)Ex) (8)

Kreinovi parametri su realni brojevi. \
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Presjecni brojevi

Q ply =i

k _ i i
O nipl = nyply = miply

d
ab _ \d a b
o Zopijpka =Y a0 PkiPaj
a—

V. Kréadinac Asocijacijske sheme 15.1.2024. 12/16



Kreinovi parametri

Q g =i

Q@ a4 = Ik
Q g} =ms;

Q g5 =5
9

o Zqij:mi
j=0

k — . i = : iA
o myqj; = mj(#k mlqkj

d d

a b _ a b

Qo > qij9ka = > 9ki9aj
a=0 a=0
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Svojstvene vrijednosti

mi=trE; =rk E
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Svojstvene vrijednosti

mi=trE; =rk E

V=Wae...eVy
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Svojstvene vrijednosti
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Svojstvene vrijednosti

Propozicija.
PQ = QP = nl
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Svojstvene vrijednosti

Propozicija.
PQ = QP = nl

Skalarni produkt: (A, B) = tr(AB*) = sum(A o B)
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Svojstvene vrijednosti

Propozicija.
PQ = QP = nl

Skalarni produkt: (A, B) = tr(AB*) = sum(A o B)

<A,‘,Aj> = sum(A,- OXJ) = sum(A,- ¢} AJ) = sum(5,-jA,-) = 5,:,‘!1[7,'
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Svojstvene vrijednosti

Propozicija.
PQ = QP = nl

Skalarni produkt: (A, B) = tr(AB*) = sum(A o B)

<A,‘,Aj> = sum(A,- OXJ) = sum(A,- ¢} AJ) = sum(5,-jA,-) = 5,:,‘!1[7,'

<E,', EJ> = tI’(E,'Ej*) = tF(E,'Ej) = tl’(d,'jE,') = 6Um,
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Svojstvene vrijednosti

Propozicija.
PQ = QP = nl

Skalarni produkt: (A, B) = tr(AB*) = sum(A o B)

<A,‘,Aj> = sum(A,- OXJ) = sum(A,- ¢} AJ) = sum(5,-jA,-) = 5,:,‘!1[7,'
<E,', EJ> = tI’(E,'Ej*) = tF(E,'Ej) = tl’(d,'jE,') = 6Um,

(Ai, Bj) = tr(AiE)) = tr(Ai ;) tr(Pi() Ej) = m;Pi())

=sum(A; o E;) = sum(A; o Ej) = sum(%Qj(i)A,-) = n; Q;(i)

m; Pi(j) = n; Q;(i)
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Svojstvene vrijednosti
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Svojstvene vrijednosti

no 0 mo 0

PIM=NQ <= P*"M=NQ
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Svojstvene vrijednosti

PIM=NQ <= P*"M=NQ

Propozicija.
Q=N"1P*M, P=M1Q*N
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