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1 Uvod

U ovom seminarskom radu cilj je pokazati konstrukciju asocijacijske sheme s
pet klasa koriste¢i kose balansirane generalizirane tezinske matrice.

Na pocektu se uvode svi pojmovi koji ¢e se kasnije koristiti kao sto su digraf
djeljivog dizajna, kose balansirane generalizirane tezinske matrice, Hadamar-
dove matrice te asocijacijske sheme.

Nakon toga krec¢e konstrukcija i to najprije digrafa djeljivog dizajna digrafa,

a zatim se na nju nadovezuje konstrukcija asocijacijske sheme s pet klasa.



2 Oznake

Koristit ¢e se oznake I, za jedini¢cnu matricu reda n, J, za matricu reda n
kojoj su svi elementi 1. (0, 1)-matricom zvati ¢emo svaku matricu kojoj su
svi elementi iz skupa {0, 1}.

Kod blok matrice X, za (i, j)-ti blok koristit ¢emo oznaku [X],;.

Koristit ¢emo oznaku R,, za matricu reda n kojoj su na antidijagonali jedinice,

a svi ostali elementi su 0, tj.
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3 Digraf

Usmjereni graf( digraf) je uredeni par I' = (V, F), gdje je V # ) konacan
skup vrhova, a E C {(z,y)|z,y € V,x # y}. Elemente od E zovemo lukovi.
Ako je (z,y) € E, kazemo da x dominira y te da je y dominiran od x.
Digraph je k-regularan ako svaki njegov vrh dominira i dominiran je od
tocno k vrhova.

Digraf je asimetrican ako (z,y) € £ = (y,z) ¢ E.

di-

grafa I" je (v x v) (0, 1)-matrica kojoj su retci i stupci indeksirani vrhovima

Neka je [V| = v. Matrica susjedstva (incidencije) M = [mgy], .\

digrafa tako da je m,, = 1 ako je (z,y) € E, odnosno my, = 0 ako (z,y) ¢ E.
Slijedi
e Digraf je k-regularan akko M J, = M*J, = kJ,.

e Digraf asimetrican akko je M + M7 (0, 1)-matrica.

4 Digraf djeljivog dizajna

Neka je I' = (V, E) k-regularan asimetrican digraf, V| = v.

Digraf I' je digraf djeljivog dizajna s parametrima (v, k, A, Ay, m, n), u oz-
naci DDD(v, k, A\, Ao, m,n), ako se V moze particionirati u m klasa veli¢ine
n tako da:

e Vr,y eV, x #y, xiy iz iste klase, broj vrhova z koji dominiraju ili

su dominirani i od = i od y je jednak A\;

e Vx,y € V, z iy iz razlicitih klasa, broj vrhova z koji dominiraju ili su

dominirani i od x i od y je jednak A

Neka je M matrica susjedstva digrafa I'. T' je DDD(v, k, A1, Ao, m,n) akko
M + M7 je (0,1)-matrica i

MM = M"M =k, + M (I, ® Jp — L) + 2o (Jy — L, ® o). (1)
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5 Balansirane generalizirane tezinske matrice

Neka je G konacna multiplikativna grupa. Balansirana generalizirana
tezinska matrica nad G s parametrima (v, k, ), u oznaci BGW (v, k, \), je

matrica W = [w;;] s elementima iz G U {0}, reda v, takva da:

e svaki red od W sadrzi to¢no k nenula elemenata,

o Vi,h € {1,2,...,v}, i # h, multiskup
{wijwy 11 < <w, wi,wy; #0}

sadrzi tocno ﬁ kopija svakog elementa iz G.

Neka je G sada jos i ciklicka grupa tj. G = (U). U tom sluc¢aju za elemente
od W oznacavati ¢emo sa U™ .

Kosa balansirana generalizirana tezinska matrica je matrica W =
[U"4] koja je BGW (n+ 1,n,n —1) nad ciklickom grupom G = (U) reda 2m
sa dijagonalom 0 za koju vrijedi U%7" = U%i+m Vi #£ j.

Primjer 1. Neka je G = (o) ciklicka grupa reda 3.

Q = O =
QM S ==
Qw —_

S

I
— = = = O
o

HOQMQ)—‘

o~ Q

)
)

W je BGW (5,4,3) nad G.

Lema 1. E] Neka su q,m € N tako da je q neparna potencija prostog broja,
te %1 neparan broj. Tada postoji kosa BGW (q+ 1,q,q — 1) sa dijagonalom

0 nad ciklickom grupom reda m.

“Yury J. Ionin, H. Kharaghani, Doubly regular digraphs and symmetric designs, J.
Comb. Theory, Ser. A 101 (2003) 35-48.



6 Asocijacijske sheme

Neka je d € N. Neka je X # () konacan skup, | X| = n. Neka je R; C X x X,
R; # (), te neka je A; matrica susjedstva grafa (X, R;),i=0,1,...,d.

Asocijacijska shema s d klasa je uredeni par (X, {R;}%,), gdje matrice

susjedstva Ay, A1, ..., Ag zadovoljavaju uvijete:
L4 AO = In7
* Z?:o i = Jn,

o AT e {A Ay, ... A}, i=1,2,...,d,
e Jpl; € Ny tako da je A;A; = Zzzopf}Ak,W,j.

Asocijacijska shema je simetricna ako je AT = A;, Vi.

Asocijacijska shema je komutativna ako je A;A; = A;A;, Vi, 7.



7 Hadamardove matrice

Hadamardova matrica reda n je (n x n) matrica H = [h;;], hi; € {—1,1},
za koju vrijedi HHT = H'H = nl,.

Hadamardova matrica je normalizirana ako su svi elementi prvog retka i
prvog stupca jednaki 1.

Svaka Hadamardova matrica moze se transformirati u ekvivalentnu Hada-

mardovu matricu koristeci slijedec¢e operacije:
e zamjena dva retka ili dva stupca
e mnozenje retka ili stupca s —1

Koristec¢i navedene operacije, normalizirati se moze bilo koja Hadamardova

matrica. Za normaliziranu Hadamardovu matricu reda > 2, svaki redak i

n
2

Red Hadamardove matrice je 1, 2 ili 4k, za neki k € N.

stupac osim prvih imaju 4 elemenata —1, te 5 elemenata 1.

Neka je H normalizirana Hadamardova matrica reda n, n > 4.

Ozna¢imo (i + 1)-vi redak od H sar;, i =0,1,2,...,n — 1. Stavimo

Ti =71 T2 oo Tin| -
Zan=1,2,...,n—1, definiramo (n x n) matrice C; sa
2
i (] riari .. Tilin
2
T Ti2 Ti2Tir Ty oo Tig2lin
Ci:Tz‘ Ty = . T T ... Tin| —
. e sy 2
Tin TinTi1 TinTi2 ... Tin



Ocito je CT = Cj, Vi.
Pogledajmo kako izgleda C; - Cj:

2 2
T TiiTi2 ... Ti1Tin rjil rjiiTj2 ... T4Tjn
2 2
TioTi1 T oo Ti2Tin TjZle Tj2 Ce T’jQT’jn
CiCy = :
e e 2 oy oy 2
TinTit TinTi2 .- Tin TinTj1 TinTj2 .. Tin

Uzmemo li k-ti redak od C;:

2
[Tz’kril TikTi2 Ce rik: Ce rikrm] s
te [-ti stupac od Cj:
le’l“jl
751752
2 )
_lerjn_

vidimo da ¢e na (k,[)-toj poziciji u C;C} biti

n

n
Zﬁkﬁﬂjﬂjs = TikT 1 Zﬁﬂ‘js-
s=1 s=1

Ukoliko je ¢ # j, tada je > ., risrjs = 0 jer se tu zapravo radi o umnosku
dva razlicita retka Hadamardove matrice (a znamo da su oni ortogonalni).
Dakle, C;C; = O,, , za 1 # j.



Ukoliko je i = j dobivamo, na (k,[)-toj poziciji u C? imamo

n ra n=mn, k=I
2 ~~
TikTil Z Tig =TTy N =14 =1
s=1 =1 TikTi - N k 7£ [

Definirajmo (n? x n?) blok matricu D tako da definiramo (i, j)-ti blok od D

kao (n x n) matricu danu sa

O, 1=
[D]ij =10, 1<

—Ch_(imj), 1> 7.

Blok matrica D ima slijedeé¢i oblik

[ O, C, Oy ... Cus Cuo Coi

—Chor Oy Gy .. Chy Chz Cho

—Chy —Cohy On ... Cuns Cuoy Cos
D= : : : N :

Cy  —Cy —Cs ... O, c O

“Cy  —Cy —-C4 ... —Co, O, C

¢ G Cy ... —Cuy —Cu O,

Vrijedi slijedec¢a lema:
Lema 2. DDT =nl, ® (nl, — J,).

Dokaz.

0 n ...
nl, @ (nl, —J,) = |, . | ®
0O 0 ... n —1 -1 ... n—-1
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[ n(n—1) -n -n
-n n(n —1) -n
: o,
-n -n n(n —1)
n(n —1) —n —n
-n n(n —1) -n
o, :
i —n —n . nn=1)

Dakle, treba pokazati da se gornja blokmatrica dobije mnozenjem matrica D
i DT.

Pogledajmo naprije kako ¢ée izgledati blokovi na dijagonali od DD tj., kako
¢e izgledati proizvoljan blok [D], za i € {1,2,...n}. i-ti redak od D izgleda

ovako:
[_Cnfi#»l - Cn7i+2 o e - YUn—1 On Cl CQ o Cnfz] .

Blok [D],; dobije se mnozenjem navedenog i-tog retka od D i i-tog stupca od
DT a to je opet navedeni i-ti redak od D (jer je CT = Cj, Vi), pa je

[DD™].. _02+Z(J2 202
s=1

Koristeci ranija razmatranja, ovaj ¢e blok na dijagonali imati element
(n — 1) - n, 8to smo i trebali dobiti.

Sli¢no, ovaj ¢e blok izvan dijagonale na poziciji (k,[) imati element

n—1 n—1 n—1
E Tsklsi =M =T1 - E Tsklst =T - E TskTst — TokTol

s=1 s=1 s=0

=n-(0—rgreq)=n-(0—1-1)=—

11




Ovime smo pokazali koji je oblik blokova na dijagonali od DD7T.
Sto se tice blokova u DD izvan dijagonale, ovaj je sluc¢aj jednostavan jer
samo iskoristimo prije pokazano C;C; = 0, za i # j. Odmah slijedi da ¢e svi

blokovi izvan dijagonale biti O,,. ]

8 Digraf djeljivog dizajna

Neka je N (n? x n?) slijedec¢a blok matrica

o, I, O, 0,
N=1: Do
o, 0O, O, 1,
_—]n 0, O, On_
Za matricu N imamo
(0, I, 0,
0, O, O,
NN* = : - . . . . = L2,
0. O, I : : . : :
0, O, L, O,
paje N = N1
Takoder, vrijedi
[0, O, I, 0,] 1, 0, O, O |
N? = o NT=| =
-1, O, O, O, o, 0, O, O,
0, -1, O, O, 0, -0, O, -1,
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iz cega slijedi da je N** = N"N"™ = (—I,2) - (—1,2) = I? = Lz, tj. red

matrice N jednak je 2n.

Neka je R (n*? x n?) matrica dana s

(0, 0, w L]

O, O, I, O,
R=R,®1I, = : :

O, I, 0, O,

I, O, On Oy

Odmabh se vidi da je R = RT.

Neka je sada p = 2gn + 1 potencija prostog broja, gdje je ¢ = ’32;73 neparan
cijeli broj.
Po Lemi 1, znamo da postoji kosa BGW (p+1,p,p—1), W = [N¥i], s dija-

gonalom 0 nad ciklickom grupom (N).

Definiramo blok matricu B dimenzije ((p+1)n?x (p+1)n?) tako da definiramo
(n? x n?) (i, )-ti blok od B sa

O,z i = j
DN"iR i#j

Neka su A; i A disjunktne (0, 1)-matrice takve da je B = A; — As.

Pokazimo da je AT = A,. U tu svrhu, najprije ¢emo pokazati da je BT = —B.

13



Pogledajmo (i, j)-ti blok od BT

[B"] i [B]gTz = (DN"“#R)" .
Kako je W = [N“¥] kosa BGW, nad ciklickom grupom (N) reda 2n, vrijedi
da je NWii = Nwitn = N%ij . (—[,2) = —N"ii. Uzmemo li jo§ u obzir ranije
pokazano RT = Ri N7 = N~!, te da iz takoder ranije pokazanog N~—' = NT
slijedi (N%5)T = N=%i dobivamo
[BT],, = (D (~N") R)" = R" (-N"4)" D" = ~RN~" D"
Direktnim uvrstavanjem lijeve i desne strane, lako se provjeri da vrijede
slijedeée jednakostii RN = N-'R, RDT = DR, ND = DN. Iz ovoga
slijedi
[B"],, = -N"YRD" = -N""DR = ~DN""R = — [B],;.
Ovime smo pokazali d je BT = —B.
Kako je B = A; — A,, slijedi da je BT = AT — Al te —B = Ay — A,
Dobivamo
A,{—Ag:AQ—Al,

A’{—i-Al:Ag—i—Ag,

iz cega slijedi da je AT = Ay (i AL = A;), posto su A; i Ay disjunktne

(0, 1)-matrice.

Teorem 1. Matrice Ay © Ay su matrice susjedstva od

DDD <n2(p + 1)7 (”2;”)177 (n2;2n)p7 ("*1);(1’*1)7]9 + 17 n2> )

Dokaz. Najprije ¢emo pogledti kako izgleda (i,7)-ti blok od BBT za i,j €
{1,2,...,p+1}.

14



i-ti redak od B:
[DNY“"R DN"2R ...0,2 DNY #'R .. .DN" »*R].

j-ti stupac od BT:

(DNvR)"
(DNv»R)"
Oy
(DN™i i+ R)T

(DN v )T
Mnozenjem dobivamo da je

p+1
[BB"], =Y DN"*R(DN"#*R)" - (1 - dy)(1 — &),

)
k=1
gdje posljednja dva faktora, (1 — ;) 1 (1 —Jd;x), proizlaze iz toga Sto su samo
i-ti blok i-tog retka od B te j-ti blok j-tog stupca d BT jednaki O, (dok su

ostali elementi izrazeni preko D, N i R).

Sredivanjem dobijemo

p+1

[BBT] = Z(l — 5zk)(1 — 6jk)DN”LUik RRT N—wir DT
pt1
k=1

15



Sada, ako uzmemo i = j, dobijemo

p+1
r - —5:.)2 Wik —Wik T
BB Lz = Z(l di) "D N D
k=1 R P
an p+1
- Z(l — 6i)°DD" = DD Z(l — 6ix)?
k=1 p
p+1
k=1,k+i

Po Lemi 2 dobivamo
[BB"],, = pnl, ® (nl, — J.).

Ako je pak i # j imamo

p+1
[BBT} i Z(l — 0i1,) (1 — &;5) DN ik =wik DT
k=1

p+1
=D (Z(l — 52k>(1 — 5jk)Nwik_wjk> DT

k=1

G p 1 2n—1
=D Nwwws | pT = p | L= ST N | DT =0
( Z ) 2n ; n?

k=1,k#i,j
=0,.2
gdje je u posljednjem koraku koristeno da je (N) ciklicka grupa reda 2n te
da je W = [N"i] kosa BGW(p+ 1,p,p — 1) s konstantnom dijagonalom nad
(N) (konkretno koristena je druga tocka iz definicije BGW).
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Sve zajedno, BBT bi opéenito mogli zapisati kao
BB =npl,,, ® I, ® (nl, — J,,) .
Kako je B = Ay — As, to je

npl,y, ® I, ® (nl, — J,) = BB"
= (A1 — Ay) (AT — A7)

Na slican se nacin dobiju i slijedece jednakosti

AjAT + AjA] 4+ A AT + A AT = (A1 + Ay) (AT + A)
=nply1 ® ([, ® J, + (n — 2)J,2)
+(n=1%(p = 1) (Jps1 — 1) ® Jpe.
AlA,{ _ AlAg + AQA,{ — A2Ag = (Al + AQ) (A{ - Ag) = O(p+1)n2.
ALAT + ALAY — A AT — 47 = (A1 — Ay) (AT + A7) = Opiyee.

Iz (2)+(3)+(4)+(5) dobijemo

AMAT = npl @ I, @ (nl, — Jp) +nplyy @ (I, @ J, + (n — 2)J,2)
+(n=1)%(p = 1) (Jps1 = Lp1) @ Jpe

= nplyp1 @ Ly @ nly —nply s &ty @ Ty + nply s &40 T,

nl, 2
+nplyi1 @ (n—2)J,2
+(n=1*p = 1) (Jpr1 = Lp1) @ Sz,

17



pa je

2
9
Al =T @0+ WI,,H ® Js
n—12p-1
L )4(p ) (Jos1 — Lpp1) @ Joe

Iz (2)+(3)-(4)-(5) dobijemo opet isto tj. A, AT = A, AT.
Iz -(2)+(3)-(4)+(5) dobijemo

4ALAY = —nply @ I, @ (nl, — Jp) +nplyyy @ (I, @ J, + (n — 2)J,2)
+ (=10 = 1) (Jps1 = Lps1) ® Ju2
2nplyr1 ® In ® Jy,
= —n2plyy @ Lp +nplyy @ I, ® e nplyy @ I, @ J,
+n(n —2)plyt1 ® Jpe
+ (=10 = 1) (Jps1 = Lp+1) @ Juz,

pa je

—n2 n
AA] = = P @ L + 7pfp+1 ®1I,®J,

-2
+MIPH®%2
n—12%mp-1
Iy )4(79 )(Jpﬂ—fpﬂ)@JnQ.

Iz -(2)+(3)+(4)-(5) dobijemo opet isto tj. Ay AT = A, AT.
Prema (1), ovime smo pokazali da su A; i A matrice susjedstva

2 (n?—n)p (n?—2n)p (n—1)3(p—1) 2\ - . . .
DDD (n (p+1), =52, "2, s—,p+1n ) jer je zadovoljen nuzan
i dovoljan uvijet na matricama incidencije. O]
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9 Asocijacijska shema s 5 klasa

Definirajmo jos sada

Ao = L2 (p1)

As = (Jpy1 — Lpy1) @ Jp2 — Ay — Ay
Ay =1L @1, ® (J, — 1)

As =111 @ (J, — 1) ® J,

Teorem 2. Skup matrica {Ao, A1, As, As, As, A5} je komutativna asocijacij-

ska shema s 5 klasa.

Dokaz. Neka je A = spang{Ag, A1, A, A3, Ay, A5}

Prvo, imamo

As =Jp1 @ Jp2 — L1 @ Jp2 — Ay — Ay
= Jn2(pt1) = Ipp1Jnz — A1 — Ay,

A= L,J,— L1 I,®1,
=l ®I,®J, — A,

A =111 0, @y — L1 @1, ® J,
=L ®Jp2— L1 ®1,® J,.

Zbrajanjem ovih tri jednakosti dobijemo
Az + Ay + As = Jp2p1) — A1 — Ay — Ay,
pa smo dobili

Ag+ A1+ Ay + A3+ Ay + As = JnQ(p+1).
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Nadalje, ve¢ smo pokazali AT = A, € A1 AL = A, € A. Vrijedi

AL = ((Jpr1 = Ips1) ® Jp2 — Ay — Ag)"
= ((Jerl - Ip+1) ® JnQ)T - A? - Ag
= (Jp+1 - [p+1) ® an - AQ - Al - Ag S A,

jer je matrica (Jp11 — Ip11) ® Jp2 simetricéna.

Takoder je AT = Ay € Ai Al = A5 € A jer su te matrice simetri¢ne.

Jos trebamo pokazati A;A; = A;A; € A, Vi,j € {0,1,2,3,4,5}.

U prethodnom smo teoremu dobili jednakosti za AZ-A]T, i,7 € {1,2}. Naime,
kako je A; = Al i Ay = AT, uvrstavanjem toga u dobivene jednakosti i

sredivanjem dobijemo

2
—2
Audy = A, =" 24, w (As + A + Ay)

(n—1>p—1)
4

+ (As+ A1+ Ay) € A,

2

AvAr = Ay = — =LA+ 22 (Ag+ Ao) +
(n—1)*(p—1)
+ 4
Za preostale slucajeve i,j € {1,2,3}, A;A; = A;A; € A se dobije iz A; +
Ay + Az = (Jpp1 — Lpy1) @ Jp2.

n(n —2)p
4

(As+ A1 + Ag) € A.

(As + Ay + Ap)

Kako je
(AxAy)T = AT AT = AyAy, (AxA5)" = AL AT = As A4,
(A1A4)T = AZA{ - A4A2, (A1A5)T == Ag‘A{ - A5A2
(A3A4)T - AZA? - A4A3, (A3A5)T - A?Ag - A5A3

nije potrebno pokazivati pripadnost A za sve indekse.
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1z

A4 = Ip41 ®[n & (Jn - In)
== p+1®[n®Jn_[p+l®In®In
- p+1®jn®Jn_A07

dobije se, na primjer,
AAy = Ay (L @ I, @ J,) — Ay = g (A, + Ay) — Ay € A,
pa je i
AgAy = (A, AT = g (A, + Ay)" — AT
:g(A2+A1)—A2 €A,
Direktinim uvrsavanjem dobije se
AAs=n—1D) 111 @ (J,— L)@ J ] =(n—1)A; € A

A4A4 = Ip+1 X In X ((n - 2>Jn + ]n)
=n—-2A4+n-1)A A

A5A5 = Ipt1 ® [n ® (n(n — 2)Jn + n[n)
=n(n—2)A;+n(n—1)A4 € A

Iz ovoga slijedi
AsAy = ATAT = (A4A)" = (n—1D)A5)" = (n—1DAT = (n— 1) 45 € A.

]
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