Asocijacijske sheme
Zadatak 3.4

Primjer 3.3 (Paleyevi grafovi). Neka je ¢ = 1 (mod 4) potencija prostog broja.
Za skup vrhova uzmemo elemente konacénog polja F,. Vrhovi x i y su susjedni ako
je x —y kvadrat u F,\{0}. Tako dobijemo jako regularan graf s parametrima
1 1 1

SRG |q,=(qg—1),-(¢g—5),-(¢g—1) ).

(436~ 30- )30~ D)
Zadatak 3.4. Dokazite da konstrukcija iz primjera 3.3 zaista daje jako regularne
grafove.
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Rjesenje.
1. dio: Pokazati da je relacija susjedstva x ~y < z —y € (IFZ)2 simetri¢na.

Dokaz.

Kako je z — y = —1(y — ), dovoljno je pokazati da je —1 € (FZ)Q. Bududéi da je
g =1 (mod 4), slijedi da 4|¢q — 1.

Oznacdimo sa a primitivni element ciklicke grupe FZ.
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Tada vrijedi da je ¢ — 1 najmanji prirodan broj takav da je a?~! = 1, $to moZemo
. . 1 a1 g-1
zapisati kao a7 — 1 = (a 7 — 1) (a 7 4 1) =0.

_ _ N2
Kako je (aqu> # 1, slijedi da je o't = (aqT1> =-1.
Iz toga slijedi da je a’T kvadratni korijen od —1, tj. daje —1 € (]FZ)Q.

Dakle, relacija ~ je simetri¢na.
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2. dio: Pokazati da je Paleyev graf jako regularan s paramterima

SRG (q, %(q -1), i(q =5), i(q - 1))-
Dokaz.
k= 1(q —1).

2
Buduéi da je a primitivni element (generator multiplikativne grupe) [y, vrijedi da
su parne potencije od a kvadrati, a neparne su nekvadrati. Kako je broj vrhova

grafa jednak ¢, onda je svaki vrh susjedan s ukupno 4—

vrhova.
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A= }l(q—5).

Za vrhove z i y treba odrediti kardinalitet skupa {z |z — z, 2 —y € (F})* }. Ako
promotrimo skup {z | (z — 2)(z — y) € (IFZ)2 }, uz oznake X = N(z) i
Y=N(y), tadaje Z=(XNY)U(X°NY*).

Za skup Z vrijedi:
1Z] = [(XNY)u(X“NY")|
=[XNY[+[|X°NY*“

=|XNY|+q¢—-|XUY]|
=|XNY|—|X|-|Y|+|XNY]

1
:2|XﬁY|+q—2~qT
—2IXNY|+1. (1)
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-3
q—, ako = ~ vy,
z,
q2 , ako x AL y.

Cilj je pokazati da je |Z| =

Tada, buduéidaje [ X NY|=Xakojex ~ytedaje | X NY|=p akojex £y,
lako dolazimo do trazenog rezultata za parametre A i pu. Dakle, razlikujemo dva
sluéaja.

*\ 2
Definiriamo funkciju x(x) = { 1, ako z € (Fp)”,

-1, akoz ¢ (IE‘;)Q.

Napomena. Funkciju x nazivamo kvadratni karakter modulo gq.
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Prvi sluéaj; x ~y, z,y € Z.
2= Y S0xE--2) =045 3 xla-2)y-2). @)
z¢{xy} z¢{xy}

Napomena. Ovdje se koristi rezultat da je umnoZak dvaju nekvadrata kvadrat u
konacnom polju F}.

Sumu mozemo zapisati u obliku

5 X(x—z>’

iy VT F

1
koriste¢i pritom da za z # y vrijedi x(y — 2) = x ( )
y—z

je kvadrat.

Napomena. y — z je kvadrat <—
y—z
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Dakle,
T—z r—y
Yo xl@-2y-2)= Y X(y_z> = > X<1+ y_z>-
¢ {z.y} 2¢{z.y} ¢ {x.y}

Ozna&imo sa w := —— = Tada jez=y— Lq”{ Ako je z ¢ {x,y}, onda je
y—z w—

T—y
1+ — 1}.
+y_z¢{0, }

(Ako z # z, onda je x_y#—li:r;éy, pajez:Z#O).

Bududi da su toc¢no pola nenul elemenata kvadrati i da iz sume izostavljamo 1,

dobivamo
S x(w) = -1 3)
wg{0,1}
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Uvrstavanjem (3) u (2) dobivamo traZeni rezultat u sluéaju kada je x ~ y :

-2 1 q—3
Zl=—4+=-(-1)= —.
7)== 5 (=L

Na kraju, izjednacavanjem posljednje jednakosti sa (1) dobivamo glavnu tvrdnju:
q23 —2XNY|+1
q—3
—— =2\+1
5 +
q—>5
A= —.
4

Valentino Markovié¢
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i) op= E

4

Drugi slucaj; £y, {z,y} € Z

Sli¢no kao u prvom dijelu, koristeci (3) zapisemo |Z| u obliku
Z| =2+ Z
2¢{=, y}

1 1
:2~|—§-(q—2)—|——

1+x (z—2)(y

—2)))

z¢{zy}
-2 1
= - —_ . _1
q+ 5 +2( )
_q+1

2

Y xll@—2)y—2)
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Izjednaavanjem posljednje jednakosti sa (1) dobivamo glavnu tvrdnju:

a+1

5 =2|XNY|+1
q—3
T —ou+1

2 ot

_gq-1
b=



