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Zadatak 2.34. Odredite svojstvene vrijednosti permutacijske matrice.

Rješenje. Neka je σ proizvoljna permutacija skupa n elemenata i P = [pij] odgovarajuća
n × n permutacijska matrica, tj. vrijedi

pij =

1, ako je σ(i) = j

0, inače
.

Prikažimo permutaciju σ kao produkt disjunktnih ciklusa, σ = c1c2 · · · ck, 1 ≤ k ≤ n, pri
čemu je ciklus ci duljine di, i = 1, 2, . . . k. Disjunktni ciklusi komutiraju pa je svejedno
kojim redom su zapisani u produktu.

Neka je Pi permutacijska matrica ciklusa ci. Svojstvene vrijednosti matrice Pi rješenja su
jednadžbe

det(Pi − λI) = 0,

gdje I označava di × di jediničnu matricu. Prethodna jednadžba svodi se na jednadžbu
λdi = 1, čija su rješenja di-ti korijeni jedinice.

Označimo s Ei skup svojstvenih vrijednosti matrice Pi, i = 1, . . . , k.

Neka je (e11, . . . , e1d1) baza za ciklus c1, (e21, . . . , e2d2) baza za ciklus c2, . . . , (ek1, . . . , ekdk
)

baza za ciklus ck. Prikaz permutacijske matrice permutacije σ u bazi

(e11, . . . , e1d1 , e21, . . . , e2d2 , . . . , ek1, . . . , ekdk
)

je blok-dijagonalna matrica s blokovima koji odgovaraju ciklusima, tj.

P =


P1 0

. . .
0 Pk

 .

Iz ovog prikaza vidljivo je da su svojstvene vrijednosti matrice P upravo svojstvene vri-
jednosti matrica Pi.

Dakle, skup svojstvenih vrijednosti matrice P jednak je

k⋃
i=1

Ei.
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