Asocijacijske sheme

V. Krcadinac, 2023./24., 60 sati.

Pojam asocijacijske sheme definirali su statisticari u 1950-im godina-
ma [3,4]. Do ekvivalentnog pojma pod nazivom “koherentne konfiguracije”
dovela su istrazivanja permutacijskih grupa i s njima povezanih algebri u
1970-im [9,10]. Neovisno i otprilike u isto vrijeme, sovjetski matematicari
dosli su do ekvivalentnog pojma “celularnog prstena” [7,11] potaknuti pro-
blemima iz teorije grafova. Asocijacijske sheme postale su jedan od sredisnjih
pojmova algebarske kombinatorike objavom disertacije Philippe Delsartea
1973. godine [6], u kojoj ih je povezao s teorijom kodova i teorijom dizajna.

Cilj ovog kolegija je dati pregled najvaznijih rezultata o asocijacijskim
shemama i njihovim primjenama u raznim podruc¢jima matematike. Osnovna
literatura bit ¢e nedavno objavljena knjiga [1], uz klasi¢ne knjige [2,5,8] koje
imaju stotine citata u istrazivackoj literaturi. Polaganje ispita predvida se
kroz individualne projektne zadatke koji se mogu izloziti usmeno na znanst-
venom seminaru ili u obliku pisanog rada.
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Association schemes

V. Kréadinac, 2023/24, 60 hours.

The concept of association schemes was defined by statisticians in the
1950s [3,4]. Research of permutation groups and related algebras in the
1970s [9,10] lead to the equivalent concept of “coherent configurations”. In-
dependently and at about the same time, Soviet mathematicians studied
“cellular rings” [7,11], another equivalent concept motivated by problems
from graph theory. Association schemes became one of the central concepts
of algebraic combinatorics with the publication of Philippe Delsarte’s the-
sis in 1973 [6], in which he established connections with coding theory and
design theory.

The goal of this course is to give an overview of the most important
results about association schemes and their applications in various parts of
mathematics. The main text will be the recently published book [1], along
with classic books [2,5,8] which have hundreds of citations in the research
literature. The exam will be based on individual project assignments to be
presented as scientific seminars or as written essays.
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1 Definicija i primjeri asocijacijskih shema

Definicija 1.1. Asocijacijska shema s d klasa sastoji se od grafova Gy, . .., Gy
sa zajednickim n-clanim skupom vrhova X takvih da vrijedi:

1. Gq je graf koji sadrzi sve petlje © nema drugih bridova,
2. Gy,...,Gy ¢ine particiju potpunog grafa K,,

3. za svaki brid {x,y} u Gy, broj vrhova z takvih da je {z,z} brid u G;,
a {z,y} brid u G; ovisi samo o indeksima i, j, k. Oznacavamo ga pfj
1 zovemo presjeCnim brojem sheme.

Za vrhove x, y takve da je {z,y} brid u G; kaZemo da su i-asocirani. Broj
vrhova n zovemo redom asocijacijske sheme.

Propozicija 1.2. Grafouvi koji ¢ine asocijacijsku shemu su regularni: G; je
stupnja n; = p%. Pritom vrijedi Z?:o n; = n.

Dokaz. Dokazujemo da je u grafu G; svaki vrh z stupnja n;. Petlja {z, z} je
brid u grafu Gg, pa po 3. svojstvu iz definicije imamo to¢no pY; vrhova z
takvih da je {x, z} brid u G;. To su susjedni vrhovi od z u G;, dakle z je
stupnja n; = pl;. Ako fiksiramo vrh xg, svaki vrth # € X susjedan je s ¢ u
jednom od grafova G;. Vrh xy ima n; susjeda u Gj;, pa je Z?:o n; = | X| =
n. 0

Zadatak 1.3. Neka je 0 Kroneckerov simbol. PokaZite da presjecni brojevi
asocijaciske sheme zadovoljavaju:

(a) pf; = ph; (komutativnost),
(b) pf(] = 5ik7
(¢) iy = ni-dij,

(d) Zj:opfj = n.

Primjer 1.4 (Poligoni). Neka je X = 7Z, grupa cijelih brojeva modulo n.
Definiramo da su x iy susjedni v G; ako je x —y = +i, za 1 = 0,1,2,....
Tako dobijemo asocijacijsku shemu s d = |n/2| klasa koju zovemo poligonom
reda n ili n-terokutom.

Dokaz. Uzmimo dva para vrhova x,y € Z, i 2',y" € Z, koji su susjedni u Gy,
tj. v —y = 2’ —y = £k. Zamjenom z i y, odnosno 2z’ i ¥y mozemo postiéi
dajex—y=a —vy =k, iz cegaslijedi 2/ —x =9 —y =: a € Z,. Zelimo



vidjeti da je broj vrhova z € Z, koji zadovoljavaju ¢ — z = +1, 2 —y = £J
jednak broju vrhova 2z’ € Z, koji zadovoljavaju o’ — 2/ = +i, 2/ — ¢y = +j.
Definiramo bijekciju « : Z,, — Z,, a(t) = t + a tako da vrijedi a(z) = 2’ i
a(y) = 3y/. Ta bijekcija preslikava vrhove z u 2’ zato §to je a(s) —a(t) = s—t,
Vs,t € Z,. Stoga broj takvih vrhova z ne ovisi o izboru z i y, nego samo o
indeksima ¢, j, k.

Ozna¢imo s N;(x) skup svih susjeda vrha x u grafu G;. Tada je n; =
| N;(z)| za bilo koji vrh z. Taj broj je jednak broju rjesenja jednadzbe z—y =
+i (za dane z i i), a njezina rjeSenja su y; = = + 4, yo = x — ¢. Vidimo da
jeng =1iny = ... = ng = 2. Ako uzmemo bilo koja dva vrha x i y
koji su susjedni u Gy, onda je presjecni broj sheme pf; = |N;(x) N N;(y)].
Buduéi da su stupnjevi n; = |N;(x)| € {1, 2}, presjecni brojevi zadovoljavaju
pfj € {0,1,2}. Mozete li precizirati pod kojim uvjetom je pfj = 0, odnosno
pfj = 1, odnosno pfj =27 O

Primjer 1.5 (Johnsonovaﬂ shema). Neka su v id prirodni brojevi takvi da je
2d < wv. Za skup vrhova uzmimo sve d-clane podskupove od V = {1,... v}.
Vrhovi X, Y C V su susjedni u grafu G; ako je | XNY | = d—i. Tako dobijemo
Johnsonovu asocijacijsku shemu J(v,d) s d klasa, reda n = (2) Grafove G;
iz ove sheme oznacavamo J(v,d,1) i zovemo Johnsonovim grafovima.

Dokaz. Uzmimo bilo koja dva d-podskupa X,Y C V koji su susjedni u Gy,
tj. | X NY| = d— k. Direktnim prebrojavanjem vidimo da broj d-podskupova
Z CV takvih daje [ X NZ|=d—1i, |ZNY|=d—jneovisio X iY, nego
samo o indeksima 7, j, k. Da bismo dobili takav podskup Z, prvo biramo [
elemenata iz presjeka X NY. Zatim biramo d — i — [ elemenata iz X \ Y i
d—j—1 elemenata iz Y\ X. Na kraju dopunimo Z do d elemenata izborom iz
V\ (X UY). Broj takvih podskupova Z je presjecni broj Johnsonove sheme:

d—k k k v—d—k
ko __
p"ﬂ'—;( z )(d—z’—l)(d—j—l)(iJrj—dJrl)'

Stupanj Johnsonovog grafa G; = J(v,d, 1) je n; = (C.l) (”*.d). O

7 K3

Johnsonova shema vazna je u teoriji kombinatornih dizajna. Dobar uvod
u teoriju dizajna je knjiga [120].

Primjer 1.6 (Hammingovaﬂ shema). Neka je F' skup od q simbola (“slova”).
Skup vrhova X = F¢ sadrzi sve uredene d-torke slova, koje zovemo rije¢ima.
Udaljenost rijeci x = (z1,...,2q4) 1y = (Y1,-.-,Ya) definiramo kao broj

!Selmer M. Johnson (1916.-1996.), americki matematicar.
2Richard W. Hamming (1915.-1998.), americki matematicar.
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razlicitih koordinata: O(x,y) = |{i | x; # y;}|. Funkcija 0 : X x X — R je
takozvana Hammingova metrika. Neka su rijeci x,y € X susjedne u grafu G;
ako su na udaljenosti O(x,y) = i. Tako dobijemo Hammingovu asocijacijsku
shemu H(d,q) s d klasa, reda n = ¢*.

Dokaz. Uzmimo bilo koje dvije rije¢i z,y € X na udaljenosti d(z,y) = k.
Sliéno kao u prethodnom primjeru, direktnim prebrojavanjem vidimo da broj
rijeci z takvih da je d(z,z) =i, d(z,y) = j ovisi samo o indeksima i, j, k.
Rijeci x i y razlikuju se na k koordinata, a podudaraju na d — k koordinata.
Prvo biramo [ od tih d — k koordinata na kojima se rije¢ z razlikuje od x
1y. Zatim od k koordinata na kojima se x i y razlikuju biramo k£ — 7 4 [ na
kojima se z podudara s = te kK — j 4+ na kojima se z podudara s y. Preostale
koordinate izaberemo tako da se z razlikuje od x i od y:

B=E (e (L)t

1>0
Stupanj grafa G; u Hammingovoj shemi H(d, q) je n; = (f) (g — 1) O

Hammingova shema vazna je u teoriji kodova za ispravljanje pogresaka.
Dobar uvod u teoriju kodiranja je knjiga [62]. Iduc¢a dva primjera su g-analo-
goni Johnsonove i Hammingove sheme, tj. analogoni nad kona¢nim poljem [F,.
Neka je V' vektorski prostor dimenzije n nad IF,. Prebrojimo koliko V' ima k-
dimenzionalnih potprostora X. Iz V' mozemo izabrati k linearno nezavisnih
vektora na

(@ =" ="~ ) (" —d")
nacina: prvo biramo bilo koji vektor osim nulvektora, zatim vektor koji nije
razapet prvim izabranim vektorom, zatim vektor koji nije razapet s prva dva
izabrana vektora itd. Isti potprostor X dobivamo od bilo koje njegove baze,
a broj baza je

@ =" =) =) (" — ).

Broj potprostora dobijemo dijeljenjem ova dva produkta:

[n] (¢"=1)---(" =g _ (@ =D =1 (" 1)

Ko (=1 (=) ("1 T 1) (¢ 1)

To je takozvani Gaussov ili g-binomni koeficijent. Chris Godsil u skripti [56]
koristi zgodnu notaciju kojom g-binomne koeficijente mozemo zapisati ana-
logno kao obi¢ne binomne koeficijente. Neka je

:qn_lzqn_l

— +q" . +g+1

[,



suma kona¢nog geometrijskog reda, a [n],! = [n],-[n—1],- - [1];- U nastavku
¢emo podrazumijevati parametar ¢ i pisati samo [n] i [n]!. Tada Gaussov
koeficijent mozemo zapisati kao

n n|!
] =

Primjer 1.7 (Grassmannoval|shema). Vihove ¢ine svi d-dimenzionalni pot-
prostort v-dimenzionalnog vektorskog prostora V' nad poljem F,. Vrhovi X
i'Y sui-asocirani ako je dim(X NY) = d —i. Tako dobijemo Grassmannovu

shemu J,(v,d) redan =[] s d klasa.

Dokaz. Odredimo stupanj n; grafa GG; Grassmannove sheme. Zadan je d-
dimenzionalni potprostor X < V. Prebrojavamo koliko ima d-dimenzionalnih
potprostora Y < V' takvih da je dim(X NY) = d — i. Prvo biramo d — ¢
linearno nezavisnih vektora iz X, a zatim i linearno nezavisnih vektora iz

VA X:

(qd — 1)(qd _ q) - <qd _ qd7i71> . (qv _ qd)<qv _ qd+1) . <qv . qd+z’71).

Produkt treba podijeliti s brojem baza potprostora Y kojima prvih d — ¢
vektora pripada presjeku X NY:

(@ =1 =) (@ =g (g g = g (g =g,

Sredivanjem dobijemo formulu n; = ¢*° [ﬂ [”;d}. Pokusajte izvesti formulu

za presjecne brojeve pf! O

Neka su V i V' vektorski prostori nad poljem F. Bilinearna forma je
funkcija f : V x V' — F koja je linearna u prvoj i u drugoj koordinati. Ako
je {e1,....en} baza od V, a {e},...,e ,} baza od V', bilinearnu formu f
mozemo identificirati s matricom A = [a;;] € My (F), ai; = f(ei, €}). Na
prostoru bilinearnih formi ili matrica definiramo metriku

d(A, B) = tk(A — B),

pri ¢emu je rk rang matrice. Nejednakost trokuta za metriku 0 slijedi iz
nejednakosti rk(A + B) < rk A 4 rk B, koju dokazujemo iz definicije ranga.

Primjer 1.8 (Shema bilinearnih formi). Vrhovi su m x m' matrice nad
konacnim poljem: X = My (F,). Matrice A i B su i-asocirane ako je
rk(A—B) = i. Dobijemo asocijacijsku shemu redan = ¢™™ sd = min{m,m'}
Kklasa.

3Hermann Giinther Grassmann (1809.-1877.), njemacki matematicar, fizicar i lingvist.
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Dokaz. Pretpostavimo da je m < m/'. Stupanj n; grafa G; dobijemo tako da
uzmemo matricu A i prebrojimo koliko ima matrica B takvih da je rk(A —
B) =i. Odgovor je isti kao da prebrojavamo matrice C' € M, (F,) ranga 1.
Takvu matricu mozemo identificirati s linearnim operatorom C' : IFZ”/ — F
kojem je slika potprostor od F* dimenzije ¢. Prvo izaberemo sliku Im €' < F?
na [T] nacina, zatim zadamo djelovanje od C'. To je isto kao da biramo i x m’
matricu punog ranga i, tj. njezine retke (i linearno nezavisnih vektora iz IFT'):

]

—_

/ /

w= 1] =0 -0 -0 =[]

m'
; (™" —¢).
0

1=
Pokusajte izvesti formulu za presjecne brojeve pfj! m

Asocijacijsku shemu bilinearnih formi proucavao je Philippe Delsarte u
¢lanku [41]. Formulu za stupnjeve grafova G; zapisao je na nesto drugaciji
nacin [41, formula (2.9) na str. 229]:

T (@ = )™ — )

qi_ql

1=0
1.1 Jako regularni grafovi
Jako regularne grafove uveo je R. C. Bosd]|u élanku [13].

Definicija 1.9. Neka je G jednostavan graf koji mije potpun niti prazan.
Kazemo da je G jako regularan s parametrima SRG(n,k, A\, u) ako vrijedi:

1. G je reqularan stupnja k,
2. svaka dva susjedna vrha imaju A zajednickih susjeda,
3. svaka dva nesusjedna vrha tmaju p zajednickih susjeda.
U oznakama iz primjera za svaka dva vrha x i y takvog grafa vrijedi

%, ako jexr =y,
IN@)NN(y)|={ A akojex~y,
w, ako je x oL y.

4Raj Chandra Bose (1901.-1987.), indijsko-americki matematicar i statisticar.



Slika 1: Topovski graf za m = 4.

Primjer 1.10 (Topovski grafovi). Neka je m € N. Za skup vrhova uzmemo
X ={1,....m}* = {(i,5) | 1,5 € {1,....,m}}. Vrhovi (i,7) i (V',7') su
susjedni ako je 1 =" ili j = j' (ali ne oboje). Tako dobijemo jako reqularan
graf s parametrima n = m?, B = 2m —2, X\ = m — 2 i u = 2 koji se
na engleskom zove rook graph, lattice graph ili grid graph. Zwvat éemo ga
m x m topovskim grafom; za m = 4 prikazan je na slici[l]

Propozicija 1.11. Ako je G jako reqularan s parametrima SRG(n,k, \, i1),
onda je njegov komplement G¢ jako regularan s parametrima

SRG(n,n—1—%k,n—2k +p—2,n—2k+\).

Dokaz. Komplementarni graf ima isti skup vrhova, a dva vrha su susjedni
u G¢ ako i samo ako nisu susjedni u G. Ocito je G° regularan stupnja
% =n—1—*. Dva nesusjedna vrha u G imaju x zajednickih susjeda, a uz to
svaki ima joS ® — p susjeda. Znaci da oba nisu susjednis n—2—2(k —p)—p =
n—2k + p—2 vrhova u G, §to je parametar A komplementa. Sli¢no dolazimo
do parametra g =n — 2k + \. m

Na primjer, komplement m x m topovskog grafa ima parametre SRG(m?,
(m —1)% (m —2)%,m? — 3m + 2).

Teorem 1.12. Asocijacijska shema s dvije klase ekvivalentna je s parom
medusobno komplementarnih jako reqularnih grafova.
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Dokaz. Ako grafovi Gy, Gy, G5 ¢ine asocijacijsku shemu, onda su Gy i Go
medusobno komplementarni zbog svojstva 2. iz definicije 1.1} Znamo da
su G; i G regularni stupnja &, = p{; i &y = pYy. Vrhovi z i y su susjedni
u (g7 ako su 1-asocirani, a nisu susjedni u Gy ako su 2-asocirani. Broj njihovih
zajednickih susjeda u G u prvom slucaju je \; = pl;, a u drugom slucaju
w1 = p?,. Naistinacin vidimo da je G4 jako regularan s parametrima \y = p3,
i pip = phy

Obrnuto, pretpostavimo da su G; medusobno komplementarni S RG(n, &;,
i, i) za i = 1,2. Tada Gy, Gy, Gy zadovoljavaju svojstva 1. i 2. iz defini-
cije , a za svojstvo 3. ve¢ znamo presjecne brojeve oblika pf. Treba pro-
vieriti “mjesovite” presjecne brojeve p,. Ocito je p{, = 0, a za pl, uzmemo
vrhove z i y koji su sudjedni u GG i prebrojavamo vrhove z koji su susjedni
s x, a nisu susjedni s y (u G7). Dobijemo pj, = k1 — A; — 1, a na isti nacin
slijedi p?, = ko — Ay — 1. S pomocu propozicije sve presjecne brojeve
mozemo izraziti preko n, Ri, Ay 1 . m

Parametri jako regularnog grafa nisu nezavisni:

Propozicija 1.13. Ako postoji jako reqularan graf s parametrima SRG(n, &,
A\ 1), onda vriedi R(k —A—1)=(n—k —1)u.

Dokaz. Fiksiramo vrh z i na dva nacina prebrojimo parove vrhova

{(z,y) e X? |z ~y, ©~z ytz)
0

Poznati su i drugi nuzni uvjeti na parametre jako regularnog grafa. Pita-
nje o egzistenciji jako regularnih grafova s parametrima koji zadovoljavaju
nuzne uvjete je netrivijalno. Andries Brouwer odrzava web stranicu [19] s naj-
novijim rezultatima o egzistenciji i enumeraciji, a nedavno je objavljena mo-
nografija [21] o jako regularnim grafovima. U ¢lanku [39] matematicari iz Ri-
jeke konstruirali su jako regularne grafove s parametrima SRG(216, 40,4, 8),
SRG(540,187,58,68) i SRG (540,224, 88,96) i time eliminirali tri upitnika iz
Brouwerove tablice [19]. O broju neizomorfnih jako regularnih grafova Peter
Cameron [28] je napisao

“Strongly regular graphs lie on the cusp between highly structu-
red and unstructured. For example, there is a unique strongly
regular graph with parameters (36, 10,4, 2), but there are 32548
non-isomorphic graphs with parameters (36, 15,6,6). (The first
assertion is a special case of a theorem of Shrikhande, while the
second is the result of a computer search by McKay and Spence.)”
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Slika 2: Shrikhandeov graf SRG(16,6,2,2) (preuzeto s [134]).

Drugi spomenuti rezultat objavljen je u [L00], a Shrikhandeov{’|teorem u [I15]:

Teorem 1.14. Zam = 2,3 i m > 5, svaki jako reqularan graf s parametrima
SRG(m?, 2m — 2,m — 2,2) izomorfan je topovskom grafu iz primjera .
Za m = 4 postoji jos jedan takav graf prikazan na slici[3

Graf na slici [2| zovemo Shrikhandeovim grafom.

1.2 Distancijsko regularni grafovi

Neka je G graf sa skupom vrhova X. Put u G je niz medusobno razlic¢itih
vrhova (xg, 1, ...,x)) takav da je x;_1 ~ x; za svaki ¢ = 1,..., k. Duljina
puta je njegov broj bridova k (a ne broj vrhova k + 1). Udaljenost vrhova
J(z,y) je duljina najkraceg puta od = do y. Ako nema takvih putova, stav-
ljamo J(z,y) = oo. Graf u kojem postoji put izmedu svaka dva vrha zovemo
povezanim. Funkcija 0 je metrika na skupu vrhova povezanog grafa.

Zadatak 1.15. Provjerite nejednakost trokuta za Hammingovu metriku iz
primjera “rang metriku” iz primjera i upravo definiranu metriku na
vrhovima povezanog grafa.

®Sharadchandra Shankar Shrikhande (1917.-2020.), indijski matematicar.



Najveéu moguéu udaljenost vrhova O(x,y) zovemo dijametrom grafa.
Jako regularni grafovi su povezani ako je g > 0 i u tom sluc¢aju imaju dija-
metar 2. U teoremu vidjeli smo da od jako regularnog grafa dobivamo
asocijacijsku shemu s dvije klase, a sada to zelimo generalizirati na grafove
dijametra d. Ako je x vrh, oznac¢imo s

Ni(z) ={y € X [ 0(x,y) = 1}
skup svih vrhova na udaljenosti . Tako dobijemo particiju skupa vrhova
X = No(x) UNy(z)U--- U Ny(x)
u kojoj je No(z) = {x}, a N1(z) = N(x) je skup susjeda od z.

Definicija 1.16. Neka je G povezan graf dijametra d. KaZemo da je G
distancijsko regularan graf (DRG) ako broj |N;(z) N N;(y)| ovisi samo o
indeksima i, j te o udaljenosti O(z,y), a ne o izboru vrhova z,y € X.

Teorem 1.17. Neka je G distancijsko reqularan graf dijametra d. Ako za
vrhove x,y € X definiramo da su i-asocirani kad je O(x,y) = i, dobivamo
asocijacijsku shemu s d klasa.

Dokaz. Od grafa G definirali smo grafove Gy, Gy, ..., Gy s istim skupom vr-
hova; vrhovi z i y su susjedni u G; ako je d(z,y) = i. Graf Gy sadrzi petlje,
a grafovi Gy, ..., Gy particioniraju bridove potpunog grafa jer su svaka dva
vrha na nekoj udaljenosti iz {1,...,d}. Pritom je G; = G. Za J(z,y) = k,
skup svih vrhova z takvih da su z, z susjedni u G;, a z,y susjedni u G, je
upravo N;(z) N N;(y). Stoga su presjecni brojevi ove asocijacijske sheme
Pl = |Ni(z) N Nj(y)|- O

U knjizi [20] definicija distancijsko regularnog grafa je slabija od defini-
cije [I.16}

Definicija 1.18. Povezan graf G je distancijsko regularan ako je requla-
ran stupnja k i za svaka dva vrha na udaljenosti O(x,y) = i brojevi b; =
|Nit1(z) N Ny(y)| @ ¢; = |Ni—1(x) N Ni(y)| su konstantni.

Skup Ni(y) sadrzi susjedne vrhove z ~ y. Ako je d(x,y) = 7, udaljenost
J(z, z) je element skupa {i — 1,4,7 + 1}. Zato je broj a; = |N;(z) N Ny(y)|
takoder konstantan i vrijedi a; + b; + ¢; = %. Brojeve a;, b;, ¢; zovemo
presjecnim brojevima distancijsko regularnog grafa. Veza s ranije definiranim
presjecnim brojevima pf; = |N;(z) N N;(y)| (za d(z,y) = k) je

i i i
ai = py, bi= Piv11: G = Pi—11-
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Jos neka svojstva presjecnih brojeva sabrana su u sljede¢em teoremu.

Teorem 1.19.

(a) Brojevi k; = |N;(x)| ne ovise o izboru vrha x i vrijedi ko = 1, k1 = R,
fa’/l‘+1 = fi‘/ibi/ci+1, za 1 = O, . ,d— 1.

(b) Ukupan broj vrhova grafa jen =1+ Ry + ...+ kyq.
(c) 1=c <c <+ <.

(d) fo=by> by > > by .

(e) co=1bg=0.

(f) Ako je i+ j <d, onda je ¢; < ;.

Pokazuje se da je slabija definicija distancijsko regularnog grafa[I.18|ekvi-
valentna jacoj definiciji Dake, ako su brojevi pf;, = |N;(x) N N;(y)|,
k = O0(x,y) konstantni za j = 1, i = k £+ 1, onda su konstantni za sve izbore
1, 7, k. U iduéem teoremu vidimo kako pfj mozemo izracunati iz a;, b;, ¢;.

Teorem 1.20. Viijedi p; = djk, Py = Ok 1

ck, 2aj=Fk—1,
k) ax, zaj =k,
Pii=Y b, zaj=k+1,
0, nace.

Uz to vrijedi rekurzija

1

k _ k k k k

Piviy = o (PFj—1bjr +pij(a — @) + pf i — pig bica) -
1+

Dokazi teorema nalaze se u knjizi [20]. Buduéi da brojevi b;, ¢; jed-

nozna¢no odreduju sve ostale parametre, zapisujemo ih u obliku {bg, ..., bg_1; 1, - . .

i zovemo presjecnim nizom distancijsko regularnog grafa.

Propozicija 1.21. Povezan graf je jako reqularan ako i samo ako je dis-
tancijsko regularan dijametra 2. Parametri SRG(n, &, \, u) odgovaraju pre-
sjecénom nizu {k, kR — X\ —1;1, u}.

Dokaz. Po teoremu[1.17] od distancijsko regularnog grafa G' dijametra d = 2
dobivamo asocijacijsku shemu s dvije klase. Po teoremu [I.12] grafovi Gy
i G5 od kojih se ona sastoji su jako regularni i vrijedi G = G;. Dakle, G je
povezan jako regularan graf.

10

7Cd}



Obrnuto, neka je G povezan jako regularan graf s parametrima SRG(n, &,
A, 1). Dijametar od G je d = 2 jer vrhovi koji nisu susjedni imaju g > 0
zajednickih susjeda, pa su na udaljenosti 2. Presje¢ni broj by je |Ny(z) N
Ni(x)| = ®, a by je |[No(z) N Ni(y)| za susjedne vrhove x ~ y. To je broj
vrhova z koji su susjedni s y i nisu susjedni s x i mozemo ga izraziti kao
& — A — 1. Sli¢no vidimo da su presjecni brojevi ¢; = 11 ¢3 = p. O]

Za asocijacijsku shemu koja nastaje od distancijsko regularnog grafa G
kao u teoremu kazemo da je metricka obzirom na (G. Opcenito, kad je
broj klasa d > 2, asocijacijska shema ne mora biti metricka obzirom na niti
jedan od svojih grafova. Najmanji primjer je asocijacijska shema reda 4 s tri
klase prikazana na slici 3] Ona nije metricka jer su grafovi od kojih se sas-
toji nepovezani. Postoje primjeri asocijacijskih shema koje sadrze povezane
grafove (Cak mogu biti distancijsko regularni!), ali nisu metricke obzirom na
njih. S druge strane, neki od “distancijskih grafova” G; definiranih od DRG-a
kao u teoremu mogu biti nepovezani (za i > 1).

('Y 'Y

(%) 'Y

Slika 3: Asocijacijska shema koja nije metricka.

Zadatak 1.22. Ako asocijacijska shema s d klasa sadrzi povezan graf dija-
metra d, onda je metricka obzirom na taj graf.

Teorem 1.23. Asocijacijska shema je metricka obzirom na prvi graf Gy ako
1 samo ako njezini presjecni brojevi zadovoljavaju sljedeéa dva uvjeta:

1. ako je k =1+ 7, Ondajepfj#o,

2. akrojepfj;éO, onda je |i —j| < k <i+j.
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Dokaz. Sloane [117] kaze da je u Delsarteu [40], ali nisam nasao na prvi
pogled. Vjerojatno ima u [20]. O

Svi primjeri asocijacijskih shema koje smo do sada susreli su metricki ob-
zirom na (. Poligon (primjer nastaje od distancijsko regularnog grafa
koji se sastoji od jednog ciklusa duljine n, prikazanog na slici 4] Presjecni
niz poligona je {2,1,...,1;1,...,1,¢4} pri ¢emu je ¢y = 2 za parni nicy = 1
za neparni n.

Slika 4: Poligon reda n = 11.

Johnsonov graf Gy = J(v,d, 1) je distancijsko regularan i generira John-
sonovu shemu (primjer . Naime, za dva d-clana podskupa X, Y C V

vrijedi [X NY| = d — k ako i samo ako najkraéi niz medusobno razlicitih
d-podskupova X = X, X3,...,X; = Y takav da je | X;_ 1 N X;| = d — 1,
Vi = 1,...,0 ima duljinu [ = k. Jasno je da mozemo napraviti takav niz

duljine k: skupovi X \ Y 1 Y \ X oba sadrze k elemenata, pa izbacujemo
jedan po jedan elemente iz X \ Y i dodajemo elemente iz Y\ X. Ako postoji
takav niz duljine k, onda presjek X NY sadrzi bar d — k elemenata. U
svakom koraku izbacujemo jedan element i dodajemo neki drugi element, pa
ne mozemo promijeniti vise od k elemenata presjeka. Ako nikada ne vracamo
prethodno izbaceni element, niti izbacujemo element kojeg smo prethodno
dodali (tj. nas niz je najkra¢i moguéi), onda je | X NY|=d — k.

U grafu G; Hammingove sheme (primjer rijeci x i y su susjedne ako
se razlikuju na jednoj koordinati. Primijetimo da se Hammingova metrika
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podudara s metrikom definiranom s pomoc¢u susjedstva u tom grafu. Zato je
Hammingova shema H (d, ¢) metricka obzirom na G;. Argumentacija je sli¢na
za Grassmannovu shemu (primjer|1.7)) i shemu bilinearnih formi (primjer|L.8)).

Zadatak 1.24. Napisite presjecni niz Johnsonovog grafa J(v,d,1) i prvog
grafa Hammingove sheme H(d, q).

Slika 5: Hiperkocka dimenzije d = 4 (preuzeto s [130]).

Prvi graf binarne Hammingove sheme H(d,2) podudara se s grafom vr-
hova i bridova d-dimenzionalne hiperkocke (slika [5)). “Mreze” nekih dru-
gih pravilnih politopa takoder su distancijsko regularni grafovi. Mreza d-
dimenzionalnog simpleksa je potpun graf K;,; i mozemo je interpretirati
kao Johnsonov graf J(d + 1,1,1). Dual hiperkocke je d-dimenzionalni ana-
logon oktaedra (ortopleks ili “cross-polytope”) i takoder daje DRG. Drugi
pravilni konveksni politopi postoje samo u trodimenzionalnom i cetverodi-
menzionalnom prostoru. Zanimljivo je da su mreze ikosaedra i dodekaedra
DRG-ovi, ali od 4-politopa ne dobivamo DRG-ove. To su oktapleks (poli-
top kojem su strane 24 oktaedra), tetrapleks (strane su 600 tetraedara) i
dodekapleks (strane su 120 dodekaedara).

Zadatak 1.25. Napisite presjecne nizove ikosaedra, dodekaedra i d-dimen-
zionalnog ortopleksa.
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Slika 6: Mreze ikosaedra i dodekaedra (preuzeto s [1311 [133]).

Prirodan uvjet iz kojeg slijedi da je graf distancijsko regularan je tako-
zvana distancijska tranzitivnost. Automorfizam grafa G je bijekcija na skupu
njegovih vrhova a : X — X koja ¢uva relaciju susjedstva, tj. takva da vrijedi
x~y <<= ofr) ~ aly), Yr,y € X. Skup svih automorfizama od G je
grupa obzirom na kompoziciju. Zovemo je punom grupom automorfizama
od G i oznacavamo Aut(G).

Definicija 1.26. Za graf G kaZemo da je distancijsko tranzitivan ako za
svaka dva para vrhova x, y i x', y' na istoj udaljenosti (x,y) = O(x',y")
postoji automorfizam o € Aut(G) takav da je a(x) = 2" i aly) =y

Propozicija 1.27. Ako je graf G distancijsko tranzitivan, onda je distancij-
sko regularan.

Dokaz. Za vrhove z,y,z',y’ takve da je d(x,y) = 0(«’,y’) trebamo pokazati
|Ni(x) N N;(y)| = |Ni(2") N N;(y')|. Znamo da postoji o € Aut(G) koji
preslikava a(z) = 2’ i a(y) = y'. Svaki automorfizam ¢uva udaljenost u
grafu, tj. vrijedi 0(a(2), a(2)) = 0(z, '), Vz, 2" € X. Zato vrijedi a(V;(z)) =
Ni(2') i a(N;(y)) = N;(v'), iz cega slijedi a(V;(x) N N;(y)) = Ni(2") N N;(v)-
Vidimo da su presjecni skupovi jednakobrojni. O

Primijetimo da je funkcija a : Z, — Z, koju smo koristili u dokazu
primjera [1.4] automorfizam grafa n-terokuta. Taj graf je distancijsko tran-
zitivan, kao i ostali primjeri DRG-ova koje smo spominjali. Svaka permu-
tacija € S, inducira automorfizam Johnsonovog grafa J(v,d, 1) (djelo-
vanje « na d-podskupovima). Za podskupove XY, X" Y’ C V takve da
je | X NY] = | X' NY’| mozemo naéi permutaciju a € S, koja preslikava
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a(X) = X"iaY) =Y’ ZaHammingovu shemu H(d,q) automorfizmi su
permutacije simbola na pojedinim koordinatama (djelovanje direktnog pro-
dukta d simetri¢nih grupa S, x - - - x S;) 1 permutacije koordinata (djelovanje
simetri¢ne grupe Sy). Zajedno generiraju grupu Sq S, (“wreath product”)
s kojom mozemo preslikati par rijeci u bilo koji drugi par rijeci na istoj
Hammingovoj udaljenosti. Grafovi od kojih dobivamo Grassmanovu shemu i
shemu bilinearnih formi takoder su distancijsko tranzitivni. Najmanji primjer
distancijsko regularnog grafa koji nije distancijsko tranzitivan je Shrikhan-

deov graf (slika [2)).

1.3 Simetricni dizajni

Definicija 1.28. Neka je V = {1,...,v} skup tocaka i @ C (}) familija
* -clanih podskupova od V' koje zovemo blokovima. KaZemo da je @ dizajn s
parametrima (v, k., \) ako za svake dvije tocke postoji tocno A blokova koji ih
sadrze. Dizagn je simetrican ako je broj blokova jednak broju tocaka: || = v.

Dvostrukim prebrojavanjem vidimo da za svaku tocku postoji tocno r =
A-2=% blokova koji je sadrze, a ukupan broj blokova je b = |B| = A- ;:E;;f_ll)). Iz
toga slijedi nuzan uvjet za postojanje simetri¢nih dizajna A(v—1) = & (R —1).

Parametre (v, ®, A) koji zadovoljavaju taj uvjet zovemo dopustivim.

Teorem 1.29. Ako je dizajn s parametrima (v, k,\) simetrican, onda se
svaka dva bloka tog dizajna sijeku u A tocaka. Obrnuto, ako se svaka dva
bloka (v, %, \) dizajna sijeku u konstantnom broju tocaka, onda je taj broj A,
a dizagn je simetrican.

Primjer 1.30. Neka je q potencija prostog broja 1 IF;ZH vektorski prostor
dimenzije d + 1 nad konacnim poljem ;. Kao to¢ake uzmimo sve 1-dimen-
zionalne potprostore, a kao blokove skupove tocaka sadriane u d-dimenzio-
nalnim potprostorima (“hiperravninama”). Tako dobijemo simetricni dizajn
s parametrima v = [dJ{l}q, k= [Cll]q A= [dzl}q.

Simetricni dizajn s parametrom A = 1 zovemo konacnom projektivnom
ravninom. U tom slu¢aju parametri su oblika (n? +n + 1,n + 1,1) za neki
prirodan broj n koji zovemo redom projektivne ravnine. Opéenito, red sime-
tricnog dizajna definiramo kao n = £ — A. Konstrukcija iz primjera za
d = 2 daje projektivnu ravninu reda ¢q. Poznate su mnoge druge konstrukcije
konac¢nih projektivnih ravnina, koje daju primjere neizomorfne ravninama iz
primjera [1.30, ali svi ti primjeri imaju redove koji su prim potencije. Jedno
od najvaznijih otvorenih pitanja o simetricnim dizajnima je

Pitanje 1.31. Postoji li projektivna ravnina reda koji nije prim potencija?
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Poznat je netrivijalan nuzan uvjet za postojanje projektivnih ravnina:

Teorem 1.32 (Bruckﬂ-Ryser[D. Ako postoji projektivna ravnina reda n = 1
ili 2 (mod 4), onda se n mozZe prikazati kao zbroj kvadrata dvaju cijelih bro-
jeva.

Iz teorema slijedi nepostojanje projektivnih ravnina reda n = 6, 14, 22
i svih redova oblika n = 6 (mod 8). Poznato je da ne postoji ravnina reda
n = 10, ali to ne slijedi iz teorema nego je dokazano pomocu racunala [89].
Generalizacija Bruck-Ryserova teorema na simetricne dizajne je sljedeci teo-
rem.

Teorem 1.33 (Bruck-Ryser-Chowldf¥). Neka postoji simetricni (v, %, \) di-
Zan.

1. Ako je v paran, onda je red n = % — X kvadrat cijelog broja.

2. Ako je v meparan, onda jednadiba nz* 4+ (—1)"V2\y? = 22 ima
netrivijalno cjelobrojno rjesenge (x,y, z) # (0,0,0).

Prva tvrdnja poznata je i kao Schﬁtzenbergerovﬂ teorem. Osim projek-
tivnih ravnina, konstruirane su mnoge beskonacne serije simetricnih dizajna
(vidi [67]). Medutim, za svaki ¢vrsti A > 1 poznato je samo konatno mnogo
primjera. Jos jedno otvoreno pitanje o simetri¢nim dizajnima je

Pitanje 1.34. Je li istina da za svaki A > 1 postoji samo konacno mnogo
simetricnih (v, &, \) dizajna?

Profesor Jankom konstruirao je mnoge sporadi¢ne primjere simetri¢nih
dizajna: (70,24,8) [75], (71,21,6) [76], (78,22,6) [77], (105,40,15) [70],
(189,48, 12) [71]. U clancima [72] i [74] konstruirao je beskonaé¢ne serije sime-
tricnih dizajna, a u ¢lanku [73] jako regularne grafove S RG(936, 375, 150, 150)
i SRG(1800, 1029, 588, 588) te eliminirao upitnik iz Brouwerove tablice [19].
Analogna tablica o egzistenciji (v, &, A) dizajna objavljena je u [99]. Knjige [66]
i [90] su monografije posveéene simetri¢nim dizajnima.

Zadatak 1.35. Neka je D simetricni (v, k,\) dizagn. Definiramo bipartitan
graf G kojem su vrhovi tocke i blokovi od &, a susjedni su ako tocka pri-
pada bloku. Dokazite da je G distancijsko reqularan graf dijametra d = 3,

SRichard Hubert Bruck (1914.-1991.), americki matematicar.

"Herbert John Ryser (1923.-1985.), americki matematicar.

8Sarvadaman D. S. Chowla (1907.-1995.), indijsko-americki matematicar.
9Marcel-Paul Schiitzenberger (1920.-1996.), francuski matematicar i doktor medicine.
10Zvonimir Janko (1932.-2022.), hrvatski matematicar.
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odredite mu presjecni niz {bo, b1, be; c1, Ca, 3} @ presjecne brojeve pfj odgova-
rajuce asocijacijske sheme. Dolazi li svaka (metricka) asocijacijska shema s
tim presjecnim brojevima od simetricnog (v, k, \) dizajna?

Od projektivne ravnine reda 2, takozvane FanoveEr] ravnine ili simetri¢nog
(7,3,1) dizajna, dobijemo Heawoodov[l—_?] graf (slika (7).

A D

Slika 7: Fanova ravnina i Heawoodov graf (preuzeto s [132]).

Rjesenje. Presjecni niz je {f,k — 1,k — X\; 1, \, R }. Presjecni brojevi su

10 0 0 0 1 0 0
o |0 & 0 0 Lol 0 R=1 0
Pl =100 o1 0o |0 Pl=l0 a1 0 w_r |
00 0 v—*t 0 0 wv—t 0
0 0 1 0 0 0 0 1
p— |0 A 0 B—A 2|00 £ 0
v 1 0 v—2 0 ’ R 0 % 0 v—t —1
0 & — A\ 0 v—2%+ M\ 1 0 v—t—-1 0

Svaka asocijacijska shema s ovim presje¢nim brojevima je metricka obzirom
na (G; zbog teorema Dakle, G; je DRG dijametra d = 3 s presjec¢nim
nizom {k,k — 1,k — X\;1,\, &}. Definiramo incidencijsku strukturu kojoj

1 Gino Fano (1871.-1952.), talijanski matematicar.
12Percy John Heawood (1861.-1955.), britanski matematicar.
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je Gy incidencijski graf: izaberemo bilo koji vrh x4 i definiramo da su tocke
vrhovi na parnoj udaljenosti od g, a blokovi su vrhovi na neparnoj udalje-
nosti od zy. Incidencija izmedu tocaka i blokova je susjedstvo u grafu G.
Stupnjevi grafova sheme su ng =1, ny =k, no =v—1,ng =v—k pa je
broj tocaka i blokova ng + ny = n; + ng = v. Kroz svaku tocku prolazi %
blokova i na svakom bloku lezi & tocaka zbog n; = %. Kroz svake dvije tocke
prolazi p?;, = X blokova. Dakle, incidencijska struktura je simetri¢ni (v, %, \)
dizajn. O]

1.4 Koherentne konfiguracije

U cjelini vidjeli smo da primjeri asocijacijskih shema koje smo spominjali
dolaze od grafova koji nisu samo distancijsko regularni, nego i distancijsko
tranzitivni. To znac¢i da grupa automorfizama djeluje tranzitivno na svim
parovima vrhova koji su na istoj udaljenosti. Propozicija [1.27]i teorem |1.17]
pokazuju kako iz tog uvjeta slijede definicijska svojstva asocijacijske sheme.
Sada je ideja uzeti bilo koju tranzitivhu permutacijsku grupu G na skupu
vrhova X i proglasiti da su parovi vrhova asocirani ako leze u istoj orbiti pod
djelovanjem grupe GG. Tada su uvjeti iz definicije automatski ispunjeni.

Primjer 1.36 (Schurova™| konstrukcija). Neka je G < Sym(X) grupa per-
mutacija na skupu X koja djeluje tranzitivno, tj. tako da vrijeds

(Vz,y € X)(dg € G) 29 = y.

Neka su Ry, Ry, ..., Rq orbite pri djelovanju grupe G' na skup svih uredenih
parova X x X. MozZemo pretpostaviti da je Ry = {(z,x) | x € X}. Tada
vrijedi UL R; = X x X (disjunktna unija). Nadalje, za svaki izbor indeksa
i,7,k € {0,...,d} postoji broj pfj € Ny takav da je za svaki par (x,y) € Ry
broj vrhova z € X koji zadovoljavaju (x,z) € R; i (z,y) € R; jednak p};.

Djelovanje permutacije g € G zapisujemo zdesna z9, umjesto funkcijski
g(z) kao ranije. Orbitu elementa x € X oznacavamo 2% = {29 | g € G}, a
stabilizator G, = {g € G | 29 = x}. Promatramo inducirano djelovanje na
parovima (z,y)? = (29,y?). Orbite na parovima zovemo orbitalama, a broj
orbitala rangom tranzitivne permutacijske grupe G.

Dokaz. Jasno je da skup svih orbitala Ry, Ry, ..., R4 particionira Kartezijev
kvadrat X x X. Orbitala Ry = (z,2)¢ sadrzi sve parove oblika (y,y) zbog
tranzitivnosti od G. Ako uzmemo bilo koja dva para (x,y), (2/,y') iz iste

13]ssai Schur (1875.-1941.), ruski matematicar koji je radio u Njemackoj.
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orbitale Ry, onda postoji g € G takav da je (2/,y') = (x,y)9. Vrh z zadovo-
ljava (z, z) € R;, (z,y) € R; ako i samo ako 2’ = 29 zadovoljava (2, 2') € R;,
(2',y'") € R;. Zbog bijektivnosti od ¢ broj takvih vrhova je isti za par (z,y)
ipar (/,y). O

Svojstvo koje ne mora biti ispunjeno je simetricnost. Naime, u defini-
ciji [1.1] asocijacijska shema sastoji se od grafova, tj. simetricnih relacija na
skupu vrhova X. Sada imamo relacije R; € X x X koje ne moraju biti
simetri¢ne, tj. moze vrijediti (z,y) € R; i (y,z) & R;.

Primjer 1.37. Neka je G = {(),(1 2 3),(1 3 2)} permutacijska grupa reda
tri na skupu X = {1,2,3}. Schurovom konstrukcijom dobijemo relacije Ry =

{(1)1)7 (2’2)7 (373)}7 Ry = {<1’2>7 (273)7 (371)} i Ry = {(1’3)’ (2v 1)’ (372)}'

Relacije Ry @ Ry nisu simetricne, ali presjecni brojevi su dobro definirani:

1 00 010 0 01
[p?j] =100 1], zlj] =|1100], ZQJ] =010
010 0 01 1 00

Svojstvo koje ipak vrijedi je da za svaku relaciju R; njoj transponirana
relacija R! = {(y,z) | (z,y) € R;} takoder pripada shemi. Naime, ako je
R; = (z,y)¢, onda je R! = (y,x)¢. U primjeru[1.37je R, = Ry i Rt = R.
U skladu s preporukom P. Camerona [30], “opcenitije asocijacijske sheme” u
kojima relacije ne moraju biti simetricne zvat ¢emo koherentnim konfigura-
cijama. U knjizi [4] naziv asocijacijska shema koristi se za opéenitiji pojam.

Definicija 1.38. Koherentna konfiguracija reda n s d klasa sastoji se od
n-clanog skupa vrhova X i relacija Ry, ..., Rqg C X x X takvih da vrijedi:

1. Ry ={(z,x) | x € X} je “dijagonala”,
2. {Ro, ..., Rq} cine particiju od X x X,
3. za svaki indeks i postoji indeks i’ takav da je Rt = Ry,

4. za svaki izbor indeksa i, j, k postoji presjecni broj pfj e Ny takav da je
{z € X | (z,2) € Ry, (2,y) € R;}| = pl; za sve parove (x,y) € Ry.

Ako su relacije simetricne, tj. u 3. svojstvu uvijek vrijedi i = ', koherentnu
konfiguraciju zovemo asocijacijskom shemom. Ako presjecni brojevi zadovo-
ljavaju pfj = p;?i za svaki izbor indeksa, kaZemo da je koherentna konfiguracija
komutativna.

U zadatku [I.3] vidjeli smo da iz simetri¢nosti slijedi komutativnost. Ko-
herentna konfiguracija u primjeru [1.37] nije simetri¢na, ali je komutativna.
Slijedi primjer nekomutativne koherentne konfiguracije.
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Primjer 1.39. Neka je G = ((123)(456),(16)(25)(34)) permutacijska
grupa na skupu X = {1,2,3,4,5,6}. Izomorfna je diedralnoj grupi reda 6.
Relacije su orbitale Ry = (1,1)%, Ry = (1,2)%, ..., Rs = (1,6)%, a presjecni
brojevi su

100000 010000
001000 100000
o 010000 . 001000
Pil=1o 00100l Pl=|loo0oo0001]|
0000T10 000100
00000 1] (0000 10|
00100 0] (00010 0]
010000 000001
.. |1 00000 .. 000010
Pil=10 00010l Pl 100000]"
000001 010000
00010 0] (00100 0]
0000 1 0] 00000 17
000100 0000T10
;000001 s, _|0oo0oo0100
Pl =10 01000 Pl=|010000
100000 001000
01000 0] (10000 0]

Schurova konstrukeija daje asocijacijsku shemu (simetriénu koherentnu
konfiguraciju) ako i samo ako grupa G ima svojstvo

Ve,ye X)(Fg e G) 2 =yiy =x.

Takve permutacijske grupe zovemo obilno tranzitivnim (eng. generously tran-
sitive). Primjeri (poligon), (Johnsonova shema), [1.6] (Hammingova
shema), (Grassmannova shema) i [1.8 (shema bilinearnih formi) svi nas-
taju Schurovom konstrukcijom od obilno tranzitivnih grupa. Poligon reda n
dobijemo od diedralne grupe D,,. To je grupa izometrija euklidske ravnine
koje preslikavaju pravilan n-terokut na samog sebe, restringirana na vrhove.
Ona djeluje obilno tranzitivno jer svaki par vrhova mozemo medusobno pre-
slikati zrcaljenjem, tj. involucijom.
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Zadatak 1.40. DokaZite da red obilno tranzitivne permutacijske grupe mora
biti paran.

Najmanji primjer koherentne konfiguracije koja nije Schurova, tj. ne nas-
taje konstrukcijom je asocijacijska shema sastavljena od Shrikhandeova
grafa (slika [2) i njegova komplementa. Detaljan dokaz dan je u [4, pri-
mjer 2.10 na str. 51-52].

Zadatak 1.41. Definiciju koherentne konfiguracije[1.38 mozemo jos oslabiti
tako da umgesto 1. svojstva zahtijevamo postojanje relacija Ry, ..., Re koje u
uniji daju dijagonalu {(x,z) | x € X}. Takve konfiguracije nastaju Schuro-
vom konstrukcijom od netranzitivnih permutaciyskih grupa. U slucaju e = 0,
kad je dijagonala samo jedna relacija, kaZemo da je koherentna konfiguracija
homogena. DokaZite da iz komutativnosti (pfj = p;‘/’z) slijedi homogenost.

Rjesenje. Pretpostavimo da koherentna konfiguracija nije homogena, tj. pos-
toji relacija Ry koja sadrzi par (a,a) i ne sadrzi par (b,b) za neke a,b € X.
Relacija Ry u uniji s jos nekim relacijama daje dijagonalu {(z,z) | x € X}, pa
ne sadrzi niti jedan par oblika (z,y) za x # y. Postoji relacija Ry koja sadrzi
par (a,b). Buduéi da je a # b, relacija Ry, ne sadrzi niti jedan par oblika (z, x).
Promotrimo presjecne brojeve pf, = |[{z € X | (a,2) € Ry, (2,b) € Ri}| i
pio =z € X | (a,2) € Ry, (2,0) € Ro}|. 1z (a,2) € Ry slijedi z = a, ali
(z,a) = (a,a) & Ry, paje p§, = 0. S druge strane, iz (z,b) € Ry slijedi z = b.
Par (a,b) jest u Ry i vrijedi pf, = 1. Dakle, p}, # pf, pa ova koherentna
konfiguracija nije komutativna. O

Neka je sada G apstraktna grupa reda n (ne nuzno grupa permutacija).
Za elemente g1, 9, € G kazemo da su konjugirani ako postoji h € G takav
da je go = h™ g h. Konjugiranost je relacija ekvivalencije na G, a odgova-
rajuce klase ekvivalencije zovemo klasama konjugacije grupe G. U istoj klasi
konjugacije su elementi koji se mogu preslikati unutrasnjim automorfizmom
grupe G.

Primjer 1.42 (Klase konjugacije grupe). Neka je G grupa reda n, a Cy =
{1}, C4, ..., Cy njezine klase konjugacije. Definiramo relacije R; = {(x,y) €
GxG |y tx € C;}. Tako dobijemo koherentnu konfiguraciju reda n s d klasa
koja je komutativna.

Dokaz. Direktni produkt G x G djeluje na elemente grupe G na sljede¢i nacin:
2@ = g=lxh. Vrijedi 29" = x, Vo € G ako i samo ako je g = h i xg = gz,
Vo € G, tj. g je element iz centra Z(G). Skup N = {(g,9) | g € Z(G)} je
normalna podgrupa od G x G. Kvocijent (G x G)/N mozemo identificirati
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s grupom permutacija na G koja djeluje tranzitivno: za svaki izbor z,y € G
uzmemo (g, h) = (1,27'y) pa vrijedi 29" = y.

Tvrdimo da su relacije R; definirane s pomoc¢u klasa konjugacije upravo
orbitale ove permutacijske grupe. Lako je provjeriti da su relacije invarijantne
na djelovanje G' x G:

(z,)9" € R, < (¢ 'azh, g 'yh) € Ry < h™ 'y 'zh € C,
— yl2eC < (v,9) €R;.

Nadalje, ako su (z1,41) i (22,y2) parovi iz iste relacije R;, tj. y; 'zy i vy "9
elementi iz iste klase konjugacije C;, onda postoji h takav da je h~'y; *z1h =
Yy 'zo. Ako stavimo g = x1hay !, vidimo da vrijedi (21, y1)9" = (22, 12).
Dakle, relacije R; ¢ine koherentnu konfiguraciju jer nastaju Schurovom kons-
trukcijom [1.36] od tranzitivne permutacijske grupe.

Da bismo provjerili komutativnost, uzmimo par (z,y) € Ry i ozna¢imo
a =y tx € Oy Presjeéni broj pfj je broj elemenata z € G takvih da je
(z,2) € Ry, (2,y) € Rj, tj. 27 'z € C;, y~'2 € C;. Prvi uvjet ekvivalentan
je sa z € zC; !, a drugi sa z € yC;. Zato vrijedi Pl = 2C7 N yCy| =
ly(y~12C;'NCy)| = |aC;'NC;|. Koristili smo da za bilo kojo podskup Y C G
i element g € G vrijedi |Y| = |gY|, zbog bijektivnosti pridruzivanja = — gz.
Na isti nacin vidimo da je p¥ = |aC;' N Cy], a to dalje transformiramo
koriste¢i [Y] = [Y ' u ph = [(aC; ' N Cy)7Y = [Cija NG| = [aCja™ N
aC;'|. Bududi da je C; klasa konjugacije, aCja™! = C; i zadnji izraz je
jednak |aC; ' N C;|. Dakle, vrijedi komutativnost pf; = p¥;. O

Asocijacijska shema na slici [3] nastaje od klasa konjugacije Kleinoveﬂ
cetvorne grupe Zs X Zy. Opcenito, relacije definirane klasama konjugacije ne
moraju biti simetricne. Na primjer, koherentna konfiguracija klasa konjuga-
cije ciklicke grupe Z, za n > 3 nije asocijacijska shema.

Zadatak 1.43. Koliko klasa konjugacije ima komutativna grupa reda n?
Koliko ih ima simetricna grupa S, ?

Rjesenje. Elementi komutativne grupe su konjugirani samo ako se poduda-
raju. Klase konjugacije su jednoc¢lane i ima ih n. Permutacije 71,7 € S, su
konjugirane ako i samo ako su istog ciklickog tipa (dokazite!). Ciklicki tip je
multiskup duljina ciklusa u prikazu permutacije kao produkta disjunktinih
ciklusa (ra¢unajudi i cikluse duljine 1, tj. fiksne tocke permutacije). Mozemo
ga identificirati s particijom prirodnog broja n, pa je broj klasa konjugacije
od S, jednak broju particija od n. m

! Christian Felix Klein (1849.-1925.), njemacki matematicar.
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Zadatak 1.44. Pod kojim uvjetom na grupu G njezine klase konjugacije ¢ine
asocijacijsku shemu, tj. simetricnu koherentnu konfiguraciju?

Rjesenje. Simetricnost vrijedi ako i samo ako su klase konjugacije zatvorene
na invertiranje, tj. ako je svaki element grupe konjugiran svojem inverzu.
Takve grupe zovemo ambivalentnim. U grupi Zy X Zs svaki element je jednak
svojem inverzu, kao i u svakoj elementarno Abelovoj 2-grupi, pa su to pri-
mjeri ambivalentnih grupa. Za konacne grupe ambivalentnost je ekvivalentna
uvjetu da svaki karakter grupe nad poljem C poprima realne vrijednosti. [

Multiplikativna grupa konacnog polja F; je ciklicka reda ¢ — 1. Njezini
generatori su primivni elementi polja. Ako je w € Fy primitivni element i
q—1=r-d, onda je H = (w?) podgrupa od [ reda r. Susjedne klase
C;=w"tH,i=1,...,d zovemo klasama ciklotomije konacnog polja.

Primjer 1.45 (Klase ciklotomije kona¢nog polja). Neka je Cy = {0}, a
Ch,...,Cq klase ciklotomije polja F,. Definiramo relacije R; = {(x,y) €
F,xF, | z—y e C;}. Tako dobijemo koherentnu konfiguraciju reda q s d
klasa koja je komutativna.

Dokaz. Pokazimo da i ovaj primjer nastaje Schurovom konstrukcijom od
tranzitivne permutacijske grupe. Neka je G skup svih funkcija s F, na sebe
zadanih formulom 29 = ax+0b,zaa € Hib € F,. To je podgrupa od Sym(F,)
koja djeluje tranzitivno. Lako je provjeriti da su orbitale upravo relacije R;
definirane u primjeru. Za komutativnost pokazemo pf; = |(=Ci+x)N(C;+y)|,
za x —y € C}, 1 iskoristimo da za bilo koji podskup ¥ C F, i element b € F,
vrijedi |Y| =Y + 0] =] =Y. O
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2 Bose-Mesnerove algebre

U ovom poglavlju za skup vrhova uzimamo X = {1,...,n}. Relacije Ry, ...,
R4 od kojih se sastoji koherentna konfiguracija shva¢amo kao n x n matrice

A = [a(i)] al) = L, ako je (z,y) € R;, zai=0 d
! ’ 0, inace, o

U simetricnom slu¢aju to su matrice susjedstva grafova Gy, ..., G4 od kojih
se sastoji asocijacijska shema. Ako s I oznac¢imo jedini¢nu matricu, a s J ma-
tricu kojoj su svi unosi jedinice, definicijska svojstva koherentne konfiguracije
mozemo iskazati na sljede¢i nacin.

Definicija 2.1. Koherentna konfiguracija reda n s d klasa sastoji se od ma-

trica Ay, ..., Aq € M,(C) popunjenih nulama i jedinicama tako da vrijedi:
1. Ay =1,
2. 30 A=,

3. za svaki indeks i postoji indeks i’ takav da je Al = Ay,

4. za svaki izbor indeksa i, j produkt matrica A;A; je linearna kombinacija
od Ag, ..., Aq.

Jasno je da prva tri svojstva odgovaraju svojstvima iz definicije [1.38
Za 4. svojstvo promotrimo kombinatornu interpretaciju elementa na mjestu
(z,y) u produktu A;A;:

n

allald) = [{z | al) = 1, a¥) = 1}.

rzYzy Tz
z=1

Elementi matrica A;, A; sunule i jedinice, pa je ova suma broj iz Ny. Jednaka
je broju vrhova z takvih da je al) = 1, o) = 1, odnosno (z,2) € R;,
(2,y) € Rj. Akoje (z,y) € Ry, to je upravo presjecni broj pf] Dakle, element
na mjestu (z,y) produkta A;A; podudara se s odgovarajuéim elementom

linearne kombinacije Zi:o pfjAk. Uvjet 4. mozemo zapisati kao
4. postoje pf’j € Ny takvi da je A;A; = Zi:o pfjAk za sve indekse i, j.

Sada je jasno da je ovo svojstvo ekvivalentno 4. svojstvu iz definicije [1.38
Stovise, uvjet komutativnosti pfj = pfi ekvivalentan komutiranju matrica
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(A;A; = AjA;), a uvjet simetricnosti ekvivalentan je simetri¢nosti matrica
(4] = Ap).

Promotrimo potprostor sd = (Ay,..., Aq) od M,(C) razapet matricama
koherentne konfiguracije nad poljem C. Uz implicitnu pretpostavku A; # 0
(relacije su neprazne), matrice su linearno nezavisne i dim o = d+1. Buduéi
da su po 4. svojstvu produkti baznih matrica u o, potprostor je zatvoren
i na matricno mnozenje. Dakle, o je podalgebra algebre matrica M, (C)
koju zovemo algebrom koherentne konfiguracije (u knjizi [4] koristi se naziv
algebra susjedstva, eng. adjacency algebra). Uvjet komutativnosti znaci da
bazne matrice komutiraju, a u tom slucaju sve matrice iz i komutiraju.
Tada je 9 komutativna algebra koju zovemo Bose-Mesnerovom algebrom
koherentne konfiguracije.

Iz definicije direktno slijede ova svostva algebre o:

1. T ed,
2. Jed,

3. zatvorenost na transponiranje: A € o = A! € d.

Osim toga sve matrice iz of imaju konstantne dijagonale, jer nastaju kao
linearne kombinacije matrice I i matrica koje na dijagonali imaju nule.

Uvedimo sada jos jednu operaciju na M,(C), mnozenje po komponen-
tama: AoB = [a;;b;;] za A = [a;;] 1 B = [by]. To je Schurov ili Hadamardoif”]
produkt matrica, koji Chris Godsil [54] zove “bad student’s product”. Ope-
racija je asocijativna, komutativna i bilinearna: (Ao B)oC = Ao (Bo (),
AoB = BoA, (¢AA+ B)oC = aAoC + B oC. Neutralni element
za Schurovo mnozenje je matrica J. Dakle, (M, (C),+,0) je komutativna
algebra s jedinicom J, dok je (M, (C),+,-) samo algebra s jedinicom I jer
standardno matricno mnozenje nije komutativno.

Primijetimo da je algebra koherentne konfiguracije o zatvorena i na Sc-
hurovo mnozenje. Naime, bazne matrice A; su idempotentne (A4; 0 A; = A;)
jer sadrze samo nule i jedinice. Za i # j produkt A; o A; je nulmatrica, zbog
2. svojstva iz definicije 2.1} Dakle, vrijedi A; 0 A; = 0;;A4; iz Cega slijedi da
je (o, +, 0) komutativna algebra s jedinicom.

Definicija 2.2. Za potprostor st < M, (C) kazemo da je koherentna algebra
ako sadrzi I, J, zatvoren je na transponiranje, matricno mnoZengje i Schurovo
mnoZenje te sve matrice 1z A 1maju konstantne dijagonale.

Kasnije ¢emo vidjeti da svaka koherentna algebra ima jedinstvenu bazu
sastavljenu od 0-1 matrica koje zadovoljavaju uvjete iz definicije [2.1] Dakle,

15 Jacques Salomon Hadamard (1865.-1963.), francuski matematicar.
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svaka koherentna algebra razapeta je matricama koherentne konfiguracije.
Uvjet da matrice imaju konstantne dijagonale odgovara homogenosti. Bez
tog uvjeta koherentne algebre odgovarale bi opcenitijim koherentnim konfi-
guracijama, kao u zadatku [1.41]

2.1 Centralizatorska algebra permutacijske grupe

Elemente permutacijske grupe g € G < S,, mozemo reprezentirati permuta-
cijskim matricama P(g):

1, ako je 29 =y,
P(g) = [puy)s pay = { 0, inace.

Preslikavanje P : G — GL(n, C) je homomorfizam grupa: P(gh) = P(g)P(h)
i P(g7') = P(g)~'. Takvi homomorfizmi proucavaju se u teoriji reprezen-
tacija. Centralizatorska algebra C(G) je skup svih matrica A € M,,(C) koje
komutiraju sa svim matricama P(g), g € G.

Propozicija 2.3. C(G) sadrzi I, J i zatvorena je na linearne kombinacije,
transponiranje, matricno mnoZengje 1 Schurovo mnozenje. Ako je G tranzi-
tivna, onda matrice u C(G) imaju konstantne dijagonale.

Dokaz. Zatvorenost C(G) na transponiranje vrijedi jer su permutacijske ma-
trice ortogonalne: P(g)! = P(g)~!. Ovako se provjeri zatvorenost na Schurov
produkt:

P(g)(Ao B) = (P(g)A) o (P(g9)B) = (AP(g)) o (BP(g)) = (Ao B)P(g).

“Distributivnost” standardnog i Schurovog mnozenja P(AoB) = (PA)o(PB)
i (Ao B)P = (AP) o (BP) vrijedi za sve permutacijske matrice P. Ako je
A = [ay,] 1 vrijedi 29 = y, matrica P(g)A na mjestu (z,y) ima element a,,,
a matrica AP(g) na tom mjestu ima a,,. Zato iz tranzitivnostii A € C(G)
slijedi konstantnost dijagonale: a,, = a,,, Vz,y € {1,...,n}. Ostale tvrdnje
lako je provjeriti. O]

Uzmimo matricu A = [a,,]| i promotrimo element matrice P(g)AP(g™')
na mjestu (z,y). Matrica P(g)A ima elemente Y py.a., = oy, j€T Dyr = 1
za z = 29, a inace je p,, = 0. Slicno vidimo da AP(¢g~!) na mjestu (z, y) ima
element a,,s. Dakle, P(g)AP(g™") na mjestu (z,y) ima ageye. Matrica A
komutira s P(g) ako i samo ako je P(g)AP(g~') = A. Zakljucujemo da
je A iz centralizatorske algebre ako i samo ako vrijedi azoys = ay, za svaki
g € G, tj. A je konstantna na orbitalama grupe G (parovima indeksa koje G
preslikava jedne u druge). Time smo dokazali sljedec¢u propoziciju.
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Propozicija 2.4. Centralizatorska algebra C(G) podudara se s algebrom ko-
herentne konfiguracije dobivene Schurovom konstrukcijom od G (kao u pri-

mjeru .

Rang od G (broj orbitala) je dimenzija centralizatorske algebre, odnosno
broj klasa koherentne konfiguracije uvecan za 1 (zato sto “dijagonalu” Ry ne
brojimo kao klasu).

2.2 Schurove idempotente

U prethodnoj cjelini vidjeli smo da centralizatorska algebra ima bazu sas-
tavljenu od 0-1 matrica koje ¢ine koherentnu konfiguraciju. Sada ¢emo
prosiriti taj rezultat na proizvoljnu koherentnu algebru, tj. svaki potprostor
d < M, (C) koji sadrzi I, J, zatvoren je na transponiranje, mnozenje, Schu-
rovo mnozenje i matrice iz o imaju konstantne dijagonale (definicija [2.2).

Lema 2.5. Neka je sd < M, (C) potprostor koji je zatvoren na Schurovo
mnoZenje. Onda postoji baza {Ay,...,Aq} od oA takva da vrijedi

Baza s tim svojstvom je jedinstvena do na poredak matrica.

Dokaz. Nosac¢ (eng. support) matrice A = [a;;] je skup supp A = {(i,7) |
a;; # 0}. Za a € C, o # 0 vrijedi supp(awA) = supp A, supp(A o B) =
supp A Nsupp B i supp(A o A) = supp A. Za matricu A € o kazemo da
je minimalna ako je A # 0 i ne postoji matrica B € o, B # 0 takva da
je supp B C suppA. Ako je A € o minimalna, onda za svaku matricu
B € d vrijedi supp A C supp B ili suppANsuppB = 0. Akosu A,B € d
minimalne i supp A = supp B, onda je B = aA za neki a # 0. U suprotnom
mogli bismo linearnom kombinacijom aA + SB ponistiti neki, ali ne sve
elemente iz zajednickog nosaca od A i B, sto je kontradikcija s minimalnosti.
Iz toga slijedi da su svi nenul elementi minimalne matrice A € o jednaki.
Naime, matrica A o A je takoder minimalna i nosac joj se podudara s A, pa
iz Ao A = aA slijedi da su nenul elementi od A svi jednaki «.

Dakle, minimalnu matricu mozemo normalizirati, tj. pomnoziti skalarom
tako joj svi nenul elementi budu 1. Neka je {Ay,..., A4} skup svih norma-
liziranih minimalnih matrica iz o. Taj skup ocito zadovoljava relacije ,
iz Cega slijedi linearna nezavisnost. Za proizvoljnu matricu A € of matrica
A o A; je nulmatrica ili je minimalna matrica s istim nosacem kao A;. U
prvom slucaju stavimo «; = 0, a u drugom slucaju postoji o; # 0 takav da je
Ao A; = a;A;. Tada vrijedi A = E?:o a; A;, pa je {Ao, ..., Ag} baza od o.
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Uzmimo bilo koju bazu od o koja zadovoljava relaciju . Jedinstvenost
vrijedi zato $to bazne matrice moraju biti normalizirane (zbog A; o A; =
A;) 1 minimalne. Kad bi postojala matrica A € o, A # 0 takva da je
supp A C supp A4;, onda je ne bismo mogli prikazati kao linearnu kombinaciju
OdAo,...,Ad. ]

Matrice koje zadovoljavaju relaciju (1)) zovemo Schurovim idempoten-
tama. Po lemi , koherentna algebra of ima jedinstvenu bazu {Ay, ..., A4}
sastavljenu od Schurovih idempotenta. Pokazimo da je ta baza koherentna
konfiguracija u smislu definicije [2.1

Zbog idempotentnosti (A; o A; = A;) elementi matrica A; su nule i jedi-
nice. Zbog I € ol i pretpostavke da matrice u o imaju konstantne dijagonale,
jediniéna matrica I je jedna od Schurovih idempotenta. Mozemo pretposta-
viti Ag = I, pa vrijedi svojstvo 1. iz definicije2.1} Sliéno, zbog ortogonalnosti
(AjoA; =0za1# j)iJ € o slijedi svojstvo 2. iz definicije . Zbog za-
tvorenosti na transponiranje, {Af, ..., A}} je baza od . Ta baza takoder
zadovoljava relaciju (I): A} o AL = (A; 0 Aj)" = §;;Al. Svojstvo 3. sada
slijedi iz jedinstvenosti u lemi Konaé¢no, svojstvo 4. slijedi direktno iz
zatvorenosti o na matriécno mnozenje. Time smo dokazali:

Teorem 2.6. Svaka koherentna algebra A ima jedinstvenu bazu { Ao, . .., Aq}
sastavljenu od Schurovih idempotenta. Ta baza je koherentna konfiguracija u

smislu definicije [2.1]

U knjizi [4] teorem je dokazan na drugi nac¢in. Preuzeli smo dokaz iz
skripte [124], a u skripti [55] dan je slican dokaz u opcenitijem kontekstu.
Neka je sd < M,,(C) potprostor kompleksnih n X n matrica i * binarna ope-
racija takva da je (of,*) komutativna i asocijativna algebra s jedinicom E.
Operacija * moze biti Schurov produkt (u tom slucaju je E = J), ali moze
biti i standardno mnozenje matrica na nekom potprostoru matrica koje ko-
mutiraju (za £ = 1I) ili neka druga operacija. Matrice koje zadovoljavaju
Ax A = A zovemo idempotentama. Ako za idempotente vrijedi A x B = 0,
kazemo da su ortogonalne. Na skupu svih idempotenta definiramo parcijalni
uredaj: A < B ako je Ax B = A. Minimalna idempotenta je minimalni
element u parcijalno uredenom skupu svih idempotenta razlic¢itih od 0. Ako
su A i B idempotente, onda je Ax B < Ai Ax B < B. Iz toga slijedi da su
minimalne idempotente ortogonalne, ako su razlicite. Potenciranje u algebri
(o, %) oznacavamo A** = Ax...x A (k faktora), uz A*® = E.

U slucaju kad je operacija x Schurov produkt, idempotente su 0-1 matrice.
Ortogonalnost znaci da nemaju jedinice na istim mjestima, a parcijalni uredaj
definiran s pomoc¢u operacije podudara se s parcijalnim uredajem kojeg smo
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koristili u dokazu leme [2.5] Naime, A o B = A vrijedi ako i samo ako je
supp A C supp B.

Promotrimo sada slucaj kad je o neki potprostor matrica koje komuti-
raju, a operacija x standardno mnozenje matrica. Ozna¢imo s Im A = {Ax |
x € C"} sliku matrice A, tj. potprostor od C" razapet stupcima od A. Neka
je Ker A = {x € C" | Az = 0} jezgra matrice A. Ako je A idempotenta,
onda za x € Im A vrijedi Az = z. Iz toga slijedi Im A N Ker A = {0}, pa
je A matrica linearnog operatora projekcije na potprostor Im A duz potpros-
tora Ker A. Slijedi da su svojstvene vrijednosti od A samo nule i jedinice.
Matrica A moze se dijagonalizirati, a trag joj se podudara s rangom. Vrijedi
A < B, odnosno AB = A ako i samo ako je Im A < Im B. Ortogonalnost
AB =0 znaci da je Im B < Ker A i Im A < Ker B (zbog komutativnosti).

Teorem 2.7. Neka je (d,*) komutationa i asocijativna algebra kvadratnih
matrica nad C s jedinicom E. Ako u A nema nilpotentnih elemenata osim 0
(tj. vrijedi N** =0 = N =0), onda o ima bazu sastavljenu od medusobno
ortogonalnih idempotenta. Ta baza je jedinstvena do na poredak matrica.

Dokaz. Prvo pokazimo da je svaki element A € ¢f linearna kombinacija
medusobno ortogonalnih idempotenta. Neka je m € N najmanji broj takav
da su matrice A* ... A*™ linearno zavisne. Onda postoje oy, ..., am_1 € C
takvi da je A*™ + qu, A*"D 4 4 A+ agE = 0, a p(t) = ™+
Q1 t™ L+ 4 gt + o je minimalni polinom matrice A. Rastavimo ga
na linearne faktore

k
W(t) = H(t — ;)™ Zm =m

i neka je

¥(t)
Polinomi 1)1, ..., ¥y su relativno prosti (M (1y, ..., ¢y) = 1), pa postoje poli-
nomi fy, ..., fi € C[t] takvi da je S2F | fi(t)ii(t) = 1. Slijedi

Yi(t) =

Zfi(A)*%(A) = FE. (2)

Za i # j polinom ¢ dijeli ¥;1;, pa je ¥;(A) x ¢;(A) = 0. Ako pomnozimo
obje strane s fi(A) x1;(A), dobijemo

(fi(A) % %‘(A))Q = fi(A) x¥i(A).
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Prema tome, matrice A; = f;(A) *1;(A) su medusobno ortogonalne idempo-
tente, a jednadzbu mozemo zapisati kao

Ai+...+ A =FE. (3)
Polinom 4 () dijeli (t — ;)™ fi(t)¥i(t), pa je
(A= OE)™ x A = 0= [(A— 6,E) » A]™ = 0.

Iz pretpostavke da nema nilpotentnih elemenata slijedi (A — 6;F) x A; = 0,
tj. Ax A; = 0;A;. Mnozenjem (3)) s A dobijemo

A=AxA1+ ...+ Ax A, =01A1 + ... + 0 Ax.

Time smo prikazali A kao linearnu kombinaciju medusobno ortogonalnih
idempotenta.

Iduéi korak je dokazati postojanje minimalnih idempotenta. Ako je x
Schurov produkt, to vrijedi jer matrice imaju konacne nosace. Ako je %
standardno matricno mnozenje, iz BA = A i A # B slijedi da je Im A
pravi potprostor od Im B. Stoga niz A; < --- < A,, razli¢itih idempotenta
moze biti duljine najvise m = n + 1. Cini mi se da Godsil u [55, teorem
1.4.1] koristi taj argument u opéem slucaju, ali ne znam zasto vrijedi za
proizvoljnu operaciju x. U algebrama koje nas zanimaju, (s,0) i (,-),
minimalne idempotente postoje jer su strogo padajuéi nizovi idempotenta
konacni.

Zatim dokazujemo da svaku idempotentu mozemo prikazati kao sumu mi-
nimalnih idempotenta. Neka je A minimalna idempotenta, a B idempotenta.
Ako je Ax B # 0, onda je Ax B < A pa zbog minimalnosti slijedi Ax B = A.
Iz toga takoder slijedi ortogonalnost razlicitih minimalnih idempotenta. Neka
je sada B bilo koja idempotenta, a By suma svih minimalnih idempotenta A
takvih da je A < B. Tada je By idempotenta, kao suma medusobno ortogo-
nalnih minimalnih idempotenta. Ako je B # By, na slican nacin vidimo da je
B — By idempotenta. No tada postoji minimalna idempotenta A < B — By,
Sto je kontradikcija s definicijom matrice By. Dakle, svaka idempotenta je
suma minimalnih idempotenta, a svaka matrica iz o je linearna kombinacija
idempotenta. Zaklju¢ujemo da je o razapet minimalnim idempotentama.
Skup svih minimalnih idempotenta je konacan, jer je linearno nezavisan, i
¢ini bazu od A.

Preostaje dokazati jedinstvenost. Neka je { Ay, ..., A4} bilo koja baza sas-
tavljena od medusobno ortogonalnih idempotenta, takva da vrijedi A; x A;
= 0;;A;. Dokazujemo da se sastoji od minimalnih idempotenta, $to znaci da
se podudara s bazom koju smo konstruirali. Pretpostavimo da je A idem-
potenta za koju vrijedi A < A;, odnosno A+ A; = A. Tvrdimo da je tada
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A =0ili A = A;, sto znadi da je A; minimalna. Raspisimo A u bazi:
A= Z?:o a;A;. Mnozenjem s A; vidimo da je A = a;A;. Zbog idempotent-
nosti od A i A; slijedi 0;A; = A = Ax A = (;A;) * (a;A;) = a?A;. Dakle,
a;=a? tj.a; =0ilia; =1, tj. A =01ili A= A;. Dokazali smo da su A;
minimalne idempotente i time je teorem dokazan. O]

Zadatak 2.8. Dokazite da je u algebri (d,%) uvjet N** = 0 = N = 0
ekvivalentan wvjetu N*2 =0 = N = 0.

Schurovo mnozenje oc¢ito nema nilpotentnih elemenata osim nulmatrice,
pa je lema[2.5|specijalni slucaj teorema[2.7. Vazan rezultat iz linearne algebre
kaze da se matrica moze dijagonalizirati ako i samo ako je normalna. To
je takoder posljedica teorema [2.7 Matrica A je normalna ako komutira
s adjungiranom matricom: AA* = A*A. Zvjezdica zna¢i adjungiranje, tj.
transponiranje i konjugiranje: A* = At

Zadatak 2.9. Dokazite: ako je N € M, (C) normalna i nilpotentna, onda je
N =0.

Rjesenje. Dokazat ¢emo da za normalnu matricu iz N* = 0 slijedi N*~! = 0.
Iz toga indukcijom slijedi N = 0. Matrica M = N*~! je normalna i vrijedi
M? = 0 (jer je 2k — 2 > k). Koristimo normu izvedenu iz standardnog
skalarnog produkta na C™: ||z| = v/*x. Za proizvoljan vektor x € C" vrijedi
|M*Mz|* = (M*Mz)*(M*Mz) = 2*M*MM*Mx = z*(M*)?M?x = 0.
Dakle, M*M = 0 iz ¢ega slijedi |Mz|?* = (Mz)*(Mx) = 2*M*Mz = 0 za
svaki vektor z, tj. M = 0. O

Teorem 2.10. Ako je A € M,,(C) normalna, onda se moze dijagonalizirati.

Dokaz. Neka je of najmanja algebra koja sadrzi I, A1 A*. Ona je komuta-
tivna i zatvorena na adjungiranje. To znaci da su sve matrice u o normalne,
a po prethodnom zadatku jedina normalna nilpotentna matrica je 0. Dakle,
zadovoljene su pretpostavke teorema i d ima bazu {Fy, ..., E4} sastav-
ljenu od medusobno ortogonalnih idempotenta.

Tvrdimo da su matrice E; hermitske: Ef = FE;. Skup {Ej,...,E}}
takoder je baza sastavljena od medusobno ortogonalnih idempotenta, pa se
zbog jedinstvenosti u teoremu podudara s bazom {Fy, ..., E;}. Stoga
je Ef = Ey za neki indeks /. Primijetimo da je trag tr(M*M) suma kva-
drata apsolutnih vrijednosti elemenata matrice M i moze biti nula samo za
M = 0. Zbog ortogonalnosti je tr(EyE;) = 0 za i’ # i, a E; nije nulmatrica.
Zakljucujemo da je 7' = i.

Matrica E; je idempotenta obzirom na standardno matri¢no mnozenje.
To znaci da je E; matrica projekcije na Im F; duz Ker E;, a suma ta dva
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potprostora je direktna. Vidjeli smo da je E; hermitska matrica, iz ¢ega
slijedi da je suma Im F; @& Ker F; ortogonalna. Zaista, za x € ImFE; i y €
Ker F; vrijedi E;x = =z 1 F;y = 0, pa je njihov skalarni produkt xz*y =
(Bix)*y = 2*Efy = 2*E;y = "0 = 0. Ortogonalnost E;E; = 0 za i # j znadi
da je ImE; < Ker I; i Im E; < Ker F;, iz cega slijedi ortogonalnost sume
potprostora Im Fy & ... & Im E;. Tvrdimo da je suma jednaka cijelom C™.

Jedini¢tnu matricu mozemo prikazati u bazi: I = agFy + ... + agFy.
Mnozenjem s E; vidimo da je E; = o;FE;, iz ¢ega slijedi a; = 1. Dakle,
I = Ey+ ...+ E4 pa svaki vektor z € C" mozemo prikazati kao x = Ix =
Eox + ... 4+ Egx, pri cemu je E;x € Im E;. Time smo dokazali da vrijedi
ImEy®...oImE,; =C".

Ako prikazemo nasu matricu u bazi: A = \gEg + ... + A\gEy, vidimo da
su \; svojstvene vrijednosti od A s pridruzenim svojstvenim potprostorima
Im F;. Izaberemo ortonormirane baze potprostora Im FE;, pa je njihova unija
ortonormirana baza za cijeli C" u kojoj je matrica A dijagonalna. Dakle,
matrica A je unitarno slicna dijagonalnoj matrici. O]

Primjeri matrica koje se ne mogu dijagonalizirati su upravo nilpotentne
matrice, npr. matrica koja ima jedinice na nekoj od dijagonala iznad glavne
dijagonale, a svi ostali elementi su nule:

0 -+ 1 ---0

0

Zbog N* = 0 minimalni polinom je ¢* i jedina svojstvena vrijednost te ma-
trice je nula. Jedina dijagonalna matrica sa spektrom {0} je nulmatrica,
pa N nije sli¢cna dijagonalnoj matrici.

2.3 Primitivne idempotente

Neka je of koherentna algebra. Po definiciji zatvorena je na transponi-
ranje, a po teoremu ima bazu sastavljenu od realnih matrica (to¢nije,
0-1 matrica) pa je zatvorena i na konjugiranje. Dakle, o je zatvorena na
adjungiranje: za svaku matricu A € o vrijedi A* € o.

U ovoj cjelini i u nastavku pretpostavljamo da matrice iz 9 komutiraju:
AB = BA, VA, B € d. Komutativne koherentne algebre nazivamo Bose-
Mesnerovim algebrama. Ako su pf’j presjecni brojevi koherentne konfigura-
cije koja razapinje of, komutativnost je ekvivalentna uvjetu pf; = p¥;. Zbog
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zatvorenosti na adjungiranje, matrice iz Bose-Mesnerove algebre of su nor-
malne. Po teoremu [2.10] mozemo ih dijagonalizirati, a zbog komutativnosti
vrijedi i viSe: matrice iz 8 mozemo simultano dijagonalizirati. To znaci da
postoji baza od C™ u kojoj su sve matrica iz 9 dijagonalne, tj. elementi baze
su svojstveni vektori svih matrica iz of. Dokazimo prvo direktno taj rezultat
iz linearne algebre.

Lema 2.11. Neka je st C M, (C) skup matrica koje medusobno komutiraju.
Onda postoji v € C™, x # 0 koji je svojstveni vektor svih matrica iz A.

Dokaz. Prvo primijetimo da je tvrdnju dovoljno dokazati za potprostore od
M, (C), jer ako matrice iz potprostora () imaju zajednicki svojstveni vektor,
onda je on svojstveni vektor i za matrice iz . Zbog kona¢nodimenzionalnosti
dovoljno je dokazati tvrdnju za kona¢ne skupove matrica. Neka je {Aq, ..., A4}
baza od (d) i neka matrice baze imaju zajednicki svojstveni vektor x € C",
x # 0 takav da je Az = \xzai1=0,...,d. Tada je x ujedno svojstve vektor
njihove linearne kombinacije: (Z?:o a; A = (Z?:o i) T.

Polje C je algebarski zatvoreno, pa matrica Ay sigurno ima svojstvenu
vrijednost A\g € C. Ozna¢imo s Ea,(Ag) = {x € C" | Agz = Moz} odgo-
varajuci svojstveni potprostor. Zbog komutativnosti taj potprostor je A;-
invarijjantan: x € Ey,(A) = Aodiz = A1Apr = A1(Mox) = MAiz =
Ayz € Eay(XNo). Restringirani linearni operator Ay : E4,(Ag) — F4,(A\o) ima
svojstvenu vrijednost \; € C, a odgovarajuéi svojstveni vektor je zajednicki
svojstveni vektor od Ag i A;. Sada promotrimo presjek svojsvenih potpros-
tora E4,(Ao) N Ea, (A1). On je As-invarijantan jer A, komutira s Ay i A;, pa
restrikcijom dobijemo svojstvenu vrijednost Ay od A, i zajednicki svojstveni
vektor od Ay, Ay i As. Iteriranjem dolazimo do zajednickog svojstvenog
vektora svih matrica Ay, ..., Ag. O

Lema 2.12. Neka je d C M, (C) skup matrica koji je zatvoren na adjun-
giranje i matrice iz A medusobno komutiraju. Onda se matrice iz A mogu
simultano dijagonalizirati, tj. postoji baza od C" kojoj su elementi svojstveni
vektori svth matrica iz A.

Dokaz. 1z pretpostavke slijedi da su matrice iz o normalne, pa se pojedinacno
mogu dijagonalizirati. Neka je V' suma svih zajednickih svojstvenih potpros-
tora matrica iz 9. Zelimo dokazati da je V = C". Pretpostavimo suprotno,
da je ortogonalni komplement V+ = {x € C" | z*y = 0,Vy € V} netrivi-
jalan. Potprostor V je po definiciji d-invarijantan, a zbog pretpostavke o
zatvorenosti na adjungiranje potprostor V=* je takoder sf-invarijantan. Na-
ime, za proizvolijne z € V+, A€ d, y € V vrijedi A* €¢ d = A*y € V =
(Ax)*y = 2*A*y = 0, pa je Az € V. Po prethodnoj lemi matrice iz o imaju
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zajednicki svojstveni vektor u V+. Taj vektor bi po definiciji trebao biti i
u V', sto je nemoguce. Iz dokaza je jasno da mozemo naci ortonormiranu bazu
od C™ u kojoj su matrice iz o dijagonalne. Drugim rije¢ima, postoji unitarna
matrica U € M, (C) takva da je matrica U* AU dijagonalna za svaku matricu
Aed. O

Sada dokazimo analogon leme [2.5] za standardno matricno mnozenje.

Lema 2.13. Neka je s < M, (C) potprostor koji je zatvoren na matriéno
mnoZenje 1 adjungiranje te matrice 1z A medusobno komutiraju. Onda postoji
baza {Ey, ..., Ey} od o takva da vrijeds

Baza s tim svojstvom je jedinstvena do na poredak matrica, a sadrzi hermitske
matrice, tj. vriedi Ef = E; za1=0,...,d.

Dokaz. Zbog zatvorenosti na adjungiranje i komutativnosti, matrice iz o su
normalne. Po zadatku nulmatrica je jedina nilpotentna matrica u .
Prema tome, egzistencija i jedinstvenost baze koja zadovoljava slijedi iz
teorema [2.7, Dokazimo ipak egzistenciju direktno, pomoéu rezultata iz li-
nearne algebre. Po prethodnoj lemi postoji regularna matrica U takva da
je U U potprostor od M,,(C) koji sadrzi samo dijagonalne matrice. Za
dijagonalne matrice A i B Schurov produkt i standardni matri¢ni produkt se
podudaraju: AB = Ao B. Stoga je potprostor U 'dU zatvoren na Schurovo
mnozenje, pa po lemi ima bazu {Ao, ..., A4} sastavljenu od Schurovih
idempotenta. Stavimo E; = UA;U™L, pa je {Ey, ..., Eq} baza od 9 koja za-
dovoljava . Jedinstvenost takve baze slijedi isto kao u dokazu teorema
a Cinjenica da su matrice F; hermitske isto kao u dokazu teorema O

Matrice koje zadovoljavaju relaciju (4)) zovemo primitivnim idempoten-
tama. Dakle, prema lemi [2.13] Bose-Mesnerova algebra o ima drugu istak-
nutu bazu {Ey, ..., Fy} sastavljenu od primitivnih idempotenta. Izvedimo
svojstva te baze koja odgovaraju svojstvima baze Schurovih idempotenta,
odnosno svojstvima iz definicije [2.1}

Kao prvo, po definiciji vrijedi J € ol. Primijetimo da je matrica %J €
o idempotentna obzirom na standardno mnozenje. Buduéi da je ranga 1, ta
matrica je minimalna idempotenta. Zato se podudara s nekom od primitivnih
idempotenta i mozemo pretpostaviti da je Fy = %J .

Drugo, vrijedi I € g pa jedinicnu matricu mozemo prikazati u bazi pri-
mitivnih idempotenta: I = Z?:o a; E;. Vrijedi

d
Ei = EZI = Ez ZajEj OziEi

J=0

34



iz ¢ega slijedi a; = 1. Dakle, Fy+ ...+ E5 = 1.

Treée, primitivne idempotente su hermitske, pa vrijedi Ef = F;. Skup
{EE, ..., EL} je takoder baza od o i zadovoljava , pa se zbog jedinstvenosti
podudara s bazom primitivnih idempotenta. Za svaki indeks i postoji indeks
takav da je E! = E; = E;.

Cetvrto, o je zatvorena na Schurovo mnozenje. Zato E; o E; mozemo

prikazati u bazi primitivnih idempotenta, tj. postoje oszj € C takvi da je

EioE; = ZZ:O ozijk. Ako oznac¢imo qu = noz,’fj, vrijedi
1A
k=0
Time smo dokazali:
Teorem 2.14. Bose-Mesnerova algebra sl ima jedinstvenu bazu {Ey, ..., E4}

sastavljenu od primitivnih idempotenta, koje zadovoljavaju (4). Ta baza ima
sljedeca svojstva:

1. EO_ IJ,

d
2.3 oEi=1,
3. za svaki indeks i postoji indeks i takav da je E! =FE; = E;,
4. postoje qu € C takvi da je E; 0o E; = %Ei:o quEk za sve indekse i, 7j.

Brojeve qu iz 4. svojstva zovemo Kremovi parametrima Bose-Mesne-
rove algebre, odnosno komutativne koherentne konfiguracije. Zbog komuta-
tivnosti Schurova produkta, oni uvijek zadovoljavaju qu = qu Za razliku od
presjecnih brojeva pfj, Kreinovi parametri nemaju kombinatornu interpreta-
ciju i ne moraju biti prirodni niti cijeli brojevi. Vidjet ¢emo da ipak ne mogu
biti bilo koji elementi iz C, nego su nenegativni realni brojevi. Uoc¢imo dual-
nost izmedu teorema[2.14]1 teorema 2.6 Ako zamijenimo Schurov i matriéni
produkt te njihove neutralne elemente J i I, svojstva Schurovih idempotenta
iz definicije [2.1| prelaze u svojstva primitivnih idempotenta iz teorema [2.14
Presjecni brojevi pfj prelaze u Kreinove parametre qu, uz odgovarajuc¢u nor-
malizaciju (dijeljenje s n).

Zadatak 2.15. [z 3. svojstva u deﬁm’ciji dobivamo involuciju i — i’ (per-
mutaciju stupnja 2) na skupu svih indeksa {0, ..., d}. Dualno, iz 3. svojstva
u teoremu dobivamo involuciju i — i. Dokazite da moZemo numerirati

6Marko Grigorovié Krein (1907.-1989.), sovjetski matematicar.
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Schurove idempotente A, . .., Aq i primitivne idempotente Ey, . .., By tako da
se te dvije involucije podudaraju, tj. da obje involucije imaju isti broj fiksnih
tocaka i transpozicija.

Prouc¢imo sada poblize svojstva presjecnih brojeva i dualna svojstva Kre-
inovih parametara. Skup vrhova je X = {1,...,n}, a relacije od kojih
se sastoji komutativna koherentna konfiguracija su Ry,...,Ry. Za x € X
ii € {0,...,d} oznacavamo N;(z) = {z € X | (z,2) € R;}. Tada je
Ni(z) ={z € X | (z,z) € R;} i kombinatorna interpretacija presje¢nih bro-
jeva je pi; = |Ny(x) N Ny (y)|, za bilo koji par (x,y) € Ry. Stupanj relacije R;
je n; = pY, = |N;(z)|, za bilo koji vrh z.

Propozicija 2.16. Stupnjevi koherentne konfiguracije zadovoljavaju
1. ng =1,
2. ng+...+ng=n,
3. n; = ny.

Dokaz. Po definiciji je ng = |No(z)] = {z € X | (x,2) € Ro}|. Zbog
1. svojstva u definiciji [1.38| postoji samo jedan takav vrh z € X, naime
z = x, pa je ng = 1. Sliéno, zbog 2. svojstva u definiciji skupovi
No(z), ..., Ng(x) ¢ne particiju od X, pa je ng+ ...+ ng = n. Treca tvrdnja
slijedi iz komutativnosti: n; = p% = pl, = ny, ali vrijedi i u koherentnim
konfiguracijama koje nisu komutativne. Primijetimo da je n; suma bilo kojeg
retka matrice A;. Zbog Al = Ay slijedi da su sume stupaca od A; jednake n .
Suma svih elemenata matrice A; je nn; = nny, iz ¢ega slijedi n; = n;. O

Prva dva svojstva iz prethodne propozicije takoder mozemo dokazati ma-
tricno, pomo¢u Schurovih idempotenta Ay,..., A;. Ako je 1 = (1,...,1)
vektor iz C" kojem su sve komponente jedinice, vrijedi A;1 = n;1. Vidimo
da je 1 svojstveni vektor od A; pridruzen svojstvenoj vrijednosti n;. Iz Ag = I
odmah slijedi ng =1, aiz Ag+ ...+ Ag = J slijedi ng + ... + ng = n.

Zadatak 2.17. Za koherentnu konfiguraciju kaZemo da je tanka (eng. thin)
ako su svi stupnjevi jednaki 1. Zbog 2. tvrdnje propozicije to je ekvi-
valentno s n = d + 1. DokaZite da sve tanke koherentne konfiguracije nas-
taju Schurovom konstrukcijom (primjer od permutacijskih grupa koje
djeluju strogo tranzitivno: (Vx,y € X)(Ig € G) 29 = y. DokaZite da za
strogo tranzitivne permutacijske grupe vrijedi: G je Abelova ako i samo ako
je odgovarajuéa Schurova koherentna konfiguracija komutativna. Nadite pro-
tuprimger za tranzitivne grupe koje me djeluju strogo i dokaZite implikaciju
koja vrijedi za sve tranzitivne permutacijske grupe.
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Rjesenje. G = {((1,2,3,4),(1,4)(2, 3)) je trazitivna permutacijska grupa stup-
nja 4 izomorfna diedralnoj grupi Dg, koja nije Abelova. Schur(G) ima dvije
klase i simetri¢na je, dakle i komutativna. H = ((1,2,3)(4,5,6),(1,4)(2,5))
je tranzitivna permutacijska grupa stupnja 6 izomorfna alternirajucoj grupi Ay,
koja nije Abelova. Schur(H) ima tri klase koje nisu simetri¢ne, ali je komu-
tativna. Implikacija G Abelova = Schur(G) komutativna vrijedi za sve tran-
zitivne permutacijske grupe G < S,,. Naime, iz Abelovosti slijedi |G| = n,
tj. stroga tranzitivnost od G. [

Postavlja se pitanje kako definirati parametre dualne stupnjevima kohe-
rentne konfiguracije ng, . .., ny? Dualiziranjem jednakosti n; = p?%, dobivamo
brojeve m; = q?i, koje zovemo kratnostima koherentne konfiguracije. Da
bismo odgonetnuli njihov smisao, uvedimo oznaku za sumu svih elemenata
matrice A = [a;;] € M,(C):

sumA = Z Z .
i=1 j=1
Lema 2.18. Za sve matrice A, B,C € M,(C) vijedi

sum(A o B) = tr(AB?), (6)

sum(A o B o C) = tr((A o B)CY) = tr((B o C)A') = tr((C o A)BY)

= tr((A' o B"C) = tr((B" o C")A) = tr((C" 0 A")B). (7)

Dokaz. Element na i-tom mjestu dijagonale matrice AB* je 7, a;;bij, pa
joj je trag sum(A o B). Relacija slijedi iz (), komutativnosti Schurova
produkta i svojstava sum(A) = sum(A"), (Ao B) = A’ o B". O

Po definiciji Kreinovih parametara vrijedi E; o E; = %ZZ:O qf%Ek. Ma-
tricnim mnozenjem s Fy = %J slijedi

1

1
(EBio B)Ey = —q);Ey = (Eio E;)J = —q);J.
n n

11

Trag matrice na desnoj strani je m; = q?z, a na lijevoj strani primjenom

relacije dobijemo
tr((E; 0 E;)J) = tr((J o E;)EY) = tr(EE;) = tr(E;).

Dakle, kratnosti komutativne koherentne konfiguracije jednake su tragu pri-
mitivnih idempotenta, m; = tr(E;).
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Propozicija 2.19. Kratnosti komutativne koherentne konfiguracije zadovo-
ljavaju

1. my=1,

2. mg+...+mg=n,

3. my =m;.
Dokaz. Zbog 1. svojstva u teoremu je my = tr(Ey) = tr(2J) = 1.

Slicno, zbog 2. svojstva u teoremu i linearnosti traga je Zj:o m; =
Z?:o tr(E;) = tr(Zfzo E;)) = tr(I) = n. Iz 3. svojstva slijedi m; = m;

77

buduéi da matrice F; i E! imaju isti trag. O]

Presje¢ne brojeve mozemo na sljede¢i nacin izraziti pomoc¢u Schurovih
idempotenta, a Kreinove parametre pomocu primitivnih idempotenta.

Lema 2.20. Vrijedi

1
Pl = . tr(A;A; Ay), (8)
n
@y = - tr((Eio B E). (9)
Dokaz. Osnovnu relaciju A;A; = > 7, pfjAk pomnozimo Schurovo s Ay
i dobijemo pfjAk = (A;Aj) o Ay. Zbrajanjem elemenata matrice slijedi

pfj sum A, = pfjnnk = sum((A4;4;) o Ay) 8 tr(A;A;AL). Dualnu relaciju

E,oF; = % Y reo quEk pomnozimo matri¢no s Fj, i dobijemo % quEk = (E;o
E;)Ey,. Racunanjem traga slijedi + ¢ tr By = ™= ¢ = tr((E; 0 Ej)Ey). O

Korolar 2.21. Kreinovi parametri su realni brojeuvi.

Dokaz. 1z relacije @ slijedi

n - = n n
q = m—ktr((Ei oE;)Ey) = m—ktr((Ef o BN E}) = m—ktr((Ei o E;)'E})

— L w((Eu(Ei 0 Ey))') = — te(Ex(Ei 0 By)) = ¢
]

Zadatak 2.22. PokazZite primjerom da Kreinovi parametri ne moraju biti
racionalni brojevi.
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Rjesenje. Heawoodov graf (slika (7)) je distancijsko regularan graf s 14 vrhova
i presjecnim nizom {3,2,2; 1,1,3}. Odgovarajuca asocijacijska shema ima 3
klase i Kreinove parametre

10 00 0100
451= 1006 0] 451= 10006
0006 0060
0 0 1 0 0 0 0 1
, 00 0 1 , 00 1 0
[ql-j]: 1 0 +v2 10-v2 | [Qij]_ 0 1 10=vZ 10+v2
4xf 4x/§ 10f\/§ 104\5
-2 10 _
0 1 104 —Z 10 4 4

]

Zadatak 2.23. DokaZite da su Kreinovi parametri jako regularnog grafa
(asocijacijske sheme s dvije klase) racionalni brojevi. Moraju li biti cijeli
brojevi?

Svojstva presjecnih brojeva dokazujemo na dva nacina: prebrojavanjem,
iz kombinatorne interpretacije pf; = |N;(x) N Ny (y)| za (x,y) € Ry, te ma-
tricno, iz definicijskog svojstva A;A; = S0 pl A ili relacije (8).

Propozicija 2.24. Presjecni brojevi zadovoljavaju

1. py = dir,
2. p]gj = 0},
3. py; = nidijr,
4- pfj = p?’/i’;

d k __
J. Zj:opij =Ny,
6. nppk. = npl, = ngpt
- NEPij = NPy, = NiDgjirs

d d
7. Za:o p%pia = Za:(] p%ipgj'
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Dokaz. 1. Za bilo koji par (z,y) € R je pky = [{z | (x,2) € Ry, (2,y) € Ro}|.
Relacija Ry je dijagonala, pa mora biti y = x. Zato vrijedi pf = 1 ako je
(z,y) € R, a ply = 0 ako (z,y) € R;. Zbog disjunktnosti relacija prvi
slucaj nastupa za i = k, a drugi za ¢ # k. Na drugi nacin, iz svojstva
Schurovih idempotenta dobivamo A; = A, I = A; Ay = ZZ:O pfOAk. Lijevo
i desno imamo prikaz matrice A; u bazi {Ay,..., A4}, pa usporedivanjem
koeficijenata slijedi p¥, = d;.

2. Druga tvrdnja slijedi iz prve tvrdnje i komutativnosti, ali moze se do-
kazati i za nekomutativne koherentne konfiguracije isto kao prva.

3. Za svaki vth z je (z,2) € Ro i vrijedi p; = [{z | (z,2) € Ry, (2,7) €
R} = {2z | (z,2) € R;, (z,2) € Rj}|. Za i # j' dobivamo 0, a za ¢ = j’
dobivamo |N;(z)| = n;. Na drugi nacin, iz relacije (8) slijedi

1 1 1 1
P = —— (A A = ~ tr(Ai4;) € —sum(A; 0 A) = —sum(A; 0 Ay).

nng

Ponovo za i # j' dobivamo 0, a za i = j' dobivamo & sum(A;) = 2% = p,.

4. Neka je (z,y) € Ry, tj. (y,2) € Ryp. Kombinatorno odmah slijedi pf; =
HZ | (ZL‘,Z) € R;, (Z’y) S RJ}’ = |{Z | (Z,[E) € Ry, (yvz) S Rj'}| = pk
Matri¢no iz relacije slijedi

pfj = L tr(A;A; At) = L sum((A4;A4;) o Ag) = L sum(((A4;4;) o A)h)

nny nng nng

_ L WY ty L toAt t

BT sum((A;A;)" 0 A}) = — sum((A;A4;) o A)

= L Sum((A'/A‘/) o Ak/) @ tI“(A'/A'/At/) = pk//,
nn J nn Wl Ay 7't

Koristili smo svojstva sum(A) = sum(A'), (Ao B)! = A'o B, (AB)" = B' A’
1 svojstvo 3. iz propozicije . Primijetimo da formula pfj = p;?,/i, vrijedi i
za nekomutativne koherentne konfiguracije, a za komutativne je pfj = pfi/j,.

5. Znamo da je n; = |N;(x)|. Uzmemo (z,y) € Ry i rastavimo skup N;(z)
tako da ga presijecamo s blokovima particije { N (y) | j =0,...,d} od X.

Slijedi n; = | Uj_y (Ni(w) N Ny(y))| = Y250 [Ni(2) N Ny (y )I = Y0Pl

Matri¢ni dokaz dobijemo iz relacije i linearnosti traga.

d d
1 . 1 .
pr = Z (A A = “(; AAAL) = n—nk (A3 A;)A

=0 =0
1 1 i i
= —tr(A;JAL) = — tr(nngJ) = Hallw tr(J) = DT _ .
nng nng nng nrg
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6. Prebrojavamo sljede¢i skup uredenih trojki vrhova na tri nacina:

{(@,y,2) | (z,y) € Ry, (x,2) € Ry, (2,y) € Rj}'
Prvo ga zapisemo kao
U U {.y.2)|(z.2) € Ri, (z.y9) € R}
z€X yeNk(x)

i primijetimo da za fiksne x i y uredenih trojki ima isto kao vrhova u skupu
{# | (1: z) € R;, (z,y) € R;j} = N;i(x) N Nj(y). Zato je ukupan broj trojki
n nkp” Iz drugog zapisa

U U {(x,y, Z) ’ (a:,y) € le (xvz> € Ri}
2€X yeN;(z)

slijedi da je broj trojki nn;pl, . a iz treéeg zapisa
Ik

U U {@y.2) | (z,9) € Ry (2,9) € Ry}

z€X z€N;(x)

slijedi da je broj trojki nnip};j,. Tvrdnja slijedi izjednacavanjem broja trojki
i dijeljenjem s n. Za matri¢ni dokaz prvo iz relacije izrazimo

1
i1 = Lireataat

, 1 1
nipzj, = H tI‘(AkA]/AD = E tI“(AkAiAD

Sada koristimo vazno svojstvo traga tr(AB) = tr (BA) da bismo pokazali
tr(AfApAY) = tr((AjARAY)") = tr(A4;ALA) = tr((A P)A;) = tr(A;(A;AL) =
tr(AiAjAt) Na slican nac¢in vidimo tr(AkAtAt) = tr(A;A;AL), pa su sva tri

izraza jednaka.

7. Za kombinatorni dokaz zadnje tvrdnje fiksiramo par (z,y) € R, i pre-
brojimo sljedeci skup parova vrhova na dva nacina:

{(z,w) | (z,w) € R;, (x,2) € Rg, (w,y) € R;} =

— U U {(z,w) | (z,w) € R;, (w,y) € R;}

a=0 ze Ny, ()N, (y)

U U AGw|(w) eR, (v,2) € Ry}

a=0 weN(z)NN; (y)
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Matri¢ni dokaz je prirodniji i slijedi iz asocijativnosti mnozenja matrica
Ap(A;Aj) = (ArAi)A,;. Primijenimo na lijevoj strani definicijsko svojstvo
presjecnih brojeva A;A; = Zz:o p§;Aa, pa dobijemo

d d
A(AiA) = A A= 1l AKA
a=0 a=0

d d d d
= ZPZ ZPZQAI) = Z (Z p?jpza> Ay,
a=0 b=0

b=0 \a=0
Slicno na desnoj strani dobijemo
d d
(ApA)A; = <Z pZipZ]) Ay,
b=0 \a=0
Tvrdnja slijedi izjednacavanjem koeficijenata. O]

Dualna svojstva Kreinovih parametara dokazujemo samo matri¢no, buduéi
da Kreinovi parametri nemaju kombinatornu interpretaciju.

Propozicija 2.25. Kreinovi parametri zadovoljavaju
1. ¢y = bin,
2. qlgj = Ojk,
3. q% = m;0;5,

40l =,

d
5. ijo qu =m,,
6. mpqf; = m;ql, = miq]ij;
d a d a
70 a0 qijQZa =D a0 qkiqgj'
Dokaz. 1. 1z svojstva primitivnih idempotenta slijedi F; = E; o J = n(E; o
Ey) =n(: S 5B = S0 d% By Lijevo i desno imamo prikaz od E; u
bazi {Ey, ..., E;}, pa usporedbom koeficijenata dobijemo ¢k = dy.

2. Slijedi iz “komutativnosti” Kreinovih parametara q(’fj = q;-“o = 0jk.
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3. Iz relacije @ slijedi

1
q?j == tr((E; o B;)Ey) = mtr((E; o Ej)/;{J) 8 sum(E; o Ej o J*)
mo

=]

Za i # j dobijemo 0, a za i = j dobijemo tr E; = m;.

4. Koristimo relacije @D, i svojstvo 3. iz propozicije [2.19

a5 = (B0 B))Ey) B (B o BYEL) = —— t((E; 0 By Ey) = o

My M mj, v

5. Iz relacije @D, linearnosti traga te distributivnosti matri¢nog i Schuro-
vog produkta prema zbrajanju matrica slijedi

j=0
n d n

= —1tr E;o E;|Ey| =—tr((E;jol)Ey).
2 ( z) ) = e en s

Matrica F; o I na dijagonali ima iste elemente kao F;, a izvan dijagonale ima
nule. Vidimo da je tr(F; o I) = tr E; = m;. S druge strane, E; o [ je matrica
iz Bose-Mesnerove algebre i ima konstantnu dijagonalu. Zakljucujemo da je
EjolI = =41, pa uvrstavanjem u gonju jednakost dobivamo

M-

= my 4 my my

6. Iz relacije @ izrazimo

mkqu =ntr((E; o E;)Ey),
miql, = ntr((E; o By)E;) = ntr((E o Ey)Ej),
miq/ij = ntr((Ey o E;)E;) = ntr((Ey o E))E;).

Sada iz relacije i komutativnosti Schurovog mnozenja slijedi da se izrazi
podudaraju.
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7. Slijedi iz asocijativnosti Schurovog mnoZenja Eyo(EioE;) = (Eyo
E;)o E; i svojstva E; 0 E; = Za 0 15 E

d

Ej 0 (E; 0 Ej) Ek( qu ) ZEZq;;(EkoEa)
a=0
1 d 1 d 1 d d
== <ng2aEb> == (Z q?jqf’ia> E,.
a=0 b=0

b=0 a=0

3

Na desnoj strani dobijemo

(E) o Ej) o Z (Z kaqa]> By,

a=0

i tvrdnja slijedi izjednac¢avanjem koeficijenata. O]

2.4 Svojstvene vrijednosti

U ovoj cjelini o < M, (C) je i dalje Bose-Mesnerova algebra s bazom Schu-
rovih idempotenta Ay, ..., Ay i bazom primitivnih idempotenta FEy, ..., Ey.
Kratnosti od of definirali smo kao m; = tr E;. Matrice E; su hermitske i
idempotentne (Ef = E;, E? = E;), pa su dijagonalizabilne i svojstvene vri-
jednosti su im samo nule i jedinice. Zato im se trag podudara s rangom:
m; =trB; =1tk F; =dimIm E;. Oznacimo V =C"iV,=ImFE; <V.

Lema 2.26. Vrijedi V =V & ... & Vy (ortogonalna suma).

Dokaz. 1z relacije I = Ey + ...+ Ey, slijedi da se svaki vektor x € V moze

zapisati kao * = xg + ... + x4 za x; = FE;x € V;. Ortogonalnost sume
slijedi zato sto je E;E; = 0 za ¢ # j. Skalarni produkti pribrojnika su
viv; = (Ex)*(Ejx) = o*EfEjx = 2*E;Ejx = *0x = 0. O

Uzmimo bilo koju matricu A € o i prikazimo je u bazi primitivnih idem-
potenta: A = A\gEg + ...+ A\gFy. Za svaki vektor x € V; vrijedi F;xz = x
i Bjo = 0zaj # 1, paje Av = Nax. Dakle, A\; je svojstvena vrijednost
matrice A, a V; je odgovarajuéi svojstveni potprostor. Lema daje nam
dekompoziciju prostora V na zajednicke svojstvene potprostore matrica iz
Bose-Mesnerove algebre, a m; = dimV; su geometrijske kratnosti odgova-
rajucih svojstvenih vrijednosti.

Raspisimo Schurove idempotente u bazi primitivnih idempotenta:

A=) Pi(i)E;, j=0,....d (10)



Brojevi P;(0), ..., P;(d) € C su svojstvene vrijednosti od A; pridruzene za-
jednickim svojstvenim potprostorima Vg, ..., Vy. Zovemo ih svojstvenim vri-
jednostima Bose-Mesnerove algebre . Moze se dogoditi da se neki od bro-
jeva P;(0), ..., P;j(d) podudaraju. Dualno, raspisimo primitivne idempotente
u bazi Schurovih idempotenta:

d

1 . .
Ej:EZQj(z)Ai, j=0,....d (11)
i=0
Brojeve Q;(0),...,Q;(d) € C zovemo dualnim svojstvenim vrijednostima

Bose-Mesnerove algebre sl. Matricu P = [P;(i)] € Ma41(C), kojoj je unos na
mjestu (¢, 7) jednak P;(i), zovemo svojstvenom matricom ili prvom tablicom
karaktera od ¢. Svojstvena matrica u j-tom stupcu ima svojstvene vrijed-
nosti od Aj;, a retke i stupce indeksiramo s 0, ...,d. Na taj nacin definiramo
i matricu @ = [Q,(i)] € M411(C), koju zovemo dualnom svojstvenom matri-
com ili drugom tablicom karaktera od . Buduéi da je P matrica prijelaza iz
baze {E;} u bazu {A;}, a 1Q je matrica prijelaza iz baze {4;} u bazu {E;},
vrijedi sljedeca tvrdnja.

Propozicija 2.27. PQ) = QP =nl.

Pritom je I jedini¢na matrica reda d + 1 (do sada smo s I oznacavali
jedini¢nu matricu reda n). Vidimo da poznavanje jedne od matrica P i
@ jednozna¢no odreduje drugu: Q = nP~'i P = nQ~'. Stovise, ako su
Schurove idempotente simetri¢ne matrice (tj. ako radimo s asocijacijskom
shemom), svojstvene vrijednosti su im realne i P je realna matrica. Tada
je 1 @ realna matrica, kao inverz realne matrice. Izvest ¢emo jos jednu vezu
izmedu matrica P i Q).

Formulom (A, B) = tr(AB*) zadan je skalarni produkt na vektorskom
prostoru kvadratnih matrica. Stoga su M, (C) i nasa Bose-Mesnerova alge-
bra ¢ unitarni prostori. Zbog relacije @ skalarni produkt mozemo zapisati
i kao (A, B) = sum(A o B). Dakle, imamo dva izraza za skalarni produkt:

(A, B) = tr(AB*) = sum(A o B). (12)

Iz toga slijedi da su obje baze Schurovih i primitivnih idempotenta ortogo-
nalne:

(A, Aj) = sum(A; 0 A;) = sum(4; o 4;) = sum(d;;4;) = &;nn;,

U skalarnom kvadratu Schurovih idempotenta pojavljuje se dodatni faktor n,
kojeg nema u skalarnom kvadratu primitivnih idempotenta. To je razlog
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zasto smo u definiciji Kreinovih parametara (5) i na drugim mjestima mnozili
1

s =. Da zamijenimo primitivne idempotente s bazom {\/nE;}, vrijedilo bi

(V/nE;,v/nE;) = d;;nm; (analogno kao za Schurove idempotente), a defini-
d

cija Kreinovih parametara glasila bi /nE; o /nE; = Y i Ej, (bez faktora &
k=0

s desne strane, kao i za presjecne brojeve).

Lema 2.28.
1. AE; = Pi(j)Ej, (13)
1

Dokaz. Prvu relaciju dobijemo matri¢nim mnozenjem s F; i zamjenom
indeksa i <> j, a drugu relaciju Schurovim mnozenjem (11)) s A;. Rela-
ciju mozemo interpretirati na sljede¢i nacin. Na lijevoj strani je matrica
kompozicije linearnih operatora, pri ¢emu prvo djeluje ortogonalni projektor
na svojstveni potprostor V; s matricom £}, a zatim linearni operator s ma-
tricom A;. Svojstvena vrijednost od A; na tom potprostoru je P;(j), pa je
rezultat isti kao da djelujemo projektorom E; i mnozimo skalarom P;(j). O

Zbog dvostruke formule za skalarni produkt mozemo na dva nacina
izracunati medusobne umnoske Schurovih i primitivnih idempotenta:

(Ai, Ej) = tr(AE}) = tr(AEj) tr(Pi(j)Ej) = Pi(j)m;

= sum(4; o By) = sum(A; 0 By) = sum(2Q;(i)A;) = Q;(i)ns.

Izjednacavanjem dobivamo drugu vezu izmedu svojsvenih vrijednosti i dual-
nih svojstvenih vrijednosti:

(s P (i
Teorem 2.29. Qj—@) = Lj)
m; n;

Zapisimo tu vezu matri¢no, pomoc¢u dijagonalnih matrica N, M € My, 1(C)
koje na dijagonali imaju stupnjeve, odnosno kratnosti od of:
o 0 mo 0
., M= . (15)

0 Nng 0 mq

N =

Mnozenje matrice A dijagonalnom matricom D zdesna AD je mnozenje stu-
paca od A redom s elementima na dijagonali od D, a s lijeva DA je mnozenje
redaka od A. Vidimo da vrijedi NQ = P*M i time smo dokazali
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Propozicija 2.30. Q = N"'P*M, P = M"'Q*N.

Raspisivanjem matriéne jednakosti iz propozicije po komponentama
dobivamo takozvane relacije ortogonalnosti.

Teorem 2.31. Svojstvene vrijednosti zadovoljavaju prvu @ drugu relaciju
ortogonalnosti:

d
2. ) myP(k)Pi(k) = nnid;.
k=0

Dokaz. 1. Element na mjestu (i,7) u matri¢noj jednakosti PQ = nl je
Zi:o Py(i)Q,(k) = nd;;. Iz teorema [2.29| izrazimo Q,;(k) = %Pk(]) Uvr-
stavanjem dobijemo prvu relaciju ortogonalnosti.

2. Element na mjestu (j,7) u matricnoj jednakosti QP = nl je
ZZ:O Qr(4)P;(k) = nd;;. 1z teorema [2.29|izrazimo Qx(j) = %R(k) i dobi-
jemo drugu relaciju ortogonalnosti. O]

Zadatak 2.32. Izvedite prvu i drugu relaciju ortogonalnosti za dualne svoj-
stvene vrijednosti.

d d
Rjesenje. Z mLka(i)Qk(j) = 35@-, anQi(k)Qj(k) = nm;0;;. O
k=0 ! k=0

Uzmimo bilo koju matricu A € M, (C) i oznacimo s A njezinu ortogo-
nalnu projekciju na Bose-Mesnerovu algebru ¢f. Budu¢i da su obje baze
{Ag, ..., Ag} i {Ep, ..., Es} ortogonalne, lako izracunamo prikaze od A u
tim bazama:

d
n <Ai> A) <Ai7 A>
ZQZAZ) al <A,L, AZ> ’}’an
=0
d
;A’L 19 )\Z <El’ EZ> ml

Koeficijenti o; su unosi matrice A\, a koeficijenti \; su svojstvene vrijednosti
matrice A. U nastavku dokazujemo jos neka svojstva prve i druge tablice
karaktera P i Q.
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Propozicija 2.33.

1. By(i) =
2. Qo(i) =

P;(0) = ny,
4. Q;(0) =m

Dokaz. 1. Vrijedi Ag =1 = Ey+ ...+ Ey, paiz (10) slijedi Py(i) = 1.

2. Dualno, iz Ey = 2J = (A +... + Ag) i slijedi Qo(i) =

3. U propoziciji vidjeli smo da su sume redaka i stupaca od A; jed-
nake n;, $to mozemo zapisati kao A;J = JA; = n;J. Stoga je EyA; =
lJA] = %J = TLon. S druge strane, iz je E()Aj = AjEQ = .P](O)EO

Izjednacavanjem slijedi P;(0) = n;.

4. Kratnosti smo definirali kao m; = tr E;. Matrica Ay je jedini¢na ma-

trica, a ostale Schurove idempotente na dijagonali imaju nule, pa je tr(4;) =
nd;o. 1z linearnosti traga i slijedi

d
m; = tr Ej =1tr (% Z Q](Z>Az> Z Q] tI‘ Q]( )
1=0

Dakle, tablice karaktera su ovog oblika:

O

1 ny -+ Ng 1 mi -+ Mg
1 1

P= . Q=
1 1

Na primjer, za Heawoodov graf (slika [T} zadatak [2.22) vrijedi

1 3 6 4 1 1 6 6
p_|t 3 6 o |t ! 2v2 —2V2

Tl V2 -1 V2 | I I S S |

3 3

1 -2 -1 V2 1 -1 -% %

Stupnjevi su (ng, n1,n2,n3) = (1,3,6,4), a kratnosti su (mg, my, ms, ms) =
(1,1,6,6). U ovom primjeru sve svojstvene vrijednosti i dualne svojstvene
vrijednosti su realni brojevi jer su Schurove idempotente simetricne, tj. imamo
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asocijacijsku shemu. U primjeru koherentna konfiguracija dobivena Sc-
hurovom konstrukcijom od permutacijske grupe G = ((1,2,3)) nije sime-
tricna, ali jest komutativna. Njezine tablice karaktera sadrze kompleksne
brojeve:

1 1 1 1 1 1
— —14+iv/3  —1-iV/3 _ —1-iv/3  —1+iV3
P=|1 =5 - . Q=11 = +
1 —1-iv3  —14iV3 1 —14iv3  —1-iV3
2 2 2 2

Stupnjevi i kratnosti su (1,1,1), pa ovo je primjer tanke koherentne kon-
figuracije (zadatak 2.17). Primijetimo da su Schurove idempotente tankih
koherentnih konfiguracija permutacijske matrice.

Zadatak 2.34. Odredite svojstvene vrijednosti permutacijske matrice.

Kao sto smo vidjeli u primjeru [1.39] odgovaraju¢a koherentna konfigura-
cija ne mora biti komutativna, a tada ne mozemo govoriti o njezinim svojstve-
nim vrijednostima (jer Schurove idempotente nemaju zajednicke svojstvene
potprostore). U primjerusve (dualne) svojstvene vrijednosti imaju apso-
lutnu vrijednost 1. Za Heawoodov graf apsolutna vrijednost |P;(¢)| je manja
ili jednaka od stupnja n;, a |@Q;(7)| od kratnosti m; (prvih elementa u j-tom
stupcu). Tvrdnja vrijedi opéenito.

Propozicija 2.35.
1 |F(@)] < nj,
2.1Q; ()] < mjy.

Dokaz. Neka je A € M,({0,1}) matrica s unosima iz {0,1} i to¢no k jedi-
nica u svakom retku. Tada je Al = k1, tj. k je svojstvena vrijednost od A
pridruzena svojstvenom vektoru 1. Tvrdimo da za svaku svojstvenu vrijed-
nost A od A vrijedi || <k, tj. k je maksimalna svojstvena vrijednost. Neka
jex € V. =C", x # 0 svojstveni vektor pridruzen A. Neka je x; najveca koor-
dinata od x po apsolutnoj vrijednosti: |z;| > |z;|, Vj = 1,...,n. Racunamo
apsolutnu vrijednost i-te koordinate od Ax = Ax:

n n
< Zaij|$j| < Zaij|$z'| = Z |zi| = kfzi].
=1 =1

{jla;;=1}

n

E CLZ‘jZL‘j
1

j=

Az = [Az;| =

Dijeljenjem s |z;| # 0 dobijemo |A| < k. Posebno, u regularnom grafu stu-
panj regularnosti k£ je maksimalna svojstvena vrijednost matrice susjedstva
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(tvrdnju smo dokazali i za nesimetri¢ne matrice A). Prvu tvrdnju propozi-
cije dobijemo ako za A uzmemo Schurovu idempotentu A;, a drugu tvrdnju
dobijemo iz teorema [2.29}

7 7

0,6 = |27 ]| = 1) < my

Propozicija 2.36.
1. Py(i) = B0,

2. Qi) = Q;00).

Dokaz. 1. Direktno iz je Ay = Zgl:o Py(i)E;. S druge strane, A; =
AL = A (Z?ZOIDj(i)Ei> = P Er =%, P,(i)E:. Usporediva-

njem koeficijenata vidimo da je Py (i) = P;(i).

2. Dualno, iz je E; = EDPN Q;(i)A;. S druge strane vrijedi E; =
E; %Z?:o Q;i()A; = 1 Zj:o Q;(i1)A;. Usporedivanjem koeficijenata vi-

T on

dimo da je Q;(i) = Q;(4). O

Teorem 2.37.

1. B(O)P;(¢) = kﬁ;:opijk(f),

2@@@@—%@@@

Dokaz. 1. U jednadakosti 4;4; = S0 p}; A primijenimo na lijevoj i
na desnoj strani:

AiAj = (Z PMW@) (Z Pj(’ﬂ)Ek> =Y PP E,
S A=Y pE> PlOE =) (prjpk(@) Ey.
k=0 k=0 £=0 £=0 \k=0

Tvrdnja slijedi izjednac¢avanjem koeficijenata uz FEj.
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2. U jednadakosti E; o E; = %ZZ:O quEk primijenimo (11]) na lijevoj i na
desnoj strani:

Ew@z@iﬁﬂ%)(iZ% ):%Z (0) 44,

=0
1< 1< 1 a
FS -3 (1 an]) - b3 (S )
k=0 k=0 =0 =0 \k=
Tvrdnja slijedi izjednacavanjem koeficijenata uz Ay. O
Teorem 2.38.

a@@@=é%@w,

2@@%@=§ﬁﬁ%)

Dokaz. 1. Na dva nacina raspisemo produkt A;F; i izjednacimo koeficijente
uz Ap:

AE; 2 P(GE; Z P() (EZQJ'(E)AJ = %ZBU)QK@A@,

= %ZQg‘(k‘) > piAe= %Z (prk j(k)> A
k=0 =0

2. Na dva nacina raspiSemo Schurov produkt E; o A; i izjednacimo koefi-
cijente uz Ey:

EA—-QU ‘%M%ZR ) Z@ (0)As,
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Na kraju ove cjeline pokazimo kako presjecne brojeve i Kreinove para-
metre mozemo izraziti preko (dualnih) svojstvenih vrijednosti.

Teorem 2.39.

1. pk = > mePi(0)P;(0)P(0) (16)

2 g = — = @ (0Q,0@0 (18)

= TS R PG RCR) (19)
l

Dokaz. 1. Uvrstimo u relaciju (8)):

1 1
k t
ph= ——tr (A A;AL) = — tr (A;A;Ap) =
*J nng r< ) nng r( k)

nnk (ZP 61 E&ZP 62 EZQ;:OPM 63 E@).

Produkt Ey, E,, E,, je 0, osim za ¢4 = {5 = {3 = {. Koristimo 1. tvrdnju iz
propozicije linearnost traga i definiciju kratnosti m, = tr Ey:

d
1
k _
Py = o (ZP 0)Py( E)E) = n—m;a@)zﬂj(e)zﬂk(ﬁ) tr B
1 -
- gmgmgm(ﬁ)zﬂk(@.
Za drugi izraz koristimo teorem [2.29;
1 < 5
k i AT
A Sl O,k
Pij = s Ow//m/@z() éQé(])mZQz()
nin; w1
= ;] Z QQE( $)Qe(7)Qe(k).
=0
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_ d
Presjecéni brojevi su realni, pa je pfj = pfj = %520 mL%Qg(z)Qg(])Qg(k)
2. Dokazuje se dualno, uvrstavanjem (|11)) u relaciju @D O]

Vidjeli smo da svojstvene vrijednosti komutativne koherentne konfigura-
cije jednoznac¢no odreduju sve ostale parametre: stupnjeve, kratnosti, du-
alne svojstvene vrijednosti, presjecne brojeve i Kreinove parametre. Mnoge
primjene ove teorije zasnivaju se na toj ¢injenici. Ako uspijemo izracunati
svojstvenu matricu P, mozemo napisati izraze za n;, m; i pfj, a oni moraju
biti nenegativni cijeli brojevi. Takoder mozemo izraziti qu, a u iducoj cjelini
dokazujemo da su i oni nenegativni.

2.5 Kreinov uvjet i presjecne matrice

Uvjet nenegativnosti Kreinovih parametara qu poznat je kao Kreinov uvjet.
Prezentirat ¢emo dokaz koji autori knjige [4] pripisuju N. Biggsu [I1]. U
knjizi [21I] Kreinov uvjet pripisuje se L. L. Scottu [I11], T12]. U knjizi [4]
izlozen je jos jedan dokaz iz Delsarteove disertacije [40], a C. Godsil daje
alternativni dokaz u [55, Lema 2.4.3]. M. G. Krein je do uvjeta dosao u
kontekstu funkcionalne analize i konveksnosti [87, [8§].

Ponovimo prvo osnovne cinjenice o hermitskim matricama. Za matricu
A € M,(C) kazemo da je hermitska ako je A* = A. Na primjer, primitivne
idempotente Bose-Mesnerove algebre Ej, ..., Ey su hermitske matrice. Ako
su matrice A i B hermitske, onda je A + B hermitska. Produkt AB ne
mora biti hermitska matrica, osim ako A i B komutiraju. Schurov produkt
Ao B je uvijek hermitska matrica. Hermitske matrice su normalne, pa se po
teoremu [2.10| mogu dijagonalizirati.

Zadatak 2.40. Dokazite da su svojstvene vrijednosti hermitske matrice realni
brojeuvt.

Rjesenje. Neka je (x,y) = y*x skalarni produkt na vektorskom prostoru C"
(vektore shva¢amo kao jednostupcane matrice). Tada za hermitsku ma-
tricu A vrijedi (Ax,y) = y*Ax = y*A*zr = (Ay)*'z = (x, Ay). Neka je A
svojstvena vrijednost pridruzena svojstvenom vektoru z # 0, tj. Az = Ax.
Tada je (Az,z) = (Az,x) = Mz,z) = M|z|*>. S druge strane, (z, Az) =
(x, \x) = Ma,z) = M|z||>. Izjednacavanjem slijedi A = X, tj. A € R. O

Zadatak 2.41. DokazZite da su svojstveni vektori pridruzeni razlicitim svoj-
stvenim vrigednostima hermitske matrice ortogonalns.

Rjesenje. Neka su A, € R razlicite svojstvene vrijednosti, a x,y € C"
odgovarajuéi svojstveni vektori: Azx = Az, Ay = py. Tada je M(z,y) =

33



(Az,y) = (Az,y) = (z,Ay) = (z, py) = plr,y). Vrijedi (A — p)(z,y) =0,
iz. cega zbog N\ # p slijedi (z,y) = 0. Dakle, svojstveni vektori x i y su
ortogonalni. O]

Znamo da je (z,y) = (y,x). Zato je za hermitsku matricu A i bilo koji
vektor € C" skalarni produkt (Az,x) realan broj: (Az,z) = (z, Az) =
(Azx,x). Za A kazemo da je pozitivno semidefinitna ako je hermitska i vrijedi
(Az,z) >0, Vo € C™.

Zadatak 2.42. Dokazite da je hermitska matrica A pozitivno semidefinitna
ako i samo ako su joj sve svojstvene vrijednosti nenegativne.

Rjesenje. Neka je A svojstvena vrijednost i  # 0 odgovarajuéi svojstveni
vektor. Zbog pozitivne semidefinitnosti je (Az,z) > 0, a s druge strane je
(Az,z) = Az, z) = M|z||*>. Iz A||z]]* > 0 slijedi A > 0. Obrnuto, neka je
{z1,...,x,} ortonormirana baza sastavljena od svojstvenih vektora. Odgo-
varajuce svojstvene vrijednosti oznacimo Aq,..., A, i1 pretpostavimo da su
nenegativne. Bilo koji vektor x € C™ prikazimo u bazi z = ) ' | az; i
racunamo:

(Az, x) <Za A%,Za]x]> = <z”: ai)\imi,zn:ajxj>
=1 j=1
= ii)\iaia_j<xial'j> = i Ailag]? > 0.
i=1

i=1 j=1
Dakle, A je pozitivno semidefinitna. m
Primitivne idempotente Ey, ..., Ey za svojstvene vrijednosti imaju nule

i jedinice, pa su po prethodnom zadatku pozitivno semidefinitne. Glavna
podmatrica od A je podmatrica dobivena izbacivanjem nekih redaka i odgo-
varajucih stupaca (s istim indeksima).

Zadatak 2.43. Ako je A hermitska matrica, dokazZite da je svaka njezina
glavna podmatrica hermitska.

Rjesenje. Ako je A = [a;j], hermitskost znaci da je a;; = @;; za sve indekse
1, 7. Posebno, to vrijedi za indekse koji odgovaraju recima i stupcima glavne
podmatrice, pa je i ona hermitska. O

Zadatak 2.44. Ako je A pozitivno semidefinitna, dokaZite da je svaka nje-
zina glavna podmatrica pozitivno semidefinitna.
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Rjesenje. Neka je A € M,(C) i B € M,,(C) njezina glavna podmatrica
dobivena restringiranjem na retke i stupce indeksirane s I C {1,...,n},
|I| = m. Za bilo koji vektor y € C™ mozemo naéi vektor x € C" kojem su
komponente x; = 0 ako ¢ € I, a ostale komponente redom se podudaraju s
komponentama od y. Tada je (By,y) = (Ax,z) > 0, pa je i B pozitivno
semidefinitna. O

Kroneckerov produkt matrice A tipa m xn i matrice B tipa p X ¢ je matrica

allB s alnB
A®B = :
amB - agnB

tipa mp x nq. Operacija je linearna u obje varijable:
(@A+pB)C=a(ARC)+ (B (),
A® (B+~C)=p(A® B)+v(A® ().
Za konjugiranje, transponiranje i adjungiranje vrijedi
AB=A®B, (A®B)Y=A"®B', (A®B)"=A*® B".

Prema tome, Kroneckerov produkt hermitskih matrica je hermitska ma-
trica. Kroneckerov produkt se dobro ponasa prema standardnom i Schu-
rovom mnozenju matrica.

Propozicija 2.45. Ako su definirani produkti AC' i BD, onda vrijedi
(A® B)(C® D) =AC ® BD. (20)
Ako su definirani Schurovi produkti Ao C' i B o D, onda vrijeds
(A® B)o (C® D)= (AoC)® (BoD). (21)

Neka je A kvadratna matrica reda n, a B kvadratna matrica reda m i
neka vrijedi Az = A\x, By = uy. Iz slijedi (A® B)(z®y) = Az ® By =
Az @ py = (Ap)(x ®y). 1z toga slijedi

Propozicija 2.46. Neka je A € M, (C) matrica sa svojstvenim vrijednostima
{A1,.. ., \n}, a B € M, (C) matrica sa svojstvenim vrijednostima {1, . . ., fhm }-
Tada A ® B ima svojstvene vrijednosti {\p; |i=1,...,n, j=1,...,m}.

Korolar 2.47. Ako su A 1 B pozitivno semidefinitne, onda je A®Q B pozitivno
semidefinitna.
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Dokaz. Slijedi iz prethodne propozicije i zadatka [2.42] O

Korolar 2.48. Za A € M, (C) i B € M,,(C) vrijedi tr(A® B) = tr(A) tr(B)
i det(A® B) = (det A)™(det B)".

Dokaz. Trag je zbroj svojstvenih vrijednosti, a determinanta umnozak svoj-
stvenih vrijednosti. O

Lema 2.49. Ako su A, B € M, (C) pozitivno semidefinitne matrice, onda je
njihov Schurov produkt A o B pozitivno semidefinitna matrica.

Dokaz. Prema korolaru2.47], A® B je pozitivno semidefinitna matrica. Retke
i stupce Kroneckerova produkta indeksiramo sa {(i,7) | 7,5 € {1,...,n}}.
Akojer = (z,y)is = (u,v), onda A® B na mjestu (r, s) ima a,,b,,. Vidimo
da je Schurov produkt A o B = [a;;b;;] glavna podmatrica od A ® B kojoj
su reci i stupci indeksirani sa {(¢,7) | i € {1,...,n}}. Prema zadatku
Ao B je pozitivno semidefinitna matrica. [

Sada znamo da su i Schurovi produkti primitivnih idempotenta F; o £}
pozitivno semidefinitne matrice. Iz toga lako slijedi Kreinov uvijet.

Teorem 2.50 (Kreinov uvjet). Kreinovi parametri su nenegativni: qf‘j > 0.

Dokaz. Po definiciji Kreinovih parametara vrijedi F; o E; = %Zi:o q,ZEk
Kad matricu iz Bose-Mesnerove algebre prikazemo u bazi primitivnih idem-
potenta, koeficijenti su svojstvene vrijednosti te matrice. Prema tome, %qu,

k =0,...,dsusvojstvene vrijednosti pozitivno semidefinitne matrice F;o E;.
Iz zadatka slijedi g5 > 0. O

U teoremu vidjeli smo da presjecne brojeve pf’j i Kreinove para-
metre qu mozemo izrac¢unati iz tablica karaktera P ili (). Idudi cilj je pokazati
da P i ) mozemo izracunati iz presjecnih brojeva ili Kreinovih parametara.
U zadatku[1.35]i u primjerima[1.37]i trodimenzionalnu tablicu presje¢nih
brojeva pfj rastavili smo na kvadratne matrice fiksiranjem indeksa k. Tako
smo postupili da bude vidljiva (ne)komutativnost, no korisnije je fiksirati
indeks 1.

Definicija 2.51. Neka je B; € My 1(C) matrica kojoj je unos na mjestu
(7, k) jednak pf] Matrice By, ..., By zovemo presjetnim matricama komuta-
tivne koherentne konfiguracije.

U zadatku Kreinove parametre slozili smo u matrice fiksiranjem in-
deksa k, a sada ih slazemo fiksiranjem indeksa i.
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Definicija 2.52. Neka je BY € My1(C) matrica kojoj je unos na mjestu
(7, k) jednak qzkj Matrice B, ..., B zovemo dualnim presjetnim matricama
komutativne koherentne konfiguracije.

Propozicija 2.53. Presjecne matrice zadovoljavaju
1. BO - I,

2. nulti redak od B; je vektor e; kanonske baze od C¥L, koji na i-toj
koordinati tma 1, a na ostalim koordinatama 0,

3. matrice By, ..., By su linearno nezavisne,
_ N\ k
4. BiBj = Zkzopi]’Bka

6. (B;)! = N"'ByN, gdje je matrica N definirana s (19)).

Dokaz. 1. Element na mjestu (j, k) od By je plgj, a po 2. tvrdnji propozi-
cije to je .

2. Element na mjestu (0, k) od B; je pk, a po 1. tvrdnji propozicije
to je ;.

3. Slijedi iz prethodne tvrdnje.

4. Uz zamjenu oznaka a <+ k i koristenjem komutativnosti pfj = p;‘?i, tvrd-
i

ia

nju 7. propozicije [2.24f mozemo zapisati kao ZZ:O PiiPha = Zzzop Pl Na

lijevoj strani je (a, b)-unos matrice ZZ:O p}; Bk, a na desnoj strani je (a,b)-
unos matrice B;B;. Prema tome, te dvije matrice se podudaraju.

5. Slijedi iz prethodne tvrdnje i komutativnosti pfj = pé“z

6. Iz 6. tvrdnje propozicije slijedi N(B;)! = By N. O
Propozicija 2.54. Dualne presjecne matrice zadovoljavaju

1. By =1,

2. nulti redak od BY je vektor e; kanonske baze od C™, koji na i-toj
koordinati tma 1, a na ostalim koordinatama 0,

3. matrice B, ..., By su linearno nezavisne,

4. BeBS =304 By,
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5. ByB; = B} By,
6. (By) = MﬁlB;OM, gdje je matrica M definirana s (L7)).
Dokaz. Dokazuje se na isti nacin iz propozicije [2.25 [

Neka je B = (By,...,Bq) potprostor od My, 1(C) razapet presjeénim
matricama. Zbog propozicije [2.53] 9B je zatvoren na mnozenje matrica
(4. tvrdnja), matrice iz 9% komutiraju (5. tvrdnja) i & sadrzi neutralni ele-
ment (1. tvrdnja). Dakle, 9 je komutativna algebra s jedinicom obzirom
na mnozenje matrica, koju zovemo presjecnom algebrom komutativne ko-
herentne konfiguracije. Na isti nac¢in definiramo dualnu presjecnu algebru
RB° = (Bg,...,B3), koja je takoder komutativna algebra s jedinicom obzi-
rom na mnozenje matrica.

Teorem 2.55. Presjecna algebra B izomorfna je Bose-Mesnerovoj algebri
(od,-) s operacijom matriénog mnozenja. Dualna presjeéna algebra B° izo-
morfna je Bose-Mesnerovoj algebri (sd,0) s operacijom Schurovog mnozenja.

Dokaz. Pridruzivanje baza B; — A; prosireno po linearnosti je izomorfizam
vektorskih prostora. Zbog 4. tvrdnje propozicije [2.53|1 definicijskog svojstva

presjecnih brojeva A;A; = ZZ:O pfjAk, ujedno je izomorfizam algebri 9B
i(o, ). Dualno pridruzivanje By +— nE; daje izomorfizam algebri &° i (d, o).
O

Matrice iz presjecne algebre 9 i dualne presjecne algebre 9B° su reda d+1,
a matrice iz Bose-Mesnerove algebre of su reda n. Broj klasa d komutativne
koherentne konfiguracije moze biti puno manji od broja vrhova n, a tada
je lakSe racunati u B i %B° nego u d. Operacije - i o definirane na Bose-
Mesnerovoj algebri “prenijeli” smo na manje matricne algebre, ali B 1 %B° su
opcenito razli¢iti potprostori od My, 1(C), a Bose-Mesnerova algebra o je
jedan potprostor od M, (C) na kojem imamo dvije operacije mnozenja.

[z teorema[2.55| vidimo razlog zasto presjecni brojevi jednoznaéno odreduju
svojstvene vrijednosti komutativne koherentne konfiguracije. Imamo izomor-
fizam algebri koji preslikava matrice B; — A;, pa B; ima isti minimalni poli-
nom kao A;. Zato ima i iste svojstvene vrijednosti. Taj argument ne vrijedi
za dualne presjecne matrice, pa dokazujemo vezu izmedu presjecnih matrica
i tablice karatera P koju mozemo prenijeti i na dualni slucaj. Oznacimo
s diag(ag,...,aq) € Myy1(C) dijagonalnu matricu koja na dijagonali ima
redom brojeve ay, ..., aq.

Teorem 2.56. Presjecne matrice © dualne presjecne matrice zadovoljavaju

1. P(B;)'P~! = diag(P;(0),..., P{(d)),
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2. Q(BY)' Q" = diag(Qi(0), - . ., Qi(d)).

Dokaz. 1. Neka je A€ sl i Ly : 9l — o linearni operator zadan sa La(B) =
AB. Tada vrijedi Ly, (4;) = AiA; = ZZ:O Py Ak, pa je (B;)" matrica line-
arnog operatora Ly, u bazi Schurovih idempotenta {Ao,..., As}. S druge
strane, Ly (E) = 4,8, @ (S BB E; = B.()E,. pa jo diag(P,(0).

.., P;(d)) matrica istog linearnog operatora u bazi primitivnih idempotenta

{Eyp, ..., Eq}. Prva tvrdnja vrijedi jer je P matrica prijelaza iz baze {E;} u
bazu {A;}.

2. Neka je A € o i LS : d — o linearni operator zadan sa LS (B) =
Ao B. Tada viijedi Lg, (E;) = Ejo E; = L S°0_ ¢k Ey, pa je 1(By)* matrica
linearnog operatora L3, u bazi primitivnih idempotenta {Ey, ..., Eq}. S

druge strane, Ly, (A;) = E;0 A, (}1 S, Qi(k)Ak> 0 A; = 2Qi(j)A4;, pa
je % diag(Q;(0), ..., Q;(d)) matrica istog linearnog operatora u bazi Schurovih

idempotenta {Ay, ..., Aq}. Druga tvrdnja vrijedi jer je %Q matrica prijelaza
iz baze {A;} u bazu {E;}. O

Korolar 2.57. Spektar presjecne matrice B; je { P;(0),..., P;(d)} i podudara
se sa spektrom Schurove idempotente A;. Spektar dualne presjecne matrice

By je {Qi(0),...,Qi(d)}.

Dokaz. Spektar dijagonalne matrice su brojevi na dijagonali, a spektri tran-
sponirane matrice (B;)! i njoj slitne matrice P(B;)'P~! podudaraju se sa
spektrom od B;. O

Na kraju ovog poglavlja dokazujemo jos jedan uvjet djeljivosti stupnjeva i
kratnosti komutativne koherentne konfiguracije. Iz propozicije[2.27]znamo da
je PQ) =nl, a po propoziciji je Q = N~'P*M. Uvrstavanjem dobijemo
PN='P*M = nl, a racunanjem determinante slijedi

det N <
d+1 _drl T

det(PP*) =n vkl 1§

(22)

Ovaj izraz poznat je kao meemﬂ kvocijent [51]. Pomocu skalarnog pro-
dukta na prostoru matrica mozemo ga izraziti i kao omjer skalarnih
kvadrata Schurovih i primitivnih idempotenta:

17J. Sutherland Frame (1907.-1997.), americki matematicar.
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Teorem 2.58. Frameov kvocijent je prirodan broj.

Dokaz. Matrice P i P* sadrze svojstvene vrijednosti Schurovih idempotenta
Ag, ..., Ag. One su 0-1 matrice, pa im karakteristi¢ni polinomi imaju cjelo-
brojne koeficijente i vodeci koeficijent +1. Prema tome, svojstvene vrijed-
nosti su algebarski cijeli brojevi. Poznato je da algebarski cijeli brojevi ¢ine
prsten, pa je i det(PP*) algebarski cijeli broj. S desne strane izraza je
pozitivan racionalan broj, koji po sljede¢oj lemi mora biti prirodan broj. [

Lema 2.59. Ako je algebarski cijeli broj racionalan, onda je cijeli broj.

Dokaz. Neka je z algebarski cijeli broj, tj. nultocka polinoma f(x) = ™ +
Ap_12" 1 4+ ...+ a1z + ag s cjelobrojnim koeficijentima aq,...,a,_1 € Z.
Pretpostavimo da je x = ¢ za a € Z\ {0}, b € Ni M(a,b) = 1. Tvrdimo
da je tada b = 1, tj. + € Z. U suprotnom postoji prost broj p koji dijeli
nazivnik b, a ne dijeli brojnik a. UvrStavanjem z u polinom vidimo da je
a" + ap_1a" 0 4 .+ apab™ !t 4 agh™ = 0, tj. a" = —b(ap_1a" + ..+
a1ab™ 2 + agh™ ). Broj p dijeli desnu stranu, a ne dijeli lijevu stranju, §to je
kontradikcija. O]

Zadatak 2.60. DokazZite da je skup algebarskih cijelih brojeva zatvoren na
zbrajanje, mnozenge i konjugiranje.

U dokazu teorema [2.58| vidjeli smo da su svojsvene vrijednosti komuta-
tivne koherentne konfiguracije algebarski cijeli brojevi.

Propozicija 2.61. Ako su sve svojstvene vrijednosti komutativne koherentne
konfiguracije racionalni brojevi (prema tome i cijeli brojevi), onda je Frameov
kvocijent kvadrat prirodnog broja.

Dokaz. U tom slucaju na lijevoj strani je det(PP*) = det(P)?>. Po te-
oremu to je prirodan broj, pa mora biti kvadrat prirodnog broja. O
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3 Asocijacijske sheme s dvije klase

3.1 Tablica dopustivih parametara

U cjelini upoznali smo pojam jako regularnog grafa (definicija . Vi-
djeli smo primjer m x m topovskog grafa (primjer [1.10)) s parametrima
SRG(m? 2m — 2,m — 2,2). Shrikhandeov graf (slikarna odgovarajuée
parametre za m = 4, ali nije izomorfan 4 x 4 topovskom grafu. Poligon s n
vrhova (slika [4]) je jako regularan samo za n =4 1in = 5. U tom slucaju pa-
rametri su SRG(4,2,0,2) i SRG(5,2,0,1). Petersenov graf (slika takoder
je jako regularan s parametrima SRG(10,3,0,1).

Slika 8: Petersenov graf je SRG(10,3,0,1).

Primjer 3.1 (Trokutni grafovi). Neka je m € N, m > 4. Za skup vrhova
uzmemo dvoclane podskupove od {1,...,m}, tj. X = {{z,y} |1 <z <y <
m}. Vrhovi {x,y} i {o',y'} su susjedni ako je |{z,y} N{z',y'}| = 1. Tako
dobijemo jako regularan graf s parametrima SRG((7),2(m — 2),m — 2,4).
Zovemo ga trokutnim grafom (eng. triangular graph) i oznacavamo T'(m).

Trokutni graf 7'(m) podudara se s Johnsonovim grafom J(m,2,1) (pri-
mjer [L.5). Graf T'(4) je graf vrhova i bridova oktaedra (slika[9). Graf T'(5) je
komplement Petersenova grafa. Za graf G sa skupom bridova B, linijski graf
L(G) (eng. line graph) ima B kao skup vrhova, a susjedni su ako su incidentni
s istim vrhom iz G. Alternativno, 7'(m) mozemo definirati kao linijski graf
potpunog grafa L(K,,). Slicno, m x m topovski graf je linijski graf potpu-
nog bipartitnog grafa L(K,,,,). Jos jedna slicnost je da su trokutni grafovi
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Slika 9: Trokutni graf 7'(4).

odredeni svojim parametrima do na izomorfizam, osim u jednom slucaju.
Sljededi teorem analogan je Shrikhandeovu teoremu [1.14]

Teorem 3.2 (L. C. Chang [35 36]). Za m # 8, svaki jako reqularan graf
s parametrima SRG’((Z‘),2(m —2),m — 2,4) izomorfan je trokutnom grafu
T(m) iz primjera . Za m = 8 postoje jos tri takva grafa prikazana na
slici[10}, koje zovemo Changovim grafovima.

P
{1 VN

X

2

Slika 10: Changovi grafovi s parametrima SRG(28,12,6,4) (preuzeto

s [135]).

Idu¢i primjer jako regularnih grafova nazvan je po engleskom matemati-
caru R. E. A. C. Paleyu (1907.-1933.), a uveli su ih H. Sachs [I10] te P. Erdds
i A. Rényi [46]. Paley je na slican na¢in konstruirao Hadamardove matrice
pomocu kvadrata u kona¢nom polju [104].

62



Primjer 3.3 (Paleyevi grafovi). Neka je ¢ = 1 (mod 4) potencija prostog
broja. Za skup vrhova uzmemo elemente konacnog polja Fy. Vrhovi x iy su
susjedni ako je x —y kvadrat u F, \ {0}. Tako dobijemo jako regularan graf
s parametrima SRG(q, 3(q — 1), 3(q — 5), 3(¢ — 1)).

2
\ < LA

Z

(2

y =

</

< >

Wi

—

<D

NN

\

B

Slika 11: Paleyev graf SRG(13,6,2,3).

Zadatak 3.4. DokazZite da konstrukcija iz primjera zaista dage jako re-
gqularne grafove.

Za male parametre Paleyevi grafovi takoder su jedinstveno odredeni pa-
rametrima, ali za veée ¢ broj neizomorfnih grafova SRG(q, %(q - 1), }L(q —
5), (¢ — 1)) naglo raste. Tocan broj poznat je do ¢ = 29 [119], a za ¢ = 37 i
q = 41 poznate su donje ocjene [100, 38, [94]. Brojevi i ocjene navedene su u
sljedecoj tablici.

Parametri Broj Parametri Broj
SRG(5,2,0,1) 1 SRG(25,12,5,6) 15
SRG(9,4,1,2) 1 SRG(29,14,6,7) 41
SRG(13,6,2,3) 1 SRG(37,18,8,9)  >6802
SRG(17,8,3,4) 1 SRG(41,20,9,10) >18439

Tablica 1: Broj neizomorfnih SRG-ova s Paleyevim parametrima.

Svi dosadasnji primjeri jako regularnih grafova su povezani. Primjer ne-
povezanog jako regularnog grafa je disjunktna unija » > 1 kopija potpunog
grafa K, u oznaci r- K,,. Taj graf ima parametre SRG(rm,m—1,m—2,0).
Uoc¢imo da je parametar p = 0.
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Propozicija 3.5. Jako reqularan graf ima parametar p = 0 ako i samo ako
je oblika r - K,,.

Dokaz. Zbog uvjeta u = 0, relacija susjedstva na skupu svih vrhova je tranzi-
tivna. Mozemo je progiriti do relacije ekvivalencije dodavanjem parova (x, z).
Klase ekvivalencije particioniraju vrhove na disjunktnu uniju potpunih gra-
fova, koji su jednako veliki zbog regularnosti. O

Propozicija 3.6. Jako reqularan graf s parametrima SRG(n,k, A, 1) je po-
vezan ako i samo ako je p > 0.

Dokaz. Svaka dva susjedna vrha povezana su Setnjom duljine 1. Nesusjedne
vrhove zbog p > 0 povezuje Setnja duljine 2. Obrnuto, povezan jako regula-
ran graf ne moze imati parametar ;1 = 0 jer bi po prethodnoj propoziciji bio
oblika r - K,,, a taj graf nije povezan. O]

Komplement grafa r - K, je potpuni multipartitini graf K, ., (r in-
deksa m) s parametrima SRG(rm, (r — 1)m, (r —2)m, (r — 1)m). Uoc¢imo da
mu parametri zadovoljavaju pu = %.

Propozicija 3.7. Jako reqularan graf SRG(n,®,\, p) zadovoljava p = #
ako i samo ako je izomorfan potpunom multipartitnom grafu K, . .

Dokaz. Neka je G jako regularan graf s 4 = . Tvrdimo da njegov komple-
ment G° ima parametar 7 = 0. Po propoziciji 3.5, graf G¢ je tada r - K,,, pa
je G potpuni multipartitni grat K, _,,. Pretpostavimo suprotno, da u G¢
postoje dva nesusjedna vrha x i y koja imaju zajednickog susjeda z (tj. da
je @ > 0). U grafu G tada vrijedi z ~ y i x ¢ z % y. Zbog uvjeta u = &,
skup svih susjeda N(z) podudara se sa skupom N(z). To je kontradikcija s
ye N(x)iy & N(z). O

Time smo potpuno karakterizirali jako regularne grafove s p = 0ili p =
%, koje zovemo imprimitivnima. Zanimljiviji su primitioni jako regularni
grafovi, koji zadovoljavaju 0 < p < k. U nastavku je cilj izvesti nuzne
uvjete na parametre jako regularnog grafa SRG(n, k., A, ). U propoziciji[l.13]

dvostrukim prebrojavanjem dokazali smo jednakost
Rk —A—1)=Mn—%k—1)u. (23)

Zadatak 3.8. Neka jako regularan graf G ima broj vrhova oblika n = p+ 1,
pri cemu je p prost broj. DokaZite da je tada G imprimitivan.

Rjesenje. 1z jednadzbe slijedi (B — A — 1) = (p — &)u. Zbog toga §to
je p prost, vidimo da je M (k,p— %) = 1. Zato & dijeli u, pa iz u < % slijedi
pw="rilip=0. [
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Mnoge nuzne uvjete za egzistenciju jako regularnih grafova ne mozemo
dokazati kombinatorno. Snazan alat su algebarski dokazi koji se zasnivaju
na ¢injenici da su jako regularni grafovi ekvivalentni asocijacijskim shemama
s dvije klase (teorem . Ako je A matrica susjedstva grafa s parametrima
SRG(n,k, A\, p), matrice Ay = I, Ay = A i matrica susjedsva komplemen-
tarnog grafa As = J — I — A su Schurove idempotente asocijacijske sheme
s dvije klase. Stupnjevi te sheme sung =1, ny =R ing=n—-1—#%. U
dokazu teorema [1.12| vidjeli smo da su presjecni brojevi

p?l =k, p%l =\ p%l = K-
Iz 4. svojstva u definiciji [2.1] slijedi da matrica susjedstva zadovoljava

A =RI+ A+ pu(J—1-A4). (24)
Relacija slijedi i direktno iz sljedeée vazne leme iz teorije grafova.

Lema 3.9. Neka je A matrica susjedstva grafa G. Element na mjestu (i, j)
potencije A jednak je broju Setnji duljine k od i-tog do j-tog vrha u grafu G.

Broj setnji duljine 2 od vrha do samog sebe jednak je stupnju tog vrha,
pa za regularan graf matrica A% na dijagonali ima stupanj &. Za i # j, broj
Setnji duljine 2 jednak je broju zajednickih susjeda i-tog i j-tog vrha. Ako je
graf jako regularan, matrica A? izvan dijagonale ima \ ako su i-ti i j-ti vrh
susjedni, a inace ima p. Vidimo da je relacija matri¢ni zapis definicijskih
svojstava jako regularnog grafa.

Za k-regularan graf, vektor jedinica 1 je svojstveni vektor matrice su-
sjedstva A pridruzen svojstvenoj vrijednosti £. Mnozenjem relacije s 1
dobijemo £%1 = (B + Mo +pu(n—1—k))L, tj. B(A —1—X) = u(n—1—R).
To je algebarski dokaz relacije ([23]).

Neka je z # & neka druga svojstvena vrijednost od A i e odgovarajuci
svojstveni vektor. Matrica A je simetri¢na, pa su svojstveni vektori e i 1
ortogonalni, jer su pridruzeni razli¢itim svojstvenim vrijednostima. Zato je
Je =0 (reci matrice J su 1 i ortogonalni su na e). Mnozenjem relacije
s e dobijemo z?e = ke + A\ve + p(—e — ze) = (B + A\x — p — ux)e, tj.

P+ (p—Nz+p—*r=0. (25)
Ako je graf povezan i nije potpun, pokazuje se da osim % ima bar jos dvije

svojstvene vrijednosti. Tada su oba rjesenja kvadratne jednadzbe SVOj-
stvene vrijednosti i mozemo ih zapisati kao

LAt VO - )+ AR — )
5 :
A== VA= )P AR - p)

S .

2

(26)
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Vieteove formule daju nam vezu izmedu parametara i svojstvenih vrijednosti
jako regularnog grafa:

r+s=A—pu, rs=pu—~r. (27)

Iz druge jednadzbe vidimo da su za primitivan graf (s 0 < g < &) svojstvene
vrijednosti suprotnog predznaka. Uobicajeno je oznaciti ih kao u , tako
dajes<0<r.

Zadatak 3.10. Odredite spektar nepovezanog jako regularnog grafa (s p=10)
te imprimitivnog jako regularnog grafa s = k.

Zadatak 3.11. Neka je G # K, povezan k-regularan graf. Dokazite da je G
jako reqularan ako i samo ako ima tocno tri svojstvene vrijednosti (od kojih
je jedna k).

U slucaju jako regularnog grafa, jednadzbe svode se na
Ay = Ey+ Ey + By, Ay =RkREy+1E) + sEs.
Buduéi da je Ay, =J — I — A =nEy— Ey — By — E5 — Ay, dobivamo
Ay=(n—1—*)Ey— (r+ 1)E; — (s +1)Es.

Time smo odredili svojstvenu matricu jako regularnog grafa:

1 B n—1—*%
P=11r -—-r—1 . (28)

1 s —s—1

Iz propozicije mozemo izracunati dualnu svojstvenu matricu:

1 —fc—r(ims—l)s fo—i-?(n?i—sl)r 1 ¥ g
Q=1 =t ==t IR 9% | (29
L= - L e e e
U prvom retku matrice ) su kratnosti mg = 1, m; = W imy =
%. Uobicajeno je kratnost svojstvenih vrijednosti r i s oznaciti redom

f=mqig=msy. Uvrstavanjem (26) i sredivanjem dobivamo formule

i e nE-N-2%
f‘?( L+¢@—uv+«ﬁ—m>’

(30)




Iz ¢injenice da su kratnosti prirodni brojevi dobivamo snazan uvjet za egzis-
tenciju jako regularnog grafa.

Propozicija 3.12. Ako postoji jako reqularan graf SRG(n,k,\, 1), onda su
12102 prirodni brojeuvi.

Prva stranica Brouwerowe tablice [19] sadrzi dopustive parametre jako
regularnih grafova s n < 50 vrhova. Da bismo ih generirali, uzimamo redom
n=4,...,50. Za svaki n, uzimamo & = 2, ..., |[n/2]. Ograni¢it ¢emo se na
jedan od dva medusobno komplementarna grafa, pa mozemo pretpostaviti
2k < n. Brouwerova tablica sadrzi parove komplementarnih parametara
na uzastopnim mjestima. Za svaki n i &, uzimamo A = 0,..., % 1 iz

izracunamo p = kff_;j‘:ll). Tako dobivamo 6052 ¢etvorki (n,%, A, u), ali u
mnogima parametar i nije cijeli broj. Ako izbacimo sve takve cetvorke i sve
¢etvorke koje odgovaraju imprimitivnim grafovima (s p = 0ili u = %), ostaje
480 cetvorki. To su moguéi parametri primitivnih jako regularnih grafova koji
zadovoljavaju uvjet . Uvjet iz propozicije elimina sve osim 37 od tih
480 cetvorki. Medu njima je jedan par komplementarnih ¢etvorki (21, 10, 3, 6)
i(21,10,4,5) s istim parametrom %, od kojih izbacimo drugu. Preostalih 36
cetvorki odgovara parovima komplementarnih parametara na prvoj stranici

Brouwerove tablice [19]. Navodimo ih u tablici [2]

Rbr{n %®# X pul|r s f g Broj Napomena
1 2 0 1| =519 9 1 Paley(5)
2 4 1 2|1 —2|4 4 1 Paley(9)
3 |10 3 0 1|1 -2|5 4 1 Petersen= T'(5)¢
4 |13 6 2 3 |B g ¢ 1 Paley(13)
5 |15 6 1 3|1 -3|9 5 1 T(6)°
6 |16 5 0 2|1 —3|10 5 1
7T |16 6 2 2|2 =2 9 2 4 x 4, Shrikhande
8 |17 8 3 4 =& 8 1 Paley(17)
9 |21 10 3 6|1 —4|14 6 1 T(7)°
10 (21 10 4 5 |=22 110 10| 0 Tm. [3.18
11 (25 8 3 2[3 —2|8 16 1 5x5
12 25 12 5 6 |2 -3 |12 12| 15 Paley(25)

Tablica 2: Dopustivi parametri primitivnih SRG-ova.
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Rbr|{n % XN pupul|r s f g Broj Napomena
13126 10 3 42 —3|13 12| 10

14 {27 10 1 5|1 =520

1528 9 0 4|1 —5|21 6 0 (B2), Prop. [3.21
16 |28 12 6 4|4 —2|7 20| 4 T(8), Chang
17 29 14 6 7 |2 114 14| 41 Paley(29)
18 [33 16 7 8| =22 116 16| 0 Tm. [3.18
19 |35 16 6 8|2 —4 |20 14| 3854

20 (36 10 4 2|4 -2[10 25| 1 6 x 6
21 (36 14 4 6 |2 —4]21 14| 180

22 136 14 7 4|5 -2|8 27| 1 7(9)
23 136 15 6 6 |3 —3 |15 20| 32548

24 |37 18 8 9 | =T 18 18| >6802 Paley(37)
25 |40 12 2 4 |2 —4 |24 15| 28

26 |41 20 9 10| ==L 1920 20 | >18439 Paley(41)
27 |45 12 3 3 -3]20 24| 78

28 |45 16 8 6 —2]9 35| 1 7(10)
20 |45 22 10 11| =235 1922 22| 4 [97]
30 149 12 5 5 —2 |12 36| 1 Tx T
31 |49 16 3 2 —5|32 16| 0 122]
32 |49 18 4 —3 118 30| >727 [37]
33 |49 24 11 12|3 4|24 24| + Paley(49)
34 |50 7 0 1|2 -3[28 21| 1

35 |50 21 4 121 -9 |42 7 0 Prop. [3.21
36 |50 21 8 9 |3 —4[25 24| 4+

Tablica 2: Dopustivi parametri primitivnih SRG-ova.

Prvo navodimo redni broj i parametre (n, %, \, 1), zatim svojstvene vri-
jednosti 7 i s izracunate iz te kratnosti f i g izracunate iz (30]). Sli-
jedi broj neizomorfnih grafova s tim parametrima prepisan iz Brouwerove
tablice [19] (oznaka “+” znaéi da postoji barem jedan graf) te napomena.
Zeleno su obojani reci s grafovima za koje smo opisali konstrukciju u nekom
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od primjera. Topovski graf iz primjera oznacen je m X m, trokutni graf
iz primjera T(m), a Paleyev graf iz primjera Paley(q). Bijeli su reci
u kojima je poznato da grafovi postoje, ali nismo ih susreli u primjerima.
Konacno, u crvenim recima poznato je da grafovi ne postoje, iako parametri
zadovoljavaju uvjete koje smo do sada spomenuli. Propozicije i su
samo nuzni, ali ne i dovoljni uvjeti za egzistenciju jako regularnih grafova.

3.2 Jos neki nuzni uvjeti za jako regularne grafove

Promotrimo parametre SRG(28,9,0,4) u 15. retku tablice . [z formula

izracunamo svojstvene vrijednosti r = 1, s = —5 i tada znamo prvu tablicu
karaktera
19 18
P=(1 1 -2
1 -5 4
Iz formula dobivamo kratnosti f = 211 ¢ = 6. Sada iz formula ((19)
mozemo izracunati Kreinove parametre. Parametar g3, = —4/9 je negativan,

pa po teoremu zakljucujemo da jako regularni grafovi s tim parametrima
ne postoje. Za komplementarne parametre SRG(28,18,12,10) negativan je
Kreinov parametar ¢j, = —4/9.

Za opé¢e parametre SRG(n, %, A, 1), po formuli dobivamo

f? r3 r+41)3 g* s3 s+1)3
Q%lz_ I+ 5 - ( ) ) quz_ 1+———( ) .

Po Kreinovu uvjetu, izrazi u zagradi moraju biti nenegativni:
(r+1PrR* < (n—1—rk)*(R*+1%),
(s+1)P°R*< (n—1-R)*(R*+5%).
Uvjeti se mogu zapisati na ekvivalentan nacin.

Propozicija 3.13. Ako postoji jako reqularan graf SRG(n,k, A, 1) sa svoj-
stvenim vrigednostima r 1 s, onda vrijeds

(r+1)(k+r+2rs) < (kB +7)(s+ 1) (31)

(s+1D)(k+s+2rs) < (kB +s)(r+1)% (32)

Za ostale Kreinove parametre dobivamo formule koje su uvijek nenega-
tivne. Promotrimo sada pobliZe izraze za kratnosti . U nazivniku imamo
korijen iz diskriminante kvadratne jednadzbe . Ako izraz u brojniku
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(n — 1)(x — A) — 2% nije nula, nazivnik mora biti cijeli broj da bi f i ¢ bili
prirodni brojevi, tj. diskriminanta (A — u)? + 4(% — p) mora biti kvadrat
prirodnog broja. Tada su svojstvene vrijednosti racionalne. U dokazu
teorema vidjeli smo da su svojstvene vrijednosti algebarski cijeli bro-
jevi, pa iz leme [2.59| slijedi da su r i s cijeli brojevi. Za takve jako regularne
grafove kazemo da su tipa I1.

Jako regularne grafove za koje je (n— )( A)—2k = 0 zovemo grafovima
tipaI.Tadajef:gzn;lk: L(w — A). No kako je & < n — 1,
zakljucujemodaje uy—A =11k = ;1 jednadzbe slijedi p = % = "T_l
iA=p—1= ”T_E’. Parametri su obhka

R
Iz

SRG(n, 5%, 220 ) = SRG(4t + 1,2t t — 1,¢)
za prirodan broj ¢, a svojstvene vrijednosti su r, s = (—1 &+ y/n)/2. Grafovi
tipa I nazivaju se jos i “half case” ili konferencijski grafovi. Paleyevi grafovi
iz primjera su tog tipa, pa konferencijski grafovi postoje uvijek kad je
broj vrhova n prim potencija.

Zadatak 3.14. Neka jako reqularan graf G ima prost broj n = p kao broj
vrhova. Dokazite da je tada G konferencijski graf.

Rjesenje. Pretpostavimo suprotno, da je GG graf tipa II. Vidjeli smo da su
tada njegove svojstvene vrijednosti cjelobrojne, pa je po propoziciji[2.61| Fra-
meov kvocijent kvadrat prirodnog broja. Za jako regularan graf Frameov
kvocijent je

3 noning s k(p—t —1)

moImyme fg
Razlomak u gornjem izrazu je prirodan broj i nije djeljiv s p, jer su u brojniku
i u nazivniku faktori manji od p. Zato p ima eksponent 3 u rastavu na proste
faktore Frameova kvocijenta, sto nije moguce ako je kvadrat. Dakle, G mora
biti tipa I, tj. konferencijski graf. O]

Kao sto vidimo iz retka 29 tablice[2] konferencijski grafovi mogu postojati
i kad n nije prim potencija. Najmanji primjeri s parametrima S RG (45, 22, 10,
11) su ¢lanovi beskona¢ne familije koju je konstruirao Rudi Mathonlﬂ [97].
Najmanji parametri za koje je egzistencija otvorena su SRG(85,42,20,21).
Objasnimo sada od kuda potjec¢e naziv “konferencijski grafovi”.

Definicija 3.15. Konferencijska matrica reda n je C € M, (C) koja na dija-
gonali 1ma 0, a izvan dijagonale £1, takva da su joj reci medusobno ortogo-
nalni: CC* = (n —1)I.

18Rudolf Anton Mathon (1940.-2022.), ¢esko-kanadski matematicar.
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Belgijski matematicar i inzenjer elektrotehnike Vitold Belevitch (1921.-
1999.) uveo je konferencijske matrice u ¢lanku [7], vezano uz problem izrade
telefonskih mreza za konferencijske pozive, kod kojih svaki sudionik cuje
svakog drugog sudionika. Na slici [12] prikazana je jedna takva mreza iz Bele-
vitcheva clanka i konferencijska matrica reda 10.

— | —_ o

— = | RO

— O~ |

—_

O~ = K~ |

| — ==
O~~~ | |

| e

—

— o = = = = = = O
| —
|
| |
—_ = = o |
—_

Slika 12: Idealna konferencijska telefonska mreza (slika preuzeta iz [7]) i
konferencijska matrica reda 10.

Mnozenje redaka i stupaca s —1 ¢uva definicijska svojstva konferencij-
ske matrice. Tako mozemo posti¢i da elementi iz prvog retka i stupca budu
jedinice, osim prve nule, a konferencijsku matricu tog oblika zovemo nor-
maliziranom. Neka je S matrica dobivena brisanjem prvog retka i stupca
normalizirane konferencijske matrice C'. Zovemo je jezgrom od C.

Teorem 3.16. Neka je C' normalizirana konferencijska matrica reda n i S
njezina jezgra. Ako je n > 1, onda je n paran. Ako jen =2 (mod 4), onda
je S = S simetricna matrica. Ako je n = 0 (mod 4), onda je S = —5"
antisimetricna matrica.

Dokaz. Prva dva retka matrice C' su ovog oblika:

o1 1 1 -+ 1
1 0 £1 £1 --- #£1

U drugom retku na mjestima oznacenim 41 mora biti jednak broj eleme-
nata 11 —1, da bi bio ortogonalan na prvi redak. Ako je taj broj m, onda je
n = 2m + 2 paran broj.
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Neka je C' = [¢;;] i neka sui,j € {2,...,n}, i < j. Pokazat ¢emo da
vrijede implikacije ¢;; = ¢;; = n =2 (mod 4) i ¢;; = —¢j; = n =0 (mod 4).
Iz toga slijedi da u slu¢aju n =2 (mod 4) matrica S mora biti simetri¢na, a
u sluéaju n =0 (mod 4) antisimetricna.

Promotrimo prvi, i-ti i j-ti redak matrice C"

O 1 --- 1 - 1 - 1
1 +1 - 0 -+ ¢y -+ =1
1 +1 - cji oo 0 o E1

Neka je n, broj stupaca razli¢itih od prvog, i-tog i j-tog stupca, u kojima su
u ¢-om i j-tom retku unosi 1. Sli¢no, n,_ je broj takvih stupaca u kojima je
u ¢-tom retku 1, a u j-tom retku —1. Analogno definiramon_, i n__. Zbog
medusobne ortogonalnosti i-tog i j-tog retka vrijedi n,_ +n_, = m. Ako je

¢;; = 1, onda zbog ortogonalnosti prvog i i-tog retka slijedi n4 4 +n, - = m—1.
Ako je ¢;; = —1, onda zbog istog razloga slijedi n44 + ny_ = m. Analogno,
zbog ortogonalnosti prvog i j-tog retka vrijedi ¢j; =1 = nyy +n_y =m—1
tecy =—1=nyp +n_y=m.

Sada pretpostavimo ¢;; = ¢;; i uzmimo da je na tim mjestima 1. Tada iz
Nitr+ny_ =m—1lingy+n_, =m—1slijedin,_ =n_,, Sto uvrstavanjem
u jednadzbu ny_ +n_, = m daje m = 2n,_, odnosno n = 2m + 2 =
Any_ +2 =2 (mod 4). Isti zakljucak dobivamo za ¢;; = ¢;; = —1. Ako pak
pretpostavimo ¢;; = —cj;, dobivamo m = 2n,_ + 1 ili m = 2n,_ — 1, Sto
daje n =0 (mod 4). O

Teorem 3.17. Konferencijska matrica C' reda n = 2 (mod 4) postoji ako i
samo ako postoji konferencijski graf s parametrima SRG(4t + 1,2t,t — 1,t),
zat=(n—2)/4.

Dokaz. Normaliziramo C'ineka je S njezina jezgra. Po prethodnom teoremu,
S je simetri¢na matrica reda n—1. Neka je A matrica dobivena iz S zamjenom
svih unosa —1sa 0. Vezu mozemo izraziti kao S = A—(J—1—A) = 2A—J+1.
Iz jednadzbe CC* = (n — 1)1 slijedi S1 =01 SS* = (n — 1)I — J. Prva
jednadzba znaci da u svakom retku od S ima jednak broj jedinica i minus
jedinica, koji smo u prethodnom dokazu oznacili m. Iz prethodnog dokaza
takoder znamo da je m = 2t paran, odnosno n = 4t 4+ 2. Sada uvrstavanjem
S=2A—J+4+1uSS" = (n—1)I+ J dobivamo

A=t —A+tJ =2+t —-1)A+t(J—1-A),
a to je upravo jednadzba zak =2t, \=t—11ipu =1t Dakle, A je ma-

trica susjedstva jako regularnog grafa s parametrima SRG(4t+1,2t,t —1,¢).
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Obratno, ako imamo matricu susjedstva A grafa s tim parametrima, zami-
jenimo nule izvan dijagonale s —1 i “obrubimo” matricu retkom i stupcom
jedinica s nulom na prvom mjestu. Tako dobivamo konferencijsku matricu
reda n =2 (mod 4). O

Belevitch [7] je uocio sljedeéi nuzan uvjet za egzistenciju konferencijske
matrice reda n = 2 (mod 4), odnosno konferencijskog grafa.

Teorem 3.18. Ako postoji jako reqularan graf s parametrima SRG (4t +
1,2t,t — 1,t), onda je 4t + 1 zbroj kvadrata dvaju cijelih brojeva.

Raghavaraﬂ [106] je dokazao taj uvjet pomoéu Hasselﬂ-Minkowskijevo@
teorema o kvadratnim formama. U Rijeci je nedavno odrzana radionica o
ovoj teoriji [103]. Elementarni dokaz dali su van Lint™]i Seide| [128]. Te-
orem [3.18| vrlo je slican Bruck-Ryserovu teoremu [1.32]1 oba se dokazuju na
slicne nacine. Iz teorije brojeva poznat je sljedeéi kriterij za uvjet iz tih
teorema.

Teorem 3.19 (Ferma@. Prirodan broj n moze se prikazati kao zbroj kva-
drata dvaju cijelih brojeva ako i samo ako u rastavu broja n na proste faktore
svi faktori oblika p = 3 (mod 4) imaju parne eksponente.

Na primjer, broj 21 = 3-7 ne moze se prikazati kao zbroj dvaju kvadrata
jer se faktor 3 javlja s eksponentom 1 (a to se lako provjeri i direktno). Isto
vrijedi za broj 33 = 3 - 11. Zato konferencijski grafovi s parametrima iz 10.
i 18. retka tablice |2l ne postoje. Parametri iz 29. retka zadovoljavaju uvjet:
45 = 32462 Iz toga ne slijedi direktno postojanje grafova, naime teoremm
je takoder samo nuzan uvjet.

Zadatak 3.20. U primjeru vidjeli smo da konferencijski grafovi postoje
wvijek kad je broj vrhova 4t+1 potencija prostog broja. Iz toga i teorema
sligedi da se svaka prim potencija tog oblika moZe prikazati kao zbroj dvaju
kvadrata. Dokazite to direktno iz Fermatovog teorema[3.19

Jos§ jedan nuzan uvjet za postojanje jako regularnih grafova je takozvana
apsolutna ocjena.

YDamaraju Raghavarao (1938.-2013.), indijski statisticar.

20Helmut Hasse (1898.-1979.), njemacki matematicar.

2'Hermann Minkowski (1864.-1909.), njemacki matematicar.

22 Jacobus Hendricus “Jack” van Lint (1932.-2004.), nizozemski matematicar.
23 Johan Jacob “Jaap” Seidel (1919.-2001.), nizozemski matematicar.
24Pjerre de Fermat (1607.-1665.), francuski matematicar.

73



Propozicija 3.21 (Apsolutna ocjena). Ako postoji primitivan jako reqularan
graf SRG(n, k., \, i) s kratnostima f i g, onda vrijedi

n<3f(f+3) i n<39(g+3). (33)

Apsolutna ocjena eliminira grafove s parametrima iz 15. i 35. retka ta-
blice [2, a slijedi iz opéenitog uvjeta na kratnosti komutativne koherentne
konfiguracije.

Teorem 3.22. Neka su my, ..., mg kratnosti komutativne koherentne konfi-
guracije s d klasa i neka su zadani i,j € {0,...,d}. Tada vrijedi
m;m;, ako je i # j,

zmks{l A en

q;7#0 smi(m; + 1), ako jei=j,
pri cemu na lijevoj strani sumiramo po svim indeksima k € {0,...,d} za
koje Kreinov parametar qu nije jednak nula.
Dokaz. Neka su FEy, ..., E; primitivne idempotente. Sjetimo se da je m; =

rk F; 1 vrijedi ;o B = %ZZ:O quEk Lijevu stranu od dobijemo kao
rk(E; o Ej). U dokazu leme vidjeli smo da je Schurov produkt E; o Ej
glavna podmatrica Kroneckerova produkta E; ® E;. Zato je tk(E; o E;) <
rk(E; ® E;) = 1k(E;) tk(E;) = m;m;, $to daje nejednakost za i # j.

Ako je i = j, elementi od E; o E; su kvadrati elemenata od FE;. Neka
je A = [a;j] € M,(C) proizvoljna matrica ranga r. Oznacimo njezine retke
a; = (a1, ..., i), 1 = 1,...,n 1 bez smanjenja opéenitosti pretpostavimo da
su prvih r redaka linearno nezavisni. Tada za svaki redak a; postoje skalari
Bi,...,0r € C takvi da je a; = > ) _; frax. Uzmimo j-tu komponentu ove
vektorske jednakosti i kvadriramo je:

T 2 T
(aij)* = (Z /3kakj> =Y Bia)’+ D 2BuBeanjar;.
k=1 k=1

1<k<t<r
Ovo vrijedi za j = 1,...,n, pa je vektor a; o a; (i-ti redak Schurova produkta
Ao A) linearna kombinacija vektora aj o ay za k =1,...,r i vektora ay o a,

za 1 < k < ¢ < r. Prema tome, rang rk(A o A) je manji ili jednak od
r+ (;) = %r(r + 1). Primjenom na A = FE; i r = m; slijedi nejednakost za
i=7. ]
Dokaz propozicije|3.21. Primijenimo prethodni teorem za i = j = 1 na pri-
mitivan jako regularan graf. Prije propozicije |3.13| izrazili smo Kreinov pa-
rametar ¢j;, a sada izrazimo jos i
f? < I Gl Vi > 2 _ I (1+ s (r+1)2(s+1))
) 1= :
n

0
=11 JR— - <
d11 n +f?/2 + (n_l_k)Q 41

B2 (n—1- k)
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Iz prvog izraza odmah vidimo da je ¢, > 0, a iz drugog izraza uz malo
vise truda vidimo ¢?; > 0. S druge strane, ¢?, = 0 ako i samo ako graf
dostize Kreinov uvjet (31)). Stoga, uvijek vrijedi mg + my < %ml(ml + 1),
tj. 14+ g < %f(f + 1). Dodavanjem f na lijevu i desnu stranu dobivamo
n=14f+g < 5 f(f+3). Za grafove koji ne dostizu Kreinov uvjet vrijedi
stroza nejednakost n < 1 f(f+1). Razmatranjem Kreinovih parametara ¢3,,
3, 1 g3, na isti nacin dobivamo n < 3g(g + 3). O

Time smo dokazali nepostojanje grafova za sve crvene retke tablice
osim za redak 31. Graf SRG(49, 16, 3, 6) eliminirali su Bussemaker, Haemers,
Mathon, i Wilbrink [22] ‘ad hoc” dokazom koji vrijedi samo za te parametre.

3.3 Euklidska reprezentacija

U ovoj cjelini dat ¢emo drugi, “geometrijski” dokaz apsolutne ocjene. Za jako
regularne grafove, kao i za druge asocijacijske sheme (simetri¢ne koherentne
konfiguracije), Bose-Mesnerovu algebru mozemo promatrati nad poljem R
umjesto nad poljem C. Schurove idempotente Ay, ..., Ay su simetricne ma-
trice, pa su njihove svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori realni. Zato su
i primitivne idempotente Fj, ..., F; realne matrice. Matricu susjedstva jako
regularnog grafa mozemo zapisati kao A = #Ey + rE; + sFE,. Pritom su Fj,
E; i Es matrice ortogonalnih projekcija na svojstvene potprostore Vo = [1],
Vi i Va, koji su dimenzija 1, f i g. Vrhove grafa mozemo identificirati s vek-
torima eq, ..., e, kanonske baze od R", a i-ti i j-ti vrh su susjedni ako i samo
ako je efAe; = 1 (inace je etAe; = 0).

Projiciramo vektore kanonske baze na jedan od netrivijalnih svojstvenih
potprostora, recimo Vi: x; = Fie;, © = 1,...,n. Racunamo skalarne pro-
dukte tih vektora:

<J/’Z‘,ZE]‘> = ZL‘EJZJ‘ = (Ele,-)t(Elej) = efEfElej = €§E1€j.
Vidjeli smo da su primitivne idempotente Hermitske, a sada su i realne, pa

su simetri¢cne matrice. Stoga je E{E) = E? = E). Po relaciji raspisimo
matricu F; u bazi Schurovih idempotenta:

B = (Qu(0) Ao + Qu1) A1 +Q1(2)4, )

- % ((@1(0) = NI +Qu(2)T +(Q:(1) - i(2)A4).

Znamo da e! Ae; poprima vrijednosti 1 ili 0 ovisno jesu li 4-ti1 j-ti vrh susjedni.
Ocito vrijedi elle; = ele; = 0;; 1 elJe; = ell = 1. Zato skalarni produkt

75



(x;, z;) poprima samo tri razlicite vrijednosti:

a, akojei =17,
(i, z;) = ¢ B, akosui-tiij-ti vrh susjedni,

v, ako ¢-tii j-ti vrh nisu susjedni.

Iz (29) mozemo izracunati a = %, g = Zak—tf iy = n‘zT;_ks). Normiranjem
dobivamo jedini¢ne vektore T; = \/Laxz = y/nz; sa skalarnim produktima
nbts - ako su i-ti i j-ti vrh susjedni,
=== ako ¢-ti i j-ti vrh nisu susjedni.
rT—S8
Vektori zy, . . ., T, leze na jedini¢noj sferi u svojstvenom potprostoru Vi, kojeg

identificiramo s R/. Za primitivne jako regularne grafove pokazuje se da su
ti vektori medusobno razli¢iti. Zovemo ih euklidskom reprezentacijom jako
regularnog grafa.

Zadatak 3.23. Projicirajte vektore kanonske baze na svojstveni potprostor Vs
i izvedite formulu za skalarni produkt analognu formuli (35)).

Konacne podskupove jedini¢ne sfere u euklidskom prostoru nazivamo sfer-
nim kodovima. Skalarni produkt vektora na jedini¢noj sferi je kosinus kuta
kojeg zatvaraju (z,y) = cos £(x,y) i jednoznacéno odreduje njihovu udalje-
nost ||z —y||> = 2 —2(x,y). Dobili smo sferni kod velicine n u R/ ¢iji vektori
zatvaraju samo dva kuta, odnosno nalaze se na samo dvije udaljenosti. Broj
razlic¢itih kutova ili udaljenosti medu vektorima nazivamo stupnjem sfernog
koda. Dakle, euklidska reprezentacija jako regularnog grafa je sferni kod
stupnja dva u R ili RY. Na analogan nacin od asocijacijske sheme s d klasa,
dobivamo sferne kodove stupnja najvise d. Knjiga posvec¢ena sfernim kodo-
vima je [47].

Delsarte, Goethals i Seidel [42], [43] dokazali su ocjenu za veli¢inu sfernog
koda stupnja d, koju takoder zovemo apsolutnom ocjenom. Smisao naziva
je da ocjena ne ovisi o iznosima kutova koje zatvaraju vektori sfernog koda,
nego samo o broju razlicitih kutova. Ako su poznate mjere tih kutova, u
nekim slucajevima mozemo dobiti bolje “relativne” ocjene.

Teorem 3.24 (Apsolutna ocjena). Neka je X = {xy,...,x,} sferni kod
velicine n i stupnja d u R/. Tada je

Y G B () (36)
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Za dokaz nam trebaju osnovne Cinjenice o sfernim polinomima. Pro-
mijenit ¢emo oznaku i dimenziju prostora oznacavati m. Jedini¢nu sferu

u R™ oznacavamo S™ ' = {z € R™ | ||z|| = 1}. Polinome u m varijabli
f.g9 € R[zy,. .., zy] smatramo ekvivalentnima ako vrijedi f(z) = g(x) za sve
x € S™ 1. Klase ekvivalencije zovemo sfernim polinomima.
“Obic¢an” polinom iz R[zy,. .., z,] moZzemo na jedinstven naé¢in prikazati
kao linearnu kombinaciju monoma z* = 2{"* - - - 2% edjesuu = (uy, ..., Uy) €
0 eksponenti, a z = (21,..., 2,) varijable. Stupanj monoma je degz" =

U + ...+ Uy, a stupanj polinoma je najveéi stupanj monoma koji se javlja
u njegovu razvoju. Prikaz sfernog polinoma kao linearne kombinacije mo-
noma nije jedinstven. Na primjer, konstantni polinom f(z1,...,2,) = 1
i kvadratni polinom g(z1,...,2,) = 22 + ... + 22, = ||z]|* ocito popri-
maju iste vrijednosti na jedini¢noj sferi S™~!.  Stupanj sfernog polinoma
definiramo kao najmanji stupanj polinoma iz Rz, ..., z,] u toj klase ek-
vivalencije. Dakle, sferni polinom kojem pripadaju f(z1,...,2,) = 11
g(z1, ..., 2m) = 22 + ... + 22, je stupnja nula, a ne stupnja 2.

Skup svih sfernih polinoma u m varijabli stupnja najvise d oznacavamo
Pol(m, d). Uz uobicajene operacije zbrajanja i mnozenja skalarom, to je vek-
torski prostor i zelimo mu odrediti dimenziju. Sferni polinom je homogen
ako se moze prikazati kao linearna kombinacija monoma istog stupnja. Skup
svih homogenih sfernih polinoma koji su linearne kombinacije monoma stup-
nja i ozna¢avamo Hom(m, ). To je takoder vektorski prostor, potprostor od
Pol(m, d) ako je i < d. Nadalje, Hom(m,i — 2) je potprostor od Hom(m,1).
Naime, polinomi f(z) i g(z) = f(z) - ||2]|* su ekvivalentni, a svaki monom u
razvoju od f daje m monoma u razvoju od ¢ kojima je stupanj vedi za 2.

Lema 3.25. Vrijedi Pol(m,d) = Hom(m, d) ®Hom(m,d—1) (direktna suma
vektorskih prostora).

Dokaz. Neka je f € Pol(m,d) i z* neki od monoma u njegovu razvoju. Ako
je degz" = i < d — 1, mozemo ga zamijeniti s ekvivalentnim polinomom
2%||z||* stupnja i + 2j i pritom izabrati j tako da stupanj bude d — 1 ili d.
Dakle, svaki sferni polinom iz Pol(m, d) moze se prikazati kao suma polinoma
iz Hom(m,d — 1) i Hom(m, d). Taj prikaz je jedinstven, iz cega slijedi da je
suma direktna. O]

Sada mozemo odrediti dimenziju vektorskog prostora sfernih polinoma.

~1 _9
Lema 3.26. dim Pol(m, d) = (m +5 ) + (m;dl )

Dokaz. Zbog prethodne leme vrijedi
dim Pol(m, d) = dim Hom(m, d) + dim Hom(m, d — 1).
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Razli¢iti monomi stupnja d su linearno nezavisni, nisu ekvivalentni i razapi-
nju Hom(m, d). Broj takvih monoma jednak je broju cjelobrojnih rjesenja
jednadzbe uy + ...+ u,, = d uz uvjete uy > 0,...,u, > 0, koji je po “prin-
cipu kuglica i stapi¢a” jednak (mtjfl). Dakle, dim Hom(m,d) = (mtj*l) i

dim Hom(m,d — 1) = (m:lrflf), iz ¢ega slijedi tvrdnja. O

Dokaz teorema[3.24 Neka je X = {z1,...,x,} sferni kod veli¢ine n i stup-
njad u R’ te neka je A = {sy, ..., sq} skup svih skalarnih produkata razlicitih
vektora iz X. Za i € {2,...,n} definiramo sljede¢i podskup od A:

Zatim definiramo polinome u jednoj varijabli ¢ sa Fy(t) =11

t_
FEi =]+ i=2....n

1—s
sEA;

Konacno, definiramo sferne polinome u f varijabli z = (21, ..., 2f):
pi(z) = Fi((z,2;)), i=1,...,n.

Stupnjevi od Fi, ..., F, nisu veéi od d, pa su py,...,p, € Pol(f,d). Vrijedi

pi(xz;) = 0 za j < i1 pz;) = 1, iz Cega slijedi da su py,...,p, linearno
o . . d— d—
nezavisni. Stoga je n < dim Pol(f,d) = (Hd 1) + (@_12). O

Propozicija je jednostavan korolar teorema [3.24 Euklidska repre-
zentacija jako regularnog grafa s parametrima SRG(n,%k,\, u) u svojstve-
nom potprostoru Vi = R/ je sferni kod veli¢ine n i stupnja 2. Stoga po
teoremu vrijedi n < (f;rl) + (f) = @ Euklidska reprezentacija u

1
drugom svojstvenom potprostoru V5 = RY daje drugu ocjenu n < @.

Za sferni kod X kazemo da je antipodalan ako za svaki x € X vrijedi
—x € X. Za antipodalne kodove Delsarte, Goethals i Seidel [43] dokazali su
nesto jacu ocjenu.

Teorem 3.27. Neka je X antipodalni sferni kod velicine n i stupnja d u R/ .
Tada je
f+d—2
<2 .
"= < d—1

Dokaz. Vidi [47], teorem 9.5.2 na str. 313. O

U teoriji sfernih kodova, cilj je konstruirati kodove X C S™~! §to vecéeg
kardinaliteta n = | X|, $to manje dimenzije m i Sto ve¢e minimalne udaljenosti
p(X) = min{|jJz — y||* | z,y € X, z # y}. Od jako regularnih grafova
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dobivamo kodove malog stupnja d = 2, u kojima se pojavljuju samo dvije
razlicite udaljenosti. Mnogi od tih kodova imaju dobra metricka svojstva, tj.
veliku minimalnu udaljenost p(X). Pregled grafova SRG(n, &, A, i) koji daju
dobre sferne kodove s parametrima (m, p,n) dan je u knjizi [47, tablica 9.2 na
str. 310]. Kratak pregled teorije sfernih kodova dan je u cjelini 5.1.1 knjige [4]
(str. 175-178).

Na kraju ovog poglavlja definiramo uvjet regularnosti koji generalizira
uvjet za jako regularne grafove. Rezultate navodimo bez dokaza i uglavnom
slijedimo [29].

Definicija 3.28. Neka jet € Ny. Za graf kaZemo da je t-izoregularan ili da
ima svojstvo C(t) ako za svaka dva podskupa vrhova Sy i Sy velicine najvise t,
takva da su inducirani podgrafovi na Sy i So 1zomorfni, broj vrhova susjednih
svim vrhovima iz Sy je jednak broju vrhova susjednih svim vrhovima iz Ss.

Parametri takvog grafa su brojevi A(S). To je broj vrhova susjednih
svakom vrhu induciranog podgrafa izomorfnog sa S, pri ¢emu S ide po svim
klasama izomorfizma grafova s najvise ¢ vrhova. Uvjet C(t) je sve jaci §to
je broj t veéi. Uvjet C(0) zadovoljava svaki graf, a A(()) je ukupan broj
vrhova. Uvjet C(1) je “obi¢na regularnost”, a A({z}) je stupanj. Uvjet C(2)
ekvivalentan je definiciji jako regularnog grafa, ukljucuju¢i potpune i prazne
grafove. Ako su parametri SRG(n, %, A, i), onda je A(S) = X ako se S sastoji
od dva susjedna vrha, a A(S) = pu ako se S sastoji od dva nesusjedna vrha.
Cameron [20] je karakterizirao grafove koji zadovoljavaju uvjet C(5).

Teorem 3.29. Graf koji zadovoljava wvjet C(5) ujedno zadovoljava C(t) za
sve t € Ng. Jedini takvi grafovi su disjunktne unije potpunih grafova r - K,,,
ciklus Cs te 3 x 3 topouvski graf i njihovi komplementi.

Poznata su samo dva grafa koji zadovoljavaju C(4), a ne zadovolja-
vaju C(5): Schlafijev graf SRG(27,10,1,5) i McLaughlinov graf SRG(275,
112,30, 56) (i komplementi). Poznato je beskona¢no mnogo grafova koji za-
dovoljavaju svojstvo C'(3). Cameron, Goethals i Seidel [33] klasificirali su
njihove parametre u tri familije: pseudo latinski kvadrati, negativni latinski
kvadrati i grafovi Smithinog tipa. Za opise tih familija vidi [34], str. 110-
111]. Parametre “obi¢nih” jako regularnih grafova, koji zadovoljavaju samo
uvjet C'(2), ne mozemo opisati na taj naéin, tj. klasificirati ih u nekoliko be-
skonacnih familija. Za gerenriranje tablice dopustivih parametara 2| trebali
smo pomo¢ racunala.

Uvjeti regularnosti C'(t) povezani su s jos jednom vrstom pravilinih kona¢nih
podskupova sfere.
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Definicija 3.30. Za skup vektora X = {xy,...,1,} iz sfere Q = Sm~1
kazemo da je sferni t-dizajn ako za svaki polinom f € Pol(m,t) vrijedi

1 & 1
0= | st@ae

U [47, teorem 9.6.1] uvjet je karakteriziran na Sest nacina, od kojih svaki
moze posluziti kao definicija sfernog t-dizajna. Za male t uvjet ima me-
hanicku interpretaciju. Zamislimo kruto tijelo koje se sastoji od n jedini¢nih
masa postavljenih na tocke iz X. Tada je X sferni 1-dizajn ako i samo ako je
centar mase tog tijela u ishodistu. Ako je to ispunjeno, X je sferni 2-dizajn
ako i samo ako je elipsoid inercije tog tijela sfera (tj. tijelo ima isti moment
inercije obzirom na bilo koju os kroz ishodiste).

Teorem 3.31. Neka je G primitivan jako reqularan graf 1 X njegova euklid-
ska reprezentacija u jednom od netrivijalnih svojstvenih potprostora Vi ili Vs.

(a) X je uvijek sferni 2-dizajn.

(b) X je sferni 3-dizajn ako i samo ako G dostize odgovarajuci Kreinov
uvjet: qi, = 0 ako smo projicirali na Vi, a g3, = 0 ako smo projicirali
na Vo. U tom slucaju G zadovoljava uvjet C(3).

(c) X je sferni 4-dizajn ako i samo ako G dostiZe odgovarajucu apsolutnu
ocjenu: n = 3 f(f +3) za Vi, an=39(g+3) za Vao. Utom slucaju G
zadovoljava uvjet C(4).

(d) X nikad nije sferni 5-dizajn.

Apsolutna ocjena je gornja ocjena na veli¢cinu sfernog koda X c S™~!
stupnja d. Najvedi t za koji je X sferni t-dizajn nazivamo snagom od X.
Delsarte, Goethals i Seidel [43] dali su donju ocjenu na veli¢inu sfernog koda
snage t.

Teorem 3.32. Neka je X C S™ ' podskup velicine n i snage t > 4, za
m > 3. Ako je t = 2d paran, onda vrijedi

oz ("N, (37)

Ako je t = 2d — 1 neparan, onda vrijedi

nEZCnIEIQ). (38)
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Dokaz. Vidi [47], teorem 9.6.7 na str. 322. O

Od posebng interesa je slucaj kad se dostizu ove ocjene. Za parni t, ako X
dostize ocjenu , onda je stupnja d i ujedno dostize apsolutnu ocjenu iz
teorema m Za neparni t, ako X dostize ocjenu , onda je antipodalan,
stupnja d i ujedno dostize ocjenu iz teorema [3.27, Za takve sferne dizajne
kazemo da su napeti (eng. tight). Kratak pregled teorije sfernih dizajna dan
je na pocetku II. dijela knjige [1] (str. 50-55). Opsezniji pregledi su cjelina
5.1.2 knjige [4] (str. 178-196) i cjelina 9.6 knjige [47] (str. 314-324).

Zadatak 3.33. Neka je G graf maksimalnog stupnja % i dijametra d. DokaZite
da broj vrhova n takvog grafa zadovoljava

Grafove koji dostizu jednakost zovemo Mooreovim grafovima. Klasificirajte
Mooreove grafove dijametra d = 2.
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4 Asocijacijske sheme s tri klase

U ovom poglavlju opisat ¢emo nekoliko zanimljivih primjera asocijacijskih
shema s tri klase. Primjeri su simetri¢ni, pa Bose-Mesnerovu algebru mozemo
gledati nad poljem R. Prvo definiramo i proucavamo pojam primitivnosti
i imprimitivnosti u opéem slucaju, za komutativne (ne nuzno simetricne)
koherentne konfiguracije s d klasa i Bose-Mesnerove algebre nad C.

4.1 Primitivnost i imprimitivnost

U cjelini [3.1]definirali smo da je jako regularan graf G s parametrima SRG (n,
%, A, 1) imprimitivan ako je p = 0 ili g = %, a primitivan ako je 0 < p < %.
Odgovarajuca asocijacijska shema sastoji se od grafa GG i njegovog komple-
menta G°. U imprimitivnom slucaju jedan od ta dva grafa ima parametar
= 0 i nije povezan (propozicija [3.6). U primitivnom slu¢aju oba grafa su
povezana.

Definicija 4.1. Neka je X koherentna konfiguracija sa skupom wvrhova X

1 relacijama Rg, Ry, ..., Rq. KaZemo da je L primitivha ako su relacije
Ry, ..., Rq povezane, a imprimitivna ako je bar jedna od tih relacija nepove-
zana.

0 0 0

G1 GQ G3
Slika 13: Grafovi poligona reda n = 7 (sedmerokuta).

Na slici [13| prikazani su netrivijalni grafovi koji ¢ine poligon reda n =7
(primjer . Vidimo da su sva tri grafa povezana, pa je sedmerokut primi-
tivna asocijacijska shema. Na slici [14] prikazani su netrivijalni grafovi osme-
rokuta, poligona reda n = 8. Grafovi G5 i G4 su nepovezani, pa je osmerokut
primjer imprimitivne asocijacijske sheme.
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Gg G4
Slika 14: Grafovi poligona reda n = 8 (osmerokuta).

Zadatak 4.2. Dokazite da je poligon reda n > 2 (pm’mjer primitivan
ako i samo ako je n prost broj.

Zadatak 4.3. DokaZite da klase konjugacije konacne grupe G (primjer
cine primitivnu koherentnu konfiguraciju ako i samo ako je grupa G jednos-
tavna, tj. ako nema netrivijalnih normalnih podgrupa.

Objasnimo poblize pojam povezanosti za nesimetri¢ne relacije. Koristimo
terminologiju teorije grafova i relaciju shvacamo kao usmjereni graf. Ako je
par vrhova (x,y) u relaciji, piSemo z — y (u simetricnom sluc¢aju koristili
smo oznaku x ~ y za susjedne vrhove). Setnja od vrha = do vrha y je niz
vrthova © = g — 21 — ... = xy = y. Broj ¢ je duljina Setnje. Ako postoji
Setnja od x do y, to zapisujemo x — y. Relacija — je tranzitivno zatvorenje
relacije — (najmanja tranzitivna i refleksivna relacija koja sadrzi —).

Opcenito, za usmjerene grafove razlikujemo pojmove jake i slabe pove-
zanosti. Jaka povezanost zna¢i da za svaka dva vrha vrijedi x — y. Slaba
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povezanost znaci da je neusmjereni graf koji dobijemo “zanemarivanjem ori-
jentacije” povezan. Nase relacije ¢ine koherentnu konfiguraciju. Vidjet ¢emo
da se zbog toga jaka i slaba povezanost podudaraju. Relacija — bit ¢e sime-
tricna, cak i ako krenemo od nesimetri¢ne relacije koherentne kofiguracije.
Uzmimo jednu od relacija koherentne konfiguracije R; (indeks i je sada
fiksiran). Neka je A; odgovaraju¢a Schurova idempotenta, tj. 0-1 matrica
pridruzena relaciji R;. Sjetimo se oznake N;(z) = {y € X | z — y} za skup
svih susjeda vrha x. Definiramo N®(z) = {y € X |  — y} kao skup svih
vrhova do kojih mozemo doé¢i Setnjom koja pocinje u x. To je komponenta
povezanosti relacije R; kojoj pripada x. Trebat ¢e nam usmjerena verzija

leme [3.0

Lema 4.4. Element na mjestu (z,y) potencije A% jednak je broju Setngi du-
lyine ¢ od vrha x do vrha y.

Dokaz. Indukcijom po ¢. Za ¢ = 0, postoji jedna Setnja duljine 0 od x do x
i nula Setnji duljine 0 od x do y # x. To se slaze sa A? = . Za { =1, broj
Setnji je jedan ako vrijedi © — vy, tj. [4;]., = 1, a nula ako ne vrijedi  — y,
tj. [Ails, = 0. Pretpostavimo da je [A{ '], . broj Setnji duljine ¢ — 1 od z
do z. Setnje duljine ¢ do vrha y dobivamo tako da dodamo korak z — v,
ako su ta dva vrha u relaciji. Prema tome, broj Setnji duljine ¢ od = do y je

S [ASY.2[Ail.,- To je upravo element na mjestu (z,y) produkta matrica
zeX

AT A = AL O

Propozicija 4.5. Postoji skup indeksa Q C {0,...,d} takav da za svaki
vrh z vrijedi N (z) = UpeqNi ().

Dokaz. Po prethodnoj lemi vrijedi
N9(z) ={y € X | (3¢ € Ny) [Af],, > O}.

Potencije A¢ pripadaju koherentnoj algebri i mozemo ih prikazati u bazi
Schurovih idempotenta: Af = ZZ:O at Ay, Definiramo

Q=1{kec{0,...,d}| (3 € Ny)ai > 0}. (39)

Za vrhove x i y, uvjet (3¢ € Ny)[Af],, > 0 ekvivalentan je s k € Q i
[Ak]zy = 1, odnosno k € Q iy € Ni(z). Zato je N (z) = UpeqNi(x). O

Kljucno je da skup €2 definiran s (39)) ne ovisi o izboru vrha x, nego samo
o relaciji R;. Iz toga slijede iduce tvrdnje.

Korolar 4.6. Veli¢ina komponente povezanosti |[N®(z)| ne ovisi o izboru
vrha x.
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Dokaz. Velicina “susjedstva” |Ny(x)| = ny je stupanj koherentne konfigura-
cije i ne ovisi o z. Skupovi No(),. .., Ng(x) su disjunktni, pa je [N®(z)| =
> ng, a Q ne ovisi o z. O
kEQ

Korolar 4.7. Relacija — je relacija ekvivalencije. Klasa ekvivalencije kojoj
pripada = podudara se s komponentom povezanosti N (x).

Dokaz. Refleksivnost i tranzitivnost su ocite. Dokazujemo simetricnost. Neka
vrijedi  — g, tj. y € NO(x). Zbog tranzitivnosti tada vrijedi N (y) C
N@(z). Iz prethodnog korolara znamo da je |N®(z)| = |[N@(y)|, pa je
N®(z) = N9(y). Po refleksivnosti je x € N®(z) i slijedi z € N@(y), tj.
Yy —» T. O

Korolar 4.8. Ako je k € Q), onda je k' € Q). Pritom je Q skup indeksa iz
propozicije a k' je indeks za koji vrijedi Ay = AL.

Dokaz. Po propoziciji 4.5} relacija — je unija relacija koherentne konfigura-
cije: UgeqRy. Neka je k € Qi (z,y) € Ry. Tada vrijedi x — y, pa zbog
simetricnosti slijedi y — z. No tada i par (y,z) € Ry pripada uniji Ugeq Ry,
paje k' € Q. ]

Uzmimo sada bilo koji skup indeksa @ C {0,...,d} i promotrimo od-
govarajucu uniju relacija Rq = UgeqRi. Na dva trivijalna nacina mozemo
posti¢i da Rq bude relacija ekvivalencije. Ako uzmemo 2 = {0}, unija je Ry,
a to je relacija ekvivalencije u kojoj je svaki vrh ekvivalentan samom sebi i
niti jednom drugom vrhu (klase ekvivalencije su jednoclane). Ako uzmemo
Q2 =10,...,d}, unija je Kartezijev produkt X x X a to je relacije ekvivalen-
cije u kojoj su svaka dva vrha ekvivalentna (klasa ekvivalencije je cijeli X).
Imprimitivne koherentne konfiguracije karakterizirane su na sljede¢i nacin.

Teorem 4.9. Koherentna konfiguracija sa skupom wvrhova X i relacijama
Ry, ..., Ry je tmprimitivna ako i samo ako postoji skup indeksa € takav da
je {0} € Q C H{0,...,d} i Rg je relacija ekvivalencije.

Dokaz. Neka je koherentna konfiguracija imprimitivna. Po definiciji postoji
indeks i € {1,...,d} za koji relacija R; nije povezana. Skup indeksa
iz propozicije daje nam relaciju ekvivalencije Rq koja se podudara s
relacijom — dobivenom iz R;. Zbog nepovezanosti, Rq ima bar dvije klase
ekvivalencije, pa je 2 # {0,...,d}. S druge strane, zbog i € Q je Q2 # {0}.
Obratno, pretpostavimo da postoji netrivijalni €2 za koji je Rq relacija
ekvivalencije. Zbog Q # {0,...,d} ta relacija ima bar dvije klase ekviva-
lencije. Zbog Q # {0} postoji i € Q, ¢ # 0. Klase ekvivalencije od Rgq
su disjunktne unije komponenta povezanosti od R;. Zato relacija R; ima
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bar dvije komponente, tj. nije povezana. Dakle, koherentna konfiguracija je
imprimitivna. ]

Neka je G < Sym(X) tranzitivna permutacijska grupa. Iz teorije grupa
poznata je sljedeca definicija (vidi npr. [27, cjelina 1.9]). Kazemo da je G
imprimativna ako postoji netrivijalna particija od X koju G preslikava u sebe.
U suprotnom, ako GG ¢uva samo trivijalne particije (na jednoclane podskupove
i na cijeli X), kazemo da je primitivna.

Zadatak 4.10. Neka je G tranzitivna permutacijska grupa i X koherentna
konfiguracija dobivena Schurovom konstrukcijom od G, kao u primjeru[1.36
Dokazite da je G imprimitivna ako i samo ako je X imprimitivna.

Promotrimo konkretan primjer imprimitivne asocijacijske sheme, osme-
rokut (slika . Neka su Ry, Ry, R3 i Ry relacije susjedstva grafova G, G,
Gs i G4, a Ry “dijagonala”. Netrivijalne relacije ekvivalencije dobivamo na
dva nac¢ina. Unija Ry U Ry je relacija ekvivalencije s klasama {0,4}, {1,5},
{2,6} 1 {3,7}. To je relacija kongruencije modulo 4 na skupu Zs. Unija
RoU Ry U Ry je relacija ekvivalencije s klasama {0,2,4,6} i {1,3,5,7}. To je
relacija kongruencije modulo 2.

Sada ¢emo vidjeti kako primitivnost i imprimitivnost koherentne konfi-
guracije prepoznajemo iz presjecnih brojeva pf;

Definicija 4.11. Neka je A; graf sa skupom vrhova {0, ..., d}. Vrhovi j, k
su susjedni (j — k) ako je pfj > 0. Taj graf zovemo i-tim distribucijskim
grafom koherentne konfiguracije.

Matricu susjedstva od A; dobivamo iz presjecne matrice B; (deﬁnicija
tako da nenul elemente zamijenimo jedinicama. Distribucijski graf ima petlju
J — 7 uvijek kad je pgj > 0. Zbog 2. svojstva iz propozicije , graf Ag
ima sve petlje i nema drugih vrhova. Prouc¢imo poblize distribucijske grafove
Ay, ..., Ay. Opcenito, A; je usmjereni graf, ali ako krenemo od asocijacijske
sheme je simetrican.

Propozicija 4.12. Ako je koherentna konfiguracija simetricna, onda su nje-
zing distribucigski grafovi simetriéni.

Dokaz. Za simetricnu koherentnu konfiguraciju je ¢ = i, pa po 6. svojstvu

iz propozicije vrijedi nkpfj = n;pl.. Stoga je pfj > ( ako i samo ako je
J

Dy > 0. ]

U nesimetricnom slucaju, pokazuje se da je relacija — postojanja Setnje
izmedu vrhova u A; ipak simetri¢na, kao i za relacije koherentne konfigura-
cije. Dokaz je raspisan u [4], lemi 2.53 i korolaru 2.54 te u [124], lemi 9.10
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Slika 15: Distribucijski grafovi sedmerokuta.

i korolaru 9.11. Zato se jake i slabe komponente povezanosti distribucijskih
grafova podudaraju. Na slici prikazani su distribucijski grafovi sedme-
rokuta. Vidimo da su grafovi Ay, As i Az povezani. Na slici [16] prikazani
su distribucijski grafovi osmerokuta. Grafovi A; i As su povezani, a A,
i A4 nepovezani. To se podudara s (ne)povezanosti odgovarajuéih relacija
koherentne konfiguracije, a zakljucak vrijedi i opéenito.

Propozicija 4.13. Distribucijski graf A; je povezan ako i samo ako je rela-
cija R; komutativne koherentne konfiguracije povezana.
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Slika 16: Distribucijski grafovi osmerokuta.
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Dokaz. Relacija R; je povezana ako i samo ako je skup indeksa () iz propo-
zicije cijeli {0,...,d}. Pokazat ¢emo da se skup 2 podudara s kompo-
nentom povezanosti grafa A; koja sadrzi 0. Iz toga slijedi tvrdnja. Ocito je
0 € Q. Ako je 7 € Qi postoji brid j — k u grafu 4A;, to znaci da je pfj > 0.
Zbog komutativnosti, tada je i p;‘-’i > (0. Po definiciji presje¢nog broja, za
svaki vrh y za koji je (x,y) € Ry postoji vrh z takav da je (z,z2) € R; i
(z,y) € R;. Bududi da je j € Q, postoji Setnja u R; od x do z. Mozemo
je prosiriti korakom (z,y) i dobiti Setnju od x do y, a iz toga zakljucujemo
da je k € Q. Dakle, 2 je najmanji skup indeksa koji sadrzi 0 i zatvoren je
na “susjedstvo u A;” (ako je j € Qi j — k, onda je k € Q). To je upravo
komponenta povezanosti od A; koja sadrzi 0. O

Prema tome, primitivnost komutativne koherentne konfiguracije ekviva-
lentna je povezanosti distribucijskih grafova Aq,..., A4, a imprimitivnost
nepovezanosti bar jednog od tih grafova. U dokazu propozicije ko-
ristili smo komutativnost, a u tom slu¢aju imamo primitivne idempotente
Eq, ..., E; i Kreinove parametre qu > 0. Pomoc¢u Kreinovih parametara
mozemo definirati grafove na isti nacin kao od presjecnih brojeva.

Definicija 4.14. Neka je V; graf sa skupom vrhova {0,...,d}. Vrhovi j, k
su susjedni (j — k) ako je qu > 0. Taj graf zovemo i-tim reprezentacijskim
grafom komutativne koherentne konfiguracije.

Matricu susjedstva od V; dobivamo iz dualne presjetne matrice By (de-
finicija zamjenom nenul elemenata jedinicama. Reprezentacijski graf
ima petlju j — j ako je qf] > 0. Zbog 2. svojstva iz propozicije ﬁ,
graf V ima sve petlje i nema drugih vrhova. Prouc¢imo reprezentacijske
grafove Vq,..., V.

Propozicija 4.15. Ako je koherentna konfiguracija simetricna, onda su nje-
zini reprezentacijski grafovi simetricni.

Dokaz. U simetricnom sluc¢aju primitivne idempotente Ey, ..., Fy su realne
matrice. Znamo da su hermitske, a tada su simetricne (E; = Ef = E;). Zato
je i = 1. Po 6. svojstvu propozicije vrijedi mkqu = qufk. Stoga je
qu > (0 ako i samo ako je qgk > 0. O

U nesimetri¢nom slucaju, relacija — u grafu V; ipak je simetricna; vidi [124,
lema 9.16]. Zato se jake i slabe komponente povezanosti podudaraju i u re-
prezentacijskim grafovima. Na slici [17] prikazani su reprezentacijski grafovi
sedmerokuta; vidimo da su povezani. Na slici prikazani su reprezenta-
cijski grafovi osmerokuta. Grafovi V; i V5 su nepovezani, a V3 i V4 po-
vezani. Za reprezentacijske grafove ne vrijedi analogon propozicije jer
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Slika 17: Reprezentacijski grafovi sedmerokuta.

oni ovise o numeraciji primitivnih idempotenta Ey, ..., Fy. Za razliku od
Schurovih idempotenta Ay, ..., A4, numeracija primitivnih idempotenta nije
jednoznacno odredena s numeracijom relacija Ry, ..., Rq. Broj povezanih
i nepovezanih reprezentacijskih grafova ipak se podudara s brojem poveza-
nih i nepovezanih relacija Ry, ..., Rg. Zato primitivnost i imprimitivnost
komutativne koherentne konfiguracije mozemo prepoznati i preko njezinih
reprezentacijskih grafova.
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Slika 18: Reprezentacijski grafovi osmerokuta.

91



Za dokaz te ¢injenice koristi se joS jedna karakterizacija (im)primitivnosti
preko svojstvenih vrijednosti i dualnih svojstvenih vrijednosti. Sjetimo se da
Schurove idempotente komutativne koherentne konfiguracije mozemo simul-
tano dijagonalizirati. Svojstvene vrijednosti od A; stavljamo u j-ti stupac
matrice P = [P;(i)], a to su ujedno svojstvene vrijednosti presje¢ne ma-
trice B; (korolar . Sliéno, u j-tom stupcu dualne svojstvene matrice
Q = [Q;(i)] je spektar dualne presjecne matrice B5. Stupnjevi n; = P;(0) i
kratnosti m; = @);(0) su u nultom retku matrica P, @) i to su svojstvene vri-
jednosti koje su najvece po apsolutnoj vrijednosti: |P;(7)| < n;, |@Q;(i)| < m;
(propozicija . Broj komponenta povezanosti grafova A; i V; prepozna-
jemo po kratnostima tih najvec¢ih svojstvenih vrijednosti.

Teorem 4.16. Broj komponenta povezanosti distribucijskog grafa A; jednak
je |{i € {0,...,d} | Pj(i) = n;}|. Broj komponenta povezanosti reprezenta-
cijskog grafa V; jednak je |{i € {0,...,d} | Q;(7) = m;}|.

Ovaj teorem je posljedica Perron@-Frobeniusovﬂ teorije o matricama s
nenegativnim unosima (vidi 8. poglavlje knjige [63] ili 7. poglavlje knjige [10T]).
Dokaz je raspisan u [124, propozicija 9.17] i [4, propozicija 2.59]. Pomocéu
GAP paketa AssociationSchemes [2] mozemo izra¢unati (dualne) svojstvene
vrijednosti sedmerokuta i osmerokuta. Za sedmerokut dobivamo

[ 1 2 2 2
1 e2+e> e3+el er+ed
P = 6 2 5 3 4
1 €7+€7 €7+€7 67_'_67
| 1 el+e7 er+ef ef+ed
[ 1 2 2 2
N 1 —0.445042 —1.80194 1.24698
~ 1 1.24698 —0.445042 —1.80194 ’
i 1 —1.80194 1.24698 —0.445042
[ 1 2 2 2
1 e2+ed er+ef ed+el
Q= 1 e+et 2462 e;+eb
7T €7 ErTEr €16y
| 1 er+ef ed+ef ei+ed
[ 1 2 2 2
N 1 —0.445042 1.24698 —1.80194
T 11 —1.80194 —0.445042 1.24698
i 1 1.24698 —1.80194 —0.445042

25 Oskar Perron (1880.-1975.), njemacki matematicar.
26Ferdinand Georg Frobenius (1849.-1917.), njemacki matematicar.
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Ovdje je e; = €2™/7 = cos(27/7) + isin(27/7) primitivni sedmi korijen je-

dinice. Primitivni osmi korijen jedinice mozemo jednostavnije zapisati kao

ey = ™/t = 1—\;; Za osmerokut dobivamo
1 2 2 2 1 1 2 1 2 2
1 0 —2 0 1 1 0 -1 V2 —V2
P=|1 -2 2 -2 1|, 0=|1 -2 1 0 0
I V2 0 —V2 -1 1 0 -1 —vV2 V2
1 —vV2 0 V2 -1 1 2 1 -2 =2

U nultom stupcu svojstvena vrijednost 1 ponavlja se d+ 1 puta, Sto odgovara
¢injenici da grafovi Ag i Vi imaju d + 1 komponenta povezanosti (izoirane
vrhove spojene petljom samo sa sobom). Za sedmerokut, dvojke se pojavljuju
samo u nultom retku od P i @, pa su Ay, As, Az i Vy, Vi, V3 povezani.
Za osmerokut, prvi i tre¢i stupac matrice P sadrze samo jednu svojstvenu
vrijednost 2, pa su A; i Az povezani. Drugi stupac sadrzi dvije svojstvene
vrijednosti 2 i Ay ima dvije komponente povezanosti, a cetvrti stupac sadrzi
tri svojstvene vrijednosti 11 A, ima tri komponente povezanosti. U matrici @
trecéi i cetvrti stupac sadrze samo jedan unos 2, a grafovi V3 i V4 su povezani.
Prvi i drugi stupac sadrze redom dvije i tri najvece svojstvene vrijednosti,
sto odgovara broju komponenta povezanosti od Vi Vs.

Korolar 4.17. Ekuvivalentno je:

(a) bar jedan od distribucijskih grafova Aq, ..., Ay je nepovezan,

b) bar jedan od reprezentacijskih grafova Vi, ...,V 4 je nepovezan.
J ] g J
Dokaz. 1z teorema [2.29) znamo da je Q;l—(z) = P;—(J) Prema tome, vrijedi
J i

P(j) = n; ako i samo ako vrijedi @Q;(i) = m;. Tvrdnja korolara slijedi
iz teorema 4. 10l [

Dakle, komutativna koherentna konfiguracija je imprimitivna ako i samo
ako je bar jedan od reprezentacijskih grafova Vi, ..., V4 nepovezan. Zadnja
karakterizacija imprimitivnosti koju ¢emo obraditi temelji se na operaciji
mnozenja podskupova indeksa 2, Q' C {0, ..., d}:

O = {k € {0,....d} | postoje i€, je takvida je pj; >0}. (40)
Propozicija 4.18. Operacija mnozZenja podskupova indeksa ima svojstva:

1. podskup {0} je neutralni element,
2. asocijativnost: (Q)Q" = Q(Q'Q7),
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3. komutativnost: QQ' = QYQ (za komutativne koherentne konfiguracije).

Dokaz. 1. Iz propozicije znamo da je pi = 4, i plgj = 0ji. Slijedi
{0} = Q{0} = 2 za svaki podskup (2.

2. Uzmimo indeks b € (Q€)Q". To znaéi da postoje indeksi a € Q€|
j € Q" takvi da je pgj > 0. Dalje, zbog a € Q€ postoje indeksi k € Q, i €
takvi da je pf, > 0. Slijedi pzipgj > 0, a to je jedan ¢lan sume na desnoj
strani 7. svojstva iz propozicije [2.24] Suma na desnoj strani je pozitivna, pa
je i suma na lijevoj strani pozitivna. Zato bar jedan ¢lan te sume mora biti
pozitivan, dakle postoji indeks c takav da je pfjpzc > 0. No tada je pj; > 0,
pa je c € Q. Osim toga je pb, > 0, pa je b € Q('Q”). Time smo dokazali
inkluziju (QQ)Q" C Q(Q'QY"), a obratna inkluzija dokazuje se sli¢no.

3. Uz pretpostavku komutativnosti, vrijedi pfj > (0 ako i samo ako vrijedi
p?i > 0. Zato je Q€ = Q'Q. O

Operacija mnozenja podskupova indeksa detaljnije je obradena u prvom
poglavlju knjige [142], u opéenitijem kontekstu i u drugim oznakama. Ko-
ristili smo oznaku Rg = Ugeq Rk za uniju relacija, a sada uvodimo oznaku
Aq = ) 4eq Ak za sumu Schurovih idempotenta.

Lema 4.19. Q) = {k’ € {0, ceey d} | (AQAQ/) @) Ak 7& O}
Dokaz. Vrljedl AQAQ/ = (EZGQ Ai)(Zjte AJ) = ZiEQ ZjEQ’ AZAJ =
D icq Djesy S pi;As. Schurovim mnozenjem dobijemo (AqAq) 0 Ay =

D i Qe p};Ai. Ova matrica nije nulmatrica ako i samo ako postoje i € €,

j € ' takvi da je pfj > 0. Dakle, skup iz iskaza leme podudara se sa skupom
iz definicije produkta (40)). O

Za podskup indeksa  kazemo da je zatvoren ako vrijedi Q2 = €. Pritom
je 2 = Q0 mnoZenje definirano s .

Teorem 4.20. Neprazan podskup indeksa Q C {0,...,d} je zatvoren ako i
samo ako je Rq relacija ekvivalencije.

Dokaz. Vidi [4, lema 2.63]. O

Dakle, koherentna konfiguracija je imprimitivna ako i samo ako postoji
zatvoreni podskup €2 koji je netrivijalan: {0} C Q C {0,...,d}.

Zadatak 4.21. Tanki radikal (eng. thin radical) koherentne konfiguracije je
skup svih indeksa za koje su stupnjevi jednaki jedan:

O = {ke{0,....d} | ny =1}

Dokazite da je €y zatvoren i da mnoZenje indeksa iz €y ¢ini grupu. Produkt
indeksa i, j shva¢amo kao produkt jednoclanih podskupova {i}{j}.
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Zadatak 4.22. Operaciju mnoZenja podskupova indeksa 0, C {0,...,d}
mozemo definirati na dualan nacin s pomocu Kreinovih parametara:

QoY ={ke{0,...,d}| postojei€Q, jeQ takv dajequ>0}.

Ispitajte svojstva te operacije!

4.2 Potkonfiguracije i kvocijentne konfiguracije

Neka je X = (X, {R;}%,) komutativna koherentna konfiguracija sa Schur-
ovim idempotentama Ay, ..., Ay i primitivhim idempotentama FEy, ..., Ey.
U ovoj cjelini pretpostavljamo da je X imprimitivna. Po teoremu ite-
oremu [£.20] postoji zatvoreni skup indeksa {0} C @ C {0,...,d} takav da
je Rq = Ukeq Ry, relacija ekvivalencije. Neka je ¥ = {X7,..., X, } particija
skupa vrhova X na klase ekvivalencije od Rg. Particiju ¥ zovemo susta-
vom imprimitivnosti od X, a klase ekvivalencije vlaknima (eng. fibers). U
korolarima [4.6]1 [4.7] vidjeli smo da je velicina svakog vlakna | X;| = Y, o n.

Velicinu vlakna oznacavat ¢emo m. Broj vrhova je tada
T
n=|X|=> [Xi|=r-m.
i=1

Lema 4.23.
1. Ako sui,j € Q prj > 0, onda je k € €.
2. Ako jei € Q, onda je i € Q.

Dokaz. 1. Neka je (x,y) € Ri. Zbog pfj > 0, postoji vrh z takav da je
(x,2) € R i (z,y) € Rj. 1z4,j € Qslijedi (x,2), (2,y) € Ra, pa je zbog
tranzitivnosti relacije Rq i par (z,y) € Rg. Zaklju¢ujemo da je k € Q. Ovo
svojstvo je zapravo zatvorenost skupa indeksa 2, tj. Q2 = Q.

2. Slijedi na slican nacin iz simetri¢nosti relacije Rq,. [

Prema zadatku 4.3 u koherentnoj konfiguraciji klasa konjugacije konacne
grupe G imprimitivnost zna¢i da postoji netrivijalna normalna podgrupa
N < G. Od normalne podgrupe dobivamo kvocijentnu grupu G/N. U ovoj
cjelini vidjet ¢emo da na sustavu imprimitivnosti mozemo definirati tako-
zvanu kvocijentnu koherentnu konfiguraciju. Pogledajmo prvo kako imprimi-
tivna koherentna konfiguracija inducira potkonfiguracije na vlaknima.

Ako je |©2] = s+ 1, mozemo permutirati relacije Ry, ..., Rq tako da bude
Q2 =10,...,s}. Unastavku pretpostavljamo takvu numeraciju.
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R07 Rl) RQ; R37 R4

Ro=RyURy
Vlakna: {0,4}, {1,5}, {2,6}, {3,7}

\ o

Q= {0,2,4}
Ro = RyURyUR,
Vlakna: {0,2,4,6}, {1,3,5,7}

Slika 19: Osmerokut i njegovi sustavi imprimitivnosti.

96



Teorem 4.24. Neka je Y C X jedno od vlakna imprimitivne koherentne
konfiguracije. Tada je Y = (Y, {Ri|lyxy }i_o) komutativna koherentna konfi-
guracija reda m sa s klasa. Presjecni brojevi i stupnjevi od Y i+ X se podu-
daraju: pj(Y) = pi(X) i ng(Y) = ni(X) za i,5,k € {0,...,s}. Ako je X
simetricna, onda je © Y simetricna.

Dokaz. Provjeravamo svojstva iz definicije za Y. Restrikcija Rolyxy =
{(y,y) | y € Y} je dijagonala od Y. Restringirane relacije { R;|yxy };_, ¢ine
particiju od Y x Y. Vrijedi Y x Y C Rq, pa za bilo koji par (z,y) € Y x Y
postoji i € {0,...,s} takav da je (z,y) € R;. U prethodnoj lemi vidjeli
smo daizi € {0,...,s} slijedi i’ € {0, ..., s}, aocito je (Ri|yxy)" = Ri|yxy.
Konacno, akosu i, j, k € {0,...,s}ivrhoviz,y € Y suurelaciji Ry, presjecni
broj u X je
py(X) = {z € X | (x,2) € Ry, (2,y) € Rj}|.

Svaki element z iz tog skupa je u relaciji Rg sa z i y, pa lezi u istoj klasi
ekvivalencije Y. Zato se taj presjecni broj podudara s

Pis(Y) =Kz €Y | (2,2) € Ri,(2,9) € R}

Iz komutativnosti od & direktno slijedi komutativnost od Y, a stupnjevi
se podudaraju zbog n;(Y) = pl = ni(X), za i € {0,...,s}. Takoder, iz
simetri¢nosti od X direktno slijedi simetri¢nost od Y. O

Na slici prikazani su sustavi imprimitivnosti osmerokuta. Vrhovi su
rasporedeni tako da vlakna budu razdvojena. Od zatvorenog skupa ) =
{0,4} dobivamo cetiri vlakna veli¢ine m = 2 na kojima su inducirane pod-
sheme s jednom klasom. Od zatvorenog skupa Q = {0,2,4} dobivamo
dva vlakna velicine m = 4 na kojima su inducirane podsheme izomorfne
cetverokutu. Promotrimo sada odnos Bose-Mesnerove algebre konfigura-
cije X, tj. o = (Ao, ..., Aq), 1 Bose-Mesnerove algebre potkonfiguracije Y.

Lema 4.25. Schurove idempotente Ay, ..., As razapinju podalgebru g alge-
bre A. To je potprostor vektorskog prostora zatvoren na matricno mnoZenje,
Schurovo mnoZenje, transponiranje i© kompleksno konjugiranje. Neutralni ele-
ment za Schurovo mnoZenje u dq je Ag = ZZEQ A;.

Dokaz. Zatvorenost na matricno mnozenje slijedi iz 1. tvrdnje leme
a zatvorenost na transponiranje iz 2. tvrdnje te leme. Ostale tvrdnje su
ocite. =

Ako indeksiramo matrice tako da vrhovi iz vlakna X1, ..., X, budu uzas-
topni, onda su matrice iz podalgebre gl blok dijagonalne s r blokova veli¢ine
m x m na dijagonali. Na primjer, ako vrhovi osmerokuta idu redom 0, 4, 2,
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6, 7, 3, 5, 1 (kao na slici , Schurove idempotene koje odgovaraju nepo-
vezanim relacijama R, i Ry su blok dijagonalne s cetiri bloka veli¢ine 2 x 2,
odnosno dva bloka veli¢ine 4 x 4 na dijagonali:

corroococoo
coo—~ oo oo
N = N e B el e Wl e B
[ I e i e R ol el e Wi )
&
I
—_F—, OO0 OO
—F, OO0 00O
co~R OO OO
oo~ r~ROoOCc OO

OO OO+~ FE OO
OO OO+~ FE OO
O OO OO O
O OO OO O

(>l el el el )
(e ololNoloBoll S
SO oo+ O OO
(>l elNeNollS =)

Neutralni element za Schurovo mnozenje u podalgebri ey 4y je zbroj Ag 4y =
Ag + Ay, a u podalgebri g4y je zbroj Aggaay = Ao + Ay + Ayt

Apay =

0

’ A{O,QA} =

OO R LR OO oo
—__ 0O 00 0O 0o o
—__ 0O 0O O OO oo
—_ === O O OO
—_— == O O OO
—_— == O O OO
—_— === O O OO

OO OO F ==
O OO P = ==
O OO DO P = ==
S OO P = ==

SO OO OO+~
SO OO OO~
SO OO~ EFE OO
SO OO = OO

OO == OOOo

Opcenito, neutralni element za Schurovo mnozenje je Kroneckerov produkt
Aq = I ® J jediniéne matrice I reda r i matrice J popunjene jedinicama
reda m. To je blok dijagonalna matrica s r blokova J na dijagonali.

Lema 4.26. Neka je Y = (Y, {Rilyxv}i_y) potkonfiguracija inducirana na
vlaknu imprimitivne koherentne konfiguracije X = (X, {R;}%,).

1.
2.
3.

Schurove idempotente od Y su rekstrikcije A;lyxy, i =0,...,s.
Bose-Mesnerova algebra od Y je restrikcija podalgebre dgly xy -

Preslikavanje A — Aly«y je izomorfizam izmedu podalgebre g i Ag|y «y
(obzirom na matricno mnozenje i obzirom na Schurovo mnozenge).

LIzomorfizam Salje %AQ u trivijalnu primitivnu idempotentu %J Bose-
Mesnerove algebre od Y.

Dokaz. Sve tvrdnje su ocite. O
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Podalgebra do < o je zatvorena na matricno mnozenje i adjungiranje te
matrice iz A medusobno komutiraju. Po lemi[2.13| d ima bazu sastavljenu
od primitivnih idempotenta.

Teorem 4.27. Postoji particija {Ao,...,As} skupa {0,...,d} takva da su
primitivne idempotente podalgebre g sume primitivnih idempotenta od A :

En, =Y Ey i=0,...,s.

leN;
Mozemo pretpostaviti da je 0 € Ao, a tada je Ep, = %AQ.

Zadatak 4.28. Dokazite teorem [{.27. U GAP paketu AssociationSche-
mes [2] izracunagte primitivne idempotente osmerokuta i odredite particije
{Ao, A1} i {Ao, A1, A2} od kojih dobivamo primitivne idempotente od g, za
Q={0,4} i Q=1{0,2,4}.

Primitivne idempotente potkonfiguracije Y dobivamo restrikcijom primi-
tivnih idempotenta podalgebre slg: E;(Y) = (Ej,)|yxy. Kreinovi parametri
potkonfiguracije su brojevi qu(i,/) za koje vrijedi

1 S
k=0

Takvi brojevi postoje jer je podalgebra sl zatvorena na Schurovo mnozenje.
Izaberemo indeks h € Ay i pomnozimo prethodnu relaciju s E},, pa dobijemo
vezu Kreinovih parametara konfiguracije i potkonfiguracije:

1 .
qu(cy):;zzng(fx), 0,5,k €{0,... s}
a€l; bGAJ'

Element A = Aq particije iz teorema zatvoren je na “Schurovo mnozenje”
podskupova indeksa iz zadatka [4.22] tj. vrijedi Ao A = A.

U idué¢em teoremu definiramo kvocijentnu koherentnu konfiguraciju.

Teorem 4.29. Neka je Q = {0,...,s} netrivijalni zatvoren skup i ¥ =
{X1,..., X} odgovarajuéi sustav imprimitivnosti komutativne koherentne
konfiguracije X = (X, {R;}L,). Definiramo relacije na X

Ri={(Xa0, Xp) | Gz € X.)(3y € Xp) (2,9) € R}

Tada je @ = (X,{R;}) komutativna koherentna konfiguracija reda r sa t
klasa, pri cemu je 1 <t < d—s. Ako je X simetricna, onda je 1 Q simetricna.
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Skica dokaza. Broj relacija kvocijentne konfiguracije je manji od d jer se neke
od relacija Ro, ..., Ry podudaraju. Na primjer, za svaki i € {0,...,s} rela-
cija R; je “dijagonala” od %, tj. trivijalna relacija kvocijentne konfiguracije.
Relacije R;, Rj se ili podudaraju, ili su disjunktne. Tako dobivamo parciju
{Qo, ..., 8} skupa indeksa {0, ..., d}, pri ¢emu su u istom bloku indeksi ¢, j
za koje je R; = R;. Pritom je Qy = Q i particija {Qp,...,Q} se sastoji od
komponenta povezanosti jednog od distribucijskih grafova konfiguracije .
Dualno, particija {Ay, ..., As} iz teorema sastoji se od komponenta po-
vezanosti jednog od reprezentacijskih grafova. Vrijedi |[Ag| = 1+t i primitivne
idempotente mozemo permutirati tako da bude Ag = {0, ...,t}. U nastavku
pretpostavljamo takvu numeraciju primitivnih idempotenta i pisemo A = A,.

Lako je provjeriti svojstva 1.-3. iz definicije [1.38| za kvocijentnu konfi-
guraciju Q. Da bismo provjerili 4. svojstvo, promotrimo podalgebru o3}
Bose-Mesnerove algebre 9l razapetu primitivnim idempotentama Ey, ..., F;.
Prema lemi ona ima bazu Schurovih idempotenta flo, cee A, takvu da je
A = Ag, =5 ke, Ay. Schurove idempotente A; su konstantne na vlaknima
sustava imprimitivnosti, tj. svi unosi od flz| X.xx, suili0ili 1. Zato ih mozemo
prikazati kao Kroneckerove produkte A; = D; ® J, i = 0,...,t. Ovdje je J
matrica popunjena jedinicama dimenzija m x m, a Dy, ..., D; su r X r ma-
trice popunjene nulama ili jedinicama. To su upravo Schurove idempotente
kvocijentne konfiguracije, tj. incidencijske matrice relacija R;. Pridruzivanje
A; — D, prosiruje se po linearnosti do izomorfizma izmedu podalgebre A3}
i Bose-Mesnerove algebre kvocijentne konfiguracije Q. Kreinovi parametri
i kratnosti od @ i L se podudaraju: ¢5(Q) = ¢5(X) i m;(Q) = m;(X) za
i,j,k € {0,...,t}. Red kvocijentne konfiguracije je r = S°i_ m;, a presjecne
brojeve dobivamo na dualan nacin kao Kreinove parametre potkonfiguracija:

1 -
pZ(@):EZZpr(%), i,j,k €{0,...,t}, heQ.

a€e); bEQj
O

Na slici [20| prikazane su kvocijentne konfiguracije osmerokuta. Na lijevoj]
strani sustav imprimitivnosti dobiven je od zatvorenog skupa Q = {0,4},
a na desnoj strani od zatvorenog skupa 2 = {0,2,4}. Vlakna sa slike
stisnuta su u vrhove kvocijentne konfiguracije. Relacije R; dobivene su od
relacija osmerokuta kao u teoremu [4.29|1 generiraju particiju skupa indeksa
{Q0,Q1,Qs}, odnosno {Q,21}. Lijeva kvocijentna konfiguracija izomorfna
je cetverokutu, a desna trivijalnoj asocijacijskoj shemi s dva vrha i jednom
relacijom.
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04 2,6 0246

15 37 1357

Q=0Qy=1{0,4}, O = {2}, Oy ={1,3} 0=0y=1{0,2,4}, Q; ={1,3}
Slika 20: Kvocijentne konfiguracije osmerokuta.

4.3 Imprimitivne sheme s tri klase

U propozicijama i karakterizirali smo imprimitivne jako regularne
grafove s © = 01 p = &. Odgovarajuca asocijacijska shema ima dvije klase:
Ry je relacija susjedstva grafa s u = 0, a Ry njegovog komplementa s y = %.
Sada mozemo objasniti ovu karakterizaciju pomoc¢u podshema i kvocijentne
sheme u specijalnom sluc¢aju shema s dvije klase.

Neka je L asocijacijska shema s dvije klase. Do na numeraciju relacija
Ry i Ry, jedini mogudi netrivijalan zatvoren skup je 2 = {0,1}. Podsheme
na vlaknima imaju samo jednu netrivijalnu relaciju, restrikciju od R;, pa
su izomorfne potpunom grafu K,,. Zato je R; disjunktna unija potpunih
grafova r - K,,. S druge strane, kvocijentna shema takoder ima samo jednu
relaciju i izomorfna je potpunom grafu K,. Iz toga slijedi da je Ry relacija
susjedstva potpunog multipartitnog grafa K,, ., (r indeksa m).

U ovoj cjelini proucit ¢emo imprimitivne asocijacijske sheme s tri klase
Ry, Ry i R3. Do na njihovu numeraciju, moguénosti za zatvorene skupove
su A: Q = {0,1,2} ili B: © = {0,1}. U slucaju A kvocijentna shema
ima samo jednu klasu i R3 je relacija susjedstva od K, .. Podsheme na
vlaknima imaju dvije netrivijalne klase, restrikcije od Ry i Re. Prema tome,
svaka od podshema ekvivalentna je jako regularnom grafu i njegovu kom-
plementu. Inducirani grafovi na razlicitim vlaknima imaju iste parametre
SRG(m,k,\, ) i SRG(m,m —1—k,m — 2k + u—2,m— 2k + \), ali ne
moraju biti izomorfni.
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Ako postoji jako regularan graf SRG(m,k, A\, ), za svaki r > 2 mozemo
napraviti r kopija takvog grafa na disjunktnim skupovima vrhova i tako
dobiti relaciju R;. Za Ry uzmemo relaciju susjedstva disjunktne unije kom-
plemenata tih grafova, a za Rj relaciju susjedstva od K,, ., grafa sa svim
bridovima izmedu vlakna. Tako dobijemo imprimitivnu asocijacijsku shemu
tipa A. Ako postoji vise neizomorfnih grafova SRG(m, %, A, i), mozemo
ih neovisno birati na svakom vlaknu i napraviti puno kombinatorno neizo-
morfnih asocijacijskih shema. Medutim, sve su “algebarski izomorfne”, sto
znaci da su im Bose-Mesnerove algebre izomorfne. To slijedi zato sto sve
imaju iste parametre: presjecne brojeve, Kreinove parametre, svojstvene vri-
jednosti i dualne svojstvene vrijednosti. Dovoljno je izracunati svojstvenu
matricu P = [P;(i)]};_, jer prema rezultatima iz poglavlja |2 sve ostale para-
metre mozemo izraziti preko svojstvenih vrijednosti.

U poglavlju [3|odredili smo svojstvenu matricu jako regularnog grafa .
Zamijenimo broj vrhova n s velicinom vlakna m, a svojstvene vrijednosti iz
formula oznac¢imo # i3 jer nam slovo r sada oznacava broj vlakna.

Propozicija 4.30. Neka je asocijacijska shema s tri klase imprimitivna
tipa A. Ako je dobivena od r disjunktnih grafova SRG(m,k,\ p), onda
je njezina svojstvena matrica

1 # m—1—%k (r—1m

1 A m—1—*% -m
P

1 » —» —1 0

1 3 - —1 0

Dokaz. Oznacimo s A i A matrice susjedstva grafa SRG(m, &, \, i) i njegova
komplementa. Svojstvene vrijednosti matrice A su %, # i 3, a matrice A su
m—1—%, —+ —11—3 — 1. Pritom je zajednicki svojstveni vektor koji
odgovara & i m—1—#% jednak 1,, = (1,...,1) (m komponenta), a druga dva
zajednicka svojstvena potprostora sadrzana su u (1,,)*. Prve dvije Schurove
idempotente nase asocijacijske sheme su Kroneckerovi produkti A; =1, ® A
i Ay = I, ® A. Po propoziciji , te dvije matrice imaju iste svojstvene
vrijednosti kao A i A. Tre¢a Schurova idempotenta je Az = (Jr — 1) @ Jp.
To je matrica susjedstva potpunog multipartitnog grafa K, . ,,. Matrica J,,
ima spektar {m,0} sa svojstvenim potprostorima (1,,) i (1,,)*, a matrica
J, — I, ima spektar {r — 1, —1} sa svojstvenim potprostorima (1,) i (1,)*.
Po propoziciji 2.46] svojstvene vrijednosti od A3 na potprostoru R” ® 1,,, na
kojem A; i Ay imaju svojstvene vrijednosti # im—1—*%, su (r—1)mi—m.
Ostale svojstvene vrijednosti od Az su 0. Dakle, svojstvena matrica P ima
unose kao u iskazu propozicije. O
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U dokazu smo rac¢unali sa shemom dobivenom od r kopija istog grafa,
ali zakljucak vrijedi i ako su inducirani grafovi na vlaknima neizomorfni.
Promotrimo sada imprimitivne sheme tipa B, sa zatvorenim skupom () =
{0, 1}. Inducirane sheme na vlaknima imaju jednu klasu i izomorfne su s K,,.
Relacija R; je susjedstvo u disjunktnoj uniji r - K,,, a pripadna Schurova
idempotenta je A = I, ® J,, — L,,. Kvocijentna shema ima t = 1ili ¢t = 2
relacija, a odgovarajuce slucajeve oznacavamo B i Bs.

Slucaj By je jednostavniji. Kvocijentna shema sastoji se od jako regular-
nog grafa SRG(r, %, A\, 1) i njegova komplementa s matricama susjedstva A
i A. Odgovarajuée Schurove idempotente su Ay = A®J,, 1 A3 = A®J,,. Kao
i kod tipa A, imprimitivnu shemu tipa By mozemo napraviti od svakog jako
regularnog grafa SRG(r,k, A, ) i za svaki m > 2. Sliénim zakljuc¢ivanjem
kao u dokazu prethodne propozicije izracunavamo svojstvenu matricu.

Propozicija 4.31. Neka je asocijacijska shema s tri klase imprimitivna
tipa By. Ako ima vlakna velicine m i kvocijentni graf je SRG(r,k,\, 1),
onda je njezina svojstvena matrica

1 m—1 mk m(r—1-—*r)
P I m—1 mr m(—+—1)
1 m—=1 ms m(—s—1)
1 -1 0 0

Kad bismo znali sve jako regularne grafove, opisanim konstrukcijama mo-
gli bismo dobiti sve imprimitivne sheme tipa A i tipa Bs. Ta dva slucaja
smatramo degeneriranim jer se svode na proucavanje jako regularnih grafova.
govara susjedstvu u r- K,,, a relacije Ry i R3 u uniji daju susjedstvo u K, .,
Izmedu svaka dva vlakna sada imamo bridove iz Rs i iz R3, pa kvocijentna
shema ima samo jednu klasu i izomorfna je potpunom grafu K,. Za konstruk-
ciju takvih shema trebali bismo rastaviti K,, . ,, na dva bridno disjunktna
razapinjuca podgrafa tako da budu zadovoljena svojstva iz definicije [[.1] Za
to nemamo jednostavan recept.

Jedan mali primjer asocijacijske sheme tipa B; vidjeli smo na slici
Nastaje Schurovom konstrukcijom od permutacijske grupe G = ((1 2)(3 4),
(13)(24)) ili od klasa konjugacije te grupe, izomorfne sa Zs x Z. Shema
ima tri zatvorena skupa € = {0,1}, Qy = {0,2}, Q3 = {0,3}. Dobivamo
r = 2 vlakna velicine m = 2 i na svakom od njih podshemu s dva vrha i
jednom relacijom, a takva je i kvocijentna shema. Slican, ali nesimetrican
primjer nastaje od ciklicke grupe Go = ((1 2 3 4)). Koherentna konfigura-
cija dobivena Schurovom konstrukcijom od Gs ili pomocu klasa konjugacije
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Slika 21: Imprimitivna koherentna konfiguracija tipa Bj.

ciklicke grupe Z, prikazana je na slici 21} Ima samo jedan zatvoren skup
2 ={0,2}, a potkonfiguracije i kvocijentna konfiguracija su iste kao za G.

Jos dva sporadicna prijera shema tipa B; su trodimenzionalna kocka, tj.
Hammingova shema H (3, 2), te Johnsonova shema J(6, 3) (primjeri[L.5]i[L.6).
Opcenito, H(3,q) i J(v,3) su asocijacijske sheme s tri klase, ali za ¢ > 2 i za
v > 6 su primitivne.

Zadatak 4.32. Proucite sustave imprimitivnosti od H(3,2) i J(6,3) i uvje-
rite se da su to sheme tipa By. Dokazite da su H(3,q), ¢ > 2 i J(v,3), v > 6
primativne.

Zadatak 4.33. Ispitajte (im)primitivnost Grassmannove sheme i sheme bi-
linearnih formi (primgjeri z@ u slucajevima kad imaju tri klase.

Beskona¢nu familiju shema tipa B; dobivamo od incidencijskih grafova
simetri¢nih dizajna, kao u zadatku Neka je @ simetricéni (v, %, ) di-
zajn i A njegova incidencijska matrica. To je v X v matrica kojoj su reci
indeksiranim tockama od @, a stupci blokovima. Na (7, j)-tom mjestu ima 1
ako je i-ta tocka incidentna s j-tim blokom, a 0 inace. Cinjenica da je @
simetriéni (v, &, \) dizajn ekvivalentna je sa AA* = A'A = (B — \)I + \J.
Incidencijski graf dizajna @ ima tocke i blokove kao vrhove, a susjedni su
ako su incidentni. To je bipartitan graf s matricom susjedstva

w0
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U zadatku pokazali smo da je taj graf distancijsko regularan dijame-
tra d = 3. Schurove idempotente koje odgovaraju vrhovima na udaljenosti 2
i 3 su redom

J—1 0 . 0 J-A
AQ_{ 0 J—I} IA?’_{J—At 0 }

Graf kojemu je As matrica susjedstva je nepovezan i izomorfan s 2-K,,. Sustav
imprimitivnosti sastoji se od r = 2 vlakna velicine m = v, a kvocijentna
shema od dva vrha i jedne relacije. Dakle, to je imprimitivna asocijacijska
shema tipa By s tri klase. U zadatku [I.35] odredili smo joj presjecne brojeve,
a sada je cilj odrediti svojstvenu matricu.

Lema 4.34. Neka je M = (k — X\)I + A\J kvadratna matrica reda v s ele-
mentima k na dijagonali i \ izvan dijagonale. Matrica M ima svojstvenu
vrijednost k + (v — 1)\ kratnosti 1 i & — X\ kratnosti v — 1.

Dokaz. Direktno provjerimo da je M1 = (& — (v—1)\)1. Nadalje, za vektor
x € RVi A # 0 vidimo da je Mz = (k — M)z ekvivalentno s Jx = 0, tj.
r € (1)*. O

Propozicija 4.35. Asocijacijska shema iz zadatka ima svojstvenu ma-
tricu

1 12 v—1 v—F

1 —* v—1 k —v
P:

1 k— A -1 —Vkrk-=)

1 —vVE—X -1 k— A

Dokaz. Neka je 1 = (1,...,1) vektor iz R”. Ra¢unamo:

sla]=le o]l ==l
wla] =[G (o5 ] e ]
sla] =l S L02 = em n]

Dakle, [ i } je zajednicki svojstveni vektor od kojeg dobivamo prvi redak

1
—1
Neka je M = AA' = A'A i uzmimo neki vektor x € (1)*. Po prethodnoj

matrice P. Slicno vidimo da od vektora [ } dobivamo drugi redak od P.
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lemi je Mz = (k— A)z, a ocito je Jx = 0. Definiramo y = A= A'z. Tada je

Atz =k - yi Ay = \/%Mm = vk — Ax. Bududéi da J komutira s A?,

vrijedi Jy = 0. Racunamo:

wly]=le o)=L =] )
SHE R E M
M R PR H R A Rl

Dakle, vektori oblika [ ;: } ¢ine zajednicki (v — 1)-dimenzionalni svojstveni

potprostor od kojeg dobivamo tre¢i redak matrice P. Slicnim ra¢unom vi-

dimo da od vektora oblika [ o } dobivamo cetvrti redak od P. O

Zanimljivo je da spektar matrica A; i Az ovisi samo o parametrima di-
zajna (v, k, ). Spektar incidencijske matrice A nije jednoznacno odreden s
parametrima, nego ovisi cak o numeraciji tocaka i blokova dizajna, naravno
i o tome koji dizajn s parametrima (v, %, \) uzmemo. Buduéi da ima besko-
na¢no mnogo simetri¢nih dizajna s beskona¢no mnogo razlicitih parametara
(v, %, ), konstruirali smo beskona¢nu seriju imprimitivnih shema tipa B;.
Medutim, sve imaju samo dva vlakna. Za tip A imprimitivnih shema mogli
smo proizvoljno zadati broj vlakna r, a za tip By broj vlakna je broj vrhova
jako regularnog grafa od kojeg dobivamo kvocijentnu shemu i takoder moze
biti po volji velik. Smisao sljedece definicije je generalizacija shema tipa B,
kakve smo konstruirali u zadatku [I.35] na veéi broj vlakna.

Definicija 4.36. Sustav spojenih simetri¢nih dizajna SSSD(v, ®, \;r) (eng.
linked system of symmetric designs, LSSD) je graf sa skupom vrhova X =
X1U---UX, (disjunktna unija). Skupove X; zovemo vlaknima i svaki ima v
vrhova, pa je ukupan broj vrhova n = rv. Bridovi zadovoljavaju:

1. svaki brid ima krajeve u razlicitim vlaknima;

2. za sve i,j € {1,...,r}, i # j, inducirani podgraf na X; U X; je inci-
dencijski graf nekog (v, &, \) dizajna;

3. postoje konstante p i v takve da za razlicite i,j,k € {1,...,r} i za
svaki izbor vrhova x € X;, y € X, broj zajednickih susjeda od x 1y u
vliaknu Xy, je p ako su x 1y susjedni, a v ako nisu susjedni.
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Prvi uvjet iz definicije kaze da je SSSD r-partitni graf. Multipartitni
komplement dobivamo tako da zamijenimo susjedstvo i nesusjedstvo vrhova
iz razlic¢itih vlakna, a vrhove iz istog vlakna ostavimo nesusjednima.

Lema 4.37. Multipartitni komplement grafa SSSD(v,k,\;r) je graf
SSSD(v,v—k,v—2k + X\;7). Pritom su za komplement konstante iz treceg
uvjeta definicije it =v — 2R +v 1 v =v — 2R + L.

Dokaz. Vrijedi zato Sto je komplement simetricnog (v, %, ) dizajna sime-
triéni (v, v—*%k,v—2k+\) dizajn. Komplementarne parametre A = v—2&+ A,
it i v dobijemo iz formule uklju¢ivanja-isklju¢ivanja. ]

Ako je broj vlakna r = 2, tre¢i uvjet iz definicije [4.36] ispunjen je “na
prazno”, a SSSD(v,k, A;2) je ekvivalentan incidencijskom grafu jednog si-
metricnog dizajna. To je upravo distancijsko regularni graf iz zadatka[[.35] U
nastavku pretpostavljamo da je r > 3. Tada parametri (v, £, A), osim nuznog
uvjeta A(v — 1) = & (% — 1) za postojanje simetri¢nog dizajna, zadovoljavaju
vrlo jake dodatne uvjete. 1z definicije vidimo da je graf SSSD(v, & \;r) ako
i samo ako je svaki njegov inducirani podgraf na tri vlakna SSSD(v, %, X; 3).
Zato se za dokazivanje nuznih uvjeta mozemo ograniciti na r = 3.

Teorem 4.38. Neka postoji SSSD(v, k., \;3). Tada vrijedi:

1. red simetricnog dizajna & — X je kvadrat prirodnog broja,

2. u:k(k+ VR=2) T =vFVk— A,
3. M(v,k)>11iM(v,vk —X) >1 (M je najveéi zajednicki djelitelj),
4. v digeli toc¢no jedan od brojeva k(k +Vk — \), kR(k —Vk — \).

Dokaz. Neka je Ay incidencijska matrica simetricnog dizajna kojem su tocke
vrhovi iz vlakna X5, a blokovi vrhovi iz X3. Incidencija je susjedstvo u
induciranom podgrafu na X, U X3. Sli¢no, neka je A, incidencijska matrica
izmedu X3 i Xp, a Az izmedu X; i Xy (slika . Znamo da vrijedi A;J =
JA; =kJ 1 AA = ALA; = (R — NI+ \J zai=1,2,3. U produktu matrica
AsAjq, element na mjestu (7, j) je broj vrhova iz X3 koji su zajednicki susjedi
i-tog vrha iz X3 i j-tog vrha iz X;. Po treéem uvjetu iz definicije [4.36] taj
broj je p ako AL na (7, j)-tom mjestu ima 1, a v ako ima 0. Time smo dokazali

Ay Ay = pAl +v(J — AY) = vJ + (u— v)AL. (41)
Na slican nac¢in vidimo da vrijedi
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'

X1 A3 X2

Slika 22: Incidencijske matrice izmedu vlakna. Strelice idu od toc¢aka prema
blokovima.

Pomnozimo zdesna sa J i iskoristimo J? = vJ, pa dobijemo R2J =
vud + (p — v)kJ, odnosno

vo =k(k +v—p). (43)
Zatim pomnozimo (41)) s lijeva sa Al i iskoristimo (42)):
(B —NA + M =vhJ + (n— v)ALAL = v J + (1 — 1) (AzAy)
=vkJ+ (u—v) v+ (n—rv)A]
=(p—v)?A + VR + (un—v)V] J
Iz linearne nezavisnosti A; i J slijedi # — A\ = (u — v)? i time smo dokazali
prvu tvrdnju teorema. Ako oznaéimo v —p = £vk — )\, iz slijedi druga

tvrdnja.
Za trecu tvrdnju pretpostavimo da je 1 < k < 3; u suprotnom napravimo

multipartitni komplement. Tada je k+=vVk — X\ < v, paizv = Wif V=2 ¢ N
vidimo da je M(v,%) > 1. Dalje, nuzan uvjet za postojanje simetri¢nog
dizajna moZemo zapisati kao \v = k? — (£ — \). To transformiramo u
k(R VR—)) - VE =AMk VR —)N)

(Y v

A (44)
U jednoj od ove dvije jednadzbe prvi razlomak je prirodan broj, pa je i drugi
razlomak prirodan broj. Iz VEZMREVRZN) ¢ N i k4 /B — A < v isto kao

v
ranije zakljuéujemo da je M (v,v/k — \) > 11 time je treca tvrdnja dokazana.

Iz formule za v jasno je da v dijeli bar jedan od brojeva & (k+tvk — ). Za
¢etvrtu tvrdnju treba dokazati da ne dijeli oba broja. U suprotnom, iz (44)
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slijedi da v dijeli oba broja vVA — A(R £ vk — \), a tada dijeli i njihovu
razliku 2(# — X). No tada je v < 2(k — \) < 2k, $to je kontradikcija s
pretpostavkom & < 3. [

Iz teorema slijedi da su konstante i i v jednoznacno odredene s parame-
trima (v, &, A). Broj V& — A jednak je jednom od brojeva p— v ili v — pu. U
prvom slucaju vrijedi p > v i za SSSD kazemo da je p-naglasen, a u drugom
slucéaju vrijedi v > p i kazemo da je v-naglasen (eng. p-heavy, v-heavy).
Iz formula za fi i 7 u lemi [£.37] vidimo da je multipartitni komplement
p-naglasenog SSSD-a v-naglasen, i obrnuto. Tablica [99] sadrzi 199 trojki
(v, %, A) koje zadovoljavaju k < § i & < 41. Od toga samo Sest trojki za-
dovoljava sve nuzne uvjete iz teorema Navodimo ih u tablici [3] lijevo.
Trojka (36,15,6) je p-naglasena, a ostalih pet trojki lijevo su r-naglasene.
Desno navodimo parametre multipartitnih komplementa.

CRAPY woov (v, %, \) fi v | Tip Noda
(16,6,2) 1 3| (16,10,6) 7 5 |Opt| r<8
(36,15,6) 8 5 | (36,21,12) 11 14 | Pes -
(45,12,3) 1 4| (45,33,24) 25 22 | Opt| r<50/7
(64,28,12) 10 14 (64, 36, 20) 22 18 | Opt r <32

(96,20,4) 1 5| (96,76,60) 61 57 | Opt | r<54/7
(175,30,5) 1 6 | (175,145,120) 121 116 | Opt | r < 196/23

Tablica 3: Dopustivi parametri SSSD-ova i njihovih komplementa.

Teorem 4.39. Neka postoji sustav spojenih simetricnih dizajna s r vlakna
velicine v. Tada postoji asocijacijska shema s tri klase koja je imprimitivna
tipa By i netrivijalne klase su joj:

e Ry je relacija susjedstva p-naglasenog SSSD(v, k., \;r)-a,

e Ry je relacija susjedstva disjunktne unije potpunih grafova na vlaknima,

e Rj3 je relacija susjedstva v-naglasenog SSSD(v,v —k,v — 2k + X\;7)-a.
Grafouvi od kojih su dobivene relacije Ry © Rs su multipartitni komplementi.

Dokaz. Neka je Gy graf SSSD(v,k,\;r), Gy graf r - K,, a G5 multipar-
titni komplement od G;. Mozemo pretpostaviti da je G; p-naglasen, a Gjs
v-naglasen. U suprotonom ih zamijenimo, uz zamjenu parametara (v, &, \) s

109



komplementarnim parametrima. Provjeravamo da zajedno s trivijalnom re-
lacijom Ry relacije susjedstva R, R, R3 ta tri grafa ¢ine asocjacijsku shemu
reda n = rv. Relacije su simetri¢ne, disjunktne i u uniji daju skup svih
parova X x X. Da bismo provjerili 4. svojstvo iz definicije [I.38] izaberemo
par (x,y) € Ry i brojimo vrhove z takve da je (z,2) € R; 1 (2,y) € R;. Zbog
simetricnosti mozemo se ograniciti na ¢ < j.

Za k = 0 je x = y i presjecni broj je p); = 0 ako je i # j. Za i = j
dobivamo stupnjeve relacija: p), = ng = 1, p{; = n; = (r — 1)k (jer u Gy
vrh z ima % susjeda u svakom vlaknu kojem ne pripada), py, = ny = v — 1
(jer je u Gy vrh x susjedan sa svim drugim vrhovima u vlaknu kojem pripada)
ipds =mn3 = (r—1)(v—#) (isto objasnjenje kao za G; u komplementarnom
grafu Gf).

Za k =1 vrhovi z i y su susjedni u G (1-susjedni). Ako je i = 0, oc¢ito
je p(l)j = d;1. Zai =1 presjecni brojevi su pj; = (r —2)u (po tre¢em svojstvu
iz definicije [£.36] vrhovi x i y imaju p zajednickih 1-susjeda u svakom od
r — 2 vlakna koja ne sadrze ni z ni y), pl, = & — 1 (y je 2-susjedan sa svim
vrhovima iz svojeg vlakna, a = u tom vlaknu ima jos £ — 1 1-susjeda osim y) i
pis = (r—2)(k — ) (u svakom vlaknu kojem ne pripadaju = i y, vrh z ima %
1-susjeda, od kojih su p zajednicki 1-susjedi; preostalih & — p su 3-susjedi
od y). Za i = 2 presjecni brojevi su pi, = 0 (x i y su iz razlicitih vlakna, a
2-susjedi su u istom vlaknu) i pl, = v—#% (2-susjedi od x su preostali vrhovi u
istom vlaknu, a medu njima y ima v—*% 3-susjeda). Za i = 3 imamo presjecni
broj pi; = (r —2)(v — 2k + p) (u svakom vlaknu kojem ne pripadaju z i y,
zajednicke 3-susjede dobijemo iz formule ukljucivanja-iskljucivanja).

Za k = 2 vrhovi x i y su 2-susjedni, Sto znaci da su u istom vlaknu. Za
1 = 0 kao i ranije imamo p%j = Jjo. Za i = 1 dobivamo presjecne brojeve
p?, = (r— 1)) (u svakom drugom vlaknu z i y imaju \ zajednickih 1-susjeda
jer inducirani podgraf odgovara simetricnom dizajnu), p?, = 0 (2-susjedi od y
su u istom vlaknu, a z nema 1-susjeda u tom vlaknu) i pf; = (r—1)(£ — ) (u
svakom drugom vlaknu z ima % 1-susjeda, od kojih su A zajednicki 1-susjedi,
a preostalih £ — X su 3-susjedi od y). Dalje, za i = 2 presjecni brojevi su
p3s = v — 2 (svi preostali vrhovi iz vlakna od z i y su njihovi zajednicki 2-
susjedi) i p3; = 0 (2-susjedi od x su u istom vlaknu, a y nema 3-susjeda u tom
vlaknu). Kona¢no, za i = 3 presjecni broj je p3; = (r — 1)(v — 2k + \) (za
svako drugo vlakno inducirani podgraf od G3 odgovara komplementarnom
simetricnom (v,v — &,v — 2k + ) dizajnu).

Za k = 3 argumentacija je slicna kao za £ = 1 i dobivamo presjecne
brojeve pgj = 5j3> p?l = (T - 2)V7 p?2 =k, pilg?) = (7’ - 2>(ﬁ’ - V)? pg2 =0,
pis =v—k—1ip3 = (r—2)(v—2k+v). Time smo provjerili sve slucajeve
i dokazali da imamo asocijacijsku shemu. Imprimitivost slijedi jer je graf G,
nepovezan, a tip je B jer izmedu svaka dva vlakna imamo bridove iz G
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iGs. [l

U dokazu teorema odredili smo sve presjecne brojeve. Zapisimo ih u
presjecne matrice.

Korolar 4.40. Asocijacijska shema iz teoremal[{.39 ima presjecne matrice

100 0 0 (r—1%& 0 0
1 1 -2 kR —1 - 2)(k —
I I O N T O T I EN |

0010 0O (r—=DXx 0 (r=1)(k =)\

0001 0 r=2)v k& (r—=2)(k—v)
0 0 v—1 0
0 -1 O v—~k

M,y = )
1 0 v—2 0
0 * 0 v—k-1
0 (r—1)(v—*)
M; =

0 0

0 r=2)k—pn) v—t (r—2)(v—2k+nu)
0 (r—1)(k—2N\) 0 (r—1)(v—2k+X)
1 r=2)(k—v) v—h—-1 (r—2)(v—2k+v)

Propozicija 4.41. Ako su relacije numerirane kao u teoremu[{.39, tako da
je Ry relacija susjedstva p-naglasenog SSSD(v,k,\;1), onda asocijacijska
shema ima svojstvene matrice

1 (r—1r v—1 (r—1)(v—"*r)
1 —k v—1 R —v
pP— 7 (45)
I r=Dvk—X -1 (1—-rvVk—2A
1 —Vk — A -1 R — A
1 r—1 v=1 (r—=1)(v—1)
1 -1 v—Rk k—v
() —
= . 46
@ 1 r—1 -1 1—r (46)
—# #
L h—A A
Dokaz. Vidi [98, formulu (7)] ili [82, formulu (6)]. O
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Konstrukcija iz teorema [4.39| je generalizacija zadatka [1.35] ali za r > 2
shema ne nastaje od distancijsko regularnog grafa. Grafovi G i G5 su dija-
metra 2, a ne dijametra 3 kao u slucaju r = 2. NasSa motivacija za defini-
ciju je generalizacija shema tipa B; dobivenih od simetri¢nih dizajna na
vise od dva vlakna. Sustave spojenih simetri¢nih dizajna prvi je definirao
Cameron [23], a njegova motivacija bila je prou¢avnje grupa koje imaju vise
2-tranzitivnih permutacijskih reprezentacija s istim karakterima, koje su u
parovima neekvivalentne.

Zadatak 4.42. Vidjeli smo da graf SSSD(v,k,\;r) za r > 2 ima dija-
metar 2. Uz koji wvjet je jako regularan i koji su mu tada parametri?

Rjesenje. Graf ima n = rv vrhova i svi su stupnja (r — 1)&. Po definiciji, su-
sjedni vrhovi imaju p zajednickih susjeda u svakom vlaknu kojem ne pripada
niti jedan od njih, dakle ukupno (r — 2)u zajednickih susjeda. Nesusjedni
vrhovi mogu biti iz istog vlakna i tada imaju (r — 1)\ zajednickih susjeda.
Ako su iz razlicitih vlakna, imaju (r — 2)v zajednickih susjeda. Da bi graf
bio jako regularan, ta dva broja moraju se podudarati: (r — 1)\ = (r — 2)v.
Ako je to ispunjeno, parametri su SRG(rv, (r — 1)k, (r —2)p, (r —2)v). O

Za fiksne parametre jako regularnog grafa SRG(m, %, A, i), imprimitivna
shema s tri klase tipa A moze imati proizvoljno mnogo vlakna r. Sli¢no, za
fiksne parametre SRG(r, %, A, 1), imprimitivna shema tipa Bs; moze imati
proizvoljnu veli¢inu vlakna m. Postavlja se pitanje moze li, za fiksne para-
metre (v, %, ), broj vlakna r sustava spojenih simetriénih dizajna biti po
volji velik? Ryuzaburo Noda [102] dokazao je nejednakost koja ogranicava r.

Teorem 4.43 (Nodina nejednakost). Ako postoji SSSD(v,k, \;r), onda je

(r—1) {(k—?)A@’) — (=2 {“"ﬁ)(;) +k(§)” =
ceafien )+ ()-o-0) -+ ()]

Jednakost se dostize ako i samo ako (Xq, XoU---U X,.) éini 3-dizagn.

Za karakterizaciju dostizanja, vrhovi iz X; su tocke, a iz ostalih vlakna
blokovi dizajna. Incidencija izmedu tocaka i blokova odredena je susjedstvom
u grafu. Broj tocaka je v, a broj blokova je (r — 1)v. Svaki blok sadrzi %
tocaka i kroz svaku tocku prolazi (r — 1)% blokova. Uvjet da imamo 3-dizajn
znaci da kroz svake tri tocke prolazi konstantan broj blokova; taj broj ¢emo
oznacavati A. Naravno, bilo koje vlakno mogli smo uzeti za skup tocaka (ne
samo prvo vlakno Xi), a uniju ostalih vlakna za skup blokova.

112



Dokaz. Za tri tocke x,y,z € X, neka je A, , . broj blokova koji ih sadrze.
Prebrojavamo na dva nac¢ina skup svih parova ({z,y,z}, B), pri ¢emu je
{z,y, 2z} troclan skup tocaka sadrzan u bloku B. Dobivamo jednadzbu

> Apye=(r—1p (f;) (47)

z,y,2€X1

Zatim prebrojavamo parove ({z,y,z},{B1, B2}), gdje je {x,y,z} troclan
skup tocaka sadrzan u blokovima B; i Bs. Na lijevoj strani prvo biramo
skup tocaka, a zatim dva bloka kroz te tocke:

> (Agy’2> = S [(v _1) @) b (r—2)(v— k) <§> + -2t (‘5)] .

z,y,2€X1
(48)

Na desnoj strani prvo biramo blokove By i By, a zatim tri zajednicke tocke.

Ako su iz istog vlakna, imaju A zajednickih tocaka. Ako su iz razli¢itih vlakna

i nisu susjedni, imaju v zajednickih tocaka. Ako su iz razlicitih vlakna i

susjedni su, imaju p zajednickih toc¢aka. Sada definiramo A = (r— 1)1}(”;)/(3)

i promatramo sumu S = Y. (A —A,,.)% Ocito je S > 01 vrijedi S =0
z,y,2€X1

ako i samo ako imamo 3—diyzajn. Racunamo:

S = Z (A2 = (2A = DAuy + Apya(Mpy. — 1))

- ()t ea-n Y a2y (M)

=) 2= Ve) =) ﬁ)
+

= e (8 () () + (e 3)
() e—20-m () + ()20 ()]

f,j) = w i iskoristimo uvjet
k(k —1) = A(v — 1). U ostalim ¢lanovima raspisemo (

v(v—1),
5 -

U prvom ¢lanu uglate zagrade raspisemo (

v) _ v(v—1)(v—2)

3 5 , pa iz

svih ¢lanova izluéimo
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s- = - im-2a(3) + -2 (})

o —2)(w— 1)@) F(v—2)(r—2)(v—#) (g) +(v—2)(r - 2)&(’;)} .

Uglata zagrada je nenegativna i moze se “srediti” do nejednakosti iz teorema.

[]

Nodina nejednakost daje ogranicenje na broj vlakna samo za SSSD-ove
koji su v-naglaseni i imaju 2k < v, ili su p-naglaseni i imaju 2k > v. Brian
Kodalen [82] takve SSSD-ove zove optimistiénim, a u suprotnom (ako su
v-naglaseni i imaju 2k > v ili su p-naglaseni i imaju 2k < v) zove ih pesi-
masticnim. Na primjer, parametri iz prvog retka tablice |3 su optimisti¢ni i
Nodina nejednakost daje ocjenu r < 8. Parametri iz drugog retka su pesi-
misti¢ni i Nodina nejednakost daje r > —16, $to je uvijek ispunjeno. Ostali
parametri u tablici[3|su optimisti¢ni i navedena je ocjena na broj vlakna koju
dobivamo iz Nodine nejednakosti.

Mathon [98] je uocio da je Nodina nejednakost ekvivalentna Kreinovom
uvjetu g2, > 0. Uz pretpostavku da je SSSD p-naglasen, uvrstavanjem svoj-

stvenih vrijednosti u formulu dobivamo

3 = %3 %Po(z)3 + %PI(Q)?’ + %132(2)3 + %Pg(z)?’}
e[ VAR 1 - DHVE D)
roo | (r—1)% k2 (v—12  (r—12v—r)?
NGRS .1 1 1
= [ 00 (G- ) e

o= 2%) (o 2)
o | VR N e Ry @-1)2]'

Iskoristimo uvjet & (v —*%) = (k& — \)(v—1), koji je ekvivalentan s A\(v —1) =

k(k —1):

,  [(v—1)* 5 v—2k v —2
= -1V =\
e e DR e e e

1 v—2k
== - 1)
-
Iz ovog dobivamo jednostavniju nejednakost (r—1)(28 —v) < (v—2)vVk — A,
koja je za p-naglasene SSSD-ove ekvivalentna s Nodinom nejednakosti. U

+v—2] > 0.

<
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pesimisticnom slucaju lijeva strana je negativna i ne dobivamo ogranicenje
na r. U optimisticnom slucaju slijedi
- < (v—=2)Vk — A
- 2k — v

+1. (49)

Kodalen [82] je pokazao da teorem [3.22)(apsolutna ocjena) daje ogranicenje
na broj vlakna u optimisticnom i u pesimisti¢cnom slucaju. Iz propozicije
znamo da je gy, = my > 0, a slicnim ra¢unom kao za g3, vidimo da je ¢, = 0
i g, > 0. Ako se ne dostize Nodina nejednakost, onda je i ¢3, > 0 pa
uvrstavanjem i = j = 2 u teorem slijedi mo 4 ma + mg < $ma(msg + 1).
Kratnosti m; o¢itamo iz nultog retka matrice (46)). Uvrstavanjem dobijemo
r < %v—v—il, iz cega slijedi r < % Ako se dostize Nodina nejednakost, onda
je g3, = 01 teorem daje mo+mg < %mz (mae+1). Iz toga na slican nacin
dobijemo r < %1 Ove nejednakosti su za optimisti¢ne parametre iz prvog i
cetvrtog retka tablice [3| ekvivalentne Nodinoj nejednakosti, a za optimisticne
parametre iz treceg, petog i Sestog retka su slabije od Nodine nejednakosti.
Za pesimisti¢ne parametre (36, 15,6) u drugom retku dobivamo ogranicenje
r < 17. Medutim, za te parametre nije poznat niti primjer sa r = 3.

Do sada nismo rekli niSta o egzistenciji SSSD-ova za r > 3. Trivijalni
primjer mozemo napraviti za bilo koju veli¢inu vlakna v > 3 i broj vlakna r
tako da za G; uzmemo uniju v disjunktnih potpunih grafova K., od kojih
svaki sadrzi po jedan vrh iz svakog vlakna (slika . Inducirani podgraf
na bilo koja dva vlakna je incidencijski graf trivijalnog simetri¢nog (v, 1,0)
dizajna, a konstante iz tre¢eg uvjeta definicije sup=11iv=0. Ovo je
p-naglasen SSSD i ima 2% < v, pa je pesimistican. Broj vlakna r mozemo
izabrati po volji. Za apsolutnu ocjenu implicitno smo koristili pretpostavku

Slika 23: Trivijalni SSSD(v,1,0;r).
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da su parametri simetricnog dizajna netrivijalni, tj. £ > 3. Trivijalni SSSD-
ovi su jedini poznati pesimisti¢ni primjeri.

U optimisticnom sluc¢aju poznata je “klasi¢na serija” primjera, koju su
konstruirali Jean-Marie Goethals [57] te Peter Cameron i Jaap Seidel [31].
Bazirani su na simetri¢nim dizajnima s parametrima v = 22™ £ = 2m~1(2m4
1), A = 2m712m1 1 1) reda & — A = 220"~ Konstante iz treéeg uvjeta
definicije sup=2m"22m+3)iv=2""2%2"+1). Vidimo da je u > v
i 2k > v, pa su zaista optimisti¢ni. Od binarnog linearnog Reed-Mullerovog
koda drugog reda RM (m,2) dobivamo SSSD sa r = 2™ vlakna, a od neline-
arnog Kerdockovog koda dobivamo SSSD sa r = 2?™~! vlakna koji dostize
Nodinu nejednakost. Na primjer, za m = 2 dobivamo SSSD(16, 10, 6;8) sa
pw="7 v=>5 azam =3 dobivamo SSSD(64,36,20;32) sa up =22, v =18
(parametri iz prvog i Cetvrtog retka tablice [3). Mathon [98] je potpuno kla-
sificirao najmanje netrivijalne primjere s v = 16 pomoc¢u racunala. Za r = 2
i 7 = 3 dobio je 3 neizomorfna primjera, za r = 4 dobio je 12 primjera, a
za r = 5,6,7,8 samo po jedan primjer do na izomorfizam. Davis, Martin
i Polhill [32] te Jedwab, Li i Simon [78] konstruirali su daljnje primjere op-
timisticnih SSSD-ova pomocu diferencijskih skupova u 2-grupama. Svi do
sada spomenuti primjeri imaju parametar v koji je potencija od 2. Koda-
len [82] uspio je konstruirati primjere kojima v nije potencija od 2, a broj
vlakna r moze biti po volji velik. Definirao je takozvane “spojene simplekse”
i uspostavio vezu s regularnim nepristranim Hadamardovim matricama (eng.
regular unbiased Hadamard matrices).

Detalje konstrukcije klasi¢ne serije SSSD-ova upoznat ¢emo u sljede¢em
poglavlju, kad obradimo osnove teorije kodiranja. Upoznat ¢emo i primjere
primitivnih asocijaciskih shema s tri klase, koje su povezane s kombinatornim
dizajnima. Voded¢i ekspert za asocijacijske sheme s tri klase je Edwin van
Dam, koji ih je proucavao u svojoj disertaciji [126] i u ¢lanku [127].
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5 Podskupovi Johnsonove i Hammingove she-
me

5.1 Kombinatorni dizajni

U prim)] erudeﬁnirali smo Johnsonovu shemu J(v, d) sa skupom vrhova (Z)
(skup svih d-clanih podskupova od V' = {1,...,v}). Vrhovi X i ¥ su
i-asocirani ako je |[X NY| = d —i. Vidjeli smo da je J(v,d) asocijacijska
shema s d klasa. U ovoj cjelini umjesto d koristimo oznaku %, koja je tradi-
cionalna u teoriji dizajna.

Definicija 5.1. Za podskup vrhova Johnsonove sheme & C (Z) kazemo da
je kombinatorni dizajn s parametrima t-(v, k, \) ako za svaki t-clani podskup
od V' postoji tocno X\ elemenata iz D koji ga sadrie. Elemente od V zovemo
tockama, a elemente od @ blokovima dizajna.

Propozicija 5.2. Ako je @ dizajn s parametrima t-(v,k,\), onda je i
s-(v,k, Ag) dizagn za s =0,...,t, pri cemu je \s = A(;’:;)/(k_s).

t—s

Dokaz. Neka je S C V bilo koji s-¢lani skup tocaka. Oznacimo sa A(S) =
H{X € D | S C X} broj blokova koji sadrze S. Dvostrukim prebrojavanjem
parova {(T,X) | T € (V), X € D, SCT C X} vidimo da vrijedi (_°)\ =

A(S) (fj:;) Iz toga slijedi da A(S) ne ovisi o izboru skupa S, nego samo o

njegovoj kardinalnosti s. Dakle, @ je ujedno s-dizajn s parametrom A\,. [

Ukupan broj blokova dizajna je b = || = Ao = A())/(}). Izrazi za

)/ \
Ao, - - -, Ay moraju biti prirodni brojevi:

Korolar 5.3. Ako postoji t-(v, &, \) dizajn, onda (f::j) dijeli A(Z:j), za svaki
s=0,...,t.

Da bismo izbjegli trivijalne slucajeve, pretpostavljamo da parametri di-
zajna zadovoljavaju 2 < t < 213 < kR < v. Zbog sljedete propozicije
mozemo se ograniciti na & < 7.

Propozicija 5.4. Neka je @ dizajn s parametrima t-(v,k,\) i neka
vrijedi t < v — k. Tada je familija @ = {V \ X | X € D}, dobivena
komplementiranjem blokova, dizajn s parametrima t-(v,v — R, \) za A =

Pimo (=1 (A = AC)/ ()

Dokaz. 1zaberemo bilo koji ¢-¢lani podskup tocaka T' = {z1,...,2,} C V.
Zelimo prebrojati blokove koji su disjunktni s 7. Oznacimo A; = {Y € D |
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x; €Y} i Ag = NiesA;. Iz formule ukljucivanja-iskljucivanja slijedi

A= (oA = 3 0P = 0 ()

Sg{Lvt} s=0

Sada znamo da broj A ne ovisi o izboru skupa 7', pa dvostrukim prebrojava-
njem parova {(T,X) | T € (¥), X € D, TNX = @} dobijemo (V)X = b("*).
Uvrstavanjem formule za b = \g iz propozicije slijedi \ = )\(v;k)/(f;) =
v—t v—t

M%)/ G2

Zadatak 5.5. Neka je D dizajn s parametrima t-(v, &, \), a I € (‘Z/), J €
(‘;), INJ =0 disjunktni skupovi tocaka takvi da je i + 7 < t. DokaZite
da broj \i; = {X € D | I C X, JNX = 0} ne ovisi o izboru skupova
I, J, nego samo o njihovim kardinalnostima i, j. Dokazite formulu \;; =

)\(Ule_—zj)/(z:i) te TEkUTZijU )\i,j+1 = >\i,j — )\i+17]’.

Cijeli skup vrhova Johnsonove sheme J(v, %), tj. & = (‘k/), je k-(v, R, 1)
dizajn. To je takozvani potpuni dizajn. Od interesa su nepotpuni dizajni:
pravi podskupovi @ C (‘f:) koji su t-dizajni za Sto vedéi t < k. Najvedi t za
koji to vrijedi nazivamo snagom od .

Statisticari su u 1930-im godinama [50} 141], 12] koristili dizajne snage
t = 2 za planiranje eksperimenata, uglavnom u poljoprivredi. Cilj je uspo-
rediti v vrsta gnojiva (varieties ili treatments) na b polja (blocks) na kojima
raste neka poljoprivredna kultura. Ako na svakom polju usporedujemo jedan
par gnojiva (podijelimo ga na dvije polovice i na svakoj primijenimo jednu
vrstu gnojiva), potrebno je b = (72’) polja. Taj broj raste kao kvadrat od v,
Sto moze biti neprakticno. Ako na svakom polju primijenimo svih v vrsta
gnojiva, nema ograni¢enja na b, ali polja dijelimo na prevelik broj malih
parcela. Zato svako polje dijelimo na % parcela, 2 < & < v, te na svakom
primijenimo nekih % vrsta gnojiva. Eksperiment zelimo organizirati tako
da svaki par gnojiva usporedujemo jednako mnogo puta, recimo A. To je
uvjet balansiranosti. Tako dolazimo do definicije 2-(v, &, \) dizajna, koji se
jos nazivaju balansiranim nepotpunim blokovnim dizajnima (eng. balanced
incomplete block designs, BIBD). Kraci naziv je blokovni dizajni, a parame-
tre nekad zapisujemo BIBD(v,b,r, %, ). Parametar r = Ay je broj blokova
kroz zadanu tocku (replication number). Postavlja se pitanje koji je najmanji
mogudi broj blokova 2-(v, %, \) dizajna?

Teorem 5.6 (Fisherovam nejednakost). U svakom 2-(v, &, \) dizajnu vrijedi

b> .

27Sir Ronald Aylmer Fisher (1890.-1962.), britanski matematicar, statisti¢ar, biolog i
geneticar.
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Nejednakost se moze dokazati s pomoc¢u linearne algebre, vidi [121] teo-
rem 2.17] ili [120, teorem 1.33]. Fisherov originalni dokaz [49] koristi dvo-
struko prebrojavanje. Dakle, najmanji moguc¢i broj blokova imaju upravo
simetricni dizajni, koje smo susreli u cjelini

Motivacija za proucavanje kombnatornih dizajna snage ¢ > 2 bile su
viSestruko tranzitivne permutacijske grupe [139, 140, [64]. Za G < Sym(V)
kazemo da je t-tranzitivna ako za svake dvije uredene t-torke (xq,...,zy),
(y1,- -, y:) medusobno razlicitih elemenata iz V' postoji permutacija g € G
takva da je (z1,...,2¢)9 = («,...,27) = (y1,...,y). Za G kazemo da je
t-homogena ako za svaka dva t-clana podskupa {z1,...,2¢}, {y1,..., %} C
V' postoji permutacija g € G takva da je {xq1,..., 2} = {af,... 2]} =
{y1,...,y}. Iz t-tranzitivnosti ocito slijedi t--homogenost. Za t > 5 vrijedi i
obrat.

Teorem 5.7 (Livingstone, Wagner [92]). Neka je G < Sym(V') permuta-
cijska grupa i neka vrijedi 5 < t < v/2. Ako je G t-homogena, onda je i
t-tranzitivna.

Za 2 <t <4, Kantor [79] je klasificirao sve permutacijske grupe koje su
t-homogene, a nisu t-tranzitivne. Od t-homogenih grupa direktno dobivamo
dizajne snage t.

Zadatak 5.8. Neka je G < Sym(V') permutacijska grupa koja je t-homogena.
Ako je X € (‘ﬁ/) bilo koji fo-clani skup tocaka, dokaZite da je D = X©
(orbita pri djelovanju G na podskupove) dizajn s parametrima t-(v, &, \) za
A= [GI(%)/(IGx|(Y)). Pritom je Gx = {g € G | X9 = X} stabilizator
skupa X.

Iz klasifikacije konacnih jednostavnih grupa slijedi da su jedine 6-tranzi-
tivne permutacijske grupe simetricne i alternirajuée grupe S, i A, [27, teo-
rem 4.11]. One nisu zanimljive za konstrukciju dizajna jer od njih dobivamo
samo potpune dizajne na v tocaka. Nadalje, jedine 5-tranzitivne grupe (osim
alternirajucih i simetriénih) su Mathieuove@ grupe Mo i My, [95], 06]. Od
njih dobivamo Wittovd®] dizajne 5-(12,6,1) i 5-(24,8, 1) [140]. Postavlja se
pitanje postoje li nepotpuni dizajni snage ¢ > 5, budué¢i da ih ne mozemo
dobiti od t-tranzitivnih grupa?

Prvi netrivijalni primjer 6-dizajna konstruirali su Spyros S. Magliveras
i David W. Leavitt 1984. godine [93]. Luc Teirlinck [123] je 1987. dokazao
postojanje nepotpunih dizajna proizvoljno velike snage t. Njegovi dizajni
imaju parametre oblika t-(v,t + 1, (t + 1)P*™1) v = ¢ (mod (¢ 4+ 1)1?*1).

28Fmile Léonard Mathieu (1835.-1890.), francuski matematicar.
YErnst Witt (1911.-1991.), njemacki matematicar.
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Broj tocaka v i parametar A jako naglo rastu s porastom t. Ve¢ za t = 7
Teirlinckovi dizajni imaju vise od 1.2 - 10% toc¢aka. Primjere dizajna snage
t =17,8,9 s malim brojem tocaka konstruirali su matematicari sa sveucilista
Bayreuth u drugoj polovici 1990-ih [8, 10,9, 9T]. Svi spomenuti dizajni imaju
parametar A > 1. Dizajne s A = 1 zovemo Stez'nemvz’mﬂi znatno ih je teze
konstruirati. Do danas nije poznat niti jedan eksplicitni primjer Steinerovog
dizajna snage t > 5, iako njihova egzistencija slijedi iz asimptotskih rezultata
Petera Keewasha [80) 8] za proizvoljno velike t.

Clanak [5] naglasava analogije izmedu sfernih dizajna, konacnih podsku-
pova sfere S™! koji dobro aproksimiraju cijelu sferu u smislu definicije m
i kombinatornih dizajna:

“The concept of combinatorial t-design is to find subsets which

approximate the whole space (X) S

Analogon teorema [3.32] i generalizacija Fisherove nejednakosti je sljedeca
nejednakost Dijen K. Ray-Chaudhurija i Ricka Wilsona [107, [10§].

Teorem 5.9 (Ray-Chaudhuri, Wilson). Neka je @ kombinatorni t-(v, %, \)
dizajn s b = |D| blokova. Ako jet = 2d paran i vrijedi v > & + d, onda je

bz@.

Ako jet = 2d 4+ 1 neparan i vrijedi v — 1 > % + d, onda je

v—1
b>2 )

Dokaz iz [10§] je linearnoalgebarski i raspisan je u skripti [84], teorem 1.15
i korolar 1.16]. Wilson je kasnije dokazivao nejednakost na druge nacine [137,
138, [44]. Posljedica nejednakosti je da netrivijalni simetriéni dizajni mogu
biti najvise snage t = 2. Stupanj konacnog podskupa sfere definirali smo
kao broj razlicitih kutova ili udaljenosti izmedu vektora iz tog podskupa.
Analogno, stupanj kombinatornog dizajna je broj razlicitih veli¢ina presjeka
blokova tog dizajna. Veli¢ine presjeka blokova nazivamo presjecnim broje-
vima dizajna.

Primjer 5.10 (Mali Wittov dizajn). Konstruirajmo 5-(12,6,1) dizajn u sus-
tavu za racunalnu algebru GAP [52]. Odredimo mu presjec¢ne brojeve i stu-
pany.

30Jakob Steiner (1796.-1863.), svicarski matematicar.
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Rjesenje. Ovako u GAP-u dobijemo Mathieuovu grupu M, i ispitamo nje-
zina svojstva:

gap> M12:=MathieuGroup(12);

Group([ (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11), (3,7,11,8)(4,10,5,6),
(1,12)(2,11)(3,6) (4,8) (5,9)(7,10) 1)

gap> Size(M12);

95040

gap> Transitivity(M12);

5

Vidimo da je M, < Sj» permutacijska grupa reda 95040 = 26 .33 .5 .11
i da je bH-tranzitivna. Prema zadatku [5.8, orbita bilo kojeg 6-clanog pod-
skupa od {1,...,12} pod djelovanjem M, je 5-(12,6, ) dizajn. Da bismo
dobili Steinerov dizajn (A = 1), moramo pronaéi podskup sa stabilizatorom
odgovarajuce velicine.

gap> sub6:=Combinations([1..12],6);; Size(sub6);

924

gap> Collected(List(sub6,x->Size(Stabiliser(M12,x,0nSets))));
[ [ 120, 792 1, [ 720, 132 1] ]

Od (162) = 924 podskupova, 792 imaju stabilizatore reda 120. Orbite tih
podskupova su blokovi 5-(12, 6, 6) dizajna. Preostalih 132 podskupova imaju
stablizatore reda 720 i njihove orbite su 5-(12,6, 1) dizajni.

gap> st:=Filtered(sub6,x->Size(Stabiliser (M12,x,0nSets))=720);;
gap> Size(st);

132

gap> Orbit(M12,st[1],0nSets);

rri1 2,3,4,5,71,[2,3,4,5,6,81,[1,2,6,7, 10, 1117,
[6,8,9, 10, 11, 121, [ 3, 4, 5,6, 7, 91, [ 2, 3, 4, 6, 7, 10 ],
[3, 4,6,8,9, 111, [1,2,3,7,8, 111, [1, 2, 4, 5, 8, 111,
[2, 3,7, 10, 11, 121, [ 1,7, 9, 10, 11, 121, [ 3, 4, 5, 8, 9, 121,
[4,5,6,7,8,101, [ 4, 6, 7,9, 10, 111, [ 3, 5, 6, 8, 9, 101,
[3, 4,5,7,8, 111, [2, 4, 5,7, 10, 111, [ 3, 6, 7, 8, 10, 11 1],
[1, 4, 5,7,9,101, [ 3, 4, 7,8,9,101, [1, 2, 3, 4,8, 91,

[2, 4, 6, 10, 11, 121, [ 1, 2, 3, 5,6, 91, [1, 2,3, 6,8, 101,
[2, 4,8, 9, 11,121, [ 1, 3, 4,8, 11, 121, [ 2, 5, 7, 8, 11, 12 1,
[1, 2, 8, 10, 11, 121, [ 1, 5,8, 9, 11, 121, [ 1, 2, 5, 7, 10, 121,
[4,5,6,9, 10, 121, [ 3,6, 7,9, 10, 121, [ 1, 4, 5,6, 8, 91,
[5,6,7,8,9, 111, [3, 4,65,6, 10, 111, [ 1, 5, 7, 8, 10, 11 1,
[4, 5,8, 9, 10,111, [2,3,5,7,8, 11, [2, 4, 6,8, 9, 101,
(1, 3,5,6,8, 111, [2,5,6,8, 10, 111, [ 2, 7, 8, 9, 10, 11 1,
(1, 4,7,8,9, 11, [1,5,6,9, 10, 111, [ 5, 7, 8, 9, 10, 12 1,
[3,5,7,9,10, 111, [ 2,3, 4,5,9,101, [ 1, 2,3,7,9, 101,



[4, 5,6,8, 11, 121, [ 1, 3,5, 7, 11, 121, [ 2, 4, 5, 8, 10, 12 1,
[1, 2, 4,6, 7,91, [3,5,6,9, 11, 121, [ 2, 3, 4, 7, 9, 111,
[3, 4,6, 7, 11,1271, [ 1, 3,5, 9, 10, 121, [ 2, 3, 8, 9, 10, 1217,
[1, 2, 4,5, 9,121, [ 1,3, 7,8, 10, 121, [ 1, 2, 4, 6, 8, 12 1],
[1, 3, 6,8, 9,121, [2,3,6,8, 11, 121, [ 1, 2, 4, 9, 10, 11 1],
[1, 2,3, 9, 11,121, [ 1, 2, 3,5,8, 121, [ 1, 2, 4, 7, 11, 121,
[1, 2,6, 9, 10, 121, [ 1, 2,5, 6, 11, 121, [ 5, 6, 7, 10, 11, 121,
[1, 3,5,7,8,91, [4, 7,8, 10, 11, 121, [ 4, 5, 7, 9, 11, 1217,
[1, 3, 5,6, 7,101, [ 2, 5,6, 7,9,101, [ 1, 3, 4, 6, 9, 101,
(1, 6, 7,8, 9,101, [ 1, 4, 5,6, 7,111, [ 2, 3,6,7,8, 91,
[1,2,6,8,9, 111, [ 2, 4, 7,9, 10, 121, [ 2, 4, 5, 7, 8, 91,
[2,3,5,6,7,11,0[1,3,4,6,7,81, [2,3, 4,6,9, 121,

1 3,6,7,9, 11, [1,3,8,9, 10,111, [2,3,5,8,9, 111,
[1, 2, 5,8, 9,101, [ 2,3,5,7,9, 121, [ 1, 4, 6, 8, 10, 111,
[2, 3, 4,8, 10,111, [1,2,5,7,9, 111, [1,5,6, 7,9, 1217,
[3, 4, 6,8, 10, 121, [ 1,6, 7,8, 11, 121, [ 2, 3, 5, 6, 10, 12 1,
[3,5,8, 10, 11, 121, [ 1, 4, 6, 7, 10, 121, [ 4, 6, 7, 8, 9, 121,
[1, 3, 4, 5,8, 101, [ 1, 4,5, 7,8, 121, [ 3, 4, 9, 10, 11, 121,
[1, 2, 3, 4, 10, 121, [ 1, 3, 4, 7,9, 1271, [ 1, 3, 4,5, 6, 1217,
[2,3,4,7,8,127, [ 1, 2,3, 4,6, 111, [1, 2, 3,5, 10, 11 7],
i1, 2,7,8,9,121, [1,2,3,6,7,121, [1, 4, 6, 9, 11, 12 7,
1, 2, 4,7,8,101, [1,5,6,8, 10, 121, [ 2, 4, 6, 7, 8, 11 1],
[2, 4, 5,6,9, 111, [3,5,6,7,8, 121, [ 1, 3, 4,5, 9, 111,
[3, 4, 5, 7,10, 121, [ 1, 2, 5,6, 7,81, [2,3, 4,5, 11, 12 1],
[2, 5,9, 10, 11, 121, [ 2, 3, 6, 9, 10, 111, [ 1, 3, 4, 7, 10, 111,
[2, 4,5,6, 7,121, [2,6,7,9, 11, 121, [ 2, 6, 7, 8, 10, 12 1],
[1, 4, 5, 10, 11, 121, [ 2, 5, 6, 8, 9, 121, [ 1, 3, 6, 10, 11, 121,
[1, 4, 8,9, 10, 121, [ 1, 2, 4, 5,6, 101, [3,7,8,9, 11, 121 1]

U GAP paketu DESIGN [118] mozemo provjeriti da smo dobili 5-dizajne i
izraCunati im parametre Ag, ..., As.

gap> LoadPackage("Design");

8555555555555855485855855558554858558585585585855855558554858554855458
Loading GRAPE 4.8.3 (GRaph Algorithms using PErmutation groups)
by Leonard H. Soicher (http://www.maths.qmul.ac.uk/“lsoicher/).
Homepage: https://gap-packages.github.io/grape

Report issues at https://github.com/gap-packages/grape/issues

A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A AAAAAAAAAAAAAAARA

8458585858585858585858585858585555555555555548548548548585485485485854854358
Loading DESIGN 1.7 (The Design Package for GAP)

by Leonard H. Soicher (http://www.maths.qmul.ac.uk/“1lsoicher/).
Homepage: https://gap-packages.github.io/design

Report issues at https://github.com/gap-packages/design/issues

ddddddddddddddddddddddddddddddddddddddddddddddddddddddddddddddddadd

true
gap> dizl:=BlockDesign(12, [st[1]],M12);;
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gap> AllTDesignLambdas(dizl);

[ 132, 66, 30, 12, 4, 1]

gap> notst:=Difference(sub6,st);;

gap> diz2:=BlockDesign(12, [notst[1]],M12);;
gap> AllTDesignLambdas (diz2) ;

[ 792, 396, 180, 72, 24, 6 ]

U GAP paketu PAG [85] postoji naredba za presjecne brojeve dizajna.
gap> LoadPackage ("PAG");

85555858585485555858585555858585485555858585555858585455555858548555548343
Loading PAG 0.2.2 (Prescribed Automorphism Groups)

by Vedran Krcadinac (https://web.math.pmf.unizg.hr/ krcko/homepage.html) .
Homepage: https://vkrcadinac.github.io/PAG

Report issues at https://github.com/vkrcadinac/PAG/issues

ddddddddddddddddddddddddddddddddddddddddddddddddddddadddadddddddddddaddad
true

gap> IntersectionNumbers(dizl);

[0, 2,3, 4]

gap> IntersectionNumbers(diz2);

[0, 1, 2,3, 4,5]

Mali Wittov dizajn ima presjecne brojeve {0,2,3,4} i stupanj d = 4. U di-
zajnu s parametrima 5-(12,6,6) pojavljuju se svi moguéi presjecni brojevi i
stupanj mu je d = 6. Presjecne brojeve 5-(12, 6, 1) dizajna @ mozemo dobiti
direktnim prebrojavanjem. Prvo iz propozicije izracunamo (Ao, A1, A2, Az,
A1, A5) = (132,66,30,12,4,1). Ukupan broj blokova je b = A\g = 132. Fik-
siramo blok X, € 9 i oznacimo s b; broj blokova koji ga sijeku u tocno ¢
tocaka. Nadalje, neka je a; broj parova u skupu {(/,X) | I € (‘Z/), X €
D, X # Xo, I € XN Xp}. Ako prvo biramo I C X, a zatim blok
X # Xy kroz I, dobijemo a; = (?)(/\Z — 1). Slijedi (ag, a1, a9, as, as,as) =
(131,390,435, 220,45,0). Ako prvo biramo blok X, pa onda podskup I C
X N Xy, dobijemo a; = Z?:Z b; (Z) Redom mozemo izra¢unati bs = a5 = 0,
b4 = Q4 — (i)b5 = 45, b3 = ag — (g)b5 - (g)b4 = 40, b2 = 9 — Z?:3 (é)b] = 457
by =a1—3Y7_, (})b; =0,bo = ag—>_"_, b; = 1. Vidimo da X moze sijeci Xq
u 0, 2, 3 ili 4 tocke, a ne moze u 1 ili 5 tocaka. Stupanj 5-(12,6,1) dizajna
je d = 4 jer se javljaju cetiri razlicita presjecna broja. O

Primjer 5.11 (Veliki Wittov dizajn). Konstruirajmo 5-(24,8,1) dizajn i
odredimo mu presjecne brojeve i stupany.

Rjesenje. Veliki Wittov dizajn dobivamo od Mathieuove grupe Ms,.
gap> M24:=MathieuGroup(24);
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Group([ (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21,22,23),
(3,17,10,7,9) (4,13,14,19,5) (8,18,11,12,23) (15,20,22,21,16), (1,24)
(2,23)(3,12) (4,16) (5,18) (6,10) (7,20) (8,14) (9,21) (11,17) (13,22)
(15,19) 1

gap> Size(M24);

244823040

gap> Transitivity(M24);

5

Red grupe je 244823040 = 2% .33 .5.7.11-23 i 5-tranzitivna je. Broj
podskupova (2; ) = 735471 je prevelik da bismo im racunali stabilizatore.
Steinerov dizajn konstruiramo u paketu PAG [85].

gap> diz3:=KramerMesnerSearch(5,24,8,1,M24) [1];;
gap> AllTDesignLambdas(diz3) ;

[ 7569, 263, 77, 21, 5, 1]

gap> IntersectionNumbers(diz3);

[0, 2, 4]

Dizajn 5-(24,8,1) ima presjecne brojeve {0,2,4} i stupanj mu je d = 3. Do
toga takoder mozemo dodi direktnim prebrojavanjem, vidi [84] lema 1.28].
O

Naredba KramerMesnerSearch(t, v, A\, G) trazi dizajne sa zadanim para-
metrima i grupom automorfizama G takozvanom Kramer-Mesnerovom me-
todom [83]. Ako je grupa t-homogena, svaka orbita %-c¢lanih podskupova
je t-dizajn (zadatak , ali takav dizajn ponekad mozemo konstruirati i
od grupa manjeg stupnja homogenosti. Ideja je uzeti uniju nekoliko orbita
kao blokove dizajna. Biranje orbita koje ¢ine t-(v, %, A) dizajn svodi se na
rjesavanje sustava linearnih jednadzbi nad {0, 1}.

Apsolutna ocjena (teorem daje najve¢u mogucu velicinu sfernog
koda zadanog stupnja. Analogni teorem za kombinatorne dizajne dokazali
su Ray-Chaudhuri i Wilson [108]. Dokaz je takoder raspisan u skripti [84]
teorem 1.18].

Teorem 5.12. Neka je @ C (‘fi) kombinatorni dizajn stupnja d. Tada broj
blokova od D zadovoljava b < (2)

Primijetimo da se u prethodnom teoremu ne spominje snaga od @. Ocjena
vrijediizat = 0, tj. @ moze biti bilo koja familija %-¢lanih podskupova od V.
Ako imamo dizajn parne snage t = 2d i vrijedi v > % + d, onda je po teo-
remu broj blokova ograni¢en odozdo: b > . Slijedi da takav dizajn
mora biti stupnja barem d, inace bi po teoremu imao manje od (Z) blo-
kova. Ray-Chaudhuri i Wilson [108] dokazali su da je dizajn snage t = 2d
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koji dostize ocjenu b = (2) stupnja to¢no d. Za takve dizajne kazemo da su
napeti (eng. tight), kao i za sferne dizajne koji dostizu ocjene i ([37).

Teorem 5.13. Ako postoji napeti 2d-(v, k, \) dizajn, onda ima toc¢no d razli-
citth presjecnih brojeva. Presjecni brojevi su pozitivni i nultocke su sljedeceg
polinoma stupnja d:

Wy(a) = i(_l)d_i (" (38 (2 (j’) .

Napeti dizajni snage ¢t = 2 su upravo simetri¢ni dizajni. U teoremu [I.29
ve¢ smo vidjeli da im je stupanj d = 1, tj. imaju samo jedan presjec¢ni broj .
Napeti dizajni snage ¢ = 4 su stupnja d = 2. Imaju dva presjecna broja,
koja oznacavamo x < y. Postoji samo jedan takav dizajn s parametrima
4-(23,7,1) i presjecnim brojevima z = 1, y = 3 [68, [69, 45|, [18]. Pojed-
nostavljeni dokaz dan je u [4, teorem 3.32]. Napeti dizajni snage t = 6 i
stupnja d = 3 ne postoje [105]. Eiichi Bannai [3] dokazao je da za d > 4
postoji samo kona¢no mnogo napetih dizajna snage t = 2d (skicu dokaza vidi
u [4, teorem 3.28]).

Opcenito, dizajne stupnja d = 2 zovemo kvazisimetricnim i posvetena
im je knjiga [114] i skripta [84]. Snaga im je ogranicena s t < 4 (vidi [84]
teorem 1.21]). Za t = 3 i x = 0, Cameron [25] je opisao sve dopustive
parametre (vidi propoziciju 1.31 i teorem 1.36 u [84]). Zat =31z > 0,
Mohan Shrikhande postavio je hipotezu da jedini takvi dizajni imaju para-
metre 3-(23,7,5) 1 3-(22,7,4) te presjecne brojeve x = 1, y = 3 [113] con-
jecture 48.20]. Drugi primjeri nisu poznati, a hipoteza je dokazana samo
uz neke dodatne pretpostavke. Kvazisimetriénih dizajna snage ¢ = 2 ima
beskonac¢no mnogo i dopustive parametre ne mozemo klasificirati u nekoliko
jednostavnih familija. Situacija je slicna kao za simetri¢ne dizajne. Tablice
malih parametara kvazisimetri¢nih dizajna s podacima o egzistenciji dane su
u [129] tablica 1.3] (za v < 150) i [21], tablica 8.2] (za v < 100).

5.2 Cameron-Delsarteov teorem

U ovoj cjelini cilj je pokazati da kombinatorni dizajn dovoljno velike snage i
malog stupnja ¢ini asocijacijsku shemu, podshemu Johnsonove sheme. Vrhovi
su blokovi dizajna, a klase su odredene velicinom presjeka, kao i u John-
sonovoj shemi J(v, k). Teorem su neovisno dokazali Peter Cameron [24] i
Philippe Delsarte [40], teorem 5.25].

Teorem 5.14 (Cameron, Delsarte). Neka je & kombinatorni t-(v, &, \) di-
zagn stupnja d s presjecnim brojevima x1 > ... > xq > 0. Stavimo xog =k i
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za blokove XY € D definiramo da su i-asocirani ako je | X NY| = z;. Ako
vrigedi t > 2d — 2, onda tako dobivamo asocijacijsku shemu s d klasa.

Za dizajn kojem blokovi ¢ine asocijacijsku shemu obzirom na relacije iz
teorema kazemo da je shematski. Uvjet t > 2d — 2 je dovoljan da bi dizajn
bio shematski, a kasnije ¢emo vidjeti da nije nuzan. Dokaz smo preuzeli
iz |54, teorem 5.1]. Prije dokaza teorema uvodimo notaciju i dokazujemo
pomocne rezultate. Neka je Wy, matrica kojoj su reci indeksirani ¢-¢lanim
podskupovima od V', a stupci #-¢lanim podskupovima od V. Za T & (Y)
i K e (‘fj) matrica na mjestu (7, K') ima 1 ako je 7" C K, a inace ima 0.
Dakle, Wy, je 0-1 matrica tipa (:) X (z) koju zovemo inkluzijskom matricom.
Rick Wilson je koristio te matrice u [I37] i u drugim radovima.

Skup vrhova Johnsonove sheme J(v, %) u nastavku oznacavamo Q = (} ).
Dizajn je podskup @ C €2 i mozemo ga identificirati s indikatorskom funkci-

jom f:Q —{0,1}, f(X)=1ako je X € D, a f(X) = 0 inace.

Propozicija 5.15. Indikatorska funkcija f : Q — {0, 1} predstavlja t-(v, &, \)
dizagn ako i samo ako vrijedi Wy - f = A1. Ouwdje je 1 wvektor visine (:) po-
punjen jedinicama.

Dokaz. Produkt Wy, - f je vektor visine (7;) koji u retku indeksiranom s
T e (‘t/) ima broj blokova iz & koji sadrze T [

Time smo problem egzistencije t-(v, £, \) dizajna sveli na rjesavanje sus-
tava linearnih jednadzbi nad {0, 1}, poznati NP-potpuni problem. Nas sus-
tav ima (;) nepoznanica, previse za rjeSavanje na racunalu i za male pa-
rametre v i k. U Kramer-Mesnerovoj metodi [83] pretpostavljamo grupu
automorfizama G < S(V). Matricu W, zamijenimo “kondenziranom” ma-
tricom, kojoj su reci indeksirani orbitama t-podskupova, a stupci orbitama
f-podskupova. Ako dovoljno smanjimo sustav, ponekad ga mozemo rijesiti
na racunalu.

£
Propozicija 5.16. Za i < j < f vrijedi Wi; - Wiy, = ( , ,Z) Wig,.

j—1
Dokaz. Element produkta W;; - Wj, u retku indeksiranom s I € (‘Z/) i stupcu
indeksiranom s K € (Z) je broj podskupova J € (‘J/) takvihdaje I C J C K.
Ako je I C K, broj takvih podskupova je (f;:f), a inace je 0. O

Iz propozicija i slijedi matri¢ni dokaz propozicije , vidi [54]
lema 2.2]. U Godsilovoj skripti na slican nac¢in dokazana je i propozicija
vidi [54, lema 3.4]. Transponiranje u ovom poglavlju oznacavamo s 7 jer je
slovo t rezervirano za snagu dizajna.

126



Propozicija 5.17. Vrijedi

Dokaz. Neka je I € (‘;) iJe (‘J/) Na lijevoj strani produkt Wi - W}, ima

na mjestu (1, J) broj podskupova iz € koji sadrze I i J, a to je (z:l‘%ﬁ'). Na

odgovaraju¢em mjestu produkta W}, - Wy, je broj podskupova K € (Z) koji

\mJ|)
k

su sadrzani u I i J, dakle ( . U sumi na desnoj strani element na mjestu

(Z,J) je
i v—i—j\(INJ\ [(v—i—j+|INJ|
pr v—Fh —k k N v—Fr

(koristimo Vandermondeovulf] konvoluciju). Po formuli ukljuc¢ivanja-iskljuci-
vanja vrijedi [[UJ| = i+7j—|INJ|, pase lijeva i desna strana podudaraju. [

Neka su Ay, ..., Ay Schurove idempotente Johnsonove sheme J(v,%). To
su kvadratne matrice indeksirane s €2 takve da A; na mjestu (X,Y) € Q x Q
ima 1 ako je |X NY| = & — i, a ina¢e 0. One razapinju Bose-Mesnerovu
algebru o = (Ao, ..., As) od J(v,%). Uvedimo sada jos jedan skup matrica
Ci =W7 - Wi, i =0,...,k, za koje ¢emo pokazati da takoder ¢ine bazu
od o. Produkt W}, - Wi, na mjestu (X,Y’) ima broj podskupova I € (‘Z/)
koji su sadrzani u X 1 Y. Stoga, ako je | X NY| = j, element (C;)xy je (j) i

vrijedi
J :
C; = Ap_j =0,...,k.
7 Z (’l) k—7 ? Oa 7ﬁ’
Jj2i
Invertiranjem ovog sustava jednakosti dobivamo
(] )
Ap_i = -1 |C;, i =0,...,k,
£ ;( ) (2) g

sto pokazuje da zaista vrijedi d = (Cy, ..., Cy). U ovoj bazi lakse je dokazati
da je d komutativna algebra.

Propozicija 5.18. Vrijed:

2D

k<i,j

31 Alexandre-Théophile Vandermonde (1735.-1796.), francuski matematicar, glazbenik i
kemicar.
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Dokaz.
CiCj = Wi, Wi, W3, Wiy, = (propozicija |5.17) =

T v—i—] T
= Wi (Z( P — k)Wkiij>M/jfﬂ:

v—1—]

( . k) (WiiWin) Wi W, = (propozicija B.16) =
U_
v—1—] k—k k—k
Wy, Wir, =
;(v—k k)( T (g
—i— k—k\ (kR —k
—~ \v — —kJ\J—k

Desna strana je simetri¢na u ¢, j te vrijedi C;C; = C;C; € d, pa je pot-
prostor ¢ zatvoren na mnozenje i matrice iz o komutiraju. Ovo je matri¢ni
dokaz da J(v,®) ¢ini asocijacijsku shemu. U primjeru to smo doka-
zali raCunanjem presjecnih brojeva. Baza Cy, ..., kasnije ¢e nam pomoci
odrediti svojstvene vrijednosti Johnsonove sheme.

Neka je sada @ C Q = (}) kombinatorni dizajn s b = || blokova, a
Wi (D) podmatrica inkluzijske matrice W koja se sastoji od stupaca iz .
To je 0-1 matrica tipa (1’) X b.

[]

Propozicija 5.19. Ako je @D t-dizajn i vrijedi i + 7 < t, onda je
1
(%)
Dokaz. Za I € (‘Z/), J € (‘J/) ozna¢imo veli¢inu njihove unije s = |I U J|.
Element na mjestu (I, J) produkta W;(9)-W;(2)7 je broj blokova dizajna &
koji sadrze U J. Bududi da je s < i+ 75 <, taj broj je A\, iz propozicije

Odgovarajuci element produkta Wi, - W7, je broj svih %-clanih podskupova

LIWA(D) - Wy(9) =

; Wit - W

od V koji sadrze TUJ, §to je (;’;Z) Dakle, trebamo dokazati da je ’\7 = %
*
Uvrstavanjem izraza za As i b iz propozicije na lijevoj strani dobivamo

v—s) (k&
% = Et>zf2(§ Izjednacavanje s desnom stranom daje identitet ( 5) (;i) (fj) =

(2) (=2) (122) Koji slijedi iz formule (7) () = (7) (725)- O

Ova propozicija pokazuje da je t-(v, %, \) dizajn “dobra aproksimacija”
Johnsonove sheme J(v, %). Produkti restrikcija inkluzijskih matrica na blo-
kove dizajna W;(9) - W;(D)” proporcionalni su produktima cijelih inkluzij-
skih matrica Wiy, - W7, . Konstanta proporcionalnosti je omjer broja blokova
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dizajna i broja vrhova Johnsonove sheme b/ (;) Tvrdnja vrijedi za tim vise
indeksa ¢ 4+ 7 < t Sto je snaga dizajna veca.

Promotrimo vektorski prostor R? = {f : & — R} svih realnih funkcija
definiranih na skupu vrhova Johnsonove sheme. Za fiksni " C V' definiramo
inkluzigsku funkciju

1, akojeT C X,

0, inace.

friQ—=R, fr(X)= {

Funkcije fr za T € (‘t/) zapravo su reci inkluzijske matrice Wy,. Neka je
Pol(€2,t) potprostor od R% razapet svim funkcijama fg za S C V, |S| < ¢.
Uz uobicajenu definiciju mnozenja funkcija “po tockama”, za S, T" C V vrijedi
fsfr = fsur. Zato inkluzijsku funkciju fg, S € (Z) mozemo prikazati kao
produkt s inkluzijskih funkcija tocaka fr,3, * € V. Prostor Pol(£2,1) je
skup svih polinoma stupnja najvise ¢ u varijablama fr,;3, x € V. Iduca
karakterizacija kombinatornih dizajna (teorem 7.1 u Godsilovoj skripti [54])
je jos jedna analogija s definicijom sfernih dizajna |3.30

Propozicija 5.20. Familija D C ( ) je t-(v, &, ) dizajn ako i samo ako za
svaku funkciju f € Pol(£2,t) vrijedi

%me P

Dokaz. Neka je @ dizajn s parametrima t-(v, &, A). Dovoljno je provijeriti
tvrdnju za funkcije koje razapinju Pol(2, t), inkluzijske funkcije fg za S C V|
s = |S| < t. Po propoziciji skup S je sadrzan u totno A blokova od 9,
pa je prosjecna vrijednost fs po blokovima dizajna

% > fs(X) = % = ()QE%)S)

XeD *

Drugu jednakost provjerili smo u dokazu propozicije [5.19, S druge strane,
prosjecna vrijednost fg po svim X € Q) = (V) je

)
@ 2 0 =55

XGQ

Vidimo da se prosjecne vrijednosti podudaraju.
Obrnuto, ako se prosjecne vrijednosti podudaraju za sve funkcije f €
Pol(€,t), onda se podudaraju i za sve inkluzijske funkcije fr, T € (‘t/)

B (v t)
- Z fr(X Z fr(X AR

XeD XGQ
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Uvrstavanjem izraza b = A(%) /(%) dobijemo

S b Umd WG

o) (»)

a to znaci da je T sadrzan u totno A blokova od @. Dakle, & je t-(v, %, \)
dizajn. O]

Za dokaz teorema trebamo jos i sljedeci rezultat o determinanti
slicnoj Vandermondeovoj.

Lema 5.21. Determinanta

jednaka je 0 ako i samo ako je x; = x; za neke i # j.

Dokaz. Elementarnim transformacijama nad recima mozemo je svesti na
Vandermondeovu determinantu. O

Sada smo spremni dokazati Cameron-Delsarteov teorem.

Dokaz teoremal[5.14. Sjetimo se, D je t-(v, &, \) dizajn s presjecnim broje-
vima 1 > --- > x4 > 0, a r9g = k. Neka je A; matrica tipa b X b indeksirana
blokovima dizajna @ koja na mjestu (X, Y’) ima 1 ako je | XNY| = z;, a inace
ima 0. Uz pretpostavku t > 2d — 2, zelimo dokazati da matrice Ag,..., Aq
¢ine asocijacijsku shemu, tj. simetricnu koherentnu konfiguraciju u smislu de-
finicije 2.1} Prva dva svojstva iz definicije i simetricnost matrica A; je ocita.
Za Cetvrto svojstvo trebamo provjeriti da je potprostor i = (A, ..., Ay)
zatvoren na mnozenje. Nakon propozicije [5.17] uveli smo drugu bazu Bose-
Mesnerove algebre Johnsonove sheme, u kojoj je bilo lakse provjeriti zatvo-
renost na mnozenje. Slicno, sada uvodimo matrice C;(D) = Wi(D)™ - W;(D)
tipa bx b. Element te matrice na mjestu (X,Y) € @ x D je broj i-¢lanih pod-
skupova presjeka X NY. Ako je | X NY| = z;, to je binomni koeficijent (7).
Prema tome, vrijedi

Ci(D) = Z (?)Aj, i=0,....d

d
Jj=0
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Prema lemi [5.21} matrica koeficijenata ovog sustava je regularna, pa mozemo
prikazati Ay, ..., Ay kao linearne kombinacije od Cy(D), ..., Cy(D). Zato je
to druga baza od of. Matricu Cy(D) te baze mozemo zamijeniti s jedinicnom
matricom I = Ay, buduéi da je koeficijent u prikazu Ay uz Cy(D) razlicit
od nule. To se provjeri racunanjem “adjunkte”, tj. kofaktora elementa (xdo)
determinante iz leme [5.21]

Dakle, vrijedi d = (I,Co(D),...,C4_1(D)). Da bismo provjerili zatvo-
renost na mnozenje, trebamo pokazati C;()C;(D) € o za sve i, j < d. Ma-
trica C;(D) je restrikcija od C; = W], W, na blokove dizajna. Retke i stupce
simetri¢ne matrice C; mozemo tumaciti kao funkcije iz Pol(£2, 7). Stupac koji
odgovara Y € ) je funkcija f : Q@ = R, f(X) = (C))xy = (‘X?Y‘). Mozemo
je prikazati kao f(X) = ZSG(;;) fs(X), pa pripada prostoru Pol(,). Za
indekse i, j < d reci i stupci od C;, C; su funkcije iz Pol(€2,d — 1), a reci i
stupci od C;(D), C;(D) njihove restrikcije na blokove dizajna. Produkt dvije
takve funkcije je iz Pol(£2,2d — 2) C Pol(€2,t), zbog pretpostavke t > 2d — 2.

Element (C;(D)C;(D))x,y je “skalarni produkt” retka od C;(9) indek-
siranog s X € Q i stupca od C;(9) indeksiranog s ¥ € Q. To je suma
produkta odgovarajuéih funkcija iz Pol(£2,d — 1) po blokovima dizajna. Ele-
ment (C;C;)x,y je suma produkta tih funkcija po svim elementima iz €. Po

propoziciji vrijedi

1 1
—(Ci(D)C5(D))xy = 755 (CiCj)x v
b (+)
Sada primijenimo propoziciju |5.18
b
(Ci(D)C3(D))xy = 757 (CiC))xy

(%)
w2 (o) () (oo
B2 ) () (e

k) k<ij
U zadnjem retku mogli smo zamijeniti C, sa C(D) jer je (X,Y) € D X D.
Dakle, produkt C;(9)C;(D) je linearna kombinacija od Co(D), ..., Ci—1(D)
i sadrzan je u g. Time je teorem dokazan. O

Ako je stupanj d = 1, asocijacijsku shemu dobivamo ve¢ od dizajna snage
t = 0, tj. od bilo koje familije @ C (Z) u kojoj se svaka dva bloka sijeku u
istom broju tocaka. Shema je trivijalna jer ima samo jednu klasu. Zato za
simetricne dizajne ne dobivamo nikakve dodatne uvjete na parametre.
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Za stupanj d = 2, iz teorema slijedi da su dizajni snage t > 2d—2 = 2 she-
matski. Asocijacijska shema ima dvije klase i ekvivalentna je jako regularnom
grafu i njegovu komplementu. To je takozvani blokovni graf kvazisimetri¢cnog
dizajna. Vrhovi su blokovi dizajna, a susjedni su ako se sijeku u y tocaka
(x < y su presjecni brojevi dizajna). Kao korolar Cameron-Delsarteova teo-
rema dobili smo poznati rezultat da je blokovni graf kvazisimetricnog dizajna
jako regularan [116],58]. Direktni dokaz tog teorema dan je u [84, teorem 2.3],
a uobicajeni “sprektralni dokaz” u [84] teorem 2.16]. Zbog jake regularnosti
blokovnog grafa dobivamo dodatne uvjete na parametre kvazisimetricnog
2-dizajna i njegove presjecne brojeve, povrh standardnih nuznih uvjeta za
egzistenciju 2-dizajna (uvjeti djeljivosti iz korolara i Fisherova nejedna-
kost, teorem [5.6)). Tablica dopustivih parametara kvazisimetri¢nih dizajna
izvodi se iz tih uvjeta, vidi cjelinu 2.4 u [84].

Promotrimo sada dizajne stupnja d = 3 kojima blokovi tvore asocijacijsku
shemu s tri klase. Po teoremu [5.14] dovoljan uvjet je snaga dizajna t >
2d — 2 = 4. U clanku [80] izracunate su svojstvene vrijednosti sheme P =
[P;(3)]} ;= iz parametara 4-(v, %, A) i presjecnih brojeva z < y < z. Znamo
da je Py(i) = 1, a ostale svojstvene vrijednosti mozemo izraziti s pomoéu

o= (5656

kao
N yz0(i) + (1 =y — 2)01(4) + 262(i) — (y — k) (2 — k)
Al = -2 —2) /
Pyi) = x20p(i) + (1 — x — ,(23)301(;))?;2_92;)2) —(x—#k)(z— 7‘%,)7 (50)
Py TV (1= )04(0) + 20(0) — (2 = )y — )

(r —2)(y — 2)

Kratnosti su m; = (2’) — (Zfl) za i = 0,1,21mg = b— (;) Iz uvjeta
cjelobrojnosti svojstvenih vrijednosti i presje¢nih brojeva odredeni su u [86]
svi dopustivi parametri takvih dizajna s v < 1000 tocaka. Postoji samo
11 takvih parametara, navedenih u tablici @l Dizajni iz prvih pet redaka
postoje, a za ostale je egzistencija otvorena. Parametri u sivim recima tablice

pripadaju beskonacnoj seriji dopustivih parametara

v 8n? —1,
k 4n? —1=2n—-1)2n+ 1), (51)
A= dnt—T?+3=(n—-1)(n+1)(4n* - 3),
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Rbr | v k A x Y z | Egzistencija
1 1 5 1 1 2 3 =
2 23 8 4 0 2 4 =
3 23 11 48 3 5 7 =
4 24 8 5 0 2 4 =
5 47 11 8 1 3 5 =
6 71 35 264 14 17 20 ?
7 1199 99 2328 | 4 49 54 ?
8 391 195 9264 | 90 97 104 ?
9 | 647 323 25680 | 152 161 170 ?
10 | 659 329 390874 | 153 164 175 ?
11 | 967 483 57720 | 230 241 252 ?

Tablica 4: Dopustivi parametru shematskih 4-dizajna za v < 1000.

r = 2n —n—-1=(Mn-1)2n+1),
y = 2n?—1,
z = 2 +n—-1=(Mn+1)2n-1),

za neparne n € N. Prou¢imo poblize dizajne i asocijacijske sheme iz prvih
pet redaka tablice [4]

Primjer 5.22. Dizajn 4-(11,5, 1) s presjecénim brojevimax =1,y =2, 2 =3
je derivirani dizajn malog Wittovog dizajna iz primjera[5.10. O deriviranim
i rezidualnim dizajnima vidi [84)], definiciju 1.26 i propoziciju 1.27. Broj
blokova je b = 66, dakle dobivamo asocijacijsku shemu reda 66 s tri klase koja
je primitivna. Koristimo naredbu BlockScheme iz GAP paketa PAG [85):

gap> diz4:=DerivedBlockDesign(diz1,1);;
gap> AllTDesignlLambdas(diz4);

[ 66, 30, 12, 4, 1]

gap> IntersectionNumbers(diz4) ;

[1, 2, 3]

gap> shema4:=BlockScheme (diz4) ;

< 3-class association scheme of order 66 >
gap> IsPrimitive(shema4);

true

Naredba IsPrimitive je iz paketa AssociationSchemes [2]. Svojstvene vri-
jednosti moZemo izracunati pomocu naredbe Matrix0fEigenvalues ili iz for-
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mula :

1 15 20 30
1 -7 -2 8
P=11 9 9 4
1 -3 8 —6

Primjer 5.23. Dizajn 4-(23,8,4) s presjecnim brojevima x = 0, y = 2,
z =4 je rezidualni dizajn velikog Wittovog dizajna iz primjera[5.11]

gap> dizb:=ResidualBlockDesign(diz3,1);;
gap> AllTDesignLambdas(diz5);

[ 506, 176, 56, 16, 4 ]

gap> IntersectionNumbers(diz5);

[0, 2, 4]

gap> shemab:=BlockScheme(diz5) ;

< 3-class association scheme of order 506 >
gap> IsPrimitive(shemab) ;

true

Asocijacijska shema je primitivna, reda 506 s tri klase i svojstvenim vrijed-

nostima
1 15 280 210

1 -8 —42 49
1 4 -6 1
1 -3 8 —6

pP—

Primjer 5.24. Dizajn 4-(23,11,48) s presjecnim brojevima x = 3, y = 5,
z =T dobivamo od Mathieuove grupe Moss.

gap> diz6:=KramerMesnerSearch(4,23,11,48,MathieuGroup(23)) [1];;
gap> AllTDesignlLambdas(diz6);

[ 1288, 616, 280, 120, 48 ]

gap> IntersectionNumbers(diz6) ;

[3,5, 7]

gap> shema6:=BlockScheme (diz6) ;

< 3-class association scheme of order 1288 >

gap> IsPrimitive(shema6);

true

Odgovarajuca shema je primitivna, reda 1288 s tri klase i svojstvenim vrijed-

nostima
1 165 792 330

1 —65 —36 100
1 19 =36 16
1 -3 8 —6

P=
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Primjer 5.25. Dizajn 4-(24,8,5) s presjecnim brojevimax =0,y =2, z = 4
je veliki Wittov dizajn iz primjera promatran kao 4-dizajn. Shema je
primitivna, reda 759 s tri klase i svojstvenim vrijednostima

1 30 448 280
1 —15 =56 170
P=1y 7 —12 4
1 -3 8 —6

Primjer 5.26. Dizajn 4-(47,11,8) s presjecnim brojevima z = 1, y = 3,
z = b povezan je s kodom kvadratnih ostataka QR(47,2) s parametrima
[47,24,11]5. Dobiva se kao derivirani dizajn 5-(48,12,8) dizajna spomenutog
na kraju élanka [125]. Shema je primitivna, reda 4324 s tri klase i svojstve-
nim vrijednostima

1 1386 2475 462
p_ 1 =259 125 133
1 29 =55 25
1 —6 15 —10

U ¢lanku [65] postavljena je hipoteza da je jedini dizajn stupnja d = 3 i
snage t = 5 veliki Wittov dizajn 5-(24,8,1). Tvrdnja je dokazana uz neke do-
datne pretpostavke, ali opéenito je i dalje otvorena. Za snagu t = 4 poznato
je samo pet spomenutih primjera. Dopustivih parametara ima beskonacno
mnogo (51), ali nazalost u ¢lanku [86] nije dokazana klasifikacija parametara
poput Cameronove [25] za kvazisimetricne 3-dizajne s x = 0. Ako zadrzimo
stupanj d = 3 i spustimo snagu na t = 3, vise nije zadovoljen uvjet t > 2d —2
iz Cameron-Deslarteova teorema i dizajn ne mora biti shematski. Poznato je
beskonac¢no mnogo takvih dizajna, a neki od njih ipak su shematskih. Jedna
serija primjera dobiva se od klasi¢nih SSSD-ova [31], 57] koji dostizu Nodinu
nejednakost, na nacin opisan u teoremu Odgovarajuce asocijacijske
sheme s tri klase su imprimitivne. Ova serija pokazuje da uvjet ¢t > 2d — 2 iz
Cameron-Delsarteova teorema nije nuzan da bi dizajn bio shematski. Druga
serija takvih primjera su Steinerovi dizajni 3-(n? + 1,n + 1,1) za parne n,
takozvane inverzijske ravnine parnog reda.

Zadatak 5.27. Dokazite da su dizajni 3-(n®> + 1,n + 1,1) za parne n she-
matski i ispitagte (im)primitivnost odgovarajuéih asocijacijskih shema. Ispi-
tagte (im)primitivnost asocijacijskih shema dobivenih od 4-dizajna s parame-
trima (1)) za neparne n.

U Grassmannovoj asocijacijskoj shemi (primjer nije tesko formulirati
definiciju analognu definiciji |5.1, To su takozvani g-analogoni dizajna ili
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dizajni nad kona¢nim poljima [F,, kojima parametre oznacavamo t-(v, &, \),.
U ¢lanku [I7] dan je pregled rezultata o g-analogonima dizajna. Prviido sada
jedini primjeri Steinerovih dizajna nad F, su 2-(13, 3, 1), dizajni konstruirani
u [16]. Pitanje egzistencije 2-(7, 3, 1), dizajna je otvoreno.
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