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Uvod u metodu konacnih
diferencija

U ovom poglavlju uvodimo metodu konaé¢nih elemenata na primnjeru jednodi-
menzionalne jednadzbe provodenja s konstantnim koeficijentim. Izlaganje slijedi

[1].

vy = Duv,, x€(0,1),t>0 (1.1)

v(z,0) = f(z) ze€[0,1] (1.2)

v(0,t) =a(t), wv(l,t)="0(t), t>0. (1.3)

Diskretizacija. Domenu [0, 1] dikretiziramo uvodenjem brojeva M € N, Az =

1/M te niza tocaka
rp,=kAz, k=0,1,..., M.

Broj Az nazivamo prostornim korakom mreze. Analogno uvodimo vremenski
korak At > 0 i niz vremenskih tocaka

t"=nAt, n=0,1,2,...
Time smo dobili mrezu tocaka (eng. lattice)
(zg,t") = (kAz,nAt), k=0,1,...,M, n=0,1,2,...
Metoda konacnih diferencija daje aproksimaciju toc¢nog rjesenja u tockama mreze:
uy &~ v(zg, t").

Aproksimacija se dobiva iz diferencijalne jednadzbe tako da se parcijalne derivacije
zamijene s diferencijskim kvocijentima. Na primjer,




BIBLIOGRAFIJA
Sto daje
UZJrl —uy _ DuZH — 2uy +up_y
At Az?
Time dobivamo shemu
uptt =y + DE(uk—H — 2up +up_ ) (1.4)

n=01,. . k=12 . M-1

u) = f(kAz) k=0,1,...,M

uy = a(nAt), ujy =b(nAt) n=0,1,...
Bibliografija

[1] J. W. Thomas. Numerical Partial Differential Equations, volume 22 of Texts
in Applied Mathematics. Springer, New York, 1995.
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Laxov teorem

U ovom poglavlju analiziramo konvergenciju metode konaé¢nih diferencija za
linearne parcijalne diferencijalne jednadzbe s konstantnim koeficijentima. Uvodimo
pojmove konvergencije, konzistencije i stabilnosti te Laxov teorem ekvivalencije
koji kaze da su konzistencija i stabilnost ekvivalentni konvergenciji. Radi jednos-
tavnosti promatrat ¢emo diferencijalne jednadzbe u jednoj prostornoj dimenziji.

2.1 Konvergencija
Promatramo Cauchyjev problem za parcijalnu diferencijalnu jednadzbu

Lv=F zeR t>0 (2.1)
v(z,0) = f(z) zeR,

gdje smo diferencijalni operator oznacili s £. Pretpostavljamo nadalje da smo
odabrali neke konstantne parametre diskretizacije Ax i At i konstruirali diferenci-
jski operator L} koji aproksimira diferencijalni operator £. Rjesenje diferencijske
sheme, kao i do sada, oznacavamo s uf, pri cemu je u} = f(kAx).

Definicija 2.1 Diferencijska shema Lju) = G7 koja aproksimira diferencijalnu jed-
nadzbu Lv = F je konvergentna po totkama ako za svako (z, 1)

li kAx,nAt) = (z,t li b= t).
(A:L",IAI?)HO< T, n ) (1’7 ) = (A:p,lAI?)HO Uy U(ZE, )

U ovoj definiciji k£ i n moraju teziti u +oo kada Az i At teze u nulu kao bismo
imali (kAx,nAt) — (z,t).

Primjer 2.1 Pokazimo da diferencijska shema

uptt = (1= 20 + 7w +0iy)

up = f(kAx),
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gdje je r = DAt/Ax?, 0 < r < 1/2 konvergira tockovno prema rjeSenju Cauchyjeve zadade

vt:Dvwz xER,t>O
v(z,0) = f(x) zeR,

RjeSenje: Neka je v(z,t) tocno rjesene i uvedimo mreznu funkciju v} = v(kAz, nAt), te gresku
aproksimacije z;' = up —vy. Za to¢no rjeSenje znamo da zadovoljava

Pt = (1 = 2r)vp + r(vfyy +vp_y) + O(AE?) + O(AtAz?).
Tada je oc¢ito i
2T = (1= 2r)z) +7(2py 1 + 20_1) + O(AF) + O(AtAz?).

Iz uvjeta 0 < r < 1/2 vidimo da na desnoj strani imamo konveksnu kombinaciju vrijednosti z}}
pa mozemo ocijeniti:

2 < (=20l + (| + 2a]) + AAE + AtAa?),

gdje je A konstanta iz defnicije simbola O(-). Neka je Z™ = supy, |2|. Uzimajuéi supremum na
desnoj strani, a zatim i na lijevoj, dobivamo

7 < 27 4+ A(AE + AtAz?).

Uocimo da smo u ovom koraku koristili uniformnost konstante A u odnosu na indeks k (A u
principu ovisi 0 k no supremum po k pretpostavljamo da je konac¢an), $to se svodi na uniformnu
ogranic¢enost po = odgovarajuéih derivacija funkcije v(x,t). Sada iteriranjem dobivamo

Zm <7 4 A(A? + AtAzx?)
< 7" L 2A(AF + AtAx?)

< Z° 4 (n+ 1D A(A? + AtAz?).
Kako je Z° = 0 dobivamo
lull —ol| < Z" < nAtA(At + Az®) — 0
kada At, Az — 01inAt —t. O

Konvergencija po tockama nije narocito korisna. Najcescée trazimo konvergen-
ciju u nekoj normi. U tu svrhu uvedimo oznake

u" = (...,utul, ), v = (ot g, ot L)

gdje je vi = v(kAz,nAt). u™ i v" su beskona¢ni nizovi (mrezne funkcije). Skup
svih beskonacnih nizova je evidentno linearan prostor u odnosu na uobicajeno
zbrajanje i mnozenje skalarom. Da bismo uveli pojam konvergencije beskonacnih
nizova moramo definirati neku normu na na njima. Odabranu normu ¢emo
oznaditi s || - ||. Jedan primjer je sup-norma:

[u"{oe = sup |ug].
kEZ
Imamo sljedeci, jacu definiciju konvergencije:

RADNA VERZIJA



2.1 KONVERGENCIJA 9

Definicija 2.2 Diferencijska shema L}uj = G} koja aproksimira diferencijalnu jed-
nadzbu Lv = F je konvergentna u trenutku ¢ ako

lim nAt=t = lim |u"—v"]|=0.
At—0 (Az,At)—0

Zadatak 2.1 Pokazite da diferencijska shema

1 R
uptt = 5(“@1 +up_q) — 550152

gdje je R = aAt/Ax (Lax-Friedrichsova shema) konvergira prema rjesenju parcijalne diferenci-
jalne jednadzbe
vy +av, =0,

za |R| <1. O

Brzinu konvergencije mozemo precizirati kao u sljedecoj definiciji.

Definicija 2.3 Diferencijska shema L}u) = G} koja aproksimira diferencijalnu jed-
nadzbu Lv = F' je konvergentna s redom (p, q) ako za svako ¢t > 0 vrijedi
lim nAt=t = [[u" —v"|| =O0(Az") + O(AtY)

At—0
kada (Az, At) — 0.
Ocjena iz ove definicije znaci da postoji konstana C' takva da je
|lu™ —v"|| < C(AzP + At?).

Treba uociti da C' opéenito ovisi o t.

Razlika izmedu konvergencije diferencijskih shema za Cauchyjev i inicijalno-
rubni problem lezi u prostorima. Kod inicijalnog problema mrezna funkcija je
predstavljena beskona¢nim nizom vrijednosti te je prostor beskona¢nih nizova
osnovni prostor u koji uvodimo normu. Kod inicijalno-rubnog problema mrezna
funkcija za zadani Az ima kona¢no mnogo vrijednosti, recimo k, i kada Az tezi
u nulu, k£ tezi u oco. Prema tome, nema jedinstvenog prostora u kome bismo
mogli promatrati konvergenciju ve¢ moramo promatrati niz prostora ¢ija dimen-
zija neograniceno raste kada Az — 0.

Da bismo precizirali definiciju konvergencije odaberemo niz uniformnih par-
ticija prostorne domene (segmenta [0, 1] u nasim primjerima), tj. niz prostornih
koraka (Az;);ey takav da Az; — 0 kada j — oo. Svakom j odgovara konanodi-
menzionalan prostor X; u kome se nalazi mrezna funkcija. U prostor X; uvodimo
normu || - ||; i konvergenciju definiramo na sljede¢i nacin:

Definicija 2.4 Diferencijska shema Lju; = G} koja aproksimira inicijalno-rubnu
zadacu za diferencijalnu jednadzbu Lv = F' je konvergentna u trenutku ¢ ako za
svaki niz particija (Ax;) ey vrijedi
lim nAt=t = lim ||u" —vVv"|; =0.
j—oo

At—0
At—0

M. JURAK 8. travnja 2005.



10 LAXOV TEOREM

Primjer 2.2 Pokazite da za 7 = DAt/Az? 0 < r < 1/2, diferencijska shema

upt™t = (1= 2r)up +r(ufyy +upy), n>0, k=1,...,M—1
u) = f(kAz), k=0,...,M

ugH:u”MH:O, n>0
konvergira u sup-normi prema rjeSenju inicijalno-rubne zadace

vy =Duvy, x€(0,1) ¢>0
v(z,0) = f(z) =z €]0,1]
v(0,t) =v(1,¢t) =0, ¢>0.

RjeSenje: Dokaz konvergencije posve je isti kao u Primjeru 2.1. Uzmimo da Azx; odgovara
particiji segmenta [0,1] na M; + 1 totaka. Pripadni prostor X; je prostor vektora s M; — 1
komponenti i u njemu uvodimo sup-normu:

(w1, un;—1)ll; = IS]HSI%_I |-

Ponovo definiramo v} = v(kAz, nAt), te 2z} = u — v. Kao i u Primjeru 2.1 imamo
2 = (1= 2r)2f 4+ r(2fy + 20q) + O(AF) + O(AtAz?),
zak=1,... M;—1(z =2y, =0). Iz uvjeta 0 <r < 1/2 dobivamo

2™ < (U =202 | + (|24 ] + 281 ]) + A(AE? + AtAz)
< |l2"[|; + A(A? + AtAz?),

gdje je A konstanta iz defnicije simbola O(+) i z" = (27,..., ZTAL/Ij_l)T. Odavdje je
12"l < llz"|l; + AtA(AL + Ax?),

te dobivamo
[u™ —v"[[; =0
kada At — 0, nAt - tij — oo.

U dokazu konvergencije vazan je izbor norme. Kod linearnih problema uglavnom
se koriste dvije norme. Na R™ to su norme

N

> wPAz, ufle = max |ug|.

1<k<N
k=1

Te su norme diskretni analogoni sljede¢ih normi na prostorima funkcija:

b
Il =1/ [ 1f@Pdz, Il = max |£()

za neki segment [a, b].

RADNA VERZIJA
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U prostoru svih beskona¢nih nizova promatraju se normirani potprostori [5 i

loo:
l2 = {u: ("’7”—17“07“/17"‘): Z’uk|2 < 00}7
kezZ
S normom
lalloae = [> lu2Az;
kEZ
loo={u=(...;u_1,ug,uq,...): sup|u| < oo},
kEZ
S normom

[uflec = sup |ug|.
keZ

U prostoru [ se cesto koristi norma

lafls = /> luxl*
kel

Uocimo da je norma ||u|2,a, diskretna varijanta norme

+o0o
1]z = \/ / (@) da.

2.2 Konzistencija

Kao i kod konvergencije dajemo prvo definiciju konzistencije po tockama.

Definicija 2.5 Diferencijska shema Lju; = G} je tockovno konzistenta s difer-
encijalnom jednadzbom Lv = F u toZki (z,t) ako za svaku glatku funkciju vrijedi
6= (1) )

(Lo — F)|, — [Lid(kAz,nAt) — Gi] — 0

kada At, Ax — 0i (kAzx,nAt) — (x,t).

U ovoj definiciji je ukljucena aproksimacija diferencijalnog operatora difer-
encijskom shemom i aproksimacija desne strane diferencijalne jednadzbe. Pri
definiciji konzistentnosti te se dvije aproksimacije evidentno mogu promatrati i
odvojeno. Ukoliko za G} uzmemo F}* ($to je Cest slu¢aj premda ne i jedini moguéi
izbor) dobivamo jednostavniju definiciju konzistentnosti koja kaze da na rjesenju
v diferencijalne jednadzbe Lv = F mora vrijediti

ZU‘Z - —0
kada At, Az — 01 (kAx,nAt) — (z,t).

M. JURAK 8. travnja 2005.



12 LAXOV TEOREM

Nadalje ¢emo se koncentrirati na jednokoracne sheme. Njih je moguce zapisati
u obliku
u"t = Qu" + AtG", (2.3)
gdje je
u" = (..., u"ug,uy, ), Gt =(...,G",Gy,GY, ).
Q predstavlja operator koji djeluje s prostora beskonac¢nih nizova u prostor beskonac¢nih
nizova i koji je zadan diferencijskom formulom.

Definicija 2.6 Diferencijska shema (2.3) je konzistentna s parcijalnom diferenci-
jalnom jednadzbom u normi || - || ako rjeSenje v parcijalne diferencijalne jednadzbe

zadovoljava
vl = Qv + AtG" + AtT", |7 — 0

kada At, Ax — 0, a v" je vektor s komponentama v(kAz, nAt).

Vektor 7" (odnosno njegove komponente ili njegova norma ||7"||) nazivamo
greSkom diskretizacije. To¢nost metode mjerimo usporedujuéi gresku diskretizacije

s parametrima At i Ax:

Definicija 2.7 Diferencijska shema (2.3) ima to¢nost reda (p, ¢) u odnosu na danu
parcijalnu diferencijalnu jednadzbu ako je

|7l = O(Az”) + O(AtY),
kada At, Ax — 0.

Primjer 2.3 Treba diskutirati konzistentnost diferencijske sheme

n+1 n _ n n
up - Uy Duk“ 2uy +uy_y

At Ax?

s diferencijalnom jednadzbom
'Ut:Dvma: xER,t>O

Rjesenje: Neka je v(x,t) tocno rjesene. Pomocéu Taylorovog razvoja lako se pokazuje

n+1 n n n n
Yk T Y _ pVk+1 T R

At Az?

Takva ocjena nije dovoljno precizna ako zelimo vidjeti pod kojim uvjetima imamo preciznost
reda (2, 1) u odabranoj normi. Stoga je potrebno pretpostaviti dovoljnu glatkoéu toénog rjesenja
i iskoristiti Taylorov razvoj rjeSenja do ukljucivo ¢etvrtog reda po x i drugog reda po t. Tada,
uz oznaku r = DAt/Az? imamo:

O(At) + O(Az?).

Aty = vﬁ“ — g = r(vge — 20; +vp_q)
N At?
= (Ut)kAt + Utt(kAJ?, 7’]1)7

Azt Agt
-T (Uzcc)ZAI‘Q + Vpzzw (517 nAt)4—l|‘ + Vpzzw (527 ’I’LAt)4—x'

RADNA VERZIJA



2.2 KONZISTENCIJA 13

gdje je t" < my <"t @y < €9,& < xp41. Koristedi neprekidnost cetvrte prostorne derivacije
i definiciju broja r, dobivamo:

2 2
At = (v — Dvgy)P At + vy (KA, tl)% — Duspua(&s, nAt)AtA—”

12
2 2
= vy (kAx, tl)ATt — Dvggpa (&3, nAt)AtAl—Z,

za neki xp < &3 < 2p41. Ako zelimo toénost reda (2,1) u I A, normi, onda moramo pret-
postaviti da je

Z[(vtt)};]zAx < A< o0, Z[(UMM)E]QA:E < B < 0.
keZ k€EZ

Primjer 2.4 Treba diskutirati konzistentnost implicitne diferencijske sheme
uz-{-l _ uz _ Duk+1
At Ax?

s diferencijalnom jednadzbom

v - 2upt )

+1
+ B!

Vg =Dvge +F x€R, t>0

Rjesenje: Za tockovnu konzistentnost razvit ¢emo rjeSenje u Taylorov red oko tocke (kAx, (n +

1)At):

n+1

+1 +1 +1
non _ Fn+1 — U, _ ’UZ _ D’U/ZLJrl - 27‘}]? +U271 _ Fn+1
Mok TR At Az? ¥
At
= (v - v (kA1) =
Az? Az?
-D (Uxx)2+1 + Vezaa (517 thrl) T + Vegax (527 thrl)T

Az?

At
- _Utt(kAmv tl)? - 2D'U:nzxx(f37 tn+1) 41

(2.4)

gdje se brojevi &;, ¢ = 1,2, 3 i 11 nalaze u istim intervalima kao u Primjeru 2.3. Time smo dobili
nop — FP = O(A2?) + O(At).

Da bismo pokazali konzistentnost u nekoj normi morali bismo zapisati shemu u obliku (2.3)

jer je ona zadana u obliku
Qu"t! = u" 4+ AtF* L

gdje je Q1 operator koji se moze prikazati beskona¢nom matricom

Q, = —r 142r —r 0
70 - 1+2r —r

Tada v zadovoljava
Qv = v 4 AtF" T 4 Atr™,

gdje je r" residual koji smo procijenili u (2.4),

Az?

At
’I"Z = —'Utt(kAl'7 tl)? - 2Dvxa:xac(£3a tn+1)T'

M. JURAK 8. travnja 2005.
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Da bismo dosli do izraza u obliku (2.3) trebamo pokazati da je operator Q; invertibilan i zatim
slijedi
vt = QUIvT 4+ AtQUTFMT 4 AtQ e

Sada vidimo da je 7" = Ql_lr" te nam stoga treba ocjena oblika

I <y lllx™ |

iz koje vidimo da ¢emo imati to¢nost koju daje rac¢un reziduala, ako imamo uniformnu ocjenu
norme ||Q; || (uniformnu obzirom na At i Az).

Takvu ocjenu najlakse je dobiti u sup-normi. Uzmimo stoga da su derivacije v¢ 1 Vpggr
uniformno ograni¢ene tako da imamo ||r"||.. = O(Az?)+O(At). Operator Q; : lo — lo djeluje
na sljedeéi nacin:

Qi) = (Br), Br=—rag—_1+(1+2r)ar — rogyr.

Kako je
1Bk| = —rlag—1| + (1 + 2r)[aw| — rlok4]
slijedi
Bk = (1 + 2r)|a| — 2r|| ()l

pa uzimanje supremuma na lijevoj strani izlazi

1Br)lloo = (1 4+ 27)[[(k)lloo — 2l (k) lloo = ll(ctr)loo-

Time smo dokazali da je za svako u € Iy, ||Q1ul|eo > ||ullc, Pa je operator injektivan (i ima
zatvorenu sliku). Pretpostavimo nadalje da je operator Qj i surjektivan (to se moze dokazati
na dovoljno malom potprostoru od I, ili se jednostavno moze promatrati Qq: R(Q1) —
R(Q1), gdje je R(Q1) slika operatora Q;), onda evidentno inverzno preslikavanje zadovoljava
Q7 |oe < 1. Time dolazimo do (2, 1) toénosti sheme u sup-normi.

Uniformna ograni¢enost inverznog operatora moze se dokazati i u Iy A, normi, no dokaz
nije tako jednostavan kao u sup-normi.

Zadatak 2.2 Odredite to¢nost slijedeé¢ih diferencijskih shema za Cauchyjev problem za jed-
nadzbu:

v + avy = Dvg,.

(a) Eksplicitna:

n n At n At n
uptt =y — aTAxéOuk + D—AxQ S2us
(b) Implicitna:
At At
n+l _ n n+1 2 n+1
up = Uy — a—2Ax60uk + D—AxQ(S up .

Precizirajte uvjete na egzaktno rjesenje uz koje se dobiva odgovarajuca tocnost.

Zadatak 2.3 Odrediti to¢nost Crank-Nicolsonove sheme

At

n+l At
2A 2

Uk b 2A 2

2, n+l 2
SPuitt =ul +D T

za diferencijalnu jednazbu v; = Duv,,. ZaSto je logi¢no promatrati konzistentnost sheme u tocki
(kAx, (n+ 1/2)At), a ne u totkama (kAxz,nAt) ili (kAx, (n+ 1)At)?

RADNA VERZIJA
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Zadatak 2.4 Ispitati konzistentnost Dufort-Frankelove sheme

2r 1-—2r
n+l _ n n n—1
S m(ukﬂ +up_q) + Tror %
gdje je r = At/Ax?, s jednadzbom vy = vy
Zadatak 2.5 (a) Pokazite da je diferencijska shema
n+1 n ]' n 4 n 5 n 4 n 1 n
Uy = U +T(*ﬁuk—2 + -1 5k + 3+~ Euk-i—Q)

O(At) + O(Az*) aproksimacija jednadzbe v; = Duv,, (r = DAt/Ax?). Uz koje uvijete na
derivacije rjesenja to vrijedi?
(b) Pokazite da je diferencijska shema (Sto je &3!!!)
" n . ., R ., R? (4 . R?[1 "
up Tt = — o Souit + 55250% +5 (5 + R2> 82up — = (5 + R2> S2up,
gdje je R = aAt/Ax, O(At?) + O(Ax?) aproksimacija jednadzbe v; + av, = 0. Uz koje uvjete
na derivacije rjesenja to vrijedi?

Zadatak 2.6 Odredite red tocnosti sljedeé¢ih diferencijskih shema za jednadzbu
vy + av, = 0.
(a) uZ‘H =uy — R(up, —up).
(b) Leapfrog shema: u} ™' = ul! — Rogu.
R R
(c) uptt = uf — Régu} + E&“‘aou;; - %5450143, gdje je 6* = 6262,
2 2R

1
(@) wp*? =g = =2 (1 - 652> So(2uptt —uf + 2up ™).

Definicija tockovne konzistentnosti je primijenjiva i na inicijalno-rubne zadace,

s time da treba posebno analizirati rubne uvjete.

Definicije konzistentnosti i tocnosti dane u Definiciji 2.6 i Definiciji 2.7 prenose
se 1 na slucaj inicijalno-rubne zadace s time da je nuzno odabrati odgovarajuci
niz normi || - ||;. Pokazimo to na jednom primjeru.

Primjer 2.5 Treba diskutirati konzistentnost diferecijske sheme

up™ = (1= 2r)up +r(ufy, +upy), n>0, k=1,...,M—1 (2.5)
u = f(kAz), k=0,...,M (2.6)
up™ = (1 —2r)uf +2ru, n>0 (2.7)
Wit =0, n>0, (2.8)
s inicijalno-rubnom zadac¢om
ve=Duvg, z€(0,1) t>0 (2.9)
v(z,0) = f(x) =z €]0,1] (2.10)
0,(0,8) =0, t>0 (2.11)
v(1,t) =0, t>0. (2.12)
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Rjesenje: Diferencijska jednadzba (2.5) aproksimira diferencijalnu jednadzbu (2.9) s greskom
O(At) + O(Ax?). Rubni uvjet (2.11) je aproksimiran centralnom diferencijom
uf —u”,
2Ax
pa mozemo zakljuciti da je shema (2.5) — (2.8) O(At) + O(Ax?) aproksimacija po totkama
inicijalno-rubne zadaée (2.9)—(2.12).
Da bismo odredili konzistenciju u normi moramo zapisati nasu jednadzbu u obliku

un+1 _ Qun

:O,

i zatim izracunati gresku diskretizacije 7" iz jednadzbe
vl = Qv + At

Prvo zapisemo (2.5) — (2.8) u matricnom obliku:

ug 1—-2r 2r up
uftt r 1-2r T e ult
up ™t | = 0 T 1-2r r - ul
n+1 _ n
uy 0 o 1-=2r| |uy_4

Neumannov rubni uvjet je reprezentiran promjenom u prvom redu matrice gdje je r postao 2r.

U analizi to¢nosti metode potrebno je samo rac¢unati 73 buduéi da za 73}, 1 <k < M —1,
znamo da je reda O(At) + O(Az?).

Jednostavna analiza na bazi Taylorovog razvoja daje

Aty = vp T — (1 —2r)vh — 2o}
= [(v)F = D(Vge) )AL — 2 (v )AL + (V50T AL /2 — D (Vg )y ALAL 3 + - - -
pa je stoga
70 = (Vi) At/2 — D(Vgpes ) g Ax/3 + -+

Vidimo da za k& = 0 shema ima samo tocnost O(At) + O(Az) sto je posljedica nacina na koji
se rubni uvjet slaze s diferencijalnom jednadzbom.

Odavde slijedi da je tocnost metode u sup-normi jednaka O(At) +O(Ax). Kolika je toénost
u Iy Ay nOrmi?

U sljede¢em primjeru analiziramo istu metodu ali s aproksimacijom Neuman-
novog rubnog uvjeta prvog reda.

Primjer 2.6 Treba diskutirati konzistentnost diferecijske sheme
upt™h = (1= 2r)up +r(ufy, +upy), n>0, k=1,...,M—1
uy = f(kAz), k=0,...,.M
ug =uy, n>0
u’ﬁ'l =0, n=>0,
s inicijalno-rubnom zadac¢om
vy =Dug, z€(0,1) t>0 (
v(z,0) = f(x) =z €]0,1] (2.18
v:(0,8) =0, t>0 (
v(1,t) =0, t>0. (

RADNA VERZIJA
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RjesSenje: Aproksimacija diferencijalne jednadzbe je reda O(At) + O(Az?) dok je Neumannov

rubni uvjet aproksimiran diferencijom unaprijed
n n
]

Uy
=0
Az ’

pa mozemo zakljuciti da je shema O(At) + O(Ax) aproksimacija po tockama inicijalno-rubne
zadace. U matri¢noj formi shema ima zapis

1
uft 1—r r 0 e uf
ujtt r 1-2r r e uy
uy™ | =1 0 r 1—-2r r e ul
n+1 .. _ n
Uni g 0 ro 1=2r| |ul_,

Potrebno je samo racunati 7{":

At = ot — (1 =)o — rof
= (0)TAL — 7(v) AT — 7(Ver ) FAZ? /2 + (v3) T AL /2 — 7 (Vi) T AX /6 4 - - -
Kako je
0= (vz)y = (v2)] + (vz)7 (—A) + (vzzm);LAx2/2 +ee
eliminacijom (v,)} dobivamo

[vt - ngm} + O(AtAz) + O(At?)
1

Atr]

D
= —5(%5)’;& + O(AtAz) + O(At?)

gdje smo iskoristili ¢injenicu da je r = DAt/Az? i jednadzbu vy = Dv,,. Time smo dobili
n D n
=~ 2 (1)} + O(Aa) + O(A)

i shema nije konzistentna u sup-normi.

Konaé¢no pokazimo primjer implicitne sheme za inicijalno-rubnu zadacu.

Primjer 2.7 Treba diskutirati konzistentnost implicitne diferencijske sheme

Gy -t
At N Ax? -7
u = f(kAz), k=0,...,M

upg™ =uift =0, n>0,

s inicijalno-rubnom zadac¢om

ve=Duvg, x€(0,1),t>0
v(z,0) = f(z) z€(0,1)
v(0,t) =v(1,t) =0 t>0.

Rjesenje: Tockovna konzistentnost se pokazuje kao i u slucaju inicijalne zadace. Da bismo
pokazali konzistentnost u normi shemu zapisujemo u obliku

Qu"t =u".
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gdje je Q1 matrica

1+ 2r - 0o .-
-r 1+2r —r 0
Qi = D .
0 —r 142r —r
e 0 - L2
Tada v zadovoljava
Qv =v" + Atr”,

gdje je r™ residual za koji se kao i ranije pokaze da vrijedi: ||[r"|| = O(At)+O(Az?) bilo u Iy As
bilo u sup-normi, ovisno o pretpostavkama na derivacije. Kako je

vl = Qv 4+ AtQr "

trebamo samo ocijeniti normu || Q|| (uniformnu obzirom na At i Ax).

Ocijent ¢emo Il Ap-normu matrice Ql_l. To znaci da éemo promatrati operatorsku normu
matrice pridruzene Iy A, vektorskoj normi. No iz definicije operatorske norme odmah se vidi
da se radi o matri¢noj normi pridruzenoj obi¢noj 2-vektorskoj normi, pa buduéi da je matrica
simetri¢na znamo da je ta norma jednaka spektralnom radijusu matrice. Time dobivamo

1

)\min

Q' =

gdje je Amin najmanja svojstena vrijednost matrice Q. Prema Dodatku A znamo da su svo-
jstvene vrijednosti matrice Q; jednake

)\j:1+2r(1—cos%):1+4rsin2%,
j=1,...,M —1. Stoga je
1
= — < 1.
Q. minj(l—f—4rsin2 )

Zadatak 2.7 Odredite red to¢nosti diferencijske sheme

n+1 CLAt n+1 DAt n4+1 n
o St = e =, k=0, M -1
u) = f(kAz) k=0,...,M
up =0
n+1 n+1
uy T —uly
Bt S 1At
T = o+ 1A

za inicijalno rubnu zadaéu

vy +avy = Dug,, x € (0,1), t>0
v(z,0) = f(z), z€][0,1]
o(L,t)=0, >0
v5(0,2) = a(t), t>0.
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Zadatak 2.8 Odredite red tocnosti diferencijske sheme

At DAt
Rt - Rt = k=1 M
u) = f(kAz) k=0,...,M
up/ =0
un,-{—l _ un-‘rl
H 0 —a((n+ 1)AY)

za inicijalno rubnu zadacu iz Zadatka 2.7.

2.3 Stabilnost

Kontinuirane zadace koje aproksimiramo numericki moraju biti korektno po-
stavljene da bi diskretizacija zadac¢e davala dobru aproksimaciju. Korektnost
inicijalne ili inicijalno-rubne zadacée znaci da (1) zadac¢a ima jedno i samo jedno
rjesenje i (2) da rjesenje ovisi neprekidno o zadanim podacima (desnoj strani,
inicijalnim i rubnim uvjetima). Oba su ova zahtjeva prirodna kada se proma-
tra problem numericke aproksimacije. Ako problem ima viSe rjeSenja, onda se
postavlja pitanje koje od rjesenje nasa diferencijska shema aproksimira. Ako pak
rjeSenje ne ovisi neprekidno o zadanim podacima ne mozemo ocekivati korek-
tnu numericku aproksimaciju, budué¢i da ulazne podatke redovito znamo samo
aproksimativno (u najboljem sluéaju do na greske zaokruzivanja). Zbog svih
tih razloga u analizi numerickih postupaka uvijek pretpostavljamo da je kon-
tinuirana zadaca koju aproksimiramo korektno postavljena. Nekorektne zadace
traze specijalne tehnike aproksimacije.

Stabilnost diskretne zadace predstavlja na odreden nacin korektnost diskretnog
problema buduéi da zahtijeva da rjesenje diskretnog problema ovisi neprekidno o
zadanim podacima. Preciznu definiciju stabilnosti dajemo u slu¢aju jednokoracne
sheme.

Promatramo diferencijsku shemu oblika

" =Qu", n>0 (2.21)
Sto predstavlja opcéenit oblik jednokora¢ne sheme za homogenu inicijalnu zadacu.
Definicija 2.8 Diferencijska shema (2.21) je stabilna u odnosu na normu || - || ako
postoje konstante Axg > 0, Aty >0, K > 01i 3 > 0 takve da je

[ < Ke [l (2.22)
zat=(n+1)At, 0 < Az < Azg i 0 < At < Aty.
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Stabilnost nam kaze da rjesenje moze rasti s vremenom, ali ne i sa brojem pros-
tornih koraka. Primijetimo jo§ da je stabilnost definirana za homogenu zadacu
stoga Sto ona predstavlja svojstvo diferencijske sheme i neovisna je o nacinu
diskretizacije ”desne” strane.

Gornja definicija stabilnosti vrlo je opéenita. U primjenama se ¢esto uvode
dva ogranicenja. Prvo, ne promatraju se sva vremena ¢t > 0, ve¢ se korektnost
zahtijeva samo za t € (0,7T), ta neko zadano T' > 0. Drugo, Cesto se zahtijeva

£ =0, odnosno
™ < K[u°l]. (2.23)

Stabilnost je lako karakterizirati pomoc¢u operatora Q:

Propozicija 2.1 Diferencijska shema (2.21) je stabilna u odnosu na normu || - ||
ako i samo ako postoje konstante Azy > 0, Aty >0, K > 01 (> 0 takve da je

Q™| < Ke™, (2.24)
zat=(n+1)At, 0 < Az < Azg i 0 < At < Aty.

Napomena 2.1 Uocimo da je u (2.24) ||-|| operatorska norma inducirana vektorskom normom
iz (2.22). O

Dokaz. Imamo
2 —1 1..0
un+1:Qun:Qun :_._:Qn—i-u’

pa (2.22) mozemo zapisati u obliku

[u" | = Q™| < Ke™'|[u’|].
Time dobivamo o
n
QM _
[[u®]

i kako to vrijedi za sve u’, slijedi (2.24). Obrat se dobiva na isti nac¢in. [

Stabilnost je tesko dokazivati neposredno te éemo stoga u sljede¢em poglavlju
pokazati nacin kako se taj zadatak moze pojednostaviti. Ovdje dajemo dva prim-
jera.

Primjer 2.8 Treba pokazati da je diferencijska shema
up ™t = (1= 2r)uf + (i + ugy)

stabilna u odnosu na sup-normu.
RjeSenje: Za 0 < r < 1/2 imamo

i< (1= 2n) |+ 7 (g |+ Jug ) < u”loo.
Uzimajuéi supremum po k na lijevoj strani izlazi
™o < [lu"loc-

Prema tome, (2.22) je zadovoljeno s § = 0.
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Uoc¢imo da je ova shema iz prethodnog primjera uvjetno stabilna, jer je uvjet
stabilnosti zadovoljen samo za 0 < r < 1/2. (Dokazite nestabilnost za r > 1/2.)
To je odreden uvjet na odnos izmedu Az i At. Ako takvog uvjeta nema onda
kazemo da je shema bezuvjetno stabilna.

Primjer 2.9 Diskutirajte stabilnost diferencijske sheme

At
n+1 n n n
u = U, —a— U — U ).
k k 21‘( k+1 k)

Rjesenje: Ova diferencijska shema aproksimira jednadzbu
vy + av, = 0.

Stabilnost ¢emo ispitivati u Iz A, normi. Uvedimo prvo koeficijent R = aAt/Az i napisimo
shemu u obliku

uptt = (14 R)up — Rufl, .

Tada je
+oo +o00o
STt = " |1+ Ruf — Rupy,|?
k=—oc0 k=—o0
+oo
< D (1 + RPup® + 2[1 + Rl Rl[u|[ui | + | R |uf s [*)
k=—o0
+oo
< D (L4 RPWp? + 1+ RIRI(up|” + lug 1 ) + [RIP[uf )
k=—o0
+oo
= > (L+RP 421+ RIR|+|R]) [ui?
k=—o0
“+oo
= (1+R[+[R)* > |upl*.
k=—oc0

Time smo dobili
a2 < (1T + Rl + |R])[Ju"]|2,

ali jednako tako
[ 200 < (11 + Bl + |R))[u”[|2:00-

Tterirajuéi tu nejednakost dobivamo

0" a0 < (1 + R+ [R)" u’]

2;Ax
i odavdje vidimo da je uvjet stabilnosti
1+ R|+ |R| < 1.

Time dolazimo do sljedeteg zakljucka: ako je a < 0, onda je uvjet stabilnosti zadovoljen za
—1 < R < 0. Ta je shema stoga uvjetno stabilna. Ako je pak a > 0, onda uvjet stabilnosti ne
moze biti ispunjen i shema je nestabilna.

M. JURAK 8. travnja 2005.



22 LAXOV TEOREM

Zadatak 2.9 Pokazite da je shema
1 R
uptt = 5(U2+1 tup1) — 550112
stabilna u sup-normi za R < 1.

Stabilnost inicijalno rubne zadace definira se posve analogno kao i za inici-
jalnu zadacu s tom razlikom da se umjesto jedne norme na prostoru bekonacnih
nizova mora promatrati niz particija domene koje odgovaraju nizu (Az;), njima
pridruzen niz kona¢nodimenzionalnih prostora X; i niz pripadnih normi || - ||,.

Primjer 2.10 Treba pokazati stabilnost sheme

n+1

n+1 n+1 n+1
ug ' —up Duk+1 —2u, " -
= 0, k=1,...,.M—1
Al Ar? "=
u = f(kAzx), k=0,...,M
ugﬂ = uﬁrl =0, n>0,

za, inicijalno-rubnu zadaéu

vy = Dug, 2 €(0,1), t>0
v(z,0) = f(x) z€(0,1)
v(0,t) =v(1,t) =0 t>0.
Rjesenje: Racun je esencijalno isti kao u Primjeru 2.1, trebamo samo odabrati normu s kojom

¢emo raditi. Prostor X; je prostor vektora duljine M; — 1, gdje je M;Az; = 1. Norma || - ||;
na X; neka bude sup-norma. Tada za r = DAt/Az < 1/2 imamo

i ™ =11 = 2r)ug + 7 (uf g +upy)]
< (= 2r) g + r(Jugi | + [ug_])
< (1=2r)[[u”[l; + 2r[u”|; = [u"|;
i stoga
a5 < a1

Odavdje slijedi stabilnost sa K =11 3 =0.

Zadatak 2.10 Zadana je inicijalno rubna zadaca:

v +avy, =0, z€(0,1),t>0
v(z,0) = f(z), =e€[0,1]
v(l,t) =0, ¢>0,
gdje je a < 0 i diferencijska shema

uptt = (1+ R)up — Rujlyy, k=0,...,.M—1

n+1l _
uy, =0

up = f(kAz), k=0,...,M,

gdje je R = aAt/Ax. Pokazite da je shema stabilna za |R| < 1.
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2.4 Laxov teorem ekvivalencije

Teorem 2.1 (Laxov teorem ekvivalencije) Jednokora&na diferencijska shema koja je
konzistentna s korektno postavljenom linearnom inicijalnom zadaéom je konvergentna
ako i samo ako je stabilna.

Moze se dokazati i nesto jaca verzija:

Teorem 2.2 Jednokoraéna diferencijska shema
u"t = Qu” + AtF”

koja je konzistentna reda (p,q) u normi || - || s korektno postavljenom linearnom
inicijalnom zadacom je konvergentna reda (p, ¢) ako i samo ako je stabilna u normi

Dokaz. Pokazat ¢emo samo jedan smjer, tj. da konzistentnost i stabilnost povlace
konvergenciju. Za suprotan smjer vidi [1].

Neka je v(x,t) totno rjesenje inicijalne zadace. Ako je diferencijska shema
tocna reda (p, ¢), onda je

vl = Qv 4+ AtF" + At
pri cemu je ||7"| = O(Ax?) + O(At?). Tada razlika z/ = v/ — v/ zadovoljava
2" = Qz" + AtT".
Iteriranjem dobivamo

2" = Qz" + Atr"
= Q(Qz" ! + Atr" ) + Atr"
— QZZn—l 4 AtQTn—l +At7‘n

_ Qn—HZO + Atz Qj.,.n—j.
=0

Zbog z° = 0 imamo

z" = At Z QT

J=0

Stabilnost diferencijske sheme implicira
Q7| < Ke¥™,
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pa imamo
n
I+ < Ay (@[l
j=0

< ALK Y e |rn |

5=0
< ALK DAY e,
5=0
Po pretpostavci je

I < C((n — j)At)(Aa? + At?)

gdje smo istaknuli da konstanta C' moze ovisiti o vremenu. Uz oznaku C*(t) =
SUPg<,<; C(s) imamo

12" < (n + 1) ALK P DACH (1) (AgP + At9),

Promatramo li niz (Az, At) — 0 i niz n-ova za koji (n + 1)At — ¢, onda imamo
da
(n 4 1)AtKePMHDACH () (AzP + At?) — 0,

sto daje konvergenciju. Stovise, na takvom nizu imamo
lz" 1] < K (8)(Ax” + Atf)

za neku funkciju K(t). Ukoliko imamo samo konzistentnost sheme, onda je
ponovo evidentno da dobivamo konvergenciju. [

Potrebno je istaknuti da za dokaz konvergencije treba dokazati konzistentnost
i stabilnost u istoj normi.

U sluc¢aju inicijalno-rubne zadace jedina razlika koja se pojavljuje u dokazu
Laxovog teorema je ta sto se mora raditi s nizom odabranih normi || - ||; na nizu
prostora X;. Pri tome konzistentnost i stabilnost moraju biti dokazane u istom
nizu normi. Formulacija i dokaz teorema ostaju posve isti.

Bibliografija

[1] John C. Strikwerda. Finite Difference Schemes and Partial Differential Equa-
tions. Wadsworth & Brooks/Cole Advanced Books & Software, Belmont,
California, 1989.

RADNA VERZIJA



3

Analiza stabilnosti

3.1 Diskretna Fourierova transformacija

Definicija 3.1 Diskretna Fourierova transformacija niza u € Iy je funkcija u €
L?(0,1) definirana formulom

o)

ae) = 3 ey, (3.1)

za ¢ € [0, 1].

Zadatak 3.1 Pokazite da je niz parcijalnih suma reda (3.1) Cauchyjev u prostoru L?(0,1) te
stoga konvergira i definira funkciju @ € L?(0,1). Konvergenciju reda (3.1) treba stoga shvatiti
u smislu norme prostora L?(0, 1).

Propozicija 3.1 Neka je u € [, i @ diskretna Fourierova transformacija od u. Tada
je za svako m € Z

1
Uy = /0 eAmE G () dE. (3.2)

Dokaz. Buduéi da poredak sumacije i integracije mozemo zamijeniti

1 1 o0
/ 627rim§71(§) dg — / Z 6—27ri(k:—m)§uk dg
0

0

k=—00
9] 1 '
— Z uk/ e—27m(k—m)§ df
k=—0oc0 0
= Uyy,. U
bududi da je
1
A 0 k#0
/ 6—27rzk’§ dg _ 5k0 _ za 7é .
0 ' 1 zak=0
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Zadatak 3.2 Opravdajte zamjenu poretka sumacije i integracije u gornjem dokazu.

Propozicija 3.2 (Diskretna Parsevalova jednakost) Neka je u € Iy i @ diskretna
Fourierova transformacija od u. Tada je

[all2 = [lullz. (3:3)

Dokaz. Ponovo koristimo ¢injenicu da mozemo zamijeniti poredak sumacije i
integracije.

1 o0 00
il = [ 3 e Y e, ag
0

k=—o00 m=—00

:/1 i i €*2Wi(k*m)£ukmd€
0

k=—00 m=—00

= i i gl / | eamiteme g
0

k=—oco m=—o0
o)

k=—00 m=—00 k=—o00

3.2 Von Neumannov kriterij

Diskretna Fourierova transformacija daje jednostavan kriterij za stabilnost u
2-normi diferencijske sheme za inicijalnu zadacu.

Prema definiciji stabilnosti diferencijske sheme moraju postojati brojevi K >
010 >0 takvi da vrijedi

||un+1 ||2,Ax < Keﬂ(n—i—l)At ||u0 ||27A$’

za sve Az 1 At dovoljno male i sve pocetne uvjete. Prema diskretnoj Parsevalovoj
jednakosti vidimo da je taj uvjet ekvivalentan uvjetu

[t < KPR )y, (3-4)

koji mora vrijediti za sve Az i At dovoljno male i sve pocetne uvjete. Pri tome
smo diskretan Fourierov transformat mrezne funkcije u"™! oznaéili s 4", Evi-
dentno imamo ekvivalenciju:

Propozicija 3.3 Niz (u") je stabilan u l5 o, akko je niz (4") stabilan u L(0,1).

Stabilnost niza (4") znaci da postoje konstante K > 01 8 > 0 takve da (3.4)
vrijedi za sve Ax i At dovoljno male i sve pocetne uvjete.
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Uvedimo oznaku za diskretnu Fourierovu transformaciju

Fl)©) =Y e,

meZ

te operatore pomaka

S+11 =V, Uk = Uk,

S_u=v, v =ug1.

Tada je
F(Siu) =™ F(u), F(S_u)=e ™ F(u). (3.5)
Primjer 3.1 Analizirati stabilnost diferencijske sheme
uptt = (1= 2r)uf +r(ufy, +uf_y), keZ r—Dﬁ.
k k+1 k-1 ) Ar?

Rjesenje. Koristimo linearnost DFT i svojstva (3.5)

An-&-l ( )u +7‘( 2m£ﬁn+e 2mi& An)
[ 1_2,,, +,,,( 27rzf+e 2#15]
= p(&)a"

gdje je
p(€) = 1 — 4rsin®(re)

tzv. simbol diferencijske sheme. Lako se pokazuje da je

[ O = OO = fug™ 2 < (max [p(€ N a2

Sad se vidi da je shema stabilna za

<1
max [p(O] < 1,
Sto je ekvivalentno s r < 1/2. O
Teorem 3.1 Diferencijska shema
1 _ Qun
je stabilna u odnosu na || - ||2,a, normu akko postoje konstante Az > 0, Aty > 0, i
C > 0 takve da je
(€]l < 1+ CAt, (3.6)

zasve 0 < Az < Axg i 0 < At < Aty, £ € [0,1], gdje je p simbol diferencijske
sheme.

M. JURAK 8. travnja 2005.
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5)
Disipacija 1 disperzija

Jedan od jednostavnih i vaznih nacina proucavanja diferencijalnih jednadzbi
i pripadnih diferencijskih shema je trazenje rjesenja u obliku putuju¢ih valova.
Metoda je primijenjiva na linearne parcijalne diferencijalne operatore s konstant-
nim koeficijentima, ali se dobivni rezultati cesto mogu prosiriti i na jednadzbe s
varijabilnim koeficijentima.

5.1 Disipacija i disperzija u diferencijalnim jed-
nadzbama

Metoda se sastoji u tome da trazimo rjesenje diferencijalne jednadzbe u obliku

v(z,t) = ve'@Hhe), (5.1)

gdje je # € R valni broj, a w frekvencija vala, koja opéenito moze biti kompleksan
broj. Pored valnog broja ¢esto se koristi valna duljina A\ = 27/0.

Uvrstavanjem rjesenja (5.1) u diferencijanu jednadzbu (linearnu s konstantnim
koeficijentima) dobivamo vezu izmedu frekvencije w i valnog broja 5 u obliku w =
w(f). Tu jednadzbu nazivamo disperzijsku relacijom. Na primjer, uvrstavanjem
(5.1) u jednadzbu

vy +av, =0

(transportna jednadzba) dobivamo disperzijsku relaciju w = —af3,koja daje rjesenje

oblika

v(z,t) = vePlE=ab),

dobivamo, dakle, val val koji se giba brzinom a bez deformacije ili gusenja.
Uvrstavanjem u jednadzbu provodenja

vy = Duge, (D >0)

dobivamo w = iD3%. Pripadno rjeSenje je
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U ovom slucaju val ne putuje (w je imaginaran) i eksponencijalno je gusen. Brzina
gusenja raste s kvadratom valnog broja i jedino valovi s 8 = 0 (konstanta po x)
nisu guseni.

Vidimo da ss vrlo jednostavnim racunom dobivamo zbacajne informacije o
rjeSenjima diferencijalne jednadzbe. U sljedecoj tabeli navodimo nekoliko jed-
nadzbi i pripadne disperzijske relacije.

‘ ‘ Jednadzba ‘ Disperzijska relacija ‘

(1) v, = Dvg, w=1D3?

(2) v+ avy, =0 w=—af

(3) Ut + CVppw = 0 w = ¢

(4) U+ dVppwy = 0 w=1dB3*

(5) Uy = CPUgy w = +ci

(6) vy = 1AV, w= —Ap>

(7) | vi + avy — DUy + gy =0 | w = —aB + 3> +iD3?

Jednadzbe (1) i (4) (D,d > 0) u kojima se pojavljuju parne derivacije po z
imaju rjesenja koja eksponencijalno trnu u nulu kada ¢t — oco. Za takve jednadzbe
kazemo da su disipativne. Jednadzbe (2) i (5) imaju rjeSenja u obliku putujuéih
valova koji se translatiraju konstantnim brzinama. Pri tome se rjeSenje jednadzbe
(5) sastoji od dva vala koji se kre¢u brzinama ¢ i —c. Veza izmedu tih jednadzbi
se lako uocava ako se diferencijalni operator (5) faktorizira na sljedeéi naéin:

(O ) o)
ot~ ‘o’ ot “ox’”

Vit — C2Ua:x =
Sto pokazuje da je valna jednazba ekvivalentna sustavu jednadzbi prvog reda

U — Cuy =0

Vs + CUp = U.

Rjesenje jednadzbe (3) (Korteweg de Vriesova jednadzba ili kdV) uvodi novi
moment. Zbog neparne derivacije po x dosperzijska relacija je ponovo realna
te jednadzba nije disipativna. Ona ima rjeSenje u obliku putujeteg vala kao i
transportna jednadzba (2). Oblik rjesenja je
’U(,CE, t) _ @eiﬁ(x—q—cﬁ%),

iz koje vidimo da val s valnim brojem 3 putuje brzinom —c/3%. Pojava da brzina
Sirenja vala ovisi o valnom broju (valnoj duljini) naziva se disperzija. Ako je
inicijalni podatak disperzivne jednadzbe superpozicija vise valova razli¢itih valnih
duljina, onda ¢e tokom gibanja do¢i do deformacije profila vala zbog razli¢itih
brzina gibanja pojedinih valova. Pojava je tipi¢na za valove u (plitkoj) vodi.

RADNA VERZIJA
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Schredingerova jednadzba (6) je isto kao i Korteweg de Vriesova jednadzba
disperzivna. Konacno, (7) je primjer jednadzbe koja sadrzi transportni, disipa-
tivni i disperzivni ¢lan pa njeno rjesenje

([IZ’ t) fD,Bt zﬂ(x at+cB2t)

pokazuje sva tri efekta.

Karakter rjesenja diferencijalne jednadzbe ovosi o disperzijskoj relaciji. Ako
w(f) sadrzi strogo pozitivan imaginarni dio, onda je jednadzba dispersivna; ako
je imaginarni dio negativan, onda rjesenje eksponencijalno raste kada t — oo i
Cauchyjev problem za takvu jednadzbu nije korektno postavljen.

Realan dio funkcije w(f3) daje valni dio rjesenja. Brzina prostiranja vala je
—Rew(B)/B. Jednadzba je disperzivna ako ta brzina nije neovisna o (3.

Gornjim postupkom dobivamo jedan niz specijalnih rjesenja diferencijalne jed-
nadzbe ¢ijom superpozicijom mozemo dobiti rjeSenje Cauchyjevog problema. Da
bismo se uvjerili ozna¢imo s L linearan diferencijalan operator s konstantnim
koeficijentima i s w = w(() pripadnu disperzijsku relaciju. Specijalna rjesenja
jednadzbe Lv = 0 su oblika

(B g e R
Uzmimo da je 99 € L'(R) i formirajmo funkciju

v(z,t) )el BB g5 (5.2)

“ 7 L

Kako je Le!@®t4082) — ( zakljuc¢ujemo da je

1 [ .
Lo(z,t) = T / 0o(B) Le' @B g5 — 0,

ukoliko su ispunjeni uvjeti za deriviranje ispod znaka integrala (provjerite). U
trenutku ¢ = 0 imamo

v(,0) )e'* df = L(0y),

-7 L

Sto je inverzna Fourierova tranformacija funkcije v9. Ako dakle uzmemo

A~ 1 * —108x o
() = o= / S de = F().

i ako je funkcija f(z) takva da je L(F(f)) = f, onda je formulom (5.2) dano
rjeSenje Cauchyjevog problema

Lv(z,t) =0, z€R, t>0
v(z,0) = f(xz), zeR.

M. JURAK 8. travnja 2005.
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5.2 Disperzija i disipacija u diferencijskim she-
mama

Postupak ispitivanja diferencijske sheme je analogan postupku za diferenci-
jalnu jednadzbu. Trazit ¢emo specijalno rjesenje diferencijske sheme u obliku

aei(wnAtJrﬁkAz)? ﬁ cR. (53)

n __
U =

Vidimo da se radi o diskretizaciji funkcije (5.1). Uvrstavanjem u diferencijsku
shemu dobivamo diskretnu disperzijsku relaciju: w = w(3), pri ¢emu ¢e funkcija w
ovisiti i o At i Ax kao parametrima.

Frekvencija vala w je opéenito kompleksna pa ¢emo pisati

w =« + b,
a rjesenje ima oblik
UZ — 4§ (e—bAt)n eiﬁ(kAx—i—(oz/ﬁ)nAt);
brzina Sirenja vala je —a/3. Neposredno slijede ovi zakljuccei:
e b > 0: shema je disipativna;
e b = (: shema je nedisipativna;

e b < 0: shema je nestabilna (rjeSenje neogranic¢eno raste);

a = 0: nema valnog gibanja;

a # 0: val se giba brzinom —«/(3;

a/( ovisi o 3: shema je disperzivna,

a/( ne ovisi o #: shema nije disperzivna.

Primjer 5.1 Zadana je diferencijska shema

At

n+l _ . n 2, n _
uk —Uk +7"6 Uk, T—DM—2,

za diferencijalnu jednadzbu v; = Duv,,. Treba prouciti njenu disperzijsku relaciju.
Neposrednim racunom dobivamo disperzijsku relaciju:

) B . BAx
e—bAtezaAt _ eLwAt —1—4r SlIl2 ( > ,

§to daje

A
e PAt — |1 — 4rsin? (621:) |.

RADNA VERZIJA
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Uvijet stabilnosti » < 1/2 pojavljuje se i ovdje kao uvjet da je b > 0. Diferencijska jednadzba je
stoga disipativna kao i diferencijalna jednadzba koju aproksimira. Koeficijent dicipacije je

1 A
b= AL In|1 — 47 sin? (5236) | ~ DB,
§to se moze provjeriti Taylorovim razvojem. Nadalje, ako je 1 — 4r sin? (%‘T) > 0, onda je

2 (BAz
2

a = 0 kao i u diferencijalnoj jednadzbi. Za male valne duljine za koje je 1 — 4rsin ) <0,

imamo aAt = 7, pa se lako cidi da je pripadno rjesenje oscilatorno po t. S druge strane, kratki
valovi su jako gusSeni pa to svojstvo ne utjece bitmo na ponasSanje sheme.

Primjer 5.2 Treba prouciti disperzijsko i disipacijsko svojstvo sheme

At
UZ'—H =y — R(upq —ug), R= a%a

za diferencijalnu jednadzbu v; + av, =0, a < 0.
Disperzijska relacija se moze zapisati u obliku

e bALgIaAl — pIwAL — 1 L R R(cos(BAz) + isin(BAx)).

Uvjet stabilnosti je —1 < R < 0 i pretpostavit ¢éemo da je on ispunjen.
Disipacija.

e %A = /(1 + R)2 — 2(1 + R)Rcos(BAx) + R2.

Shema je disipativana ako je (1 + R)? — 2(1 + R)Rcos(BAx) + R? < 1, odakle slijedi da je
shema disipativna za sve —1 < R < 0, dok a R = —1 nije disipativna. Jednako tako, shema
nije disipativna za 8 = 0, Sto zna¢i da konstanta ne disipira. Kako disipacija nije prisutna u
diferencijalnoj jednadzbi, on je artificijelna i nepozeljna. Ipak, vidjet ¢emo da je ona vazna za
stabilnost i toc¢nost sheme.

Disperzija. Disperzivnost se dobiva iz jednadzbe

iant _ (1+ R— Rcos(BAx)) — iRsin(fAx)
B V(1 + R)2 —2(1 + R)Rcos(BAx) + R2

Pri tome moramo razlikovati sluc¢aj velikih i malih valnih brojeva. Evidentno je dovoljno pro-
matrati samo valne brojeve [ za koje je 0 < fAx < .
Male valne duljine: Az ~ w. Kako je

1+ R — Rcos(BAx) 1+2R

cos(aAt) = R~
VA +R)2—2(1+ R)Rcos(BAx) + R? |1+ 2R|

sin(alt) = —Rsin(BAx) N

V(1 + R)2 —2(1 + R)Rcos(BAz) + R?

pa imamo ovaj zakljucak:
1
—5 < R<0 = sin(aAt) =0, cos(aAt) >0 = aAt=0
1
-1<R< -5 = sin(aAt) = 0, cos(aAt) <0 = aAt=m.

Stoga zakljuc¢ujemo da se valovi belikih valnih brojeva kre¢u brzinom

N{O za—%<R<0

«
B~ |-a/R za —1<R< -1’
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Dakle valovi velikih valnih brojeva kre¢u se pogresnom brzinom, osim u slucaju R = —1.
Velike valne duljine: SAz = 0. U ovom je slucéaju

sin(aAt) = 0, cos(aAt) ~ 1

pa je aAt ~ 0 i mozemo uzeti glavnu granu arkus tangensa u formuli

1 Rsin(fAx)
o = ——— arctan —5 .
At 1+ 2Rsin(BAz/2)
Pomoc¢u Taylorovog razvoja dobivamo
1 R 2 3 4
a=-7 RBAx — g(l + 3R+ 2R)(BAx)° + O((BAx)%)

Zanemarujuéi clanove viSeg reda, sredivanjem izraza dobivamo

LU )2
3 <1 6(1+2R)(1+R)(ﬁA)>.

Odavdje mozemo zakljuciti da se diskretni val giba to¢nom brzinomaza R=—-1i R=-1/2. U
slucaju —1/2 < R < 0 brzina diskretnog vala je po modulu manja od |a|, dok je u slu¢aju —1 <
R < —1/2 veéa. Shema je disperzivna i valovi male valne duljine gibaju se krivim brzinama.
Taj nedostatak je ublazen disipativnoséu sheme: valovi koji se gibaju krivim brzinama ujedno
se i najbrze prigusuju.

Iz dosadasnjih primjera moze se uociti da je disperzijska relacija uvijek u
obliku
ezwAt — p(ﬁAiL‘),

gdje je p simbol diferencijske sheme, s tom razlikom da ovdje simbol treba racunati
bez faktora 27 (vidi fefiniciju simbola).

Primjer 5.3 Crank-Nicolsonova shema za transportnu jednadzbu
v +av, =0

glasi
R At
1 1 1
a4 T ) = up - (i —w,), R=ato
Treba prouciti disperziju i disipaciju.
Disperzijska relacija glasi _
1 — Lsin(fAx)

eiwAt — 7
1+ Lsin(BAz)’
i evidentno je
1 — Lsin(BAx)
|p(BAZ)| = # =
+ 5 sin(BAx)

pa je shema nedisipativna. Nadalje se pokazuje da i za velike i za male vrijednosti valnog broja
£ imamo
¢ Rsin(SAx)
o = —— arctan .
At 1 — (R?/4)sin*(BAx)
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Greska izmedu brzine gibanja vala i diskretne brzine gibanja je

- 1 4Rsin(BAx)
0= (5 =a (14 g e Ay )

O kakvoj se gresci radi najlakse je vidjeti ako se graficki skicira funkcija (§ = fAz € [0,7]):

B 1 4R sin(§)
6(5) = ]. —+ Rié_ arctan m

Moze se uociti da se valovi iz ¢itavog spektra valnih duljina gibaju pogresnim brzinama, a nema
efekta disipacije koji bi ih prigusio. To objasnjava loSe ponaSanje sheme.

Ovi primjeri pokazuju da je analiza disipacije i disperzije naroc¢ito interesantna
u slucaju transportne jednadzbe. Sama jednadzba nije niti disipativna niti dis-
perzivna, ali diferencijske sheme imaju barem jedno od ta dva svojstva i njihovo
ponasanje moze se precizno objasniti pomocu njih.

U slucaju visekorac¢nih metoda primijenjenih na transportnu jednadzbu anal-
iza je slozenija. Relacija disperzije ima dva rjesenja w = w, () i w = w_(f), koja
generiraju dva vala koji se najces¢e gibaju u suprotnim smjerovima. Jedno od
ta dva rjesenje giba se u pogresnom smjeru i predstavlja tzv. parazitsko rjesenje
koje je odgovorno za nestabilnost metode. Detaljnije u tu analizu ovdje ne¢emo
ulaziti.

5.3 Artificijelna disipacija

Disipacija koja postoji u diferencijskoj shemi za transportnu jednadzbu ima
stabilizirajuci karakter, kao sto smo vidjeli u Primjeru 5.2. Ta se ¢injenica moze
iskoristiti za stabiliziranje nestabilnih shema dodavanjem artificijelne difuzije. Na
primjer, podimo od sheme
R At

’U/Z - 550112, R = CLE,

n+1 __
uk -

za transportnu jednadzbu
v + av, = 0.

Ta je shema nestabilna pa ¢emo ju modificirati dodavanjem ¢lana drugog reda

R
uptt = up — 550142 + e0uy.
Pri tome ¢ mora biti dovoljno mali da ne narusimo to¢nost sheme. Iz analize
stabilnosti koju smo proveli u Primjeru 77 znamo da ¢e shema biti stabilna ako
je
R? 1
— <e< -
2 7 T2

Tu se namecu tri moguénosti:
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e =1/2|. U tom slucaju dobivamo Lax-Friedrichsovu shemu

n 1 n n n n
uk+1 = §(Uk+1 +up_y) — §(Uk+1 —Up_y). (5.4)

Zadatak 5.1 Dokazite da je Lax-Friedrichsova shema stabilna za |R| < 1 te da je to¢na reda
O(At) + O(Axz?/At).

e = R?*/2|. U tom slucaju dobivamo Lax-Wendroffovu shemu:

2
Ut = = )+ (i — 20 ). (55)

Zadatak 5.2 Dokazite da je Lax-Wendroffova shema stabilna za |R| < 1 te da je to¢na reda
O(A#?) + O(Az?).

e = R/2|ako je a > 0. U tom sluc¢aju dobivamo upwind shemu:

uptt = i = R(u — uj_y). (5.6)
Ako je a < 0, onda moramo uzeti ¢ = —R/2 pa ¢emo dobiti
upt = — R, — ). (5.7)

Analogno se mogu modoficirati Crank-Nicolsonova i leapfog shema.

5.4 Modificirana diferencijalna jednadzba

Alternativan nac¢in za proucavanje disipacije i disperzije diferencijske sheme
je proucavanje svojstva tzv. modificirane diferencijalne jednadzbe. Diferenci-
jska shema koja aproksimira npr. transportnu jednadzbu s odredenom tocnoséu
ujedno aproksimira s viSom to¢noséu jednadzbu koja u sebi sadrzi derivacije viseg
reda. Takvu jednadzbu nazivamo modificirana PDJ i do nje dolazimo razvo-
jem rjesenja diferencijske jednadzbe u Taylorov red. Kako se to radi pokazat
¢emo na jednom primjeru. Zatim se, umjesto disperzijske relacije za diferenci-
jsku jednadzbu proucava disperzijska elacija za modificiranu PDJ. Vidjeli smo u
prethodnim primjerima da je to ¢esto jedostavnije.

Za transportnu jednadzbu

v +av, =0, (a<0)

imamo shemu

up = — R(ugyy — up).
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Pretpostavit ¢emo da je u = u(x, t) glatka funkcija koja zadovoljava u(kAz, nAt) =
uy. Razvit ¢emo tu funkciju u Taylorov red oko tocke (kAxz, nAt) i razvoj uvrstiti
u diferencijsku shemu. Dobivamo:

n+1
0=k _

At Az
At At?
= (w)i + 7(%)}2 + T(umz +o
alAz alAz?

T(um)z + —— (Ugaa ) + -+ (5.8)

Vidimo dafunkcija u(z, t) zadivoljava jednadzbu u; 4+ au, = 0 s toénoséu O(At) +
O(Az). Ukoliko zadrzimo vise ¢lanova u gornjem razvoju doéi ¢emo do diferen-
cijalne jednadzbe koju u(zx,t) zadovoljava s ve¢om to¢nos¢u. Ta (modificirana)
jednadzba onda moze posluziti za proucavanje svojstava diferencijske sheme. Na
primjer, zadrzat ¢emo sve ¢lanove do uklju¢ivo kvadratnih po At i Az, a ostale
¢emo odbaciti. Time dolatimo do jednadzbe

At aAx At? aAzr?
(up)j + aluq)y + 7(%)2 + T(Um)z + 7(%9? + T(um)z ~ 0.

Nevolja s ovom jednadzbom je sto sadrzi mjeSovite derivacije koje vode na vrlo
kompliciranu disperzijsku relaciju ($to pokusavamo izbjeci). Izlaz je u tome da
eliminiramo sve mjesovite derivacije zadrzavajudi isti red aproksimacije (pri ¢emu
podrazumijevamo da je Az ~ At).

Derivirajuéi (5.8) po t, tt dobivamo:

At At?
0 = () + T(um:)}z + 7(utm)ﬁ + -
alx AN

+ (I(Uxt)z + 6

At At?
0= (uu)y, + T(Utttt)z + T(uttttt)rkb + -
alAzx alAz?

T(sztt)z + —(uxxztt)z + -

+ a(uxtt)z + 6

Iz ove dvije jednadzbe mozemo izvrsiti zamjene:

(upet)y = —a(Uast)y

At aAzx
(up)y = —a(ug)y, — 7(uttt)’§ - T(um)z
At alAx
A —a(Ug)y + CL?(Ufctt)Z - T(Umt)?
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Da bismo se rijesili novih mjesovitih derivacija deriviramo (5.8) po z, xz i xt te
dobivamo:

At At?
0= (uw)y + 7(%)2 + 7<utm>}2 +---
aAx . aAx? "

At At?
0= (utm)Z + T(Uttmz”gl + ?(Utttm)z +o

alAzx aAx?

+ a(Usae ) +

At At?
0 = (wt)p + T(Uttxt)z + T(utttxt)z + -
alAzx alAz?

+ a(umt)z + 9 6

Slobodni smo uzeti

(uacxt)z ~ _a(uxxac)Za (urtt)?; ~ _a(ux:ct)z ~ az(umcx)z

te
n . At . aAx "
(Ute)y = —a(Use)y — 7(uttz)k - T(Umm)k
. At . aAx "
~ —a(Uga)f — 7a2(uxxx)kz - T(umx>k

Time dolazimo do aproksimacija

(uttt>z ~ —CL3 (u:vacac)z

(ug)} = a* (o)} + (AP At + a® A7) (Uggs )}
Sto daje

At A Az? @A a?AtA
()i + alw)i + (@5 + a5 )i + (- + o + TS

Nasa funkcija zadovoljava ovu jednadzbu s tocnoséu treceg reda. Uvodenjem
koeficijenta R modificiranu jednadzbu mozemo zapisati u obliku

Ax?

(i + )+ a5on (1 Bl + 24 B+ 2R) ()} = 0.
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Svojstva disipacije i disperzije sada prouc¢avamo na modificiranoj diferencijal-
noj jednadzbi. Uvrstavanjem

u(z,t) = el (wt+hz)

dobivamo

2

alAx alzx

(1+R)(1+2R)B —i

w=—af + (1+R)3*.

Odavde ponovo dobivamo sve informacije o shemi. Prvo, iz b = —aAxz(1+R)3?/2
zakljuéujemo da je shema nestabilna za 1 + R < 0, $to znaci (a i R su negativni)
za R < —1. Stabilnost dobivamo za —1 < R < 0; shema je disipativna osim u
slucaju R = —1. Greska u brzini Sirenja vala je

a—(—

)=a— (a - “A6$2(1 +R)(1+ 2R)ﬁ2)

_ aA6x2(1 + R)(1+2R)3.

@
g

Time smo dosli do istog zakljucka koji smo dobili asimptotickom analizom u
Primjeru 5.2.
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Hiperbolicki zakoni sacuvanja

U ovom poglavlju promatramo sustave zakona sacuvanja pri ¢emu posebnu
paznju posvec¢ujemo skalarnoj jednadzbi. Izlaganje se bazira primarno ne [1] i [2]
te na [4].

6.1 Integralna i diferencijalna forma zakona sa-
cuvanja

Zakoni sacuvanja izrazavaju svojstvo pojedinih fizikalnih polja da ostaju sacu-
vana tokom gibanja. Osnovni primjer je zakon sa¢uvanja mase. Razmotrimo
gibanje fluida gustoce p(x,t) brzinom v(x,t). Volumen 2 koji se nalazi unutar
fluida u nekom vremenskom intervalu (¢t — a,t + a) nazvamo kontrolni volumen.
Ukupna masa fluida u kontrolnom volumenu je jednaka

/Qp(x, t) dx

i pretpostavljamo da njena promjena dolazi jedino od ulaska i izlaska fluida iz
kontrolnog volumena. Brzina ulaska/izlaska fluida kroz granicu kontrolnog volu-
mena dana je plosnim integralom

- /89 p(x,t)v(x,1) - n(x) dS,

gdje je n(x) jedini¢na vanjska normala na 92 u tocki x € 952, pa stoga dobivamo
jednadzbu
4 p(x,t)dx —i—/ p(x,t)v(x,t) -n(x)dS =0, (6.1)
dt Jo o9
To je integralna forma zakona sacuvanja. Jednadzba (6.1) mora vrijediti za svaki
kontrolni volumen 2. Ukoliko su polja p i v dovoljno glatka, iz integralne formu-
lacije slijedi diferencijalna:

dp . -
5 +div(pv) =0 (6.2)
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44 HIPERBOLICKI ZAKONI SACUVANJA

u domeni gibanja fluida. To je jednadZba kontinuiteta koja izrazava zakon sacuvanja
mase u diferencijalnoj formi. Vazno je uociti da je integralna forma zakona funda-

mentalnija od diferencijalne forme koju dobivamo tek u slucaju dovoljne glatkoce

svih polja.

U onom sto slijedi ¢esto ¢emo promatrati jednodimenzionalno gibanje fluida
kao najjedostavniji primjer gibanja. Jednodimenzionalno gibanje definiramo kao
gibanje u trodimenzionalnom prostoru u kome sva implicirana polja ovise samo o
jednoj prostornoj koordinati, recimo x; koju ¢emo radi jednostavnosti oznacavati
s x, i nema gibanja u smjerovima okomitim na os z;. Brzina fluida stoga postaje
skalar v(x,t) = v(z,t)e;, gdje je e; jediniéni vektor u smjeru gibanja.

Ponovimo gornji izvod integralne forme zakona sa¢uvanja u jednoj dimenziji.
Gustoca fluida je sada gustoca po jedinici duljine duz osi x pa za masu fluida
izmedu presjeka r = z1 i £ = x5 imamo

z2
m(t) = / p(x,t)dx.
x1
Brzina promjene mase u kontrolnom volumenu (z1, z5) iznosi

p(xy, t)v(xy,t) — p(xg, t)v(xe, t), (6.3)

pri ¢emu smo predznak odredili tako da je izraz (6.3) pozitivan kad fluid ulazi u
kontrolni volumen. Stoga je

z2

S| ety de = plar, ol 1) = plwa, Ho(aa, 1),

_ / (%(p(x,t)u(x,t)) dr,

odakle ponovo lagano slijedi

dp 0

— + — = 0. 6.4
5 T 95 7Y (6.4)
Brzina v koja ulazi u jednadzbu (6.4) (ili (6.2)) dobiva se kao rjesenje jednadzbe
gibanja, pa je stoga (6.4) tek dio sustava parcijalnih diferencijalnih jednadzbi koje
opisuju gibanje fluida. U nekim specijalnim slucajevima moze se brzina v izraziti
kao funkcija gustoce p, tako da se (6.4) svodi na jednu skalarnu jednadzbu

dp 0

i + gf(P) =0, (6.5)

gdje je f(p) = pv(p). Posebno je jednostavan primjer gibanja s konstantnom
brzinom: f(p) = ap, gdje je a brzina gibanja.
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Primjer 6.1 (Protok vozila autocestom.) Oznacéimo s p(x,t) gustocéu vozila na autocesti (broj
vozila po kilometru) na promatranom mjestu « u danom trenutku ¢, a s u(z,t) brzinu protoka
vozila. Tada mora biti zadovoljen zakon sacuvanja

dp 0

— + —(up) =0

ot 890( 2
koji kaze da se koli¢ina vozila u promatranoj dionici mijenja jedino zbog ulaska/izlaska vozila.
Prirodno je pretpostaviti da postoji maksimalna moguca gustoca vozila pa je 0 < p < ppax, te
da postoji maksimalna moguca brzina vozila Uy ax.

Gustoca i brzina vozila su povezane: S§to je veta gusto¢a vozila brzina protoka postaje

manja, dok pri maksimalnoj gustoéi imamo zastoj — brzinu jednaku nuli. Ovisnost gustoée

i brzine protoka moze se dobiti eksperimentalno (mjerenjima), a najjednostavniji model ima
oblik

/0).

Pmax

U(p) = umax(1 -

Time se dobiva skalarni zakon sa¢uvanja p; + f(p). = 0 s fluksom

Py,

Pmax

f(p) = pumax(l -
(|

Primjer 6.2 (Buckley-Leverettova jednadzba) U naftnom inzenjerstvu Buckley-Leverettova jed-
nadzba predstavlja jednodimenzionalni model dvofaznog toka nemjesivih fluida (npr. nafte i
vode) kroz poroznu sredinu. Uzmemo li da je poroznost sredine konstantna i jednaka 1 te
zanemrimo kapilarne sile, dobivamo jednadzbu oblika

s Of(s)
o ar 0
gdje je
krw(s)//iw

f(s) = .
) = )t + ko)
Indeksi w i o referiraju na vodu i naftu, p oznacava viskoznost, a kr relativne propusnosti.
Varijabla s ima znac¢enje zasi¢enja (udio nafte u fluidu). Tipi¢an primjer relativnih propusnosti
su funkcije

kro(s) = 5%, kro(s) = (1 —s)?,

pa fluks dobiva oblik

52

52+ (1= 8)%w /o

f(s) =

Sustav zakona saCuvanja u jednoj prostornoj dimeniji ima posve analognu
formu:
u; + f(u), =0,
gdje je u: R x [0,00) — R™ nepoznata funkcija, a f: R™ — R™ zadani fluks.
Raspisano imamo

ot Oz

fi(ul,...,um):O, Z:L,m
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Pocetni uvjet ima oblik
u(z,0) = ug(x),

gdje je ug: R — R™ zadana vektorska funkcija.
U d prostornih dimenzija zakon sac¢uvanja ima oblik

0 0

Su+ Y fi(w) =0 .

875u+ 2 o, (u) =0 (6.6)
Pri tome su f;: R™ — R™ zadani fluksevi, a u = u(xy,...,24,t) je trazeno

rjesenje. Pocetni uvjet ima oblik u(x,0) = ug(x) za sve x € RL Za m = 1
dobivamo skalarni zakon sacuvanja u R

Napomena 6.1 Kod vektorskih zakona sa¢uvanja pojedine komponente ¢esto moraju zadovol-
javati neke dodatne uvjete kao $to je pozitivnost. Stoga u formulaciji opéeg zakona sacuvanja
uzimamo da su fluksevi f; definirani na nekom konveksnom skupu @ C R™ i rjeSenje mora
zadovoljavati u(x, t) € Q za sve (x,t).

Sustav (6.6) mozemo zapisati u obliku

ou ou
— Df; —0. .
+) " Dfi(u) 7. 0 (6.7)

gdje je Df; matrica reda m x m ¢ije su komponente

_ 0fi
- a_u"i(u)a

pri ¢emu smo sa f;; oznacili j-tu komponentu funkcije f;. Mozemo zamisliti i
opcenitije sustave oblika

(Dfi(u)) k

d

ou ou
5+ > Ai(u) ety (6.8)

=1

gdje matriéne funkcije A;(u) € R™ ™ nisu nuzno derivacije nekih vektorskih
funkcija. Sustav oblika (6.7), odnosno (6.6), je u konzervativnoj formi.

Definicija 6.1 Sustav (6.8) je hiperbolicki ako za svako u € Q i svako w =
(w1, ..., wq) € RY w # 0 matrica

d

Alu,w) = Z w;A;(u)

i=1
ima m realnih svojstvenih vrijednosti A\;(w,u) < Ag(w,u) < - < Ap(w,u), i m
linearno nezavisnih svojstvenih vektora ri(w,u),..., r,(w,u), .

A<u7 w)ri<w7 u) = )\i(wv u)ri(w, U)
zai1=1,...,m. Ako su svojstvene vrijednosti medusobno razli¢ite, onda kaZemo da

je sustav strogo hiperboli¢ki.
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Napomena 6.2 Definicija hiperboli¢nosti sustava je dobivena generalizacijom uvjeta korekt-
nosti inicijalne zadace za linearni sustav s konstantnim koeficijentima. Promotrimo sustav

ou d ou

gdje su A; konstantne matrice. Primijenimo li Fourierovu transformaciju po varijabli x (dualna
varijabla neka bude w) dobivamo sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi

d
d
Z(w, ) +i;wiA,~ﬁ(w,t) =0,

u kome je w parametar. Njegovo rjesenje je eksponencijalna funkcija
d

i(w,t) = e Mg (W), AWw) =Y wid,
i=1

gdje je tip(w) Fourierov transformat pocetnog uvjeta. Da bi zadaca bila korektno postavljena
u L? prostoru mora, vrijediti

sup |le AW < € < o0.
weR4

Iz tog uvjeta prvo slijedi da sve svojstvene vrijednosti matrice A(w) moraju biti realne. S
druge strane, matrica mora biti dijagonalizabilna, jer bi postojanje netrivijalnog Jordanovog
bloka vodilo na neograni¢eno (kada t — oo) partikularno rjesenje. Izravnom generalizacijom
na nelinearne sustave dobivamo definiciju hiperboli¢nosti.

Vaznu podklasu hiperbolickih sustava Cine simetrizabilni sustavi. Za sustav
(6.8) ¢emo reci da je simetrizabilan ako za svako u € 2 C R™ postoji simetri¢na
pozitivno definitna matrica Ag(u), koja glatko ovisi o u, takva da su matrice

AQ(U)AZ‘(U), 1= ]_,...,d
simetricne.

Zadatak 6.1 Dokazite da je svaki simetrizabilni sustav hiperbolicki.

Primjer 6.3 Vazan primjer nelinearnog sustava su Eulerove jednaZbe gibanja idealnog plina
zapisane u Lagrangeovim koordinatama:

at

U tim je jednadzbama p gustoéa, u = (uy,us,us) brzina, p tlak, a E ukupna energija plina.
Ukupna energija (po jedinici mase) je suma unutarnje energije e i kineticke energije: E =

M. JURAK 8. travnja 2005.
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e + [u|?/2. Time imamo 5 jednadzbi (m = 5, d = 3) za nepoznanice p, u, E. Izraz za
tlak se dobiva iz termodinamickih relacija. Kod politropnog plina (idealni plin s konstantnim
specificnim toplinama) imamo

p=(y—Lpe=(v—1)(E —[uf*/2).
Ovdje je skup u kome se trazi rjesenje
Q={(p,u,E): p>0, E—|u*>/2>0}CR

Ako se nametnu jace pretpostavke na gibanje plina — na primjer da je gibanje izentropijsko
(ima konstantnu entropiju) — onda se dobiva da je tlak p funkcija samo gustoce i tada se zadnja
jednadzba separira od ostalih. Izentropijskom toku tlak je dan formulom oblika p = Cp7, a ako
je tok izoterman, onda jednadzba stanja daje p = Cp.

U jednoj prostornoj dimenzije ove jednadzbe prelaze u

% T pwy =0
o
o (pu) + %(PU +p)=0,
2 (pB)+ L ((pB+p)u) = 0
ot ox ’

Eulerove jednadzbe ¢ine strogo hiperbolicki, simetrizabilan sustav ako tlak
p zadovoljava odredene termodinamicke nejednakosti. Kako racun nije posve
direktan neé¢emo ovdje ulaziti u njega.

Primjer 6.4 Eulerove jednadzbe mogu se pojednostaviti ako se zapisu u Lagrangeovim koor-
dinatama. U jednoj prostornoj dimenziji jednadzbe imaju oblik

or o,
ot om
ou 9dp
ot T om ="

OF 0

EJr%(pu)—O.

gdje je 7 = 1/p, a m je masena koordinata definirana pomocu relacije dm = pos€, gdje je &
Lagrangeova koordinata, a pg inicijalna gustoéa fluida. Sustav se ponovo bitno pojednostavljuje
ako je tlak funkcija samo specificnog volumena: p = p(7). Zadnja jednadzba se tada separira,
a prve dvije tvore tzv. p-sustav:

or _ou _
o om
ou  Op
o om
p-sustav se moze zapisati u obliku
ou ou
— + Aun)— =
ot ( >3x
gdje je
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pa je u slucaju p/(7) < 0 sustav strogo hiperboli¢ki sa svojstvenim vrijednostima

M(T) = = =P(7) <0 < X(7) = V=1 (7).
[zracunajte svojstvene vektore.

Zadatak 6.2 Pokazite da se svaka nelinearna valna jednadzba oblika

0%v 0 ov
T (0<a_x)> =0

moze napisati u obliku p-sustava.

6.2 Linearna jednadzba konvekcije

Kao najjednostavniji primjer zakona sacuvanja promatramo linearnu jednadzbu
konvekcije
u + au, =0, (6.9)

gdje je a € R konstanta. Jednadzbu promatramo za sve x € R it > 0 i
pridruzujemo joj poceni uvjet:
u(z,0) = up(x). (6.10)
Lako je vidjeti da je rjeSenje dano formulom
u(z,t) = up(z — at). (6.11)

Rjesenje evoluira tako da se translatira brzinom a (ulijevo za a < 0 i udesno za
a > 0) ne mijenjajudi inicijalni oblik. Uo¢imo da rjesenje ostaje konstantno na
pravcima x = xg + at koje onda nazivamo karakteristikama ili karakteristicnim
krivuljama. Lako je uociti da je karakteristika z(t) = xo+at rjeSenje Cauchyjevog
problema

dx

= 6.12

7= (6.12)
z(0) = xo. (6.13)

Na karakteristici x = z(¢) imamo

d
—u
dt
pa je stoga rjesenje u(z,t) konstantno na karakteristikama.
Posve analogo se rjesenje moze naci u slucaju

(x(t),t) = we(x(t),t) + us(x(t),t) =0,

up + a(z)u, =0, (6.14)
u(z,0) = ug(x). (6.15)
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Jednadzba karakteristika ée imati oblik

dx
i a(x) (6.16)

z(0) = xo. (6.17)
Ukoliko je funkcija a(z) takva da problem (6.16), (6.16) ima jedinstveno globalno
rjesenje na (0,00), onda se moze zakljuciti da se karakteristike na sijeku i da
prekrivaju ¢itavu gornju (x, t)-pluravninu. Kako je rjesenje konstantno na svakoj
karakteristici dobivamo rjesenje u ¢itavoj gornjoj poluravnini.
Zadatak 6.3 Rijesiti i graficki prikazati rjesenje (u Matlabu, Scilabu)

uy + cos*(x)u, =0

(i, 0) = {1 za x € (O’l)D

0 inace.
Metoda karakteristika moze se primijeniti i na zadacu oblika

ur + a(z)u, = f(z,t),
u(z,0) = up(x),

gdje je f zadana funkcija. Jednadzba karakteristika je ponovo ista

dx
g a(xz), x(0) = zo,

ali rjeSenje vise nije konstantno na karakteristikama jer imamo

d
Jula(t), ) = f(a(t),0). (6.18)

Kako nam je z(t) poznato iz (6.18) integracijom mozemo odrediti rjesenje duz
karakteristike.

6.3 Jednadzba konvekcije-difuzije

U jednadzbi (6.4) polje p se transportira zadanom brzinom. U slucajevima
kada p nije gustoéa mase (p moze biti temperatura fluida, koncentracija kemijske
supstance u fluidu i sliéno) postoji i drugi mehanizam transporta koji dolazi od
nasumicnog gibanja molekula fluida i koji ima tendenciju smanjiti sve razlike u
koncentraciji. Taj se mehanizam modelira dodatnim fluksom oblika —Dp,, gdje
je D pozitivna konstanta, tzv. koeficijent difuzije. To znaci na Ce razlika u gustoci
u dvije tocke izazvati gibanje koje ima za cilj smanjiti tu razliku. Ukupan fluks
¢e u tom slucaju biti jednak

f(p,pz) =vp— Dp,
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i zakon sacuvanja dobiva oblik

pt+ (vp — Dpy)e = 0,

odnosno

pe+ (vp)e = (Dpa)a- (6.19)
To je jednadzba konvekcije difuzije. U vecini transportnih procesa prisutna je i
difuzija (zakon sacuvanja mase je s tog stanovista vrlo poseban) s koeficijentom
difuzije D koji je redovito vrlo mali u odnosu na brzinu gibanja. Stoga se cesto
difuzivni ¢lan (Dp, ), zanemaruje i hiperbolicki zakon sacuvanja se promatra kao
aproksimacija zakona sacuvanja tipa konvekcije-difuzije. Pri tome treba uociti
da zanemarivanje ¢lana (Dp,), predstavlja singularnu perturbaciju jednadzbe
bududi da se zanemaruje ¢lan s najvisom derivacijom. Pri tome jednadzba mijenja
tip i od parabolicke postaje hiperbolicka.

6.4 Nelinearni zakoni sacuvanja

Promatramo hiperbolicki zakon sacuvanja u obliku:

u+ fu),=0 ze€Rt>0 (6.20)
u(z,0) = ug(x) = €R. (6.21)

Metodu karakteristika mozemo pokusati primijeniti i u nelinearnom slucaju
postupajuéi po analogiji s linearnim. Definirat ¢emo jednadzbu karakteristike:

2(t) = f'(u(x(t), 1)) (6.22)
z(0) = xo. (6.23)

Ova jednadzba na prvi pogled nije rjesiva jer sadrzi u sebi nepoznatu funkciju
u(zx,t). Ipak, ako pogledamo kako evoluira rjesenje duz karakteristike, dobivamo

d 0 0

(b)) = sou(e(t), 1) + %u@(t%t)ﬂff;t)

0 )
= Su(e(t), 1) + f'(ula(t), O 5—u((t), 1) = 0

i stoga zaklju¢ujemo da je u(x,t) konstanta na karakterisitici. Posljedi¢no, iz
(6.22) slijedi da su karakteristike pravci i stoga ih je moguée izrac¢unati poznajuéi
samo inicijalni podatak: Karakteristika koja izlazi iz tocke xg na z-osi ima jed-
nadzbu
z(t) = f'(uo(wo))t + xo.

Sada se postavlja pitanje mozemo li konstruirati rjesenje zadace kao u linearnom
slucaju. U tu svrhu morale bi karakteristike koje polaze s osi x imati svojstvo
da se nikad ne sijeku te da prekrivaju ¢itavu gornju poluravninu. Odgovor na to
pitanje je negativan jer se lako vidi da se karakteristike mogu sije¢i. Dovoljno je
uzeti funkciju f i pocetni uvjet uy takve da je z — f'(uo(z)) padajuéa funkcija.
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Zadatak 6.4 Za Burgersovu jednadzbu
U +uuy, =0

i pocetni uvjet
1+z zaxe€[-1,0]
u(z)=41—z zaz€l0,1]
0 inace
nadite prvi trenutak u kome dolazi do presjecanja karakteristika. Kako izgleda rjesenje u tom
trenutku? O

Iz prethodnog primjera vidimo da je brzina prostiranja vala razli¢ita u ra-
zli¢itim podrué¢jima i da stoga dolazi do deformacije pocetnog podatka. U trenutku
kada dolazi do presjecanja karakteristika u rjeSenju se formira diskontinuitet
(karakteristike koje se sjeku donose u istu tocku razlicite vrijednosti rjeSenja).
Nakon tog trenutka nije vise moguce konstruirati rjeSenje metodom karakteris-
tika. Tradicionalno diskontinuitete u rjesenju nazivamo sSokovima. Zbog nelin-
earnosti moguce je da se Sokovi stvore iako je inicijalni podatak potpuno gladak.
To nije moguce u linearnoj jednadzbi, gdje diskontinuiteti mogu egzistirati jedino
ako postoje u pocetnom uvjetu i tada se transportiraju po karakteristikama.

Zadatak 6.5 Neka su funkcije f(u) 1 ug(x) glatke. Pokazite da je najmanje vrijeme u kojem
¢e dodi do presjecanja karakteristika dano formulom
1

" min, F"(uo(x))ug(x)

pri ¢emu se uzima da nema presjecanja ako je T negativno. [

T =

Primjer 6.5 Metodom karakteristika treba rijesiti Cauchyjev problem
ug + uugy +au =0, u(z,0)=uo(z).

Uvedemo li karakteristiku = = z(t), koja polazi iz tocke z = £ u t = 0, jednadzbom z'(t) =
u(x(t),t), onda na njoj dobivamo

d
Eu(:ﬂ(t),t) = uy + uu, = —au(x(t),t).

Dakle,treba rijesiti sustav (u(t) = u(z(t),t))

du dx
— = —qu =u

dt Todt
uz pocetne uvjete u(0) = up(§), (0) = £. Rjesenje je

1— e—ut

u(t) =ug(&)e™ ™, a(t) =&+ uo(f)T

Odavdje vidimo da za a > 0 dobivamo eksponencijalno guseni val. Za a < 0 dobivamo rjesenje
koje eksponencijalno raste i stoga taj problem nije korektno postavljen na R x [0, 00).
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Zadatak 6.6 Pokazite da je u prethodnom primjeru prvi tenutak u kome dolazi do presjecanja

karakterisitka dan jednadzbom
, a
uo(g) = _1 _ e,at °

Za a > 0 zakljucujemo da, osim Sto je val eksponencijalno gusen, do stvaranja Sokova moze
doéi samo ako pocetni podatak ima dovoljno veliki negativni nagib, uj(§) < —a. Clan nizeg
reda moze dakle sprijeciti nastajanje Soka.

Zadatak 6.7 Pokazite da jednadzba
ut + uuy = Dug, (D = konstanta)

ima rjeSenje oblika
U= —QD% (Cole-Hopfova transformacija)
gdje ¢ zadovoljava jedadzbu
¢t = D¢zz

6.5 Slaba rjesenja

Vidjeli smo da rjeSenje nelinearnog zakona sa¢uvanja ne mora nuzno biti
neprekidno, ¢ak i kad je pocetni uvjet beskonacno gladak. Svojstvo rjesenja
da razvija Sokove u kona¢nom vremenu ¢ini difeencijalnu formulaciju problema
neprikladnom; potrebno je stoga koristiti inegralnu formulaciju. S matematickog
stanovista integralna formulacija ima svojih nedostataka zbog kojih se zamijenjuje
ekvivalentinim ali pogodinijim zapisom tzv. varijacijskom jednadzbom. Varijaci-
jska se jednadzba formira tako da se diferencijalna jednadzba pomnozi s odgov-
rajucom test funkcijom i da se sve parcijalne derivacije parcijalnom integracijom
prebace na test funkciju.

Neka je ¢ glatka funkcija s kompaktnim nosacem u R? x [0, 00), tzv. test
funkcija. Da bismo specificirali glatko¢u uzmimo da je ¢ ima neprekidne prve
derivacije i ozna¢imo takav skup s C}(R? x [0,0)). Tada iz

/OO/ (@—i—iif-(u))(bdxdt—o
0 R4 ot i1 8;1;’1 ‘ -

parcijalnom integracijom dobivamo

/OOO /]Rd(ua + Zfz(u)gfl) dxdt = —/Rd Uo(X)gb(X, 0) dx. (6.24)

Definicija 6.2 Neka je uy € L, (R?). Svaka funkcija u € LS (R? x [0,00)) koja
zadovoljava (6.24) za sve ¢ € C}(R? x [0, 00)) naziva se slabo rjedenje Cauchyjevog

problema (6.20), (6.21).
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Za opcenit sustav zakona sacuvanja

0 0
5t Z a—xifi(u) = 0. (6.25)
u(x,0) = up(x), x¢€R? (6.26)

gdje su f;: Q C R™ — R™ zadani fluksevi (€2 je konveksan skup), slabo rjesenje
se definira posve analogno. Potrebno je samo uzeti vektorsku test funkciju ¢ €
CHR? x [0,00))™ i parcijalno integrirati. Dobivamo

/ /Rd +;fi(“) ' §z>dxdt— —/Ruo(X)-qb(X, 0)dx.  (6.27)

Definicija 6.3 Neka je uy € L (R%)™. Svaka funkcija u € L (R? x [0, 00))™

loc

naziva se slabo rjeSenje Cauchyjevog problema (6.25), (6.26), ako je u(x,t) € Q2 za
s.s. (x,t) i (6.27) je zadovoljeno za sve ¢ € CH(R? x [0, 00))™

Parcijalnom integracijom je lako pokazati sljedec¢i rezultat:

Propozicija 6.1 Ako je slabo rjedenje zadade (6.25), (6.26) glatko (ima neprekidne
prve derivacije) u nekom otvorenom skupu V' C R x (0,00), onda ono u V' zado-
voljava diferencijalnu jednadzbu (6.25). Ako je rjeSenje glatko i neprekidno sve do
hiperravnine t = 0, onda ono zadovoljava pocetni uvjet po to¢kama.

Pretpostavimo nadalje da je slabo rjesenje u(z, t) jednodimenzionalnog zakona
sacuvanja (6.20), (6.21) po dijelovima glatka funkcija u sljedeéem smislu: u(x,t)
je funkcija klase C! u gornjoj poluravnini svugdje osim na kona¢no mnogo po
dijelovima glatkih krivulja, na kojima ima skokove prve vrste (sa svake strane
krivulje ima konacne limese). Krivulju prekida éemo parametrizirati s vremenom:
Y = {(z(t),t): t € I}, gdje je I neki vremenski interval. Vrijednosti funkcije

u(z,t) s lijeva i zdesna na krivulji skoka oznacavamo s u_ i u,. Pri tome je lijevo
i desno moguce definirati kad se uvede orijentacija krivulje.

Teorem 6.1 Neka je u(x,t) po dijelovima glatko slabo rje$enje Cauchyjevog prob-
lema (6.20), (6.21). Tada vrijedi:

(i) u(z,t) zadovoljava diferencijalnu jednadZbu izvan krivulja prekida;
(ii) Na krivuljama prekida u(z,t) zadovoljava Rankine-Hugoniotov uvjet
s(up —u-) = f(uy) — flu-),

gdje su u_ i uy vrijednosti funkcije u slijeva i zdesna u tocki na krivulji prekida,
te s = 2/(¢).
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Obratno, ako po dijelovima glatka funkcija zadovoljava (6.21), (i) i (ii), tada je
ona slabo rjesenje Cauchyjevog problema (6.20), (6.21).

Dokaz. Pokazat ¢emo da svako po dijelovima glatko slabo rjesenje u(z,t) zado-
voljava Rankine-Hugoniotov uvjet na linijama diskontinuiteta. Dokaz da zado-
voljava diferencijalnu jednadzbu u podruc¢ju glatkoce provodi se jednostavno par-
cijalnom integracijom.

Odaberimo tocku (T, ), t > 0 na krivulji diskontinuiteta ¥ te uzmimo krug
D s centrom u (Z,t), dovoljno malog radijusa, tako da ga krivulja X dijeli na
dva dijela D" i D™, na kojima je funkcija u(z,t) glatka. Za ¢ € C}(R x (0, 00))

imamo 00
0 / / (udh + f(u)¢s) dadt = /Dﬁ / )

te parcijalnom integracijom dobivamo:

0= —/ (ut+f(u)x)¢da:dt+/ (utnf + fuM)nS)eds
D+ D

—/(ut—i-f(u)m)(bd:cdt—i-/DmE(unt + f(u")n, )pds

+ +

gdje smo vanjsku normalu na D* oznacili s n* i analogno s u™ ozna¢avamo limes
funkcije u na X, uzet iz podruéja D*. Kako je diferecijalna jednadzba zadovoljena
u podrucjima glatkoée rjesenja, imamo

/ (utnf +f(u+)nj)gbds+/ (u™n; + f(u")n,)pds =0,
DN

DnNx

odnosno
/sz ((u+ —u)nt + (f(uh) - f(u_))n;_))gbds —0.

Buduéi da to vrijedi za svaku test funkciju s nosac¢en u D zaklju¢ujemo da u tocki
(T,t) mora vrijediti

(" —u7)n + (f(u") = f(u7))ng =0

Prametrizirajmo krivulju ¥ u okolini tocke (7,) sa (z(t),t), za neku funkciju
x(t). Tada mozemo uzeti n(t) = (1, —2'(t)) = (1, —s) pa dobivamo'

s(ut —u”) = (f(uh) = f(u7)).

To je trazena relacija. Obrat se dokazuje analogno. [
Uoc¢imo da se posve isti dokaz prenosi i na sustave jednodimenzionalnih zakona
sacuvanja. Na linijama diskontinuiteta mora vrijediti Rankine-Hugoniotov uvjet

s(uy —u_) =f(uy) — f(u). (6.28)

!Uotimo da izbor orijentacije krivulje nije bitan.
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U slucaju visedimenzionalnog zakona sacuvanja (6.25), (6.26) kazemo da je
rjesenje po dijelovima glatko ako je klase C! svugdje osim na kona¢nom broju
glatkih orijentabilnih ploha, na kojima ima konac¢ne limese s lijeva i zdesna, u
odnosu na orijentiranu normalu. Na svakoj takvoj plohi mora biti zadovoljen
Rankine-Hugoniotov uvjet

d
() =y + S (6 () — F(u )., =0, (6.29)

i=1
gdje je n = (ng,,...,n.,,n;) normala na plohi diskontinuiteta. Izbor orijentacije

plohe nije bitan.

Zadatak 6.8 Dokazite (6.29).

6.6 Riemannov problem

Cauchyjevu zadacu oblika

ou 0
— 4+ —f = R
8t+8:c (u)=0, zeR, t>0,

(2,0) u. zar <0
u(z,0) =
u, zaz>0.

nazivamo Riemannov problem. On je od velike vaznosti kako za razumijevanje
srukture rjesenja Cauchyjeve zadace, tako i za konstrukciju numerickih metoda.
Ovdje nas zanima prvenstveno Riemannov problem za skalarnu jednadzbu.

Riemannov problem je moguce rijesiti pomocu konstantnih stanja kao sto
pokazuje sljedeé¢i zadatak. Naime, prema Teoremu 6.1 rjeSenje koje se sastoji
od konstantnih stanja, da bi bilo slabo rjesenje zadace, mora samo na linijama
prekida zadovoljavati Rankine-Hugoniotov uvjet.

Zadatak 6.9 Neka je u; > u,. Pokazite da je funkcija

( t) u; zax < st
u(z,t) =
’ U, za T > St,

gdje je
fur) — flw)

S=——,
Upr — U

slabo rjesenje zadace (6.20), (6.21). O

Rjesenja koja mozemo konstrirati pomoc¢u konstantnih stanja nisu jedinstvena.
Sljedeci zadatak pokazuje da mozemo konstruirati beskonacno mmnogo takvih
rjeSenja, pa stoga zaklju¢ujemo da ona nisu fizikalna. Bit ¢e nam potreban kriterij
selekcioniranja pravog rjesenja.
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Zadatak 6.10 Zadan je Riemannov problem za Burgersovu jednadzba s podacima koji zado-
voljavaju u; < 0 < u,.. Pokazite da je za svako 0 < a < u, funkcija

u  zax < st
—a zasit<xz<O0
a za 0 < x < sot

Uy  Z& T > Saot,

u(z,t) =

gdje je s1 = (w — a)/2, sa = (u, + a)/2, slabo rjesenje Riemannove zadace. Ovaj primjer
pokazuje da slabo rjeSenje nije jedinstveno.

Osim pomoc¢u konstantnih stanja Riemannov problem mozemo rijeSiti i na
osnovu simetrije koja postoji u zakonu sacuvanja. S tim ciljem treb uociti da je
Riemannov problem

ou 0
JR— —_— = R .
8t+8x (u) =0, zeR, t>0, (6.30)
_ 0
u(z,0) = {“ = (6.31)
uy zazx >0

invarijantan u odnosu na transformaciju
(x,t) — (az,at), a>0.

Stoga problem mora imati rjeSenje koje ovisi samo o x/t. Da bismo to proverili,
uvrstimo u (6.30) rjesenje oblika u(x,t) = v(z/t) i fobit ¢emo jednadzbu

§= 1),

gdje smo uveli novu varijablu £ = z/t. Ako je funkcija f’'(u) strogo monotona,
dakle ako je f(u) strogo konveksan ili strogo konkavna funkcija, onda ¢e v(§) biti
moguce izrac¢unati kao inverz funkcije f(u).

Zadatak 6.11 Neka je u; < u, i neka je funkcija f(u) = u?/2 (Burgersova jednadzba).
Pokazite da je funkcija
uj za r < ut
u(z,t) =< x/t zawt <z <upt

Uy  ZA T > Upl,

slabo rjesenje zadace (6.30), (6.31). O

6.7 Viskozna perturbacija i entropijsko rjesenje
Hiperbolicki zakoni sac¢uvanja se u najve¢em broju slucajeva dobivaju zane-

marivanjem derivacija drugog reda uz koje stoji mali koeficijent, koji se inter-
pretira kao viskoznost ili koeficijent difuzije. U skalarnom slucaju bismo mogli
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imati
dfi
filu =cAu', xeR t>0 (6.32)
aazl
uf(x,0) = up.(x), x€RY (6.33)

gdje na dsnoj strani umjesto Laplaceovog operatora moze stajati bilo koji elipticki
operator drugog reda. Zanima nas pod kojim ¢e uvjetima rjeSenje u® problema
(6.32), (6.33) konvergirati prema rjesenju problema

du - Ofi(u) y
E+; G —0 XERL1>0 (6.34)
u(x,0) = up(x) x € R%, (6.35)

Pri tome prirodno pretpostavljamo da
upe(x) — up(x) kadae — 0 zass. x € R% (6.36)

Jednadzba (6.32) je parabolickog tipa i u teoriji parabolickih diferencijal-
nih jednadzbi se pokazuje da Cauchyjev problem (6.32), (6.33) ima jedinstveno
rjeSenje koje je glatko. S druge strane, vidjeli smo da hiperbolicka jednadzba
(6.34) moze imati slaba rjesenja koja nisu neprekidna te da takva rjesenja nisu
nuzno jedinstveno odredena pocetnim uvjetom. Stoga dodavanje Laplaceovog
operatora na desnu stranu jednadzbe (6.34) mozemo promatrati kao postupak
reqularizacije modela. Prijelazom na limes kada ¢ — 0 selektirat ¢emo jedno
rjesenje problema (6.34), (6.35) koje je grani¢ni slucaj regulariziranih rjesenja.

Teorem 6.2 Neka je zadovoljen uvjet (6.36) i pretpostavimo da niz glatkih rjeZenja
(u)e>0 zadace (6.32), (6.33) zadovoljava

[ [| o (Rax[0,00)) < C
uf(x,t) — v(x,t) kadae — 0 zass. (x,t) € R x (0,00).
Tada je v = u slabo rjeSenje zadace (6.34), (6.35).
Dokaz. Za svaku test funkciju ¢ € C*(R? x [0, 00)) rjesenje u® zadovoljava

| [ Zf,

Sada je lako vidjeti da koristenjem Lebesguevog teorema o dominiranoj konver-
genciji mozemo prije¢i na limes u svim ¢lanovima i dobivamo

/ /]R +Zfl

Drugim rije¢ima, v je slabo rjesenje zadace (6.34), (6.35). O

FAQ) dxdt = / U (X)p(x,0) dx.
R4

/R o000, 0) dx
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Zadatak 6.12 Formulirajte i dokazite teorem analogan Teoremu 6.2 u slu¢aju sustava

2u—l— Zl %fi(u) =0, xeR" t>0; u(x,0)=up(x), xcR.O

Slabo rjesenje zadace (6.34), (6.35) koje je dobiveno kao limes rjeSenja zadace
(6.32), (6.33) nazivamo viskoznim rjeSenjem. Moze se pokazati da je viskozno
rjesenje jedinstveno (Kruzkovljev teorem). Bez tog rezultata jedinstvenosti ra-
zliciti podnizovi rjeSenja viskoznog problema bi mogli konvergirati prema opéenito
razli¢itim limesima.

Primjer 6.6 Promatramo viskoznu Burgersovu jednadzbu
Ut + UUy = EUgy

i trazimo rjeSenje u obliku u(x,t) = w(x — st). Pri tome Zelimo rjesenje koje spaja dva asimp-
totska stanja, u; i u,.:
lim w(z,t)=w, lm wu(x,t)=u,. (6.37)

Tr——00 r——+o0

Uvodenjem nove varijable y = x — st vidimo da w mora zadovoljavati obi¢nu diferencijalnu
jednadzbu
—sw' +ww' = ew”.

Jednom integracijom dobivamo
1
—sw + §w2 =cw +C.

Iz uvjeta (6.37) zakljuéujeo da mora vrijediti

1 1
C=—su + Eu% = —su, + Qu?
i odatle je s = 0.5(u2 — u?)/(u, —w;) = 0.5(u, + w;) $to je brzina gibanja Soka. Diferencijalna
jednadzba sada prelazi u
ew' = —s(w—uy) + 5(
Ovdje vidimo da u oba sluc¢aja u; > u, i u, > u; dobivamo negativnu derivaciju. Stoga samo
u slucéaju u; > u, dobivamo rjeSenje w koje zadovoljava u, < w < u;. Nadalje pretpostavljamo

taj slucaj:
dw 1
= — E
/(wful)(wfur) 2€y+ ’

gdje je E integracijska konstanta koju mozemo zanemariti stoga Sto odgovara translaciji duz
osi x. Izlazi

w? —uf) = (w—w)[—s+ %(w—i—ul)] = %(w —up)(w — uy).

1 1 —u,
=5y = wzur—i—?(ul—ur)(l—tanhW)

1 ln‘w—ul

Uy — Uy W — Up

Od zakona sacuvanja (6.34) mozemo formirati nove zakone sac¢uvanja na
sljededi nacin. Pomnozimo jednadzbu (6.34) s funkcijom U’(u), pri ¢emu je
U: R — R konveksna funkcija. Dobivamo

, 8u B
ZU Wz =0.
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Definiramo funkcije F; pomocu relacija (i = 1,2,...,d)
Fi(u) = U'(u) fi(u) (6.38)

)

i time dobivamo novi zakon sacuvanja

OU(u) = OF(u)
ot +; oz

Primjer 6.7 Ako u 1D uzmemo U(u) = u*/2 dobit ¢emo F(u) = uf(u) — [ f(u) du.

Definicija 6.4 Par funkcija (U, F) koji se sastoji od konveksne funkcije U: R — R
i vektorske funkcije F = (F})%,, gdje je F} definirano s (6.38), naziva se entropijski
par. Funkciju U nazivamo entropijska funkcija, a F entropijski flux.

Na primjer, ako Burgersovu jednadzbu
Uy + uu, =0

pomnozimo s 2u dobivamo

(u?): + (§u3)x =0, (6.39)

(U(u) = u?, F(u) = 2u?/3). Uocimo da su te dvije jednadzbe ekivalentne samo
na glatkim rjesejima. Naime, iz Rankine-Hugoniotove relacije se vidi da je u

Burgersovoj jednadzbi brzina Soka jednaka s = (u; 4+ u,)/2, dok se za (6.39)

dobiva
2ud —u}
5= =
2 _ 2
3u; — uj

Zakljucak je stoga da za entropijski par (U, F) funkcija U(u) neée nuzno zado-
voljavati zakon sacuvanja ako sadrzi diskontinuitete.

Teorem 6.3 Neka su zadovoljeni uvjeti Teorema 6.2 i neke je (U, F) proizvoljan
entropijski par za zakon safuvanja (6.34). Tada svako viskozno rjefenje problema
(6.34), (6.35) zadovoljava entropijsku nejednakost

%U(u) + Z: %Fi(u) <0 (6.40)

u smislu distribucija na R? x (0, 00).

Dokaz. Buduéi da je u(z,t) viskozno rjesenje hiperbolicke zada¢e znamo da
postoji niz u®(z,t) rjesenja zadace (6.32), (6.33) koji konvergira prema u(x,t)
kada € — 0, kao u Teoremu 6.2.
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Pomnozimo li jednadzbu (6.32) sa U’(u®) i primijenimo definiciju entropijskog
fluksa (6.38) dobit ¢emo

—I—Za %) =eU'(u®)Au’.

Desnu stranu mozemo zapisati u obliku

o= & (v - ()

=1

8u
< E = &
c < O; < 6@) AU (),

gdje smo iskoristili konveksnost funkcije U, koja daje U” > 0. Time smo dobili
nejednakost

+ZE) 9) < eAU(uf).

Uzmimo pozitivnu test funkciju ¢ € C®°(R? x (0,00)), ¢ > 0; iz

/Ooo/Rd (% +Za —eAU(u )) ¢ dxdt <0

parcijalnom integracijom dobivamo

o0 d
/O /Rd (U(uf)% + ; E(uf)gi - 5U(u€)A¢> dxdt > 0

Prijelazom nalimes kada ¢ — 0, na isti nacin kao i u Teoremu 6.2 dobivamo da
viskozno rjesenje u(z,t) na limesu zadovoljava

[ (e om0

Smisao tvrdnje da je nejednakost (6.40) zadovoljena u smislu distribucija je da
nejednakost (6.41) vrijedi ta svaku funkciju ¢ € C°(R? x (0,00)), ¢ > 0. O

) dxdt > 0. (6.41)

Zadatak 6.13 Formulirajte i dokazite Teoreme 6.2 1 6.3 u slucaju hiperbolickog sustava. Na
desnoj strani perturbiranog problema uzmite eéAu, gdje je (Au); = Au;.

Zadatak 6.14 Dokazite Teorem 6.3 u sluc¢aju perturbacije opéim eliptickim diferencijalnim
operatorom drugog reda. Preciznije, neka je A(x) = (a;;(x)) simetri¢na i pozitivno definitna
glatka matri¢na funkcija te neka je viskozno rjesenje definirano kao limes rjesenja parabolicke

jednadzbe
d

o N Ofi(uF) 0 Ous J
W—’_Z o, —€i§::1 o, (aij(x)%j>7 x € R% t>0.

i=1

Dokazite da Teorem 6.3 vrijedi i u tom slucaju.
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Definicija 6.5 Slabo rjeSenje problema (6.34), (6.35) se naziva entropijsko rjeSenje
Ako za svaki entropijski par (U, F) i svaku pozitivnu test funkciju ¢ € C!(R?x |0, 00)),
¢ >0, vrijedi:

//Rd( e IS0

Uzimajuci u Teoremu 6.3 test funkcije koje se ne ponistavaju pri ¢t = 0 dobili
bismo nejednakost (6.42) umjesto (6.40). Drugim rije¢ima, viskozno rjesenje je
ujedno entropijsko. Stoga se ocekuje da je niz dodatnih nejednakosti koje entropi-
jsko rjesenje mora zadovoljavati dovoljan za selektiranje jedinstvenog rjesenja.

Neka je u(z,t) entropijsko rjesenje problema (6.34), (6.35) i pretpostavimo
da je ono glatko. Tada se lako pokazuje da u podrucju glatkoc¢e rjesenja mora
vrijediti entropijska nejednakost u diferencijalnoj formi, tj.

d
0
i=1 ¢

dok na plohama diskontinuiteta imamo

) dx dt+/ Ul(up(x))o(x,0) dxdt > 0. (6.42)

d
)+ Y na[Fi(w)] <0, (6.43)

i=1
gdje je n = (ngy,...,Nq,,n:) jedinicna normala na orijentabilnu plohu diskonti-

nuiteta, a [-] je oznaka za skok polja: [u] = uy —u_. U jednodimenzionalnom
slucaju imamo
s|U(w)] = [F(u)], (6.44)
gdje je s = 2/(t) i © = z(t) je parametrizacija linije diskontinuiteta. Te su
nejednakosti dovoljne da se eliminiraju nefizikalni Sokovi.
Entropijski par koji je vrlo koristan kod skalarnog zakona sa¢uvanja je dan
formulama

Ulu) = |lu—k|,  Fj(u) = sgn(u—k)(f;(u) = f;(k)). (6.45)

Radi se o familiji entropijskih parova s realnim parametrom k. Kako funkcije Fj
nisu glatke potrebno je provjeriti da (U, F) zaista mozemo uzeti kao entropijski
par. U tu svrhu izgladimo funkciju |z|, tako da uzmemo funkciju G € C*(R)
koja zadovoljava G(z) = |x| za sve |z| > 1. Tada je funkcija

x—k
),

£
glatka aproksimacija funkcije U(x) = |z — k|. Definiramo

Ff(x) = /: GL(2)f(z)dz

i (G*,F?) je gladak entropijski par.

G*(x) = eG(
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Zadatak 6.15 Dokazite da za svako z, osim (eventualno) x = k, vrijedi

lim G*(z) =U(z), lim F(z)= Fj(z)

e—0 e—0 7

gdje su U(z) 1 F;(z) dani s (6.45).

Bududi da entropijsko rjesenje u(x,t) problema (6.34), (6.35) za svaku pozi-
tivnu test funkciju zadovoljava

/Ooo /R (Ge +ZF€ axz) axdt + | G (uo (%)) (x, 0) dxdt > 0,

prijelazom na limes kada ¢ — 0 dobivamo

A /( +ZF axz> dxat + [ Uluo(x))o(x.0) dxdt > 0

Time je dokazano da je (6.45) dobar entropijski par.

Zadatak 6.16 Dokazite tu tvrdnju pomoéu Legesgueovog teorema o dominiranoj konvergen-
ciji.

Napomena 6.3 Koristedi rezultate konveksne analize moguce je pokazati da je slabo rjeSenje
zadace (6.34), (6.35) entropijsko akko zadovoljava entropijsku nejednakost (??) na entropijskim
parovima oblika (6.45) za sve k € R.

U slucaju jednodimenzionalnog zakona sacuvanja i strogo konveksnog fluksa
imamo ovaj rezultat (vidi Godlewski, Raviart [1]):

Teorem 6.4 Neka je f: (a,b) — R strogo konveksna funkcija i neka je u: R X
[0,00) — (a,b) po dijelovima glatko slabo rje¥enje zadace

ou  0f(u)

ot Ox
u(x,0) = up(x) x €R,

=0, xeR,t>0

I pretpostavimo da, u smislu distribucija, vrijedi

) )
U (W) + 5 F(u) <0 (6.46)

za barem jednu strogo konveksnu entropiju U = Uy. Tada je (6.46) zadovoljena za
sve entropije U.

M. JURAK 8. travnja 2005.



64 HIPERBOLICKI ZAKONI SACUVANJA

6.8 Entropija hiperbolickih sustava

U slucaju skalarnog zakona sacuvanja svaka konveksna funkcija generira jedan
enropijski par, koji pak generira jedan uvjet tipa nejednakosti koji mora biti zado-
voljen na svakom diskontinuitetu. U sluc¢aju sustava takvo bogatstvo entropija
ne postoji.

Ako imamo sustav parcijalnih diferencijslnih jednadzbi

0 ;)
50t Z; a—mifi(u) =0, (6.47)

(u: RY — RP) onda pomoéu njega mozemo konstruirati novi (skalarni) zakon
sacuvanja na sljede¢i na¢in: Uzmimo konveksnu funkciju U: R? — R i pomnozimo
sustav skalarno sa DU (u):

ZDU axz fi(u) =0,

Prvi ¢lan u jednadzbi mozemo zapisati u obliku
8uj 0
— ==U
Z au] 825 ot (w)

Drugi ¢lan ima oblik

DU (u) - %fi(u) = DU(u) - Df;(u) g;ll = Df;(u)" DU (u) - g;

Ako postoji funkcija F;: RP — R takva da je

DF;(u) = Df;(u)" DU (u), (6.48)
za sve u € RP, onda je
0 0

i dobivamo novi skalarni zakon sacuvanja

0
u) + Z %E(u) =
i=1 ¢

Prema tome, par (U,F) koji se sastoji konveksne funkcije U i vektorske
funkcije F = (F},...,Fy), ¢ija svaka komponenta F; zadovoljava (6.48) nazi-
vamo entropijski par; Funkcija U se naziva (matematicka) entropija, a vektorska
funkcija F entropijski fluks.
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Napomena 6.4 Najcesce rjesenje jednadzbe (6.47) prima vrijednosti u nekom konveksnom
skupu Q C RP? tako da enropijski par mora biti definiran sao na {2 umjesto na ¢itavom RP.

Vidimo da je definicija entropijskog para direktna generalizacija skalarnog
slucaja, no za razliku od skalarnog slucaja jednadzba (6.48) predstavlja netrivi-
jalan sustav parcijalnih diferencijalnih jednadzbi koje treba rijesiti. Egzistencija
entropijskog para je specijalno svojstvo sustava i ona generira dodatne uvjete
koje treba zadovoljiti fizikalno dopustivi Sokovi, posve analogno kao u skalarnom
slucaju.

Primjer 6.8 Ako u p-sustavu

or _ou _
at  Om
ou  Op
— 4+ —=0.
ot + om
pomnozimo prvu jednadzbu s —p(7), a drugu s u te zbrojimo, dobivamo
0,1, 0
—, \= - P _— =
£ (5u* = P(7) + o (up(r)) =0,

gdje je P primitivna funkcija za p. To je novi zakon saéuvanja pa je stoga U(7,u) = u?/2— P(7)
entropija, a F(7,u) = up(7) entropijski fluks. Druga derivacija entropije je

D2U(r,u) = {_pé)m ﬂ

pa vidimo da je U strogo konveksna funkcija ako je p’(7) < 0. To je bio i uvjet stroge hiper-
boli¢nosti.

Zadatak 6.17 Neka su matrice Df;(u) simetricne, tj.

Ofij _ Ofik
Oup  Ou;
Tada postoje skalarne funkcije g;(u) takve da je
9gi _
8Uj -

(Zasto?) Pokazite da je tada funkcija

strogo konveksna entropija s entropijskim fluksom
p
Fi(u) = Zujfji(u) —gi(u).
=1
Teorem 6.5 Neka je U: Q) C RP — R strogo konveksna funkcija. NuZan i dovoljan
uvjet da bi U bila entropija za sustav (6.47) je da su matrice D?U(u)f;(u), 1 <i <d

simetri¢ne.
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Zadatak 6.18 Dokazite Teorem 6.5. (Vidi [2]).

Metoda koju smo primijenili na racun entropijskog para p-sustava sastoji se
u tome da manipulacijama sustva dodemo do novog skalarnog zakona sacuvanja,
umjesto da neposrdno rjesavamo sustav (6.48). Isti postupak nam pomaze i kod
Eulerovih jednadzbi.

Primjer 6.9 (Entropija za sustav Eulerovih jednadZbi) Promatramo Eulerove jednadzbe gibanja
idealnog plina:

& = ’JJj
0 LA
g (PE)+ aTj((PE+P)“J) =0

Pretpostavljamo da je plin politropan (ima konstantne specificne topline) pa je stoga e = ¢, T'
(c,=konstanta, T' je temperatura) te p = (y — 1)pe, a E = e + u?/2.
Fizikalna entropija s se definira sa

1
TdS = de —I—pd(;) — de — %dp.

Mnozeéi jednadzbu sacuvanja koli¢ine gibanja s u; dobivamo
(pu;) + Z ul puZuJ +pdij) =

Uvlacenjem komponente u; pod znak derivacije dobivamo

10 2) 123 0 o
27 (P 2’815 Za pu“J 5“1';8—:@('0%”“18_@_0’

$to zbog jednadzbe kontinuiteta prelazi u

Oduzimajuéi dobiveni izraz od jednadzbe sacuvanja ukupne energija dobivamo jednadzbu ”sacuvanja”

mehanicke energije
3 3 op
g ((pe + p)us) — ;“laxl =0.

Nadalje je
0 oy _go (050e 850p
ot P =55+ (668t+8p8t)
_g (L% _p O
ot Tot  p°T o0t
1 P dp 10
_T<ST_;_6>E+T§( )
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(Funkcija h = e+p/p je (specificna) entalpija, a ¢ = e+p/p— ST Gibbsova energija ili slobodna
entalpija). Analogno dobivamo

4 ~ 59 (o, y(L2 _p O
AP Ny L0 ey POy Ui Op
T <ST P e> ox; (pus) + T Ox; (puse) + Tp Ox; (pu:) Tp Ox;

1 P 0 1 0 1 0op
=7 <ST P 8) a—xi(/)uz) + Ta—xi((P@+p)uz) T% g0,

Zbrajanjem ovih dviju jednakosti i uvazavanjem jednadzbe kontiniteta te zakona mehanicke
energije dobivamo

3 3 3
S8+ 81 (oS) = 7 (%(pe) +3 ai ((pe + pus) — Zui%> 0.

i=1 i=1 i=1 ¢

Time je dobiven skalarni zakon sacuvanja za fizikalnu entropiju. Nadalje, funkciju S mozemo
izra¢unati eksplicitno u sluc¢aju politropnog plina. Jednostabn ra¢un daje

S =50+ cy ln(%), (So = konstanta),
p

gdje je v = ¢p/cy = 14+ R/c, > 1, a R je konstanta iz Boyle-Mariotteovog zakona. Ako S
promatramo kao funkciju konzervativnih varijabli (p,q = pv, E), iz

p=(y—1)pe=(y—1)(pE — plv|*/2)

dobivamo

2
S=5+c¢, (ln(pE— %)—’ylnp).

Neposredan ali dugacak racun pokazuje da je funkcija

(p,q,E) — —pS(p,q, E)

strogo konveksna i stoga predstavlja (matematicku) entropiju s entropijskom fluksom F; =
—pu;S (provjerite neposredno). Stoga zaklju¢ujemo da na rjeSenjima koja nisu glatka vrijedi
nejednakost

9 5)+zgj O (puiS) >0
at p i1 8%1 Pl =

Na svako Soku mora vrijediti entropijska nejednakost

3

[pSIn: + Z[puZS]nx >0. O
i=1

6.9 Jednodimenzionalni Riemannov problem

Entropijske nejednakosti nam omogucavaju da u slucaju skalarnog jednodi-
menzionalnog zakona sacuvanja konstruiramo entropijsko rjesenje Riemannovog
problema. Vidjeli smo da takvo rjesenje mozemo konstruirati pomoc¢u Sokova koji
povezuju konstantna stanja i lepeza, rjeSenja koja ovise o varijabli z/t. Problem je
bio u tome sto je pomocu Sokova moguée konstruirati rjeSenja koja nisu viskozna,
tj. koja ne zadovoljavaju entropijsku nejednakost (6.44) za svaki entropijski par.
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Zadatak 6.19 Pokazite da slaba rjeSenja konstrirana u Primjeru 6.10 nisu entropijska. Koris-
tite entropiju U(u) = v?/2. O

Podsjetimo se da u jednodimenzionalnom slucaju svako po dijelovima glatko
slabo rjesenje zadace

u+ flu), =0 xR t>0
u(z,0) =up(x) = €R,

na svakom Soku mora zadovoljavati Rankine-Hugoniotov uvjet
slu] = [f(w)], (6.49)
a da entropijsko rjesenje mora k tome zadovoljavati entropijsku nejednakost
S[Uw)] > [F(u)], (6.50)

Napomena 6.5 Svaka afina funkcija je konveksna (mada ne i strogo konveksna) pa mozemo
promatrati entropijske parove (u, f(u)) i (—u,—f(u)). Primijenjujuéi entropijsku nejednakost
na njih vidimo da (6.50) sadrzi u sebi Rankine-Hugoniotov uvjet (6.49).

Propozicija 6.2 Neka po dijelovima glatka funkcija u(x,t) zadovoljava Rankine-
Hugoniotov uvjet (6.49) na nekoj liniji prekida (3oku). Na tom prekidu ona zado-
voljava entropijsku nejednakost (6.50), za svaki entropijski par (U, F'), akko vrijedi
jedan od ova tri uvjeta:

5 > M zasve k € R izmedu u_ i uy (6.51)
Uy — k
s < Jluo) = J(F) zasve k € R izmedu u_ i uy (6.52)

u_ — k

%0ﬂwu+ﬂ—aﬂﬁzaﬂwﬂ+ﬂ—aVWH s>
(i) flau— + (1 —a)uy) < af(u-) + (1 —a)f(uy) zauy <u-

za0<a<l.

Dokaz. Promatrat ¢emo samo enropijske parove oblika
Uu) = lu—kl,  F(u) =sgn(u—k)(f(u) — f(k))

sto je prema Napomenu 6.3 ekvivalentno promatranju svih mogué¢ih entropijskih
parova. Nejednakost (6.50) sada glasi

s(luy — k| =Ju_=k]) = (uy = k) (f (uy) = f(F)) = (u— = k)(f (u-) = f(K)). (6.54)
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Promatrat ¢éemo samo slucaj ; suprotan sluéaj se dokazuje analogno.
Za k > uy > u_ entropijska nejednakost prelazi u

s(u— —uy) > flu) — f(uy)

dok za uy > u_ > k prelazi u

s(uy —u_) > flug) — flu-)

sto je zajedno ekvivalentno s Rankine-Hugoniotovim uvjetom (6.49). Stoga je
dovoljno promtrati slucaj uy >k > u_.
Zauy >k >wu_ (6.54) prelazi u

S(us +us — 2k) > flug) + flus) — 2f (k). (6.55)

Pribrajajué¢i Rankine-Hugoniotov uvjet (6.49) dobivamo

2s(uy — k) > 2(f(uy) — f(k))

sto je (6.51). Analogno, oduzimanjem dobivamo (6.52).
Uzmimo k = au_ + (1 — a)uy za a € [0,1]; Uvrstavnjem u (6.55) dobivamo

(1= 20)(u- —us) > flus) + Fu) —2f(au_ + (1 — a)uy)

odnosno, prema RH-uvjetu

2a = 1)(f(uy) = flu)) = flug) + flu-) = 2f(ou + (1 = @)uy)

sto je (6.53) (i). Obratne tvrdnje slijede lagano. Time je ekvivalencija dokazana
u slucaju uy > u_. Slucaj uy < u_ tretira se analogno. [J

Iz Propozicije 6.2 dobivamo geometrijske informacije o dopustivim Sokovima.
Ako je u_ < u,, onda je ok dopustiv ako graf funkcije f(u) lezi iznad spojnice
tocaka (u_, f(u_)) i (uy, f(uy)). Za diskontinuitet u_ > wuy graf funkcije mora
lezati ispod spojnice. Posebno, odavde dobivamo da su kod konveksnog fluksa
dopustivi jedino Sokovi oblika u_ > wu,, dok je za konkavni fluks obratno.

Nadalje, iz (6.51) i (6.52) slijedi

fllug) <5 < f'(u-).
Taj uvjet u nekim sluc¢ajevima vrijedi u jacoj formi
filug) <s < f'u-)

(na primjer kod strogo konveksnog ili konkavnog fluksa) i kao takav se generalizira
na sustave (Laxov uvjet entropije). Geometrijski on kaze da brzina Soka mora
biti izmedu karakteristicnih brzina s lijeva i zdesna te da karakteristike moraju
ulazitt u Sok.
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Konaé¢no, pomocu sokova i rezrjedenja mozemo konstruirati entropijsko rjesenje
Riemannovog problema. Uzmimo da je na primjer u_ < uy. Pocetni diskon-
tinuiet moze evoluirati u val razrjedenja ili Sok, ovisno o polozaju spojnice tocaka
(u_, f(u-)) i (uy, f(uy)) u odnosu na graf funkcije. Ako graf funkcije lezi iznad
spojnice, onda je dozvoljiv Sok, dok u suprotnom moramo koristiti razrjedenje.
Rjesenje oblika vala razrjedenja moze se konstruirati samo na dijelovima grafa
funkcije f(u) na kojima je ona konveksna pa stoga trebamo promatrati donju
konveksnu ovojnicu f. funkcije f. Interval (u_,u,) bit ée podjeljen na intervale
razrjedenja — tamo gdje je fluks strogo konveksan i gdje imamo rjesenje u ob-
liku vala razrjedenja, i afine dijelove koji odgovaraju entropijskim Sokovima. U
slucaju u_ > u, treba promatrati gornju konkavnu ovojnicu.

6.10 Linearni sustavi
Promatramo linearan sustav

w +Au, =0 (6.56)
u(z,0) = ug(z),

gdje jeu: R x [0,00) — R™ i A € R™™,

Definicija 6.6 Sustav (6.56) je hiperboli¢ki ako je matrica A dijagonalizabilna i
ima realne svojstvene vrijednosti. Sustav je strogo hiperboli¢ki ako su sve svojstvene
vrijednosti medusobno razli¢ite.

U slucaju hiperbolickog sustava mozemo naéi realnu i regularnu matricu R
takvu da je
A =RAR™!,

gdje je A = diag(\y,...,\,) matrica svojstvenih vrijednosti. Iz RA = RA
vidimo da su stupci matrice R = [ry ... r,,] svojstveni vektori matreice A:

AI‘Z‘ = /\zrz

Sustav ¢emo rijesiti tako da ga svedemo na dijagonalni. U tu svrhu uvodimo
novu varijablu
v=Rtu.

Mnozenjem (6.56) s R dobivamo
v+ Av, = 0.
Time smo dobili m neovisnih jednadzbi
(p)e + Ap(vp)e =0, p=1,...,m,
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koje imaju rjesenja v,(z,t) = vy(x — A\pt,0); pri tome je vy(x,0) = (R ug(2)),.
Rjesenje se moze zapisati u obliku

u(z,t) = vy(z — Mt, 0)r,.

p=1

Krivilje (pravce) o = x¢ + A\pt nazivamo karakteristikama (p-ta karakteristika).
U rastavu rjeSenja po svojstvenim vektorima matrice A koeficijent v,(x,t) koji
stoji uz r, je konstantan na p-toj karakteristici.

Rjesenje moze biti promatrano kao superpozicija m nezavisnih valova oblika
vp(z, 0)r,, koji propagiraju brzinom \,, neovisno jedan o drugome, bez promjene
oblika. Rjesenje je narocito jednostavno ako je v,(x,0) konstanta za sve p-ove
osim jednog: v,(z,0) = ¢, za p # i. Tada je rjesenje

u(z,t) = Z cplp + vi(x — A\pt, 0)r; = ug(x — A\pt).
pF#i

Rjesenja ovog oblika nazivaju se jednostavni valovi i mogu se pojaviti i u nelin-
earnom slucaju.

Primjer 6.10 Treba rijesiti valnu jednadzbu
Upp = cQum, reR, t>0

s pocetnim uvjetima
u(z,0) = ug(x), w(x,0)=wui(x).

Jednadzba se moze zapisati u obliku sustava ako se uvedu varijable v; = u, i v9 = u;. Tada

dobivamo sustav
v2], —c 0 v2]

Gornjim postupkom dolazimo do rjesenja

vi (@, t) = = [up(z + ct) + éul(x +ct) + uy(z — ct) — %ul (z — ct)] (6.57)

ve(w,t) = = [cug(z + ct) + uy(z + ct) — cug(z — ct) + uy (z — ct)]. (6.58)

N = N =

Zadatak 6.20 Izvedite formule (6.57), (6.58). Izracunajte u(z,t).

Zadatak 6.21 Rijesite linearizirane jednadzbe plitke vode

U u 1| |u
S =0.
o, 4l 2.
gdje su i ¢ > 0 neke konstante, s nekim zadanim pocetnim uvjetima.
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Pokazimo sada kako se rjesaa Riemannov problem za sustav (6.56). Pri tome
¢emo pretpostaviti da je sustav strogo hiperbolicki i svojstvene rijednosti ¢emo
poredati uzlazno:

A< Ay <o < Ay

uO(I):{UZ r <0

u x>0

Pocetni uvjet

rastavimo po svojstvenim vektorima matrice A:

m m
w = E apry, U, = E Bplp.
p=1 p=1

Tada je

a, <0
vp(x,O) B {5p x>0
p

i stoga

— M\t
vp(x,t): ap, T ot <0
By x—At>0

Oznac¢imo s P(z,t) maksimalan indeks p za koji je x — A,t > 0, tada je

P(xz,t)
Z Bprp + Z ozprp.
p=P(z,t)+
m karakteristika x = A\,t, p = 1,..., mdijele gornju (z, t) poluravninu na m+1

dijelova u kojima je rjesenje konstantno. Prilikom prijelaza p-te karakteristike
dolazi do skoka rjesenja

[u] = (8, — ap)ry.
Buduéi da svaki diskontinuitet mora zadovoljavati Rankine-Hugoniotov uvjet,
kako je f(u) = Au imamo
[f] = Alu] = (8, — a;)Ar,
= (Bp — ap)Aprp = Ap[ul

i stoga vidimo da diskontinuiteti propagiraju karakteristicnim brzinama.
Rjesenje mozemo zapisati u obliku skokova na sljedeéi nacin:
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Posebno je jednostavan slucaj kada je u, — u; svojstveni vektor matrice sustava.
Tada je 3, = «a, za sve p osim jednog, npr. p = ¢. Tada diskontinuitet jednos-
tavno propagira brzinom ;. U opcéem slucaju treba razliku u, — u; razviti po
svojstvenim vektorima

u. —u = (ﬁ1 —061)1'1 + -+ (5m_am)rm

i tada svaki pojedini skok (3, — a,)r, propagira svojstvenom brzinom A,,.

6.11 Teorem egzistencije i jedinstvenosti za skalarni
zakon sacuvanja

U ovoj sekciji formuliramo opéi teorem egzistencije i jedinstvenosti slabog
enropijskog rjeSenja za Cauchyjev problem za skalarni zakon sacuvanja:

du | > ifj(u) =0, xeR% te(0,T) (6.59)
u(x,0) = up(x), x € R (6.60)

Definicija 6.7 Totalna varijacija funkcije u € L () je broj

loc

d

99 .

TV (u) = sup{/QuE j aj dr: ¢ € CHQ), |dillie@ < 1, i = 1,....d}.
i=1 "

Funkcije iz L. (£2) sa svojstvom da im je totalna varijacija kona&na nazivamo funkcije
ogranitene varijacije i linearan prostor svih takvih funkcija oznatavamo s BV (12).

U prostor BV (Q) N L'(Q) uvodimo normu

lullBvi) = lJullLr @) + TV (u),

s kojom je on Banachov prostor.

Derivacije u smislu distribucija funkcija iz BV (2) nisu opéenito funkcije veé
Radonove mjere. Naime, prema Rieszovom teoremu reprezentacije (vidi C. Evans,
F. Gariepy [3]) postoji (pozitivna) Radonova mjera p i p izmjeriva funkcija
o: R? — R? takve da je

zasve ¢, € CH(Q),i=1,...,d.

Teorem 6.6 Neka je ug € L>°(R?). Tada problem (6.59), (6.60) ima jedinstveno
entropijsko rjedenje u € L=°(R? x (0,7')) koje ima ova svojstva:
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Za svako t € [0,7") vrijedi

lu(e, )| oo (ray < |tol| Loo (ray;

Ako su u i v dva entropijska rjeSenja koja odgovaraju poletnim uvjetima uyg i
v respektivno, onda za svako t € [0,T) vrijedi

u >vg = u(-t) >v(,t);

Ako je ug € L=(R%) N BV (RY), onda je u(-,t) € BV(R?) zasve t € [0,T) i
vrijedi
TV (u(-,t)) < TV (up);

Ako je up € L°(R%) N L*(RY), onda je za sve t € [0,T)

/R 1) dx = /R () dx.
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Konacne diferencije za skalarne
zakone sacuvanja

U ovom poglavlju promatramo metodu konac¢nih diferencija za Cauchyjevu
zadacu

ov  Of(v)
8t+ o =0, z€R, t>0, (7.1)
v(z,0) =0°(z), z€R, (7.2)

gdje je f funkcija klase C? i v° € L*(R). Zanimat ¢e nas klasa eksplicitnih
jednokoracnih metoda c¢ija je upotreba najjednostavnija. U izlaganju slijedimo

[1].

7.1 Diferencijske sheme u konzervativnoj formi

Diskretizacija je zadana na uniformnoj mrezi s prostornim korakom Ax i
vremenskim korakom At. Samu mrezu i funkcije definirane na mrezi oznacavat
¢emo, kad je to zgodno, simbolom A. Kada promatrama familiju mreza uvijek
pretpostavljamo da je parametar

Al

N =
Az

konstanta (isti za svaku mrezu).
Opcenito eksplicitnu diferencijsku shemu s 2k + 1 tocaka mozemo zapisati u
obliku

Wt =H! ., ... u}y), n>0,j€Z, (7.3)

gdje je H: R**+! — R neprekidna funkcija, a u} aproksimacija tocnog rjesenja
v(z,t) u tocki (x;,t") = (jAz,nAt).

1)
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Funkcija H definira operator Ha koji djeluje na beskona¢nim nizovima po
formuli

u = (u]’)jez, HA(U)]‘ = H(uj,k,...,u#k).

S tom notacijom shemu (7.3) mozemo zapisati kao operatorsku jednadzbu na
beskonac¢nim nizovima:

u" = Ha(u™).
Prostor svih apsolutno sumabilnih nizova oznacavamo kao i do sada s [;.

Definicija 7.1 Diferencijska shema (7.3) ima konzervativnu formu ako postoji ne-
prekidna funkcija g: R?* — R za koju je
H(U,k, s 7uk) = Ug — A (g(u7k+17 ce auk) - g(U,k, s 7uk71)) . (74)

Funkcija g je ocito odredena samo do na aditivnu konstantu. Shema u konz-
ervativnoj formi ima oblik

U?+1 = U? - A(Q(U?—mlv e 7u?+k) - g(u;b,k, e 7U?+k—1>>7 (7.5)

ili, ako uvedemo pokratu

9;‘1+1/2 = g(“?—k—i—lv e ,U;'L+k)a
onda dobivamo
U?H = U? - )‘(9?+1/2 - 9;‘1—1/2)- (7.6)

Propozicija 7.1 Diferencijska shema (7.3) ima konzervativnu formu ako i samo ako
za svaki niz u = (u;) ez € l za koji je Ha(u) € [y vrijedi

Z H(wj_g, ..., ujrp) = Z u;. (7.7)

JEZ JEL.

Dokaz. [J
Svaka se shema u konzervativnoj formi moze napisati u obliku
U?H —uy n Q(U?—Hp e ’u?—f-k)) - g(u?—ka e au;‘l+k—1) —0
At Az '

Odavde prirodno imamo sljede¢u definiciju konzistentnosti:
Definicija 7.2 Diferencijska shema (7.5) je konzistentna s jednadZbom (7.1) ako
vrijedi

VueR, g(u,...,u)= f(u). (7.8)
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Pri analizi konvergencije diferencijske sheme mreznoj funkciji (u) ¢emo pridruziti
po dijelovima konstantnu funkciju ua(z,t), definiranu na R x [0, 0o) formulom:

ua(z,t) =uj za w1/ <T < Tjyi, 1" << L (7.9)

J

gdje je 112 = (j+1/2)Ax. Pocetni uvjet za diferencijsku shemu (u?) dobivamo
iz pocetnog uvjeta v°(z) uzimanjem srednjih vrijednosti

1 Tjtr1/2
u! / v0(x) dx. (7.10)

] —_ ——
AZ‘ Tj—1/2

Teorem 7.1 (Lax-Wendroff) Neka je (7.5) diferencijska shema u konzervativnoj
formi konzistentna s jednadzbom (7.1) i neka je poletni podatak za shemu dan
formulom (7.10).

Pretpostavimo da postoji niz (Axz)ren takav da

Agr — 0 k— o0, Axt=NArr (A= konstanta)
te da na tom nizu vrijedi:

|ua, |l oo ®x[0,00)) < C
ua, —u u L (R x[0,00)) is.s.

Tada je u(z,t) slabo rjedenje zadace (7.1), (7.2).
Dokaz. [

Ako shema nije u konzervativnoj formi moze se desiti da konvergira prema
funkciji koja nije slabo rjesenje jednadzbe (7.1), odnosno ne zadovoljava Rankine-
Hugoniotove uvjete na Sokovima.

Nakon Teorema 7.1 ostaje nam odrediti dovoljne uvjete konvergencije aproksi-
mativnih rjeSenja, uvjete koji osiguravaju entropijske nejednakosti i red toc¢nosti
sheme. Pocet ¢emo s redom tocnosti.

7.2 Red tocnosti

Definicija 7.3 Red to&nosti diferencijske sheme (7.3) je najveéi broj p > 1 takav
da za svako glatko rje¥enje v(z,t) jednadzbe (7.1) i A = At/Ax konstantno vrijedi:

v(x,t+ At) — H(v(x — kAx,t), ..., v(r + kAx,t)) = O(APT).

Lako je vidjeti da je ova definicija konzistentnosti u skladu s ranijim definicijama,
danim za linearne sheme.
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Propozicija 7.2 Neka se diferencijske sheme (7.3) moZe zapisati u konzervativnoj
formi (7.5) i neka je konzistentna s jednadzbom (7.1). Pretpostavimo da je H funkcija
klase C® i da je A\ = At/Axz konstantno. Tada za svako glatko rjeSenje v(z,t)
jednadzbe (7.1) vrijedi

v(x, t+ At) — H(v(x — kAz,t),...,v(x + kAz,t)) = — Atzag (ﬁ(v, )\)g—v(ac,t)>
x x
+ O(AP),
gdje je
k
! LOH 1.,
Dokaz. [

Propozicija 7.2 nam kaze da je shema (7.3) samo prvog reda to¢nosti ukoliko
B(v, ) nije identicki jadnako nuli. K tome, lako je pokazati da ako je v(z,t)
rjeSenje modificirane diferencijalne jednadzbe

v  Of(w) 50 v
TR At2% (ﬁ(v,k)%(ﬂfat)) ;

onda je
v(x,t+ At) — H(v(x — kAx,t),...,v(z + kAx,t)) = O(A).

Modificirana diferencijalna jednadzba, kao i u linearnom slucaju, moze posluziti
za proucavanje svojstava diferencijske sheme.

7.3 Primjeri trotockovnih shema

Primjer 1. Linearna diferencijska shema

ntl

U;

— n n n

= C_1U;_q + CoUj + C1Ujq,

moze posluziti za aproksimaciju linearne transportne jednadzbe
vy +av, =0 (a je kostanta).

Lako se provjeravaju ovi uvjeti:

konzervativnost: c_1+cy+ ¢ =1,
konzistentnost: c_; —c; = A,

2. red tocnosti: c_q + ¢ = A2
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Odavde slijedi da postoji samo jedna trotockovna linearna shema koja je konzis-
tentan, nonzervativna i drugog reda tocnosti. To je Lax-Wendroffova shema

ntl _

n n n 1 n n n
uj uy — 5)\a(uj+1 —u? )+ 5)\2@2(%“ —2uj +uf ).

J

Shema je L?-stabilna uz uvjet Aa| < 1.
Primjer 2. Lax-Friedrichsova shema za jednadzbu (7.1):

n 1 n n
uj = 5 (Wi +uig) =

Numericko fluks je

() — Pl ).

9" (,0) = 5 (F() + F(0)) — 5 (0 —u).

Shema je linearno L%-stabilna za A|a| < 1.
Primjer 3. Upwind shema. U linearnom slucaju shema ima oblik
il _ P=Xa(uf —uj ) a>0
u?

u
! —Xa(uf, —u}) a<O0.

Neposredna generalizacija na nelinearnu jednadzbu (7.1) moguca je samo ako je
fluks f(v) monoton. U tom sluc¢aju imamo:

it _ { ~ NS ) = ) 120
’ ul = A(f(uly) — f(ul)) f <0,

Shema je linearno L?-stabilna za A|a| < 1.

Primjer 4. Godunovljeva shema. Princip na kome je shema izvedena je
sljedec¢i: pretpostavimo da je rjesenje diskretnog problema poznato na vremen-
skom sloju t = t" i pokaZimo kako se definira za t = t"*!. Za t = t" imamo
definiranu po dijelovima konstantnu funkciju ua (z,t"),

u

UA(I, tn) = UJ;L za T € (Ij_l/g, l’j+1/2).

Na sloju t = t"*! rjesenje definiamo u dva koraka:
1) Rijesimo problem

aw a _ n 4gn+1
E‘f—% (w)=0, zeR, te(t"t") (7.12)
w(x, t") = ua(z,t"), xR (7.13)

2) Definiramo vrijednosti na vremenskom sloju ¢ = ¢"*! kao srednje vrijednosti
rjeSenja w(x, t"T1):

1 Tj+1/2
wtt = A—/ w(x, ") da. (7.14)
T

Tj—-1/2
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Zatim se cijeli postupak iterira.

Da bi procedura bila izvediva potrebno je rijesiti probleme (7.12), (7.13).
Tu nam pomaze sljede¢a primjedba: Problem (7.12), (7.13) je niz Riemannovih
problema cije se rjeSenje moze lokalno konstruirati pomoéi sokova i razrjedenja.
Lokalno konstrirana rjesenja daju globalno rjesenje problema (7.12), (7.13) sve do
trenutaka kada susjedni Sokovi i valovi razrjedenja ne kolidiraju. Lako je vidjeti
da se to nece desiti sve do trenutka ¢t = t"*! = ¢" + At ako je zadovoljen uvjet

Amax{|f'(v)]: mjinu? <ov< mjaxu?} <

. (7.15)

DN —

(Taj uvjet kaze da u vremenu At karakteristike nece prijeéi udaljenost veéu od
Ax/2.)

Ako uvedemo lokalni Riemannov problem

8wR 0

— + = =0 R, t € (0, At 7.16
ot +8l'f(wR> ;T ENR, E(a ) ( )

A <0
wR($aO> = {uj ! ) (717)

ui, x>0

onda je
T —T;

w(z, ") = wR(—]+1/2;u?,u?+1), x € (xj,T41). (7.18)

At

Bududi da je w toéno rjesenje Cauchyjeve zadace (7.12), (7.13) mozemo izvrsiti
sljede¢u parcijalnu integraciju:

R Ve (A
0= / / (— + —f(w)) drdt
in 2512 gt Oz
Tjt+1/2 Tjt+1/2
:/ w(z, t") dx —/ w(zx, t") dx

Tj_1/2 Tj—1/2
tn+1

+Z’ [F(waysay2 — 0,8)) — Fw(z;-ajo +0,8))] dt

= Ax(u?t! — u}) + At (f(wR(O—; uf, vy ) — f(wr(0+; u}‘_l,u"))) ,

J J

gdje smo iskoristili definiciju (7.14), formulu (7.18) te ¢injenicu da je
t— w(zjt12 £0,t)

konstanta sve do vremena kada susjedni Riemannovi problemi ne stupe u inter-
akciju. Uocimo jos da je funkcija

$'u;l, uj,y)), (t> 0 fiksirano)

v ol
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neprekidna u nuli. Naime, funkcija wg nije neprekidna u nuli ako ima stacionarni
ok, no tada Rankine-Hugoniotov uvjet (O[wg] = 0 = [f(wgr)] daje neprekidnost
kompozicije f(wg). Stoga imamo

W =l — X (f(wr(0; ), uly)) — flwr(0;ul_y,ul))) . (7.19)

Numericki fluks je
gG(u, v) = f(wg(0;u,v)). (7.20)

Da bismo izrac¢unali Godunovljev fluks trebamo znati rijesiti Riemannov problem.
Preciznije, potrebno nam je samo poznavanje rjeSenja Riemannovog problema na
osi x = 0. Iz tog mozemo prvo zakljuciti da uvjet stabilnosti (7.15) mozemo
oslabiti do uvjeta:

Amax{|f'(v)[: minu} <v < maxuj} <1 (7.21)
j j

Naime, dovoljno je da krakteristike iz tocke z;_;/» u vremenu At ne stignu do
.Z'j+1/2 ili [IZ’j_g/g.

Pogledajmo kako bismo izracunali Godunovljev fluks u slucaju strogo kon-
veksne funkcije f (f” > 0). Tada su dva stanja u (lijevo) i v (desno) povezana

Sokom ako je u > v ili lepezom ako je u < v.
U slucaju soka (u > v) evidento je

‘ _Ju >0
wR(O7 u? U) - {’U f/ < O
Stoga je
= ,u,v = f(u) f, >0 = Imax z
g(u,v) - f(wR(Oa ) )) - {f(’l]) f/ < 0. - ug,?guf( )

U slucaju lepeze (u < v) ponovo su jednostavne situacije f* < 01i f* > 0.
U prvom slucaju je lepeza lijevo od osi = 0, a u drugom desno pa imamo isti
zakljucak:

!/

wr(0;u,v) = {u =0

v ff<O.
Ako prva derivacija f’ mijenja predznak na (u,v), onda zbog stroge konveksnosti
ona to ¢ini u jednoj tocki u < uw < v, u kojoj funkcija f ima lokalni minimum.
Rjesenje wg definirano je jednadzbom & = f'(wg(§)), & = x/t, pa stavljajudi
¢ = 0 dobivamo wg(0;u,v) = w. Uzimajuéi u obzir sve slucajeve, vidimo da
vrijedi

9(u,v) = f(wg(0;u,v)) = min f(z).

u<z<v
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Time u slucaju strogo konveksnog fluksa dolazimo do formule:
VSZSUu >
gluv) = § M [(2) - m > (7.22)
min,<.<, f(2) za u <.

Formula (7.22) vrijedi i u sluc¢aju proizvoljnog fluksa. Da bi se to vidjelo dovoljno
je promatrati slucajeve u < v u u > v te konveksnu odnosno konkavnu ovojnicu
funkcije f. Do zakljucka se dolazi promatranjem razli¢itih slucajeva, kao i za
strogo konveksni fluks.

Primjer 5. Roe-Murmanova shema. Godunovljeva shema se tesko gener-
alizira na sustave i viSedimenzionalne zakone sacuvanja stoga sto u opcenitijim
situacijama rjesenje Riemannovog problema postaje slozenije. Stoga se namece
ideja da aproksimativnog rjesavanja Riemannovog problema. Na primjer, prob-
lem (7.16), (7.17) mogli bismo zamijeniti linearnim problemom

owp ow

n n R
i 0
wa(a,0) =4 =Y (7.24)
ujy, >0

Cije je rjesenje

Time dobivamo shemu

=l 3 (" ) — M )

gdje je numericki fluks

9™ (u,v) = f(wr(0;u,v)) = {

To je Roe-Murmanov numericki fluks koji je moguce napisati i u obliku

9" (u,0) = S(7u) + F(0) —Ja(u,0)| (0 — ).

Ovakav nacin pojednostavljenja izvoda sheme vodi na shemu koja dozvoljava
neentropijska rjesenja. Da bismo se u to uvjerili dovoljno je promatrati Riemanov
problem za strogo konveksni fluks (npr. Bourgersovu jednadzbu) s pocetnim vri-
jednostima wu; i u, koje zadovoljavaju

w <, f(u) = fur).
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Lako se provjerava da Roe-Murmanova shema, s pocetnim uvjetom u? = u; za

j < 0iu)=wu zaj> 0 daje rjesenje u} = uj za sve n > 0, odnosno sta-
cionarni Sok koji je zbog konveksnosti fluksa nefizikalan. Taj primjer pokazuje da
je potreban oprez u konstrukeiji aproksimativnog Riemannovog problema (odn.
aproksimativnog Riemannovog rjesavaca).

Primjer 6. Engquist-Osherova shema.

1 n A n n A
uptt =l — 5 (f(uj+1) + f(“jq)) + 5

/ - | |f’(U)|du] ,

a numericki fluks je jednak

1 v
o) = 3 (500 + 10 - [Irlac). (7.26)
Ova se shema moze interpretirati kao modifikacija Roe-Murmanove sheme koja
daje fizikalno rjesenje.

U specijalnom slucaju kada je fluks f strogo konveksan i postoji jedinstvena
tocka u za koju je f'(u) = 0, lako se pokazuje da je

979 (u,v) = fH(u) + f~(v),
gdje je
[T (u) = f(max(u,@)), [ (u)= f(min(u,n)).

Pokazite da na primjeru na kojem Roe-Murmanova shema daje nefizikalan sok,
Engquist-Osherova shema daje entropijsko rjesenje.

Primjer 7. Lax-Wendroffova shema moze se generalizirati na nelinearan slucaj
na razlic¢ite nac¢ine. Na primjer,

A

U?H = U? ) (f(%h) - f(“?—l))
)\2 n n n n n n
+ ) [aj+1/2(f(uj+1) — f(u})) — aj—1/2(f(uj) - f(“j—l))]
gdje je
" ul +ult
ajiypp = (=" 5 ) (7.27)
ili
I R
Q" = { RO 7 Y (7.28)
f(uf) Ujpr = Uy
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Lax-Wendroffov fluks je

g™ (u,v) = %(f(U) + /() )(f(v) = f(u)) (7.29)

- 50
gdje smo, na primjer, uzeli formulu (7.27).
Lax-Wendroffova shema je drugog reda toc¢nosti na glatkim rjesenjima i lin-
earno je L*-stabilna uz uvjet Amax;, ’a?+1 /2] < 1. Pokazuje se da je nelinearno
nestabilna blizu stagnirajuce tocke (f’(u) = 0) jer tamo prestaje biti disipativna.
Zadatak. Izvedite modificiranu diferencijalnu jednadzbu za nelinearnu Lax-

Wendroffovu shemu. [

7.4 Monotone 1 TVD sheme

Definicija 7.4 Diferencijska shema

1 .
u?—i_ :H(u?—kw"?u?—f—k)’ 71207] EZ?

je monotona ako je H monotono rastuca funkcija u svakom svom argumentu.

Ako je diferencijska shema monotona, onda je pripadni operator H monoton:
u>v = Ha(u) > Ha(v).

Za Lax-Friedrichsovu i Engquist-Osherovu shemu lako je neposredno pokazati
da su monotone. Godunovljeva shema je monotona kao kompozicija dviju mono-
tonih operacija: rjesavanja Riemannovog problema i L2-projekcije na po di-
jelovima konstantne funkcije.

Propozicija 7.3 Ako je troto¢kovna shema konzervativna i monotona, onda je njen
numeriZki fluks g(u,v) rastuéa funkcija u prvom argumentu, a padajuca u drugom.

Dokaz. [
Lako je pokazati da obrat propozicije vrijedi ukoliko je zadovoljen uvjet lipsi-
covosti:

Amax (|g(u, w) = g(v, w)| +1g(z,u) = g(2,0)]) < |u = vl.

Sljedeci teorem kazuje da su monotone sheme samo prvog reda toc¢nosti cak i
kad koriste vise od tri tocke.

Teorem 7.2 Zadana je diferencijska shema (7.3) koja se dade zapisati u konzerva-

tivnoj formi (7.5), konzistentna s diferencijalnom jednadzbom (7.1) i &ija je funkcija
H klase C3. Ako je shema monotona, onda je ona najvi$e prvog reda to&nosti.
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Za mreznu funkciju v = (u;)jez koristit ¢emo sljedece oznake:

luly = Az Y Juyl,

JEZ.

[ufloo = sup [u;],
JEZ

TV(u) = |uj — .

JEZ

Definicija 7.5 Za shemu (7.3) kaZemo da je padajuce totalne varijacije ili TVD
(eng. total variation dinishing) ako vrijedi

TV (Ha(u)) <TV(u),

Definicija 7.6 Za shemu (7.3) kaZzemo da je L*°-stabilna ako postoji konstanta C,
neovisna o n i At, takva da je

|u"|o < C ¥n >0.

Teorem 7.3 Monotona konzistentna i kozervativna shema je TVD i L*-stabilna.
étoviée,

lu™loe < flu”loc
i za svaka dva niza wu, v vrijedi
[Ha(u) = Ha(v)[ly < [Ju = vl]1. (7.30)
Dokaz. 1. Iz monotonosti slijedi da Ha zadovoljava sljedeéi princip maksimuma:

~min uy < (Ha(u); < max

J—k<I<j+k J—k<I<j+k
Zaista, ako je w = max;_p<<;j+k W, onda mozemo iz niza (u;) konstruirati niz
U= (cou, Ujopy1, W, W, ..., W, Ujyft1,...) 1 zbog monotonosti sheme iz u < v
slijedi Ha(u) < Ha(v). Konzistentnost daje (Ha(v)); = w i time je desna
nejednakost dokazana. Lijeva se dokazuje analogno.

2. Iz 1 neposredno slijedi L>®-stabilnost, a iteriranjem iz vt = Ha(u")

dobivamo

[ oo < [lu™Hloo < [Ju"loe < -+ < fJu’lo

3. Pokazimo da je Ha: [y — [y. Zaista, iz

otk
(Ha(w);| < max  u < lzk |,
=j—
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za svako u € [; dobivamo

Jj+k j+k
| Ha(u)||y = AwZ\ujl < AwZ Z | = Aw Z Zluil
JEZ JEZ l=j—Fk l=j—k i€Z
= (2k + 1)&2 lui| = (2k + 1) ||ul|;.

i€EZ

Time, prema Propoziciji 7.1 dobivamo da za svako u € [y vrijedi

> Ha(u); =) uy (7.31)

JEL JEL

4. Uvedimo oznaku u; = (u;y), gdje je ap = max(a,0) i pokazimo da za
svako u, v € [y vrijedi

[(Ha(u) = Ha(0))4[lr < [[(u = )¢ ]k (7.32)

Iz jednakosti max(u,v) = v + (u — v); 1 monotonosti sheme slijedi

Ha(max(u,v)) > Ha(u)
Ha(max(u,v)) > Ha(v)

Oduzimanjem Ha(v) dobivamo
Ha(max(u,v)) — Ha(v) > max(0, Ha(u) — Ha(v)) = (Ha(u) — Ha(v))+-

Odavde zbog (7.31) i max(u,v) € I; slijedi

> (Ha(u) = Ha(v))j+ < ) (Ha(max(u,v)) — Ha(v));

jez jez
= > (max(u,v); —v;) = > (u; —v) .
jez jez

Time je (7.32) dokazano.
5. Za svako u,v € [; vrijedi (7.30). Naime, koristeci

la—bl=(a—0b)y +(b—a)s
dobivamo

|Ha(u); — Ha(v);] = (Ha(u); — Ha(v)j)+ + (Ha(v); — Ha(u);)+
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i stoga
Z [Ha(u); — Ha(v);] = Z(HA(u)j — Ha(v)j)+ + Z(HA(U)j — Ha(u)j)+
< Z(Uj —vj)4 F Z(Uj — )y
= Z u; — vyl

6. Svojstvo kontrakcije (7.30) vrijedi za svaka dva niza w i v. Da bismo to
dokazali uo¢imo da mozemo pretpostaviti da je u—v € [y, jer je inac¢e nejednakost
trivijalna. Za proizvoljan segment K = [a,b] C R oznacimo

u; za jAr € K

u = (Uy)sez € b, 8 = {0 za jAT ¢ K

Tada ocito ||ux — vk|l1 — ||lu — v||; kada K raste prema [—oo,00]. Nadalje,
za fiksiran segment S C R i svaki dovoljno velik segment K, S C K, vrijedi
(ug, Vi € ly):

[Ha(u) = Ha()ll1s < [[Halux) = Ha(vk)llr < lJux = vy,

gdje je lokalna norma

lullis = Az Y Juyl.

jAzeS

Prijelazom na limes K — [—00, 00| dobivamo
[Ha(u) = Ha(@)]l1,s < [lu=wvlh-

Kako to vrijedi za svako S zakljucujemo da je red na desnoj strani konvergentan
i vrijedi
[Ha(u) = Ha(v)[ly < flu—olls.
7. Ako je funkcija u takva da je TV (u) < oo, onda je u — w € Iy, gdje je
w; = ujt1. Tada prema dokazanom imamo:

TV(Ha(w) = [Ha(u)je — Ha(w)j] = [Ha(w); — Ha(u);|
JEZL JEZ
— L Ha(w) ~ Ha(w)lh < ~=llw - uly = TV (w)
_Ax Alw AlU l_A:[;w ullT = u).
Time je teorem dokazan. []

Teorem 7.3 moze se preformulirati u terminima po dijelovima konstantne
funkcije ua(z,1t).
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Posljedica 7.1 Monotona konzistentna i konzervativna shema zadovoljava za svako
t>0:

[uals Ollze < flual; 0]z
Jua(, )l < flual:, 0|z
TV (ua(-,t)) < TV (ua(-,0)).

Vidjeli smo da je monotonost vrlo jako svojstvo, pa ¢emo stoga definirati
slabiju verziju monotonosti.

Definicija 7.7 Diferencijska shema

1 .
u;H_ :H<U?—k7"'7u?+k>’ nZO;] EZ?

¢uva monotonost ako operator Ha preslikava monotone nizove u monotone nizove.

Ideja je da shema koja ¢uva monotonost ne moze kreirati nove ekstreme pa su
time nestabilnosti (oscilacije) iskljucene.

Propozicija 7.4 Svaka TVD shema &uva monotonost.

Dokaz. Uzmimo specijalan slucaj monotonog niza koji je stacionaran za dovoljno
velike vrijednosti indeksa:

v_ 1< Jo
v; = § monotono J_ < j < Jp
U4 Jr <J

Tada je TV (v) = vy —v_. Kao i uvijek pretpostavljamo da je H(v,v,...,v) =v
pa imamo H(v_,...,v_) =v_1 H(vy,...,v;) = vy. Kada niz w = Ha(v) ne bi
bio monoton, imao bi barem jedan lokalni maksimum vy, i lokalni minimum v,,.
To bi dalo

TV (w) > vy —v_| + |y — vm| > TV ().

To je kontradikcija. U opcemo slucaju do zakljucka se dolazi ”odsjecanjem” niza
za velike indekse i koristenjem ogranic¢enosti totalne varijacije. [l

Propozicija 7.5 Linearna shema s konstantnim koeficijentima

k

n+1l __ n
it = ey,

I=—k

¢uva monotonosta ako i samo ako je ¢; > 0 za sve [.
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Dokaz. Jasno je da iz uvjeta ¢; > 0 za sve [, slijedi da shema ¢uva monotonost.
Obrat se dokazuje konstrukcijom specijalnog niza

! 0 j>1

Tada jeza —k < L <k
k
1 1 0 0
U_p41 — U = § CZ(U7L+1+1 - quH) = cr(u1 —ug) = —cr <0,

I=—k

gdje zadnja nejednakost slijedi iz monotonosti. [

Iz Propozicije 7.5 vidimo da je linearna shema s konstantnim koeficijentima
monotona ako i samo ako ¢uva monotonost. Ta dva pojma se u linearnom slucaju
podudaraju. Iz toga slijedi da svaka linearna TVD shema jeste monotona pa onda
i prvog reda tocnosti. Ako zelimo TVD shemu koja nije prvog reda tocnosti morat
¢e biti nelinearna, cak i za linearnu jednadzbu.

Moze se pokazati da Lax-Wendroffova shema (drugog reda tocnosti) ne ¢uva
monotonost.

Lema 7.1 Nekajeuj™ = H(u?_,,...,u},,) konzervativna TVD shema s Lipschit-
zovim fluksom ¢ i pretpostavimo da je L*° stabilna. Tada postoji konstanta C' takva
da za sve m > n > 0 vrijedi

[HA (u) — HX(u)][y < C(m —n) ATV (u).

Dokaz. 1z

Ha(u); = uj — Mgj12 — gj-1/2)
zbog Lipschitzovosti slijedi (C7 = C1(g, ||ulo0))
k-1
[Ha(w); — u] SACY - Jujpier — ujl.
I=—k
Sada je
|Ha(u) — u|ly < AN2kC1AZTV (u) = 2kCL ATV (u),
i stoga, buduci da je shema TVD,

|H (u) — Hy (w)||y < 2kCLALTV (HY (1)) < 2kCLALTV (u).
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Konacéno,
m—1
1HR (u) = HE ()1 < Y I HE () = Hy ()1 < 2kCy(m — n)AITV (u). O
l=n

Rezultate Leme 7.1 mozemo izraziti pomocu po dijelovima konstantne funkcije
UA.-
Teorem 7.4 Neka je u;”rl = H(uj_,,...,u},,) konzervativna TVD shema s Lip-
schitzovim fluksom ¢ i pretpostavimo da je L stabilna. Tada postoji konstanta
C = C(g, ||u|lo) takva da za svako 7" > 0 i za svako 0 < s,t < T vrijedi

[ua(, Ollnw) < lluals,0)| L@ + CT TV (ual-,0)) (7.33)
Jua(t) —uals )@ < C(t = s| + ATV (ua(-0))) (7.34)
TV (ua(-,t)) < TV (ua(-,0)). (7.35)

Dokaz. Ocjena (7.35) slijedi iz pretpostavke da je metoda TVD. Uzimajuéi u
Lemi 7.1 n = 0 dobivamo

IHX (W)l[x < Jully + CALTV (u),

odakle direktno slijedi (7.33). Da bismo dokazali (7.34) za proizvoljne 0 < s,t <
T nadimo T;, i t, takve da je t,, <t <t it, <s <t,y. Ocito je

lt — t| < |t — 5| + At
pa zbog
ua(+,t) —ua(s, ) = ua(c tm) — uals, tn),
Lema 7.1 daje

lua(-,t) —ua(:, 8)|l L@y < C(m —n)AtTV (ua(-,0))
< C(|t = s| + At)TV (ua(+,0)). O

Napomena 7.1 Ako na lijevoj strani u Lemi 7.1 uzmemo samo kona¢nu sumu, onda dobivamo
da za svaki ograniceni skup K C R i 0 <t < T vrijedi

luaCs Ly < lual 0Ly + CT TV (ua(-,0)) (7.36)
(R)N BV(R). O

Ta ée nam ocjena posluziti kada je ua(-,0) € L},
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Napomena 7.2 (L*-stabilnosti) L*-stabilnost se javlja kao pretpostavka u Teoremu 7.4, no ona
moZe biti posljedica i "slabijih" pretpostavki.

1. Ako je shema TVD i poletni podatak ima kompaktan nosa¢, onda e shema biti L>°-stabilna.
Naime, ako poletni podatak ima kompaktan nosag, onda ¢ée i rjesenje diferencijske sheme un(+,t)
imati kompaktan nosa¢ za svako ¢t > 0. Bududi da je

o0
ujt = Z(“? —uf),
Jj=1

dobivamo |u| < TV (u™) < TV (u) i stoga
lua (-, t) e @) < TV (ua(-,0)).

2.Isti zakljutak vrijedi ako je vo € L*(R) N BV(R). Za proizvoljne i < j moZemo napraviti
ocjenu

uf | < Juf| + | —uifa [ 4+ Jufoy —uf| < Juf | + TV (") (7.37)
Fiksirajmo j. Tada tocke na osi ¢ = 0 s indeksima [ < j — kn nemaju utjecaja na vrijednost uy, pa

¢emo modificirati pocetni podatak na sljedeéi na&in: odaberemo m dovoljno velik negativan indeks,

m < j—kn, istavimo u{ = u2, za sve | < m < j—kn. Uz takvu modifikaciju rjesenje diferencijske

sheme na n-tom nivou postaje konstantno za | < m — kn < j — 2kn: ul = ud, za l < m — kn.
Stoga, uzimajuéi u (7.37) i < m — kn izlazi

] < | + TV (u").

Zbog limy, o uf), = 0 dobivamo [u}| < TV (u™) i odavde ponovo slijedi L>-stabilnosti. [

Teorem 7.5 Neka je u/*' = H(uj ..., uj,,) konzervativna TVD i L sta-
bilna shema s Llpschltzowm numeri¢kim fluksom g, konzistentan s diferencijalnom
jednazbom (7.1). Pretpostavimo da je poletni uvjet vy € BV(R) i da je po&etni
uvjet diferencijske sheme u? definiran formulom (7.10). Tada postoji slabo rjeSenje
zadacde (7.1), (7.2) i niz Agz — 0 (K — o0) takav da uz Axt = AA,x (A=konstanta)
niz aproksimativnih rjefenja ua, (,t) konvergira prema v(x,t) u L>=(0,T; L}, .(R)),
za svako 1" > 0.

Dokaz. 1. Prema pretpostavci L stabilnosti imamo
lua(-,t)l|zoe® < C < oo.

2. Bududi da je shema TVD slijedi

TV (ua(-t)) < TV (ua(- Z\uﬁl )

e Z/ J+1/2 lvo(x + Ax) — vo(z)| dz < TV (vg).

Tj—1/2

Time smo dobili ogranicenost totalne vatijacije za svako 0 <t < T
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3. Neka je Q C R ograni¢en skup. Tada prema (7.36) imamo

lua(-, D)z < lual-,0)|lr@) + CT TV (ua(:,0))
< QHUOHLl(Q) =+ CTTV(’U()),

jer je

lua(,0)lpey < D

JAzZEQ

< 2l|vol 10

J+1/2
/ (x) dx

j—1/2

Time smo dobili uniformnu ogranic¢enost niza (ua(-,t)) u L'(Q) N BV (Q).

4. Koriste¢i kompaktnost ulaganja L'(Q) N BV (Q)) C L'(N2) moZemo naci
podniz (ua,(+,t))ken niza (ua(-,t)) koji konvergira u L'(2) prema nekoj funkeiji
v(-,t) € LYQ).

5. Podniz i tocke 4 mozemo izvuci za svako pojedino ¢. Uzmimo stoga prebro-
jiv gusp podskup {s;} C [0,T], na primjer niz svih racionalnih brojeva u [0, 7.
Cantorovim dijagonalnim postupkom mozemo izvuéi jedan podniz (ua, (-, t))ken
takav da za sve [ € N

ua, (-, 81) — v(-,8) uL'(Q) kada k — oc.

6. Pokazimo da niz (ua, (,t))ren konvergira u normi prostora L>([0, T1; L'(2))
prema nekoj funkeiji v € L*®([0,7]; L*(2)). U tu svrhu, buduéi da je prostor
L>([0,T); L'(Q)) potpun, dovoljno je pokazati je je niz (ua, (-, t))ren Cauchyjev.
Treba dakle pokazati

Ve >0, AN €N, Yn,m > N, sup /|uAn(x,t)—uAm(:E,t)|dx§5.

0<t<T JQ

7. Odaberimo € > 0. Tada mozemo naci brojeve 0 < t; <ty < --- <t,. <T
iz {s;}1en 1 No € N takve da za svako t € [0, T] postoji t; takav da je

Vk > Ny ||uAk(-,t) — uAk(-,ti)HLl(R) < (738)

Wl M

Zaista, prema Teoremu 7.4, (7.34), treba brojeve t; odabrati tako da bude

[tiv1 — ;| < m

a Ny tako da bude

13
At < —
A < STV o)

Tada primjenom (7.34) izlazi (7.38).
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8. Za proizvoljne n,m > Ny i t € [0,T] postoji t; takav da je

Jua, (1) —ua,, (@) < llua, (1) —ua, (5 6) |l ®)
+ lua, (5 i) — ua,, (1)l L@
+ lua,, (5 ) — ua,, ()l )

S
< 25+ llua, (1) = ua, (5 t)lle)

Budu¢i da t;-ova ima konac¢no mnogo, mozemo nac¢i N; € N takav da za dano
e > 0 vrijedi:

vn’ m Z N17 ||UAIL(7t7/> - uAm(.7ti)||L1(Q) < ) \V/Z

Wl M

Time dolazimo do ocjene da za svako ¢ € [0, T] vrijedi

lua, (- t) = ua, (-, D)z <e,

i (ua, )nen je Cauchyjev niz u L>([0, T]; L' (2)) pa stoga konvergira prema nekoj
funkciji v € L*°([0, T]; L'(Q)).

9. Za svaki ogranicen skup @ C R mozemo naci neki podniz (ua, )nen koji
konvergira u L>°([0, T]; L'(©2)). Uzmimo niz rastucih skupova Q; C Qy C -+ koji
iscrpljuju citav R, R = U,,Q2,,. Za svaki takav skup mozemo naéi jedan konvergen-
tan podniz, a Cantorovim dijagonalnim postupkom mozemo naéi jedan podniz
koji konvergira u L ([0, T]; L*(2,)), za svako n. Taj podniz tada konvergira u
L0, T I (R)).

10. Uocimo da konvergencija u L>([0,T]; L'(Q)) povlaci konvergenciju u
LY([0,T] x Q) i stoga jo$ jednim prijelazom na podniz mozemo dobiti konvergen-
ciju skoro svuda. Primjenom Lax-Wendroffovog teorema slijedi da je funkcija ne
limesu v € L*([0,T] x §2) slabo rjesenje zadace (7.1), (7.2). O

7.5 Inkrementalna forma i numericka viskoznost

Definicija 7.8 Za shemu (7.3) kaZemo da se moZe zapisati u inkrementalnoj formi
ako postoje funkcije C'i D od 2k varijabli (inkrementalni koeficijenti) takvi da se
shema moZe zapisati u obliku

uith =l + O Ay gy — DYy iy (7.39)

gdje je Auj+1/2 =uj,; —uji
n _ n n n _ n n
Cj+1/2 = C(uj—k:-‘rl’ ce 7uj+k:)’ j+1/2 = D(uj—k:-i-l’ o 7uj+k:)'

Lako se dokazuje sljededi rezultat:
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Propozicija 7.6 Trototkovna konzistentna i konzervativna shema (7.5) s Lipschit-
zovim numeri¢kim fluksom ¢ ima jednistvenu inkrementalnu formu, a inkrementalni
koeficijenti su dani formulama:

Citrj2 = A5 = Gir1/2) Aty (7.40)
Dj1ja = M fir1 — gjr1/2)Aujija. (7.41)

Dokaz. Izjednacavajué¢i inkrementalnu i konzervativnu formu dobivamo:

Cit1728U54172 — Dj1pAujjo = =N(gjr1/2 — gj-1/2)- (7.42)
Stavljajuci u;_; = u; dobivamo

Ciri2 = Olug, ujn) = —Ag(wy, uja) — f(u;))/Aujyyo.

Analogno se dobiva i druga formula, a jedinstvenost je evidentna. [J
Uoc¢imo da u sluc¢aju trotockovne sheme inkrementalni koeficijenti zadovol-
javaju sljedecu relaciju konzistencije:

Afitay2

D 9 — C 1/2 = .
J+1/ Jj+1/ Auj+1/2
Nadalje, numericki fluks se moze rekonstruirati po formuli
1
g(uj, ujr1) = fj — X0j+1/2AUj+1/2-

Definicija 7.9 Konzervativna diferencijska shema (7.5) naziva se esencijalno tro-
to¢kovna ako njen numericki fluks zadovoljava

G(U_fi1y e U, Uy U U, . Ug) = fu).

Definicija 7.10 Za shemu (7.3) kaZemo da se moZe zapisati u viskoznoj formi ako
postoji funkcija @) od 2k varijabli (viskozni koeficijent) takva da se shema moZe
zapisati u obliku

n n A . . . . .
ujH = U= 5( J+1 T j*l) + Q(Qj+1/2Auj+1/2 - Qj—l/zAuj—1/2>7 (7.43)
gdje je
Q?]?Jrl/Q = Q<u?7k+17 S 7u;‘1+k>-

Ako je shema zapisana u viskoznoj formi (7.43) onda je njen numericki fluks
jednak

1 1
gj+1/2 = i(fj + fir1) — ﬁQj+1/2Auj+1/2>

pa je shema esencijalno trotockovna.
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Propozicija 7.7 Svaka esencijalno troto¢kovna shema s Lipschitzovim numeri¢kim
fluksom g ima jednistvenu viskoznu formu, a viskozni koeficijent je dan formulom:

Qjr1/2 = ANfj + fij1 — 29j+1/2)/AU?+1/2- (7.44)

Stovise, ako je shema troto¢kovna, onda je veza s inkrementalnim koeficijentima dana
formulom:

Qjs172 = Cip1/2+ Djq1/2.

Napomena 7.3 Za esencijalno trotockovnu shemu inkrementalni koeficijenti nisu jedinstveno
odredeni. Naime, ako se vratimo u jednakost (7.42), za uj_1 = u; dobivamo

Cj+1/2AUj+1/2 = —)\(g(’U,j,kJrh e ,Uj, 'LLj, ujJrl, ’U,j+2, ey U/jJrk) — fj)

Prema tome, inkrementalne koeficijente mozeo definirati ponovo formulama (7.40), (7.41) ali
taj izbor nije jedinstven. Uz izbor (7.40) i (7.41) te koeficijente mozemo zapisati u obliku

ANAfjri2 1
C. =_Z2=DT72 L 20, 7.45
J+1/2 3 Auj1)o + 2Qg+1/2 ( )
AAfippe 1
D =277 4 0. 7.46
i+1/2 = 5 Ay + 2Qg+1/2 (7.46)

S druge strane, diferencijska shema u inkrementalnoj formi ne mora se nuzno moéi zapisati
i u viskoznoj formi. To se vidi ako se izjednace inkrementalna i knzervativna forma. Nakon
kracenja i prebacivanja ¢lanova, dobivamo:

1 1
gj+1/2 + XC]’+1/2AU3‘+1/2 =gj-1/2 + XDj—1/2AUj—1/2

Stavljanjem Awujii/o = 0 desna strana se nece nuzno svesti na f;. Ipak, odavde mozemo
definirati tzv. modificirani fluks

_ 1 1
fi = 95112 + 3 Cir12B%1172 = gj—172 + Y Djmrj2 Bt 2.

U slucaju trotockovne sheme dobivamo fj = f;j. Sada definiramo modificirani viskozni fluks
formulom

Qjt12=Cjt12+ Dji12.
i dobivamo modificiranu viskoznu formu diferencijske sheme:

n Az £ L4 "
u;’H = uj — E( i~ fit) + §(Q?+1/2A“?+1/2 — Q128U o), (7.47)

U slucaju trotockovne sheme modificirana viskozna forma svodi se na obi¢nu viskoznu formu.

Propozicija 7.8 Zadana je diferencijska shema koja se moZe zapisati u inkremen-
talnoj formi (7.39). Ako inkrementalni koeficijenti zadovoljavaju

Cis1220, Djiry2 20 (7.48)
Cj+1/2 + Dj+1/2 <1, je€ 7, (749)

onda je shema TVD.
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Dokaz. Stavimo w = Hau, odnosno
w; = uj + Ciy128u51172 — Djo12Au5-1)2.
Imamo
Awjiajs = CipspAtjisn+(1=Cir1jo=Divaja) Aujpjp+ D1 jpAttjays (7.50)
Po pretpostavci svi su koeficijenti pozitivni pa imamo
|Awji1/2] < Cyyza|Aujizse] + (1= Ciiaa — D) |[Aujiaye| + Djo1/2|Auj )]

Uz pretostavku da je u ogranicene totalne varijacije, sumiranjem i pomicanjem
indeksa dobivamo:

Z |Awjy1ys] < Z CiyaalAujizs| + Z(l = Cjr1y2 — Djy12)| Aol

ez jez jez
+>  DiaplAuj
jez
= Z Cir1/2|Aujyr] + Z(l — Cjr12 — Djg1/2)| Ao
jez jez
+ ZDj+1/2|AUj+1/2| = Z |Atjyiye]. O
jez jez

Posljedica 7.2 Zadana je diferencijska shema koja se moZe zapisati u viskoznoj
formi (7.43). Ako viskozni koeficijent zadovoljava

Afivi)2

< (Q); <1, jez, 7.51
Auj+1/2 = Q]+1/2 = J ( )

'

onda je shema TVD.

Dokaz. Neposredno iz (7.45) i (7.46) i Propozicije 7.8. O
Koristeci inkrementalnu formu mozemo pokazati da je kod trotockovnih shema
za TVD nuzno i dovoljno ¢uvanje monotonosti.

Teorem 7.6 Trotockovna shema koja moZe biti zapisana u inkrementalnoj formi je
TVD ako i samo ako ¢uva monotonost.

Dokaz. U Propoziciji 7.4 smo vidjeli da TVD shema ¢uva monotonost. Sada
¢emo pokazati da za shemu u inkrementalnoj formi (7.39) vrijedi (7.48) i (7.49).
U tu svrhu uzmimo niz u = (u;)

/ Ug j>J,
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za koji imamo

Aujppp=0 zaj<J—1ij>J+1

AUJ+1/2 = Uq — Uy.
Prema (7.50) slijedi

Awyizss = Dyprya(ua — )
Awgyio = (1= Crir12 — Dygy2)(ug — w)
Awa1/2 = CJ+1/2(Ud - Uz)-

Iz ¢uvanja monotonosti slijede pozitivnosti sva tri koeficijenta. [J

Posljedica 7.3 Za trototkovne sheme s Lipschitzovim numeri¢kim fluksem uvjeti
(7.48), (7.49) odnosno (7.51) su nuzni i dovoljni da bi shema bila TVD.

Teorem 7.7 Neka je (7.3) esencijalno trotoZkovna shema zapisana u viskoznoj formi
(7.43) i neka njen koeficijent numeri¢ke viskoznosti zadovoljava

I
< Qjy12 < 5 € Z, (7.52)

Tada je shema TVD i L* stabilna.

Dokaz. Ve¢ znamo da je shema TVD (Posljedica 7.2). Ostaje pokazati L
stabilnost.
Kako je

wj = Ha(u)j = Cjy12ujpr + (1 = Cjiayo — Dj1p2)uy + Djorjouja
vidimo da je w; konveksna kombinacija vrijednosti w41, u; 1 uj_; ako vrijedi

0 < Cjt12, Djg1p2 <1,
Citij2+Djp <1, jEZLL

U tom slucaju vrijedi princip maksimuma
min (w1, ty, 1) < wj < max(u;y, uj, ujt),

odakle L* stabilnost lako slijedi.
Koristeci formule

A A Sy
2 Aujyi/a

1 AAfiv
Z0.; D. =7
+ 2Q3+1/27 /2 =5 X

1
Cj+1/2 — + 5@3‘4—1/2
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iz uvjeta (7.52) dobivamo:

Afjy1/2
AUj+1/2

1

AT
5 (QM/Q—A‘ Al

Aujii)o

1
) < Cjg12 < 3 (Qj+1/2 + )\‘

) 1
< o)
— 2
islicnoza D. U

Sada mozemo dati i efektivnu konstrukciju trotockovne diferencijske sheme
koja je TVD i L* stabilna. Uvedemo funkciju

fw-fw
a(u,v) = u—v 7 (7.53)
I (u) 7au="uv

i odaberemo neprekidnu funkciju Q(x), takvu da je
2] <Q(z) <1 zal0<|z|<pu<l1.

Shemu odabiremo u viskoznoj formi

n n 1 n n n n
fiv = fi) + §(Qj+1/2A“j+1/2 — Q71 AUy ),

s koeficijentom numericke viskoznosti

Qir1/2 = Q(Aa(u), uji1)).
Shema je TVD uz CFL uvjet

Amax|a(a}, )| < g

L stabilnost mozemo osigurati ako odaberemo funkciju za koju je

lz] < Q(x) < za 0 <|z|<pu<1.

N —

Teorem 7.8 Esencijalno trotockovna konzervativna shema koja zadovoljava TVD
uvjet (7.51) je najvide prvog reda to€nosti. Posebno, svaka trototkovna TVD shema
je najvise prvog reda toénosti.

Dokaz. Dokaz baziramo na ¢injenici da je Lax-Wendroffova shema drugog reda
tocnosti. Stoga razlika izmedu numerickog fluksa zadane sheme i Lax-Wendroffove
mora biti reda velicine Ax?.

Numericki fluks esencijalno trotockovne konzervativne sheme moze se zapisati
u obliku (prema Propoziciji 7.7)

GU—pt1s -y U) = %(f(uo) + f(u)) — %Q(u—k—kla o ug) (un — ).
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Lax-Wendroffov fluks ima oblik (a(u,v) biramo kao u (7.53) )

9" (g, ) = 5 (Flag) + () = S, ) () = fuo))

Sada je
A

1
|g - gLW| = ‘ﬁ@(u—k—klu cee ,Uk) - 5@(U07U1)2||U1 — Up]|-
Kako je po pretpostavci

A ‘a(u07 ul)’ < Q(u*k+17 s 7“]6) <1

imamo

h
=
\%

1
|9 —4g 5 |a(U0, U1)| - )\G(UO,M)Q |U1 - U0|
2
= |a(uo, u1)|(1 — Aa(uo, ur)|)[ur — uol.

Odavde vidimo da je opcéenito

lg(u(z — (k — 1) Az, t),...,u(z + kAx,t))
— ¢"W(u(z — (k= DAz, t),...,ulz + kAz,t))| > O(Ax).

osim tamo gdje je |a(u(z,t),u(x + Az,t))| = O(Ax) ili 1 — Ma(u(z,t), u(z +
Az, t))| = O(Az). O

Primjer 7.1 Pogledajmo koeficijent numericke viskoznosti za neke klasicne sheme. Za Lax-

Friedrichsovu je Q]L_fl/z =1, pa je ona TVD uz uvjet
AF.
A‘ﬂ <1 (7.54)
Aujyiya

Za Roe-Murmanovu shemu je

RM  _ ’ Afiriye
L/ Aujyi

pa je i ona TVD uz uvjet (7.54). Za Engquis-Osherovu shemu je

Uj+1
=1 W) du.
u

)

Lax-Wendroffova shema ima koeficijent numericke viskoznosti

LW ()\Afj+1/2>2

=
J+1/ Auj+1/2

i ne zadovoljava TVD uvjetu. Jednostavnim primjerom se pokazuje da ne ¢uva monotonost.
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7.6 Uvjet entropije

Neka je U konveksna entropija za skalarni zakon sacuvanja (7.2), a F pri-
padni entropijski fluks. Tada svako entropijski rjesenje zadovoljava (u smislu
distribucija) entropijsku nejednakost

oU(v)  O0F(v)
ot * Ox

<0 (7.55)

Numericka shema treba zadovoljavati diskretnu verziju te nejednakosti pa
stoga imamo ovu definiciju:

Definicija 7.11 Diferencijska shema (7.3) je konzistentna s enropijskim uvjetom
(7.55) ako postoji neprekidna funkcija G: R?* — R koja ima sljede¢a svojstva:

(i) Konzistentnost s entropijskim fluksom F":

G(u,...,u) = F(u); (7.56)

(ii) Diskretna entropijska nejednakost:

1 n n 1 n n n n
E(U(ujﬂ) —U(uf)) _'_E(G(ujflwrlv o U) =Gy ) S 0.
(7.57)
Funkciju G nazivamo numeri¢kim entropijskim fluksom.
Ako uvedemo oznake
an = U(u?), ?+1/2 = G(U?karl? e >“§L+k)a
onda imamo

Entropijska je ona shema koja je konsistentna sa svakim entropijskim uvjetom.
Imamo prvo ovaj "negativan rezultat”.

Propozicija 7.9 Neka je (7.3) trototkovna diferencijska shema s numeri¢kim fluk-
som klase C?, konzisentna s bar jednim entropijskim uvjetom. Tada je ona najvide
prvog reda to&nosti.

Istom tehnikom kojom je dokazan Lax-Wendroffov teorem (Teorem 7.1) dokazu-
jemo sljedeci teorem:

Teorem 7.9 Neka su ispunjene hipoteze Teorema 7.1 i neka je diferencijska shema
konzistentna sa svakim entropijskim uvjetom. Tada je funkcija na limesu iz Teo-
rema 7.1 jedinstveno entropijsko rjeenje zadace (7.1), (7.2).
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Umyjesto provjere da je shema konzistentna sa svakim entropijskim uvjetom
dovoljno je pokazati da je konzistentna s familijom uvjeta koju generiraju en-
tropijski parovi

Uu) = |u—1f,  F(u) = sign(u —1)(f(u) = f(I)),

za svako [ € R. Pripadni numericki entropijski fluks, lako se provjerava, moze se
definirati na sljede¢i nacin:

G<u—k+17 s ,Uk) - g(u—k—‘rl \ l7 s Uk \% l) - g(u—k—i-l A l7 <oy Uk A l)
gdje je
aVb=max(a,b), aAb=min(a,b).
Izravnim racunom dobivamo

|Uj — l‘ — )\(Gj+1/2 — Gj_l/g) = H(Uj,k V l, vy Uitk V l) — H(Uj,k N l, cees Uitk N l)

Ako je shema monotona i konzistentna (H (u, . ..,u) = u), onda se lako pokazuje
da vrijedi:

H(ul! o Vol VD) >l v Hul AL ul A < altEA
Sto daje
0 1] = o — 1]+ MGy = Caja) <O

Time smo dokazali sljedeéi rezultat:

Teorem 7.10 Svaka monotona konzistentna shema je entropijska.

Jednu Siru klasu entropijskih shema dobivamo sljede¢om definicijom:

Definicija 7.12 Konzistentna entropijska shema se naziva E-shema ako njen nu-
mericki fluks g zadovoljava

sign(uj1 — ;)(gj4+172 — f(u)) <0, (7.59)
za sve u izmedu u;q; i u;.

Lako se pokazuje da je svaka E-shema esencijalno trotockovna. Nadalje, na os-
novu Propozicije 7.3 dobivamo da je svaka trotockovna monotona shema ujedno
E-shema. Zaista, kako je fluks g(u,v) rastuca funkcija u prvom argumentu, a
padajuca u drugom, imamo za u; < u < ujiq:

Gir12 = g(uj, ujrr) < glu,ujpr) < g(u,u) = f(u)
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i posve analogno za Ujp1 S u < uy
gj+1/2 = 9(uj, uj1) 2 g(u, ujn) > g(u,u) = f(u)
sto daje (7.59). Prisjetimo se Godunovljevog fluksa. Uz uvjet
Amax | f'(u)] <1

imamo formulu:

ma u au; > u;
gG B uj+1§uX§uj f( ) Z 7 741
172 min  f(u)  zau; < ujpg.

Uj SUS U4
Sada se lako uocava da je E-shema karakterizirana na sljedec¢i nacin:
9i+1/2 = Yjy172 28 Uj < Ujpt,
a
git1/2 = 912 ZaU; > Ujy.

Nadalje, po definiciji koeficijenta numericke viskoznosti za esencijalno trotockovnu
shemu imamo

Qjr1/2 = AN+ fi1 — 2g51172) [ AUf 1 jo,

pa stoga lako zakljuc¢ujemo da je esencijalno trotockovna shema jedna E-shema
ako i samo ako vrijedi

Qf+1/2 S Qj+1/27 v] € Z> (76())

gdje je Qfﬂ /2 koeficijent numericke viskoznosti Godunovljeve sheme. Moze se
dokazati i viSe.

Teorem 7.11 Neka je zadovoljen CFL-uvjet

1
Amax | f'(u)| < 3" (7.61)
Shema &iji koeficijent numericke viskoznosti zadovoljava
G 1
Qj+1/2 < Qj+1/2 < 5 (7-62)

je TVD i L* stabilna te konzistentna sa svakim entropijskim uvjetom.

S druge strane imamo ovaj negativni rezultat:

Propozicija 7.10 Svaka E-shema s diferencijabilnim numeri¢kim fluksom je najvise
prvog reda tocnosti.
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7.7 O shemama viseg reda

Vidjeli smo da viskozna forma sheme nije dobra za konstrukciju metode dru-
gog reda (Teorem 7.8) pa se stoga konstrukcija najcesée bazira na inkrementalnoj
formi. Kod inkrementalne forme lako je zakljuciti da inkrementalni koeficijenti
ne smiju biti glatki. Naime,

H(u gy ooyur) = ug + Clu—pyr, - up)(ur — uo) — D(u—g, ..oy up—1) (o — uy)

pa deriviranjem dobivamo

aaqu(u,...,u) — D(u,...,u)
g—Z(u,...,u):1—C(u,...,u)—D(u,...,u)
g—i(u,...,u):C’(u, )

g—i(u,...,u) —0, zaj#-1,0,L

Kako je (vidi Propoziciju 7.2)

k

1 OH 1
ﬁ(ua )‘) = 2—)\2 Z j2a—uj(u7 s ,U) - §f/(u)2
j=—k
1

1

= 2—>\2(C’(u, coou)+ D(u,. .o u) — ifl(u)2
Ako je shema TVD, onda su sve parcijalne derivacije funkcije H nenegativne i
shema je monotona, pa prema tome i prvog reda. Stoga zaklju¢ujemo da inkre-
mentalni koeficijenti ne smiju biti glatki.

Za metodu s neglatkim koeficijentima nije moguce definirati red metode na
standardan nacin, pa ¢emo stog kazati da je metoda s numerickim fluksom g
drugog reda tocnosti ako je

Ggj+1/2 — QJ'LE{/Q = O(Auﬁl/?)z»

ili
Qjr1/2 — Qfﬁ{/z = O(Auj+1/2)'
Pokazuje se dalje da TVD shema ne moze biti u potpunosti drugog reda
to¢nosti. Naime u ekstremima rjesenja koji nisu sonicki, odnosno derivacija fluksa
u njima ne iscezava, lokalno je moguce posti¢i samo to¢nost prvog reda. Stoga su

takve metode nazvane metodama s rezolucijom drugog reda (eng. second order
resolution schemes).
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Postoji vise nacina konstrukcija kvadratno rezolutnih shema. U Hartenovom
pristupu se modificira trotockovna TVD shema tako da se primjenom na mod-
ificirani fluks pretvori u 5-tockovnu. Druga mogucénost je da se korigira koefi-
cijent numericke viskoznosti (Sweby, Davis). Van Leerova shema dobiva se kao
prosirenje drugg reda Godunovljeve metode pri cemu se projiciranje vrsi na po
dijeovima afine funkcije (umjesto konstanti). Zatim se moraju upotrebiti tzv.
fluks-limiteri kako bi se shema stabilizirala. Spomenimo jos ENO metode (essen-
tially non-oscillatory) i PPM metode (piecewise parabolic methods). Za detalje
vidite[1].

Bibliografija

[1] Pierre-Arnaud Raviart Edwige Godlewski. Hyperbolic Systems of Conserva-
tion Laws. Mathématiques et Applications. Ellipses Publications, Paris, 1991.
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Dodatak A

Spektar trodijagonalnih matrica

b ¢
a b ¢
T ="Tr(a,b,c) =
a b ¢
a b NxN
Svojstvene vrijednosti:
a gm
Aj=0b+2c ECOSN+1, j=1...,N,
Svojstveni vektori:
Uy
a . kym
u; = |ug |, uk:2(\/g) smN+1, k=1,...,N,
Uun
zaj=1,...,N.
Zadatak A.1 Za matricu
1 -1 0
-1 2 -1 0
Tn,D =
o -1 2 -1
0o -1 2 NxN
izraCunati: 2 - 1)
J — m
Aj =2 —2cos N1 j=1,...,N,
Svojstveni vektori:
27— Drmx
wp=cos VTR N i1 N,

2 b
gdje je = (2k — )Az/2, k=1,...,N, Az =2/(2N + 1).
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SPEKTAR TRODIJAGONALNIH MATRICA

Zadatak A.2 Za matricu

2 -2 0 -
-1 2 -1 0
Tn,D =
o -1 2 -1
0 -1 2]y .
izraCunati: 2 - 1)
j— D
Aj=2—2cos ——— =1,...,N
¥l COs IN ) 9 9 9
Svojstveni vektori:
25 —1
uk:cosw, k=1,...,N, j=1,...,N,
gdjeje xp = (k—1)Az, k=1,...,N, Ax =1/N.
Zadatak A.3 Za matricu
2 =2 0 -
-1 2 -1 0
TN, = ..
o -1 2 -1
0 -2 2],
izraCunati: _—
)\j:2—2cos%, j=1,... N,
Svojstveni vektori:
ug =cos(j — V)mwag, k=1,....,N, j=1,...,N,

gdjejexp=(k—1)Az, k=1,....N, Az =1/(N —1).
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Dodatak B

Fourierova transformacija

U ovom poglavlju dajem pregled teorije Fourierovih redova i Fourierove trans-
formacije. Literatura o tim temama je vrlo bogata no mi spominjemo ovdje samo
dvije reference, jednu elementarniju, [1], i jednu napredniju, [2].

B.1 Fourierovi redovi

Ortogonalnost trigonometrijskih funkcija: Ako je T' > 0i k,n € N, tada

vrijedi
T omk T ok
/o cos(%x)d:c:/o sin(%x)d:ﬁzo,

T omk 2
/0 cos(%x) sin(%x) de =0

/T <27Tk ) (27m ) d 0 zak #n
cos(——) cos(——z) dr =
B T T T/2 zak=n

/T sin(@x) sin(%—nx) dx = 0 zak 7 n
0 T T | T/2 zak=n

Za periodicku funkciju f: R — R definiramo Fourierov trigonometrijski red:

= 2k = . 2Tk
F.R.(f)= A0+;ak cos(Tx) +kz:;bk sm(Tx), (B.1)

gdje je
1 [T
Ay = =
L
T

T
ap = %/0 f(t) COS(#ﬁ) dt, by = %/0 f(t) sin(#x) dt
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Evidentno, parna funkcija ima razvoj samo po kosinusima, a neparna po sinusima.
Neka je H Hilbertov prostor (realan ili kompleksan) i (-, -) skalarni produkt u
H. Norma elementa h € H definira se uobicajeno s

1Pl = v/ (B, h).

Niz funkcija (¢ )ren iz H je ortogonalan ako za svaka dva razli¢ita indeksa k,n €
N vrijedi

Za svako h € H definiramo Fourierov red u odnosu na niz (¢ )ren formulom
= .. h,
ch¢k7 gdje je ¢ = ( ¢k2)-
pt &%l

Primjer B.1 Neka je H = L?(0,T) prostor svih kvadratno integrabilnih realnih funkcija na
(0,T). Niz funkcija

2 . 27 aT . AT 6m . bm
l,COb(T.ﬁ),bln(TZ‘),COS(TZ‘),bln(Tx),COb(Tx),bln(Tx),...

je ortoonalan u skalarnom produktu

T
(f’g):/o f(t)g(t)dt.

Primjer B.2 Neka je H = L?(0,T) prostor svih kvadratno integrabilnih kompleksnih funkcija
na (0, 7). Niz funkcija (e27%%*/T),cz je ortogonalan u skalarnom produktu

T
(f.g) = / F(6)a (D) dt.

Pripadni Fourierov red je kompleksan eksponencijala Fourierov red:

. 1 [T .
Z CkeQTrzkl/T7 cp = _/ f(t)e—Qﬂ'zkt/T dt.
T 0
k€EZ

Propozicija B.1 (Besselova nejednakost) Neka je (¢x)ren ortogonalan niz u uni-
tarnom prostoru H. Tada vrijedi

|(h’¢k)|2 2
Vh e H, ZW < [IAl"
keN

Dokaz. Slijedi iz

. (h’¢k> 2 2 . |(h7¢k>|2
h — = ||h||* — ———
=2 o el =P = 2 S e

Niz (¢k)ren je fundamentalan u H ako je skup razapet linearnim kombinaci-
jama elemenata iz {¢y: k € N} gust u H.

RADNA VERZIJA



B.2 FOURIEROVA TRANSFORMACIJA 109

Teorem B.1 Neka je H separabilan unitaran prostor i (¢x)ren fundamentalan or-
togonalan niz u H. Tada za svaki h € H vrijedi

"= Z o0 ||2

Za svaka dva elementa h, g € H vrijedi Parsevalova jednakost:

(1 00) (r,9)
& ladP

Za dokaz vidi Kurepa: Funkcionalna analiza, str. 49.

(h,g9) =

B.2 Fourierova transformacija

Fourierova transformacija se prirodno definira integralnom formulom na ap-
solutno integrabilnim funkcijama. Stoga ¢emo uvesti oznaku za prostor svih
apsolutno integrabilnih funkcija:

L'(R)={f: R — C: /R|f($)|dx<oo} (B.2)

Integral u formuli (B.2) treba uzeti u smisli Lebesgueovog integrala, sto znadci
da je svaka funkcija f € L'(R) Lebesgue-izmjeriva i apsoluntno integrabilna na
R. ako je pokazati da L'(R) ima strukturu vektorskog prostora uz uobic¢ajeno
zbrajanje funkcija i mnozenje skalarom te da je u njemu formulom

£l ®) Z/R!f(a:ﬂdx

dobro definirana norma (vidi []).
Za svaku funkciju f € L*(R) dobro su definirane sljedeée dvije transformacije:

F(f)(z) = / f(y)e *™*¥ dy  Fourierova transformacija, (B.3)
R

L(f)(z)= / f(y)e*™™ ¥ dy  Fourierova inverzna transformacija, (B.4)
R

gdje 7 oznacava imagnarnu jedinicu.
U slucaju funkcije vige varijabli, f € L*(R?), imamo analgne definicije:

F(f)(x) = / Fy)e Y dy  L(f)(x) = / F(y)e™ dy,
gdje je

d
Xy = kayk
k=1
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skalarni produkt u R¢,
Pored ovih moguce su i druge definicije Fourierove transformacije. Opéenito
ako Fourierovu transformaciju definiramo s

fwmszAﬂweMwy

za neke konstante A i B, onda Fourierovu inverznu transformaciju treba definirati
formulom
A

L@ = 505 [ Ty

Cest je izbor A=1, B=1 /v/27 koji vodi ponovo do simetri¢nih formula

D) = o= [ fe =y, £0)@) == [ sy

Mi éemo raditi s formulama (B.3), (B.4).

B.3 Osnovna svojstva Fourierove transformacije

Sljedece tvrdnje lako se provjeravaju za svako f € L'(R).
1. Fourierov transformat i Fourierov inverzni transformat su ogranicene funkcije:
Za svako z € R vrijedi

[F ()] < /le(y)ldy = Ifller@, L)@ < fllr@- (B.5)

2. (Linearnost) Fourierova transformacija i Fourierova inverzna transformacija
su linearna preslikavanja s L'(R) u prostor ogranicenih funkcija.
3. Evidentno imamo

F(h)x) = L(f)(=z), zeR (B.6)
4. Uvedimo operatore translacije i skaliranja:
mwf(@) = f(z —h), Auf(x)=f(z/h).
Tada zamjenom varijebli u integralu lako dobivamo:

F(mf)(z) = e ™M F(f)(2),  L{mf)(z) =™ L(f)(2),  (BT)

Fnf) (@) = W[ F(f)(ha),  LOALS) (@) = [h[L(f)(hx).  (B.S)

Iz (B.8) za h = —1 slijedi da je Fourierov transformat parne (neparne) funkcije
ponovo parna (neparna) funkcija. Isto vrijedi i za Fourierov inverzni transformat.

Iz (B.6) onda slijedi da za parnu funkciju f vrijedi F(f) = L(f), dok za neparno
f imamo F(f) = —L(f).

RADNA VERZIJA



B.3 OSNOVNA SVOJSTVA FOURIEROVE TRANSFORMACIJE 111

5. Analogno, neka je e, = €*™* Tada je

Flenf)(x) = F(f)(w = h) = mF(f)(x), (B.9)
Llenf)w) = L)z — B) = WL f)(x). (B.10)
6. U odnosu na kompleksno konjugiranje imamo sljedece relacije:
F(f)=L(f), L£(f)=F(f) (B.11)
Zadatak B.1 Neka je x4 karakteristicna funkcija skupa A C R. Pokazite da je
_sin(2max)
F(X(=a,0)(x) = - O

Zadatak B.2 Neka je a > 0. Pokazite da je za f(x) = X(—q,q)(x)e™*"

1

a+ 2mix’

F()(x) =

i da F(f) nije apsolutno integrabilna.

Zadatak B.3 Neka je cp(x) = cos(2mhz) i sp(x) = sin(2wha). Tada vrijede modulacijski
identiteti:

Flsnf)(@) = 5 (FN(@+h) — F()a — h)
Flenf)(w) = 5 (F()( -+ ) + F(f)x — h)
L)) = § (F(F)(w — ) = F(P)a + b))
Llenf)@) = 5 (F(H@ — )+ F(f)a + b)) O

Koristit ¢emo standardnu oznaku C(R) za skup svih funkcija f: R — C koje
su neprekidne u svakoj tocki z € R. Uz uobic¢ajeno zbrajanje funkcija i mnozenja
skalarom taj skup ima strukturu linearnog prostora. Podskup svih funkcija iz
C(R) koje su ogranicene takoder ima strukturu vektorskog prostora i oznacava
se s Cg(R). U njega se uvodi norma

[flloe = sup [ f ()]
rzeR

Jos manji potprostor je

Co(R) = {f € Ca(R): lim f()=0}.

r—=+00

Teorem B.2 Za f € L'(R) vrijedi:
1. F(f),L(f) € C(R);
2. limy 100 F(f) () = lim, 10 L(f)(x) = 0.
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Napomena B.1 Drugi dio teorema je verzija Riemann-Lebesgueove leme. Teorem kaze da su
F i £ linearni operatori s L'(R) u Cy(R). Zadatak B.2 pokazuje da transformirana funkcija ne
mora lezati u L*(R). O

Propozicija B.2 Neka je f € L'(R) derivabilna funkcija i f' € L'(R). Tada je
F(f)Nw) =2mizF(f)(x), L(f)(x)=—2mizl(f)(x). (B.12)

Dokaz. Parcijalnom integracijom:
/f —27rzxy dy
= [ (G e s 2ming)e ) ay

= (f(y)e )|
= 2riaF(f) (),

+ 27m'x/ fy)e 2™ dy
R

gdje smo iskoristili lim, .+ f(z) = 0. Isto se tretira inverzna transformacija.
]

Propozicija B.3 Neka je zadana funkcija f € L'(R) i neka je f; € L'(R), gdje je
fi(z) = xf(z). Tad su F(f) i L(f) neprekidno derivabilne funkcije te vrijedi

dif(f) = _27Tif(f1); %ﬁ(f) — 27Ti£(f1).

Dokaz. Parcijalnom integracijom:

d —2mix X
= [ sy = [ g =2eipe oy
R

_ _oni /R (1) dy — —2miF(f1)(x).

Integriranje pod znakom integrala opravdava se Lebesgueovim teoremom o do-
miniranoj konvergenciji. Za inverznu transformaciju je isto. [

Tvrdnje iz Propozicija B.2 i B.3 izravno se poopc¢uju na vise derivacije kada
su za to ispunjeni potrebni uvjeti:

F(f) ) = @ria)"F(f)(x), LFY)(@) = (=2miz)"L(f)(z).  (B.13)

dn RO d" N
L F @) = (20 FW ), L) = @riy L) (BA4)
gdje u formuli (B.14) oznaka F(y" f) predstavlja Fourierov transformat funkcije

y =y fly).
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Zadatak B.4 Neka je g € L'(R) i neka je G(z) = [ g(t)dt, G € L'(R). Pokazite da je tada

F(9)(=)

2miz

F(G)(x) =

Teorem B.3 Neka su f,g € L'(R). Tada je

/R F(f)(@)g(x) do = / £ (2)F(g)(x) d,

/R L) (@)g(x) da = / F(£)L(9)(x) d.

Dokaz. Primjenom Fubinijevog teorema izlazi

[FO@ata e = [ [ e aygto aa

= /]R /]R f)g(x)e > dy dx
= /R f(y) /R g(x)e >™ da dy = /R fW)F(g)(y)dy. O

B.4 Transformacija Gaussovih funkcija

Gaussove funkcije su oblika
g(x) = Ae 1@—w0)*, (B.15)

gdje su A, v i z¢ realne konstante te v > 0.

/ e dy = \/f
R v

Lema B.1 Neka je g(z) = e Tada je

Zadatak B.5

F(g)(x) = Llg)(x) = \/ge”%%-

Dokaz. Uoc¢imo da je funkcija g(x) parna, pa je stoga F(g) = L(g). Integral
ne¢emo racunati direktno veé¢ ¢emo primijetiti da je

g'(x) = —2yxg(x)

pa primjenom Fourierove transformacije dobivamo F(¢') = —27F(g1), g1(z) =
zg(x). Uvedimo oznaku G = F(g) i primijenimo Propoziciju B.2 i Propoziciju B.3
kako bismo dobili

2
G'(x) + Q%zG(x) =0.
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Rjesenje ove diferencijalne jednadzbe je
G(z) = Ae™™ Al
gdje konstantu A odredujemo iz uvjeta (Zadatak B.5)

™

g

A=G(0) = F(g)(0) = /Re%ﬂ ay— " O

Koristeci svojstvo 4. (str. 110) dobivamo za g(x) = e~ 7(=%0)";

f(g) (x) —_ 6727rixxof<g)(x) — \/feﬁ-mzoeﬂ- 12/7 <B16)
Y
E(g)(x) — 627ria:ac0£(g> (x) — \/§e2mﬁzmoew212/7. (Bl?)
Propozicija B.4 Za svaku Gaussovu funkciju (funkciju oblika (B.15) sa v > 0 i

A, o € R) vrijedi
F(L(g) =9, L(F(9) =g

Dokaz. Koristeéi (B.17), svojstvo 5 sa strane 111 i Lemu B.1 dobivamo

(e \[ F(emmmoe ™ ) (@) = AF(e ™) @ = o)

—m2(z—2x0)? /(7> —v(z—20)2
:A\/; /7r2/7e a0 /(20 = gera0l  g(z).

Druga se jednakost dobiva posve analogno. [

Napomena B.2 Gaussove funkcije su primjer vrlo brzo padajucih funkcija. To su funkcije
g(x) koje za svako « > 0 zadovoljavaju

lim e¥®l|g(z)] = 0.

r—+o0

Lako se pokazuje da je za svako polinom p(z) funkcija

o) = pla)e e

vrlo brzo padaju¢a funkcija. To ujedno znaci i da su sve derivacije Gaussove funkcije vrlo brzo
padajuce funkcije. O

Osnovna Gaussova funkcija je
g(x) =e . (B.18)

Ona zadovoljava
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Promatrat ¢emo niz skaliranih funkcija g,(z) = vg(yz), v > 0, koje isto imaju

svojstvo
[ awrde=1
R

Definicija B.1 Fukcija f: R — R je eksponencijalno integrabilna ako postoji
konstanta 3 > 0 takva da je f(z)e ”* apsolutno integrabilna (tj. nalazi se u
LI(R)).

za svako v > 0.

Teorem B.4 Za niz Gaussovih funkcija g,(xz) = vg(vyz), v > 0, gdje je g(x)
definirano s (B.18), vrijedi:

lim | f(@)g,(x = o) dw = f(z0),

Y—©

za svaku eksponencijalno integrabilnu funkciju f(x) i svako =y € R u kome je f(x)
neprekidna.

Dokaz. Odaberimo € > 0. Tada zbog neprekdnosti funkcije f u tocki x = z
mozemo nac¢i 0 > 0 takav da je

e —aol <5 = |f(@)— flao)| < 3. (B.19)

Tada je

|/f 2)go(x — z0)d — f 900|—|/ £(0))gs (0 — x0) d]|
/ (@) — F(z0)lgs (- o) da

{L'()+5

- / F(@) — F(xo)lgs (& — 20) da

0—0

n / @) = fao)lgy (@ — o) da

—00

n / T 1) = Fao)lgy (@ — o) da

0+0

Kako je zbog (B.19)

zo+9
[ 1@ = Sl o - ao)do < 5 [ gyo =)o =

0—0

dovoljno je ocijeniti druga dva integrala na desnoj strani.
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Zbog eksponencijalne integrabilnosti mozemo naé¢i § > 0 takvo da je

/ (@) — f(z0)|gs (@ — o) do = / (@) — Flao)le P (x — 20) da
1‘0+5 $0+5

< maxh /|f f(x0) e P@=20) dg:

= Amaxh
gdje je

/|f f(zo)|e P@=20) da < oo,
te »
ho(s) = e’g,(s) = e 7™,

Funkcija h (s) postize svoj maksimum u tocki s = 3/(277?), nakon koje monotono
pada. Ako odaberemo v iz uvjeta

p
272

— < ’y )
dobivamo

/ 005 F(@) = F(@o)lgy (@ — a0) da < AR, (5) = Aye® =
ro+

kada v — oo. Stoga mozemo naéi v > 0 takav da za v > 7 imamo

/OO |f(z) — f(zo0)|gy (2 — 20) do < %

0+46

Na isti nacin nalazimo i 7= > 0 takav da za v > . imamo

zo—0 e
[ 1@ - sl - ) de < 5

pa za v > max(7. ,7) dobivamo

IAf(x)gy(x—xo)dx—f(xo)l < §+%+§:e. O

Propozicija B.5 Neka su f i g dvije eksponencijalno integrabilne funkcije. Ako je

/ F(£)6(x) di = / 9(2)p(z) do

za svaku Gaussovu funkciju ¢, onda je f(x) = g(z) u svakoj to&ki neprekidnosti
funkcija f i g.
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Dokaz. Kao u prethodnom teoremu odaberimo Gaussovu funkciju oblika g, (z —
xg). Tada je

[ 1@gta ~m)do = [ g(@)g, (o~ 20 ds

R R
i prijelazom na limes v — 0o, prema Teoremu B.4 dobivamo f(zg) = g(x¢), ako
je xo tocka neprekidnosti dviju funkcija. [

Teorem B.5 Neka je f € LR)NC(R) i FF € LY(R) N C(R). Tada je
F=F() & f=C£L(F).

Dokaz. Neka je F = F(f). Tada je prema Teoremu B.3
[ £ @, = ) do = [ Pl o= an) da
/]—" L(g,(x — x¢)) dz
- [ @07 Lo, ~ ) do

Prea Propoziciji B.4 slijedi

/E z)g(x — o dx—/f )9 (x — o) dz.

Prijelazom na limes v — oo dobivamo L(F) = f. Drugi smjer se dokazuje
analogno. [J
Prethodno teorem kaze da je

FLA)=f 1 LF) =T

ukoliko je f,F(f) € L*(R) N C(R). Sve takve funkcije ¢ine linearan prostor
koji Fourierova transformacija preslikava u samog sebe i na kojem je L inverz
preslikavanja F. Jedan potprostor tog prostora, kojeg mozemo eksplicitno opisati,
je prostor brzo padaju¢ih funkcija.

Napomena B.3 Prostor svih beskona¢no mnogo puta neprekidno derivabilnih funkcija sa R u

R oznacavamo s C°°(R). Funkcije iz C°°(R) karakterizirane su svojstvom da imaju neprekidne
derivacije svakog reda.

Definicija B.2 Funkcija ¢: R — R je brzo padajuéa ako je ¢ € C*°(R) i ako za
svaki par (m,n), m,n € NN {0} postoji konstanta C' = C,, ,, takva da je

Ve eR, [|zm¢™(z)] < C.

Skup svih brzo padajuéih funkcija je linearan prostor koji oznatavamo sa S(R) ili
krace S.
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Fourierova transformacija i inverzna Fourierova transformacija su evidentno
dobro definirane na S bududi da je S C L!'(R). Stovise, ako je za ¢ € S ujedno
F(¢) € S, onda je L(F(¢)) = ¢, jer su uvjeti Teorema B.5 zadovoljeni.

Teorem B.6 Fourierova transformacija F je bijekcija na S; inverzno preslikavanje
je L.

Dokaz. Prostor S ima svojstvo da za svako (m,n), m,n € NN {0} vrijedi
"™ € S ¢ L'(R). Neka je ¢ € S, tada rekurzivnom primjenom Propozi-
cije B.3 zakljucujemo da je F(¢) € C*(R) i vrijedi

dn

%}_(@ = (—2mi)"F(y"¢).
Nadalje, uastopnom primjenom Propozicije B.2, odnosno formule (B.13) dobi-
vamo

m d” dm

2" S F (@) (@) = (1) (2mi)" " (2min)" F(y"d) = (—1)"(27Ti)m_"f(dy—m(y”¢))-

Funkcija CZ/—mm(y”(b(y)) lezi u prostoru S, stoga i u L'(R), pa imamo ocjenu
Ve ER, "o F @)@l < Cn)" T 6 ) w.

dz™

Iz definicije brzo padaucih funkcija s lako¢om se dokazuje da je
dm
||dy—m(y"¢)||L1(R) < C(m,n) (B.20)

gdje je C'(m,n) neka konstanta koja ovisi samo o m i n. Buduéi da su m i n
proizvoljni zakljué¢ujemo da je F(¢) € S. Za svako ¢ € S vrijedi L(¢)(z) =
F(¢)(—z) pa imamo da je L(¢) € S za svako ¢ € S. Gornje oznake pokazuju
da je S podskup prostora na kome je F invertibilna i stoga zaklju¢ujemo da je
F: S — S bijekcija i da je £ njen inverz. [

Napomena B.4 Kada se u prostor S na odgovarajuéi nacin uvede topologija (preko niza
polunormi) moze se pokazati da je F: & — S izomorfizam (neprekidna bijekcija s neprekidnim
inverzom). O

Zadatak B.6 Dokazite (B.20). O

B.5 Konvolucija i Fourierova transformacija

Definicija B.3 Neka su f,g: R — C dvije funkcije. Izraz

(f % g)(x) = / W)z — y)dy

naziva se konvolucija funkcija f i g ako integral na desnoj strani postoji za sve z € R.
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Zadatak B.7 Neka je f(z) = f(—x). Pokazite da je
(f*9)(@) = (f * g)(~=). O (B.21)

Propozicija B.6 1. Ako je f € L*(R) i g € L*(R), onda je f x g € L®(R) i
1f * gll ooy < HleLw(R)HgHL}(R)- o
2" Akoje f,g € L'(R), onda je f +g € LX(R) i | * gllsy < Il mllalline

Dokaz. Prva tvrdnja slijedi iz

I/f(y)g(x—y) dy| < / fW)llg(x —y)ldy < || flleem gl ®)-
R R

Drugu tvrdnju dobivamo zamjenom poretka intehgracije:

1 * gl = / | / )9 — y) dyda < / / F@)llg(e — v)| dy| da

= [ [15@lste = nldedy = [ 17 [ loto— )l dsdy
= 1501 [ 9@y = Ul O

Propozicija B.7 Ako je f,g € S,onda je fxg € S.

Konvolucija ima ova svojstva:
1. Komutativnost f % g = g * f.
2. Distributivnost prema zbrajanju:

fx(g+h)=fxg+ f=h.

3. Za svaku konstantu « vrijedi

(af)*xg=f*(ag)=al(f*g).

Konvolucija nije uvijek asocijativna. Asocijativnost

(fxg)xh=fx(gxh)

¢e vrijediti samo onda kad u izrazu (f *g)*h mozemo primijeniti Fubinijev teorem
i zamijeniti poredak integracije.

Zadatak B.8 Ako je f(z) = e 2"x(9,00)(2), g(x) = €5 pokazite da je (f * g)(z) = € /7. O

Zadatak B.9 Ako je f(z) = x(—1,1)(%), g(x) = sinz pokazite da je (f * g)(x) = cos(x — 1) —
cos(zr+1). O

Zadatak B.10 Ako je f(z) =1, g(z) = ze=® i h(z) = X(0,00) (%) pokazite da je (f x g) * h #
f*(g=xh). O
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Propozicija B.8 Ako je f,g € L'(R), onda je
F(f=g9)=F()F(g), L(f=*g)=L(f)L(g).

Dokaz. Dokazujemo samo prvu jednakost jer je se druga dokazuje posve analogno.
Prema Propoziciji B.6 znamo da je f*g € L*(R), pa je Fourierova transformacija
konvolucije dobro definirana. Nadalje,

F(fa)a) = [(Feae iy = [ [ g -tdre oy

/f / ) —2mizy dy dt
_ / f(t)e—Qm:ct / g(y _ t)e—Qm'z(y—t) dy dt
R R

_ / f(t)e it dy / 9(2)e " dz = F(f)(2)Flg)(x). O
R R
Propozicija B.9 Ako je f,g € S, onda je

F(fg) = F(f) = Flg), L(fg) = L(f)* L(g)-

Dokaz. Akoje f,g € S,ondajei L(f),L(g) € S pa mozemo primijeniti Propozi-
ciju B8 s L(f) i L(g). Izlazi,

F(L(f) = L(g)) = FL))F (L) = f9,
gdje smo u drugom koraku iskoristili Teorem B.6. Sada je
F(fg)w) = F(FL) = Llg))(x) = LIFILS) = L(g)))(=2)
= (L(f) * L(9)(—x) = (L(f) * L(9))(x) = (F(f) * F(g))(x),

L
gdje smo iskoristili (B.21) i £ = F (f(x) = f(—x), vidi (B.6)). Analogno se
pokazuje i druga jednakost. [J

*

B.6 Fourierova transformacija i kvadratno inte-
grabilne funkcije

Fourierova transformacija nije dobro definirana na kvadratno integrabilnim
funkcijama no na osnovu Plancherelovog teorema moze se prosiriti do preslika-
vanja s L3(R) u L*(R).

Teorem B.7 (Plancherelov teorem) Neka su f,g € S. Tada je

/f dx—/}"f )Fg(x)dz.
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Dokaz. Koristeéi Teorem B.6 imamo

/f dx—/]—']—"f z)g (x)dx:/R}"(}'f)(x)de.

Prema Teoremu B.3 slijedi

/f dac—/]:f dx—/]:f VFg(z)de. O
Kao posljedicu dobivamo da za svaku funkciju f € S vrijedi

[fllz2@ = [1Ffllz2m)- (B.22)

Teorem B.8 (Plancherelov teorem, druga verzija) Postoji jedinstveni ograni&eni lin-
earni operator F»: L?(R) — L*(R) takav da je Fof = F [ zasvako f € S. Operator
F3 ima i sljedeca svojstva:

1. Operator F; je unitaran.
2. Fof = Ff zasvako f € L'(R) N L*(R).
Dokaz.
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Dodatak C

Eulerove jednadzbe

C.1 Newtonov fluid

Princip sacuvanja mase izrazamo jednadzbom kontinuiteta (vidi sekciju 6.1):

ap
ot

Tenzor naprezanja Newtonovog fluida dan je formulom

+ div(pv) = 0. (C.1)

T =—pl+ Adivv I+ 2uD,

gdje je D simetrizirani gradijent brzine:
1
D = E(VV +(Vv)h).

Koeficijenti A i p su volumna i dinami¢ka viskoznost, a ovise o gustoéi i temperaturi.
Iz treéeg zakona termodinamike (vidi [1]) slijedi

3AN+2u>0, p>0.

Koeficijent A se obi¢no pise u obliku

2
A —= —_ —
K= gh

gdje je k tzv. dilatacijska viskoznost. Mi ¢emo uzeti k = 0, tako da dobivamo

2
T=-pl+7, 7= —3H divvI+ p(Vv+ (Vv)h).

Jednadzba gibanja (vidi [1]) ima oblik

p(%—?%—(VV)V) =—-Vp+divr + pg. (C.2)
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124 EULEROVE JEDNADZBE

Za globalnu primjenu jednadzbe povoljniji je njen konzervativni oblik. On se
dobiva tako da se, koristeci jednadzbu kontinuiteta, uoc¢i da je

0 9,
p—v +p(Vv)v=—(pv) +vdiv(pv) + p(Vv)v
ot ot
9, :
i (pv) +div(pv @ v)

gdje smo uveli dijadski produkt (v ® v); ; = v;v;. Time dobivamo

0
5 (pv) +div(pv @ v) = = Vp +divT + pg.

Zadatak C.1 Dokazite da iz (C.2) slijedi (mnozenjem sa v) zakon satuvanja mehanitke energije:

2 2
aat<p|v2|>—|—div<pv|v2|):—Vp-v+div7~v—|—pv~g.D (C.3)

Zakon sacuvanja ukupne energije ima oblik (vidi [1], [2])

a [|v|? lv|? . :
P T—Fe +pv-V 7—1—6 = —divq+div(Tv) +pv-g+r.

Kao i gore, primijenjujuci zakon sac¢uvanja mase, dobivamo lijevu stranu u konz-
ervativnoj formi

[vf?

2
% (p‘% —l—pe) + div [pv(VT —I—e)} =—divq+div(Tv)+pv-g+r

= —divq —div(pv) + div(Tv) +pv-g+7r

Na toplinski fluks q primijenjujemo Fourireov zakon
a=-kVeE, k>0

gdje je 6 apsolutna temperatura. (r je vanjsko volumno toplinsko djelovanje)

C.2 Neviskozni fluid

Pretpostavimo sada da je fluid Eulerov (1 = 0 sto povlaci 7 = 0), da je
vanjsko toplinsko djelovanje » = 0, da gravitacijsku silu mozemo zanemariti te
da je toplinska vodljivost £ = 0 (i stoga q = 0). Tada se jednadzbe reduciraju na

o +div(pv) =0

ot
0
% (pv) +div(pv @ v +pI) =0
0

5 (pE) +div ((pE+p)v) =0
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gdje smo u zadnjoj jednadzbi uveli novu varijblu

|V‘2
E —_ e
2

koja ima znacenje ukupne energije v(kinetiéka + unutarnja). Vidimo da imamo 5
jednadzbi za 6 arijebli p, v, pi E. Sesta jednadzba se dobiva iz termodinamickih
relacija. U slucaju politropnog plina (specifiéne topline ¢, i ¢, konstantne, dobiva
se
p=(v—1pe, v>1

(7 = ¢p/cy). Uotimo da je u ovom slucaju

[v[®
_ 7)‘
Ako je gibanje isentropijsko (entropija konstantna) onda imamo jednostavniju
ovisnost

p=p(p,e) = plp,

p=plp) =Cp’
(v = cp/cv).
Jednadzbe u jednoj prostornoj dimenziji:
dp 0
ot + %(Pv) =0
0 9, ,
o (pv) + a—x(ﬂv +p)=0
0 0
— (pE) + — ((pE =0.
o (PE) + - ((0E +p)v) =0
Ovaj sustav mozemo napisati u obliku zakona sacuvanja na sljedeé¢i nacin:
Uy U2
u=|uy|, ur=p, up=pv, us=pE, fu)=| wuj/us+p(u)
U3 (us + p(u))uz/us.

Tada imamo 9 5

Uz pretpostavku termodinamicke ravnoteze fluida (vidi sekciju C.3) imamo sljedece
modele:

2
p(u) = (y —1)(us — 2u_2) (politropan plin), p(u) = Cu] (izentropijski tok).
Uy

U slucaju izentropijskog toka prve dvije jednadzbe su neovisne o trec¢oj, pa ih
stga promatramo odvojeno:

o {Zj - L’ﬂ  flw= {ug/ulf p(ul)} ’ ?9_1151 i agl’u) -
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126 EULEROVE JEDNADZBE

C.3 Termodinamicke relacije

Unutarnja energija fluida e je funkcija stanja: e = e(p, p). Dovedemo li fluidu
infinitezimalnu koli¢inu energije, ona ¢e biti pretvorena dijelom u rad koji fluid
obavi ekspanzijom, a dijelom u unutanju energiju fluida. Ukupna energija je dana
izrazom

de +pd(%). (C.4)

Ovdje se pretpostavlja da je svaka promjena termodinamickog stanja fluida vrlo
spora (fluid prolazi kroz niz ravnoteznih stanja) tako da je rad obavljen ekspanz-
ijjom fluida jednak pd(1/p).

Buduéi da je e = e(p, p), formulom (C.4) dana je diferencijalna forma u dvije
varijable p i p. Prema Pfaffovom teoremu mozemo naci integracijski faktor 1" =
T(p, p) takav da je

TdS = de + pd(%). (C.5)

gdje je S = S(p, p). Funkcija T' je apsolutna temperatura, a S je entropija.

C.4 Idealan plin

Osnovna relacija idealnog plina je
p= RpT (C.6)
gdje je R konstanta. Jednakost (C.5) prelazi u

ds = % —d(Rlnp).

Odavdje slijedi da de/T mora biti puni diferencijal pa zakljucujemo da je
e=¢e(T). (C.7)
Specifi¢nu toplinu pri konstantnom volumenu definiramo relacijom
de = ¢,dT, (C.8)

kojom je ¢, definirano kao koli¢ina apsorbirane energije po jedinici temperature
pri konstantnom volumenu. Analogno definiramo specifi¢nu toplinu pri konstant-
nom tlaku c,:

1
d(e + p;) = ¢,dT. (C.9)

Funkcija h = e 4+ p/p naziva se entalpija. Kod idealnog plina imamo e = e(7T),
¢y =¢(T), ¢y =c,(T) 1 h=h(T).
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Politropan plin. Idealan plin je politropan ako su mu specificne topline
konstantne. Tada se lako pokazuje da je

e=c,T, h=cT, (C.10)

¢y, — ¢, = R, pa je stoga v = ¢,/c¢, > 1 1 imamo
e=——=-, h=——= T=—-. (C.11)
Nadalje, koristeci te relacije dobivamo izraz za entropiju:
S =c ln(’%) + const. (C.12)

Mozemo pisati

p=rpe  (k=const.) ili p=(y—1)pe. (C.13)

Ako je tok politropnog plina takav da je entropija knstantna, onda dobivamo
jednostavniji zakon za tlak:
p==Cp.

Jos jednostavniji zakon slijedi u slu¢aju izotermnog toka. Tada je p = Cp (C =
RT).

Zadatak C.2 Dokazite formule za politropan plin: (C.10), (C.11), (C.12) i (C.13).
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