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Uvod

Za razne tehnicke discipline kao $to su hidrologija, naftno inZenjerstvo, agronomija,
kemijsko inZenjerstvo, itd. veliki znacaj ima gibanje fluida u poroznoj sredini. Isti¢emo
vaznost modeliranja toka vode iz razloga Sto je postojanje vode esencijalni uvjet za zivot
ljudi, Zivotinja i biljki. Ona je takoder vazna i kao transportni medij za energiju, organizme
1 razne tvari.

Poroznu sredinu ¢ini svaki materijal unutar kojeg su prisutne Supljine ili pukotine,
kaZzemo da materijal odlikuje poroznost. Dio prostora koji zauzima fluid nazivamo pornim
prostorom. Vazno je napomenuti da ¢emo pod poroznom sredinom podrazumijevati samo
one materijale koji imaju povezan porni prostor, tj. one materijale koji dozvoljavaju gibanje
fluida. Porni prostor moZe ispunjati viSe od jednog fluida. Ukoliko su fluidi meduso-
bno separirani granicom tada fluide nazivamo fazama te govorimo o viSefaznom toku u
poroznoj sredini.

U ovom radu prouc¢avamo dvofazni tok $to znac¢i da ¢emo promatrati poroznu sredinu
u kojoj dva razlicita fluida ispunjavaju Citav porni prostor. Najces¢i primjeri parova fluida
u dvofaznom toku su voda-zrak, voda-nafta te nafta-plin.

U L poglavlju uvodimo veli¢ine koje opisuju fluide i strukturu porozne sredine. Pri
tom uvodimo odredene pretpostavke pod kojima vr§imo sva razmatranja unutar ovog rada.
Naime, poroznu sredinu ispunjenu fluidima je vrlo teSko precizno opisati matematicki.
Nadalje, koristec¢i se fizikalnim zakonima postavljamo matematicki model koji opisuje
dvofazni tok fluida u poroznoj sredini. Njega Cine diferencijalne jednadzbe kojima pri-
druZujemo odgovarajuci skup rubnih i pocetnih uvjeta.

Opcenito, matemati¢ki model nije moguce rijeSiti bez upotrebe numerickih metoda. S
ciljem njegovog rjeSavanja u narednim poglavljima opisujemo postupak dolaZenja do nu-
merickog modela. Pri tome se koristimo standardnom i mjeSovitom metodom konacnih
elemenata kao 1 metodom konac¢nih volumena, koje se temelje na varijacijskoj formu-
laciji. Postupak dolaZenja do varijacijske formulacije opisujemo u II. poglavlju dok njenu
diskretizaciju opisujemo u III. poglavlju. Zbog potrebe numerickog rjeSavanja nelinearnih
sustava jednadzbi u IV. poglavlju opisujemo najcesce koriStene linearizacijske tehnike.

Numeri¢ki model mozemo promatrati kao numericki algoritam ¢ijom implementaci-
jom dolazimo do programa koji se mogu upotrijebiti za simulaciju ponasanja fluida pod
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odredenim uvjetima. Simulacijski programi su implementirani koriStenjem software-a
FreeFem++ te ih u V. poglavlju testiramo na jednostavnim primjerima.



Poglavlje 1

Model dvofaznog toka fluida kroz
poroznu sredinu

1.1 Uvodne napomene

Prvi problem na koji nailazimo prilikom opisa modela dvofaznog toka kroz poroznu
sredinu proizlazi iz Cinjenice da se karakteristi¢ne dimenzije pornog prostora i domene u
kojoj promatramo tok fluida veoma razlikuju. Stoga se uobiCajeno govori o prisutnosti
dviju razlic¢itih prostornih skala. Mikroskopska skala je prostorna skala odredena karakte-
risticnom dimenzijom pora pornog prostora. Matematicki model postavljen na mikroskop-
skoj skali se naziva mikroskopskim modelom. Makroskopska skala je prostorna skala
odredena karakteristicnom dimenzijom domene toka. Odgovarajuc¢i matematicki model se
naziva makroskopski model. Zbog prakti¢nih racuna upotrebljivost mikroskopskog modela
je vrlo mala pa stoga koristimo makroskopski model.

U makroskopskom modelu podrazumijevamo poroznu sredinu kontinuumom. Ovdje
smo preSutno uveli pretpostavku na strukturu porozne sredine, tj. da bi poroznu sredinu
uopce mogli modelirati kao kontinuum moramo pretpostaviti postojanje tzv. reprezenta-
tivnog elementarnog volumena, skra¢eno, REVa.

Svaka toc¢ka u makroskopskom modelu predstavlja jedan reprezentativni elementarni
volumen, dovoljno velik da sadrzi 1 ¢vrstu fazu i1 fluide u pornom prostoru. Svakako
je vazno naglasiti kako sve veliine koje se pojavljuju u makroskopskom modelu imaju
znacenje srednje vrijednosti po reprezentativnom elementarnom volumenu.

Sljedeca pretpostavka koju uvodimo nam uvelike pojednostavljuje opis matematickog
modela. Naime, pretpostavljamo izoterman tok fluida $to znaci da je temperatura fluida
konstantna. Takva situacija je u poroznoj sredini Cesta jer temperaturu fluida konstantnom
odrzava okruZujuca stijena. Stoga su sve veliCine koje se pojavljuju u makroskopskom
modelu neovisne o temperaturi.
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Nadalje, pretpostavljamo nemjeSivost fluida Sto znaci da unutar svake pore pornog
prostora postoji dobro definirana granica koja separira fluide. Kao §to smo naveli u uvodu,
tada fluide nazivamo fazama. Primjetimo da smo posljednje razmatranje izveli na mikro-
skopskoj skali. Ostanimo na trenutak pri njoj. Granica koja separira fluide je zakrivlje-
na ploha i nazivamo ju separacijskom plohom. Moze se pokazati da ona ima minimalnu
povrsinu, Sto je posljedica djelovanja sile povrSinske napetosti.

U tocki u kojoj separacijska ploha dodiruje ¢vrstu fazu definira se kut viaZenja, u oznaci
6. To je kut izmedu plohe Cvrste faze i separacijske plohe mjeren kroz jedan od dva fluida.
Fluid kroz koji mjerimo kut vlaZenja nazivamo vlaZeéim fluidom ili vlaZecom fazom (eng.
wetting phase) ukoliko za njega vrijedi § < 90°. U suprotnom slucaju, 8 > 90°, fluid
nazivamo nevlaZeéim fluidom ili nevlaZe¢om fazom (eng. non wetting phase). Vlazeca faza
stoga ima viSe afiniteta prema stijenci porozne sredine od nevlazece faze.

Kod dvofaznog toka, Sto je upravo nas slucaj, uobicajeno je vlaZecu fazu oznacavati in-
deksom w a nevlazeéu fazu indeksom n. U daljnjem radu ¢emo i mi vlazecu fazu oznacavati
indeksom w dok ¢emo nevlazecu fazu oznacavati indeksom g (eng. gas) kako ne bi doslo
do eventualne kolizije oznaka.

Takoder pretpostavljamo da se fluidi sastoje od samo jedne komponente te da izmedu
fluida ne dolazi do izmjene mase.

1.2 Svojstva porozne sredine i fluida

Svojstva porozne sredine opisuju se pomoc¢u nekoliko parametara od kojih su najvazniji
poroznost i propusnost.

Poroznost predstavlja udio pornog prostora u jedinicnom volumenu porozne sredine,
stoga se definira kao volumen pora podijeljen s ukupnim volumenom porozne sredine.
Preciznije, neka je V(x) prostorna domena koja predstavlja REV u nekoj tocki x a Vp(x)
podskup od V(x) koji €ini porni prostor. Neka su odgovarajuéi volumeni redom V(X) i
Vp(x). Dakle, poroznost, u oznaci @, iznosi

1%
d(x) = ‘f((xx)).

Primijetimo da poroznost ovisi o prostornoj varijabli x Sto zna¢i da opcenito varira s
polozajem. Ona je bezdimenzionalna veli¢ina koja poprima vrijednosti izmedu 0 i 1. U
praksi se odreduje eksperimentalno.

Propusnost je mjera kojom se porozna sredina opire gibanju fluida. Opcenito je u formi
simetri¢nog, pozitivno definitnog tenzora te se oznacava sa K.

Pretpostavit ¢emo da je porozna sredina inkompresibilna, tj. pretpostavit ¢emo kru-
tost ¢vrste faze porozne sredine. To znaci da varijacije tlaka fluida u poroznoj sredini
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nemaju veliki utjecaj na geometriju pornog prostora. Matematicki to opisujemo tako da
nam poroznost i propusnost kao funkcije mogu ovisiti samo o prostornom poloZaju.

Od svojstava fluida istiCemo gusto¢u mase i viskoznost fluida. Gusto¢a mase fluida
je odredena jednadZzbom stanja fluida. Opcenito, gustoca je funkcija tlaka, temperature i
kompozicije fluida. U ovom radu pretpostavljamo da su gustoée fluida konstantne. Mjerna
jedinica za gustoéu mase je kg - m~>; uobicajeno ju oznatavamo sa p.

Viskoznost je mjera otpora fluida medusobnom kretanju njegovih slojeva. Kao i gustoca
mase, viskoznost fluida je funkcija tlaka, temperature 1 kompozicije fluida. Takoder i njih
u ovom radu smatramo konstantnim veli¢inama. Mjerna jedinica za viskoznost u MKS
sustavu je Pa - s, dok je u cgs sustavu to 1 poise [lpoise =1g-cm™'- s‘l]. Viskoznost
fluida oznacavamo sa p.

1.3 Modeliranje dvofaznog toka

Zasicenje i Darcyjeva brzina

Kao sto smo ve¢ naveli, na mikroskopskoj skali postoji dobro definirana granica medu
fluidima. Prelaskom sa mikroskopske skale na makroskopsku skalu granice medu fluidima
se gube te su u svakoj tocki prostora istovremeno prisutne sve tri faze, kruta stijenka i dva
fluida. Sljedeci cilj nam je opisati koli¢inu pojedine faze u nekoj to¢ki makroskopskog
modela. U skladu s prethodnima, uvodimo sljedece oznake. Neka su V,, i V, podskupovi
pornog prostora Vp, promatrani u nekoj makroskopskoj tocki x, te njima odgovarajuci
volumeni V,, i V,. OCito vrijedi

Vp=V, + Vg.

Zasicenje vlaZece faze, u oznaci S, definira se kao omjer volumena kojega zauzima
vlaZeca faza u pornom prostoru i ukupnog volumena pornog prostora

VW

Sy =—.
Vp

Analogno se definira zasic¢enje nevlaZece faze, koje oznaCavamo sa S,

V.
Sg=—=.
8 VP
Primijetimo da vrijedi
Sw+S,=1.

Recimo neSto o brzini pojedinih faza na makroskopskoj razini. Oznaimo stvarnu
mikroskopsku brzinu faze a sa vy, gdje je a € {w, g}. Tada je stvarna makroskopska brzina
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faze @ dana kao srednja vrijednost po reprezentativnom elementarnom volumenu,

> 1
mx>=7fvz<y>dy, aciwg).

a

Va(x)

Osim stvarne makroskopske brzine definira se 1 prividna makroskopska brzina, tzv. Dar-
cyjeva brzina

- 1 -
q(,(x):vaa(y)dy, o€ w gl
Va(x)

Iz navedenog proizlazi veza izmedu stvarne 1 prividne makroskopske brzine fluida

G0 (X) = DV, (X), @€ {w,g).

Darcyjev zakon

Darcyjev zakon, zvan jo$ i zakon filtracije, eksperimentalno je utvrdio francuski inZe-
njer Henry Darcy, 1856. godine. To je zakon na makroskopskoj skali koji daje vezu izmedu
gradijenta tlaka 1 Darcyjeve brzine fluida

= 1 3
qd=-—-K(Vp-pg),
u
pri ¢emu su:
e § - Darcyjeva brzina fluida,

e 4 - viskoznost fluida,

e [K - propusnost,

p - tlak fluida,
e p - gustoca mase fluida,
e g - vektor ubrzanja sile teze.

Eksperimentalno je pokazano da Darcyjev zakon ostaje vrijediti i u slucaju viSefaznog
toka u poroznoj sredini. Kako bi ga primijenili na dvofazni tok potrebno je uvesti nove
veliCine.

Prisutnost jedne faze sprijeCava u toku drugu fazu i stoga se propusnost sredine za prvu
fazu mijenja u ovisnosti o prisutnosti druge faze. Funkcije koje karakteriziraju to relativno
smanjenje propusnosti sredine nazivamo relativnim propusnostima faza te ith oznacavamo
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sa kr,, 1 kry, respektivno za vlazecu i nevlazeCu fazu. One su funkcije svog zasiCenja,
kr,,(S ), krge(S ), te su jednako kao i zasi¢enja bezdimenzionalne veli¢ine koje poprimaju
vrijednosti izmedu 0 i 1. Obje funkcije su rastuce.

Za svaku fazu uvodimo i pojam mobilnosti kao omjer relativne propusnosti i viskozno-

sti ke (S.)
Ao (Sa) = =220 e {w, gl

a

Ocito mobilnost faze ovisi proporcionalno o njezinoj relativnoj propusnosti i obrnuto pro-
porcionalno o viskoznosti. Vidimo da je faza mobilnija Sto je prisutnija u poroznoj sredini
1 Sto je manje viskozna.

Poopéeni Darcyjev zakon se naziva Darcy-Muskatov zakon. Primijenjen na dvofazni
tok poprima sljede¢u formu:

q_\:/ = _/lw (S w) K (pr - ng)

1.1
dy = —Ag (Sg)]K(VPg _ng)- (b

Kapilarni tlak

Prisjetimo se kako smo na mikroskopskoj skali ustvrdili da unutar svake pore pornog
prostora postoji dobro definirana granica koja separira fluide. Tu granicu smo nazvali
separacijskom plohom. Tlak pri prolazu kroz separacijsku plohu dviju faza trpi skok koji
je odreden Young-Laplaceovim zakonom

1 N 1
—Pw=0|5"T 57
i R, R,

pri ¢emu je:
e p, - mikroskopski tlak na separacijskoj plohi s nevlaZzece strane,
e p,, - mikroskopski tlak na separacijskoj plohi s vlazece strane,
e o - povrSinska napetost,
e Ry, R, - glavni radijusi zakrivljenosti plohe separacije.

Razlika tlakova p, 1 p,, se naziva kapilarni tlak i u ovom slucaju predstavlja mikroskopski
kapilarni tlak. Na makroskopskoj skali kapilarni tlak, u oznaci p,, definira se kao razlika
makroskopskih tlakova p, i p,,. Zadajemo ga kao funkciju zasi¢enja jednom od faza. U
ovom radu ga promatramo kao funkciju zasi¢enja vlazeCcom fazom

pe(Sw) = Pg = Pw- (1.2)
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Opcenito, makroskopski kapilarni tlak moze ovisiti 1 0 nekim drugim parametrima kao Sto
su temperatura i kemijski sastav faza.

Navedimo nekoliko svojstava kapilarnog tlaka. Kapilarni tlak je uvijek pozitivan $to
proizlazi iz jednostavne Cinjenice da je tlak u nevlaze¢em fluidu uvijek veéi nego u vlaZe-
¢em. Ukoliko ga promatramo kao funkciju zasi¢enja vlazeCom fazom tada ima svojstvo
monotono padajuée funkcije, u suprotnom kada ga promatramo kao funkciju zasicenja
nevlazeCom fazom ima svojstvo monotono rastuce funkcije. Graf kapilarne funkcije - ka-
pilarna krivulja je prirodno definirana na intervalu (S wrs 1 =8 g,], gdje su

e §,, - rezidualno zasi¢enje vlazeCom fazom,
e S, - rezidualno zasicenje nevlazeCom fazom.

Naime, ukoliko provodimo proces ocjedivanja, istiskivanje vlazece faze nevlazeCom, ni-
kada ne ¢emo moci u potpunosti istisnuti vlazecu fazu. Analogno, prilikom provodenja
procesa vlaZenja, istiskivanje nevlazece faze vlaze¢om, ne ¢emo mo¢i u potpunosti istisnu-
ti nevlaZzecCu fazu. Ta krajnja zasicenja pojedinih faza nazivamo rezidualnim zasi¢enjima.
Prilikom provodenja navedenih procesa opéenito ¢emo dobiti dvije razli€ite krivulje kapi-
larnog tlaka. Tu pojavu nazivamo histerezom.

Uobicajeno se uvode reducirana zasicenja vlaze¢om odnosno nevlazeCom fazom, u
oznaci S . 1S 4., koja se uvijek nalaze izmedu 0 i 1. Zadana su sljede¢im relacijama

Sw_Swr
Swe = >
1_Swr_Sgr (13)
¢ S-S '
o 1_Swr_Sgr.

Uocimo da vrijedi S e + Sg = 1.

Jedno od vaznih svojstava kapilarne krivulje je postojanje tzv. ulaznog tlaka (eng. bub-
bling pressure). U situaciji kada je porozna sredina u potpunosti zasi¢ena vlazeCom fazom,
nevlazecéa faza treba imati dovoljno veliki tlak (strogo veci od tlaka vlaZece faze) kako bi
mogla u¢i u poroznu sredinu. Potrebni tlak je odreden veli¢inom pora i njthovom distribu-
cijom. Na krivulji kapilarnog tlaka ulazni tlak je odreden s vrijednosti p. (S,, = 1) > 0.

Zakon sacuvanja mase

Mikroskopski zakon saCuvanja mase u diferencijalnom obliku daje jednadzbu kontinu-
iteta

p)
a—’t’+div(pv = 0.
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S obzirom da promatramo tok fluida u poroznoj sredini, potreban nam je makroskopski
zakon saCuvanja mase

Bﬁt (®p) + div (pg) = 0. (1.4)

Makroskopski zakon saCuvanja mase primjenjujemo na svaku fazu a, @ € {w, g}, pri ¢emu
uzimamo u obzir da faza o ne ispunjava Citav porni prostor. Stoga u jednadzbi (1.4))
poroznost ® mnoZimo sa zasi¢enjem odgovarajuée faze. Ukoliko u jednadZbe ukljuc¢imo
jo$ i sumu izvora i ponora pojedinih faza, r,, i r,, dobivamo sljedece jednadzbe

0
E (CDS pr) + le (pwq_v)v) = Pwlw,

(9% ((DSgpg) + div (png,) = Pgly.

Jer su gustoce fluida i poroznost po pretpostavci konstantne veli¢ine imamo

oS, i
(DF + leq_v)V = Ty,
S, .
CDE +leC]g = 7.

(1.5)

Diferencijalne jednadzbe matematickog modela

Matematicki modeli, koji trebaju opisati gibanje fluida u poroznoj sredini, imaju zadacu
predvidjeti transport mase 1 energije unutar sustava pod zadanim vanjskim uvjetima. For-
miraju se pomocu zakona sacuvanja mase, impulsa, momenta impulsa i energije koji se
nadopunjuju konstitutivnim zakonima svojstava materijala. Konstitutivni zakoni, kao Sto
je Darcyjev zakon, su zakoni dobiveni eksperimentalnim putem te su uvijek aproksimati-
vnog karaktera.

Za postavljanje matematickog modela, u nasem slucaju, bit ¢e dovoljno primijeniti
zakon saCuvanja mase 1 Darcy-Muskatov zakon za dvofazni tok. Dakle, koristimo sljedece
jednadzbe

oS, )
@7 +divg, = 1,
6S8 LR
@W"'dlvqg:rg, (1.6)

q—v)v =-4, K (pr - pwg)) >
Gy = — A (Sg) K (Vpg —pgg’) i
Prisjetimo se i1 dvaju algebarskih uvjeta
Sy+8,=1,

1.7
pc(Sw):pg_pw- (L.7)
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U navedenih Sest jednadZzbi imamo ukupno Sest nepoznanica, p,, S o, go, @ € {W, g}.
Ukoliko u jednadzbe zakona sacuvanja mase uvrstimo poopceni Darcyjev zakon dobi-
vamo sljedeci sustav diferencijalnih jednadzbi

oS, .
q)w B le [AW (Sw) K (pr —ng)] =Tw,

oS
O~ ~ div |2 (S o) K (Vg - pe8)| = re-

(1.8)

Dosli smo do sustava od dvije diferencijalne jednadzbe s Cetiri varijable, p,, S ., @ € {w, g}.
Zahtjevi (1.7); i (I.7), nam omogucuju odabir dviju od moguéih Cetiri varijable ¢ime
mozemo zatvoriti sustav. Odabrane varijable nazivamo primarnim varijablama. Dakle,
uz zahtjeve jednadzbe predstavljaju spregnuti sustav parcijalnih diferencijalnih
jednadzbi koje opisuju tok dvaju nemjeSivih fluida u poroznoj sredini. PonaSanje sustava
jednadzbi je strogo nelinearno zbog nelinearne ovisnosti kapilarnog tlaka i relativne pro-
pusnosti o zasi¢enju.

Rubni i pocetni uvjeti

Kako bi matematicki model bio u potpunosti odreden trebamo zadati rubne i pocetne
uvjete. Neka je domena toka Q C R¢ ogranitena te neka ima glatku granicu I'.

Kada je tlak faze o, @ € {w, g} odreden nekom poznatom funkcijom g (x, ) na granici
I" tada rubni uvjet za tlak doti¢ne faze a dolazi u obliku

pPo=g mna T. (1.9)

Navedeni rubni uvjet se u teoriji parcijalnih diferencijalnih jednadzbi naziva Dirichletovim
rubnim uvjetom ili rubnim uvjetom prve vrste. Takoder je moguée zadati i Dirichletov
rubni uvjet za zasi¢enje faze «

Se=g na T, (1.10)

no u primjenama se rijetko kad pojavljuje. Ipak, moguce ga je susresti 1 to za funkciju
g=14.
Se=1 na T. (1.11)
Ukoliko je poznat protok faze @, @ € {w, g} na granici I', rubni uvjet se zadaje na
sljedeci nacin
paq—()l'ﬁ:g na T, (112)
gdje 7 predstavlja jedini¢nu vanjsku normalu na I" a g je poznata funkcija prostora i vre-

mena. U slucaju kada je granica nepropusna za fazu « vrijedi g = 0. Opisani rubni uvjet
se naziva Neumannov rubni uvjet ili rubni uvjet druge vrste.
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Postoji joS 1 mjesoviti rubni uvjet ili rubni uvjet trece vrste. Pojavljuje se u slucaju
polupropusne granice I" a dolazi u obliku

81Pa + &2Pale - =g3 na T, (1.13)

gdje su g1, g» 1 g3 zadane poznate funkcije.
Cesto se na razli¢itim dijelovima granice zadaju razliciti rubni uvjeti. Npr., moguce je
granicu podijeliti na dva disjunktna podskupa I'p i I'y, tj. tako da vrijedi

I'p,I'yCT, FDOFNZQ, I'pul'y=T.

Tada na I'p, moZemo definirati Dirichletov a na I'y Neumannov rubni uvjet.
Pocetni ili inicijalni uvjeti odreduju vrijednosti nepoznanica u nekom pocetnom trenu-
tku 7y na cijeloj domeni Q:

pa’ (X9 t()) = p(l,o (X)a a € {W’ g}

(1.14)
SQ(X’IO):SQ,O(X)’ QE{W,g}.

Za pocetni trenutak 7, se uvijek moze uzeti ) = 0.

1.4 Razlicite formulacije diferencijalnih jednadzbi

Razvijene su razlicite formulacije diferencijalnih jednadzbi matematickog modela dvo-
faznog toka ovisno o problemu koji se promatra i o efikasnosti numeri¢ke metode koja e
biti upotrebljena za njegovo rjeSavanje. Opcenito se unutar njih na razlicite nacine modeli-
raju odredeni aspekti problema Sto vodi k sustavima jednadzbi koji imaju razlicita svojstva
i dimenzije. U ovom radu razlikujemo fazne formulacije, formulaciju djelomi¢nog toka te
formulaciju pomocu globalnog tlaka. Pri rjeSavanju problema trebamo uvidjeti koja nam
formulacija donosi najviSe prednosti.

Dva su klju¢na aspekta u formiranju diferencijalnih jednadzbi matemati¢kog modela:
odabir primarnih varijabli i algebarske manipulacije diferencijalnim jednadzbama modela.

Izbor varijabli

Postoji viSe moguénosti za odabir primarnih varijabli. Ovdje navodimo najcesce kori-
Stene.

o tlak-zasicenje
Odabiremo tlak jedne od fluidnih faza te zasi¢enje preostale fluidne faze. Od dviju
mogucnosti ¢eS¢e se odabire kombinacija tlaka nevlazecCe faze p, i zasiCenja vlaze-
¢om fazom S ,,.
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o tlak-tlak
Primarne varijable Cine tlakovi obiju fluidnih faza, p,, 1 p,.

o kapilarni tlak-tlak
Moguce je za jednu od primarnih varijabli odabrati kapilarni tlak u = p. (S ,,). Tada
se za drugu primarnu varijablu najCesce koristi tlak nevlazece faze, p,.

Postoje formulacije diferencijalnih jednadZbi koje za jednu od primarnih varijabli imaju
tzv. globalni tlak kojeg ¢emo definirati neSto kasnije. Uz globalni tlak za drugu primarnu
varijablu se najcesce koristi zasicenje vlaZzeCom fazom no postoji i moguénost odabira
kapilarnog tlaka.

e globalni tlak-zasicenje,

e globalni tlak-kapilarni tlak

Formulacija tlak-tlak

Kod matemati¢kog modela u formulaciji tlak-tlak, primarne varijable su tlakovi vlaZece
odnosno nevlazece faze. Uz pomo¢ relacija (1.7) ¢emo eliminirati zasi¢enja pojedinim
fazama iz sustava jednadzbi (1.8§).

Kapilarni tlak smo zadali kao funkciju zasicenja vlazeCom fazom. Buduéi da stan-
dardno vrijedi ij; # 0 tada je funkcija p. (S ) strogo monotona. Posljednje je preduvjet za
postojanje inverzne funkcije kapilarnog tlaka p.. Uobicajeno je kapilarni tlak promatrati
kao funkciju reduciranog zasi¢enja, u nasem slucaju reduciranog zasicenja vlaze¢om fa-
zom. Tada je kapilarni tlak definiran na intervalu (0, 1]. Njegov inverz p;‘ : [0, 00) — (0, 1]
dan je sa

. (pe=pw) = Sw. (1.15)
Prosirenje funkcije p;' na &itavi R oznacavamo sa f : R — (0, 1] te ja dano sa
f|(_m’0] =1. (1.16)
Imamo
Sw=rf"W, u=p;—p.w (1.17)
Iz (1.7)), slijedi
Se=1-f"). (1.18)
Ukoliko uvrstimo (1.17) i (1.18)) u (1.8]) dobit ¢emo sljedeci sustav jednadZbi:
of w -
(DT —div I:/lw (pw’ pg) K (pr - ng)] = Tws
(1.19)
of w) =
-0 Y div [/lg (pw, pg) K (Vpg - pgg)] =r,.
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f:R->(0,1]
1.5 T
l —
>
0.5 —
O | | | | 1 t t
-10 -5 0 5 10 15 20 25 30

Slika 1.1: Funkcija f

Dobili smo nelinearni sustav jednadZzbi koji je strogo spregnut i to kroz odnos relativne
permeabilnosti i veze izmedu kapilarnog tlaka i zasi¢enja. Prednost ove formulacije je u
tome Sto izbjegava zasicenje kao varijablu koja je u slucaju diskontinuirane porozne sredine
(razlicite krivulje kapilarnog tlaka u razli¢itim poddomenama) diskontinuirana.

Formulacija tlak-zasienje

Kod formulacije tlak-zasi¢enje za primarne varijable koristimo tlak nevlazecCe faze p, i
zasicenje vlazece faze §S,,. Koristeci jednadzbe (1.7) Zeljenu formulaciju moZemo lagano

postiéi. Iz (1.7)); slijedi

S, S,
e T (1.20)
Iz (L.7)), slijedi
Vpe(Sw) =Vps = Vpy,
odnosno
Vpw = Vp, — Vp. (S,). (1.21)
Uvrstimo li i u dobivamo sljededéi sustav
s, . R
o= — div |4 S K (Vg = Ve (S0) = pug)| = s
5. (1.22)
—0—* —div |4, (S K (Vg - ped)| = 7.

Dobiveni sustav jednadzbi je strogo spregnuti parabolicki sustav. Ova je formulacija je-
dnostavnija od tlak-tlak formulacije.
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Formulacija djelomic¢nog toka

Za razliku od prethodnih faznih formulacija dobivanje formulacije djelomi¢nog toka
zahtjeva nesto sloZenije manipulacije diferencijalnim jednadZzbama. Polazimo od zakona
saCuvanja mase

oS,
®— +divg, = r,,
8; qu 14

s, (1.23)
(DE + div g =Tg
Zbrajanjem jednadzbi (1.23) i koristenjem (I.7)); dolazimo do relacije
div (q_v’v + q_g,) =1y + 7y (1.24)

Definiramo totalnu brzinu, u oznaci g;, sa

-

Gr = Gw + qg- (1.25)
Primjenom Darcy-Muskatovog zakona, jednadZzba (1.24) postaje

= div [(d (1) + ¢ (5.)) KVpg = 4 (S) KV (S,) = (A (S1) pue + A (S) p ) K]

=7y + 7,
(1.26)
Uvodimo joS nekoliko veli¢ina. Ukupna mobilnost A(S,,) je dana sa
/I(Sw) :/IW(SW)—i_/lg(SW) (127)
dok je srednja gustoé¢a p (S ,,) dana sa
A (S ) Py + A5 (S 1) pg
Sw) = . 1.28
p(Sw) 150 (1.28)
Funkcije djelomicnog toka (eng. fractional flow) su dane sljede¢im izrazima:
/lw (S w) /lg (S W)
w(Sw) = > Sw) = . 1.29
Jw(Sw) 15 fe (Sw) 1650 (1.29)

MozZe se pokazati da je f,, (S,) rastuca funkcija dok je f, (S,,) padajuca funkcija. KoriSte-
njem posljednjih relacija jednadZzba (1.26) prelazi u

—div]|A(S K (Vpg = fu (S) VP (S1) = p(S)E)| = 1 + 7. (1.30)
Time smo ujedno dobili

g =-A(SWK(Vps = £ (S.) Vpe (S) = p(S4) 8). (1.31)



POGLAVLIJE 1. MODEL DVOFAZNOG TOKA FLUIDA 15

Sljededi cilj nam je izraziti Darcyjevu brzinu pojedinih faza koristenjem totalne brzine g;.
Krenimo od

FeS WG == WK (Vpy = £ ($2) Vpe (Su) = p(S1) §)

(1.32)
=qw+ A WK (S Ve (S4) = Vp (Sw) +p(Sw) & — pud) s
nadalje slijedi
G = oSG+ A SDE (S Ve (S) + (ow —p (S F).  (1.33)
Radi jednostavnije notacije uvodimo funkcije
/lw (S w) 1 (S w) ,
a(s,) =~ ——— . (Sw),
AGSw) (1.34)
b (S )_/lw(Sw)/lg(Sw)( _ ) '
s A(Sy) v
Darcyjeva brzina vlaZeée faze poprima oblik
q_\/)\/:.fW(SW)q_;_a(SW)KVSW+bg(SW)]K§ (135)
Analognim bi postupkom za Darcyjevu brzinu nevlazece faze dobili
de = f: (Sw) g + a(S,) KVS,, — b, (S,,) Kg. (1.36)
Uvrstavanjem (1.35]) u (1.23); dobivamo
aS w . - — .
O—* +div (£ (Sw) G + be (S,)KG) = div (a(S,,) KVS,,) + 7. (1.37)
Konacno, model u formulaciji djelomi¢nog toka Cini sljedeci sustav jednadzbi
—div[A(S)K (Vp, = £ (S VP (S) = p (S )| =+,
S, | . . (1.38)
O—* +div (£ (S) G + be (S,)KG) = div (a(S,) KVS,,) + .

Formulacija globalni tlak-zasi¢enje

Izvod formulacije diferencijalnih jednadzbi pomocu globalnog tlaka se nastavlja na
formulaciju djelomi¢nog toka. U prethodnim razmatranjima smo dosli do sljedeceg izraza
za totalnu brzinu ¢;

g =-A(SWK(Vpg = £ (S.) Vpe (S) = p(S4) 8). (1.39)
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Cilj nam je totalnu brzinu ¢, izraziti kao Darcyjevu brzinu nekog srednjeg tlaka p. Proma-
trajudi izraz za ¢; dolazimo do zakljucka da novi tlak p treba zadovoljavati

Vp =Vpg = fu(Sw)Vpe(Sw) = Vpg = fiy (Sw) VP, (S, VS). (1.40)

Ocito je (1.40) zadovoljeno ukoliko za p uzmemo

Sy
P=Pg—ffw(s)p'c(S)ds, S.€[0,1]. (1.41)
S

Posljednjom relacijom smo definirali tlak p. Sljedeci cilj nam je posti¢i da tlak p u relaciji
(T.41) predstavlja odredenu srednju vrijednost izmedu tlakova p, i p,. Navedeno ¢emo
ostvariti pazljivim odabirom konstante S .. Uzmimo S. = S, gdje S, zadovoljava

pe(§)=0. (1.42)
Primijenimo li (1.42) na (1.41) te iskoristimo (1.7)) dobit ¢emo izraz

Sw
1 1
=3Pt pu)- f (fw (s) - 5),9; (s)ds. (1.43)

Tlak dan sa (1.43)) nazivamo globalnim tlakom. Dakle, formulaciju globalni tlak-zasi¢enje
¢ine jednadzbe

—div[A(S K (Vp-p(Sw) 8] =r,+rg
oS, . S R _ (1.44)
O~ + div (fiu (S) G + by () KZ) = div (a(S,) KVS,,) + 7.
gdje je
g =-AS)K(Vp-p(S,)8). (1.45)

Uocimo da smo ovom transformacijom smanjili zavisnost jednadzbi (1.44)), i (1.44),. Je-
dnadzba (1.44])), ovisi o (1.44), samo kroz varijablu §,, a ne kroz S, 1 VS, kao u (1.38).

1.5 Modeli kapilarnog tlaka i relativnih propusnosti

Analiti¢ko odredivanje kapilarnog tlaka u poroznom mediju je gotovo nemoguée zbog
neregularne geometrije pornog prostora. Stoga se koriste eksperimentalne tehnike pri ¢emu
jedno mjerenje obi¢no daje jednu tocku (S, p. (S,,)) na krivulji kapilarnog tlaka. Da bi
se smanjio broj potrebnih mjerenja koriste se razne teorijski izvedene formule, s malim
brojem parametara. Najpoznatiji modeli dvofaznih sustava gdje faze Cine zrak i voda su:
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e Brooks - Coreyev model,
e Van Genuchtenov model.

Navedeni modeli sadrzavaju parametre koji nastoje uvaziti razlicitosti geometrije pornog
prostora kao Sto su distribucija pora 1 povezanost pornog prostora. UobiCajeno se koriste
za prilagodavanje modela eksperimentalnim podacima.

Modeli kapilarnog tlaka

Kod Brooks - Coreyevog modela kapilarni tlak je dan formulom
Pe(S.)=Pi(Sye) 7, (1.46)
gdje su
e P; - ulazni tlak,

e A - parametar.

Parametar A uobicajeno poprima vrijednosti izmedu 0.2 i 3.0. Veoma male vrijednosti
parametra A opisuju materijal koji se sastoji od zrnaca priblizno jednake veli¢ine dok velike
vrijednosti parametra A opisuju materijal kod kojeg su prisutna zrnca izrazito razli¢itih
veliCina.

U Van Genuchtenovom modelu kapilarni tlak je dan formulom

1/ _1 .
peS) = —(sur -1), (1.47)
a
gdje su
e a,n,m - parametri.

Parametri « 1 n se zadaju direktno dok se parametar m definira na sljede¢i naCin:

m=1--.
n
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Brooks—Coreyev kapilarni tlak (A\=2)
10 T T T T T

-

Slika 1.2: Primjer Brooks-Coreyevih kapilarnih krivulja

Modeli relativnih propusnosti

I I I I t
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

18

Osim funkcija kapilarnog tlaka unutar modela Brooks-Coreya 1 Van Genutchena defini-
rane su i funkcije relativnih propusnosti. One su takoder zadane kao funkcije reduciranog
zasiCenja, u naSem slucaju vlazece faze. U Brooks - Coreyevom modelu relativne propu-

snosti su zadane sa
2434

krw(Sw) :SVE7
) 2+
kr(S,) = (1—8,0) (1 s )

Kod Van Genuchtenovog modela vrijede sljedece relacije

1 \m12
krw(SW):vae[l—(l —S';fe) ] ,

2m
krg(Sw):(l_Swe)y[l_Sv%e] .

Parametri € 1 y opisuju povezanost pora. Opcéenito, oni iznose € = % Y=

(1.48)

(1.49)

1
3
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Van Genuchtenov kapilarni tlak (@=0.4)

12

10

S5 3 3
B wWN

Slika 1.3: Primjer Van Genuchtenovih kapilarnih krivulja

Brooks—Coreyeve relativne propusnosti (Pi=2, A=2)

kr
w

0.9

kr
g

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

relativne propusnosti

0.3

0.2

0.1

lika 1.4: Primjer Brooks-Coreyevih relativnih propusnosti
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Van Genuchtenove relativne propusnosti @=0.4, n=4)

kr
w

0.9 b
krg

0.8

0.7f

0.6

051

0.4r

relativne propusnosti

0.3f

0.2r

0.1p

Slika 1.5: Primjer Van Genuchtenovih relativnih propusnosti

20



Poglavlje 2

Varijacijska formulacija

U prethodnom poglavlju smo postavili matematicki model za dvofazni tok fluida u
poroznoj sredini. Izveli smo nekoliko njegovih formulacija. Kako bi matematicki model
bio potpuno odreden potrebno je dodati rubne i poCetne uvjete. RjeSenje tako postavljene
zadace nije moguce izracunati bez upotrebe neke od numeri¢kih metoda. U nastavku rada
¢emo ilustrirati postupak dobivanja numerickog modela iz matematickog i to za njegovu
faznu formulaciju tlak-zasi¢enje kao 1 za formulaciju s globalnim tlakom. Pri tome ¢emo
se koristiti standardnom metodom konacnih elemenata, mjeSovitom metodom konacnih
elemenata te metodom konacnih volumena. Kao polazna tocka standardne i mjeSovite
metode konacnih elemenata koristi se varijacijska formulacija.

2.1 Varijacijska formulacija matematickog modela u
formulaciji tlak-zasiCenje

Promatramo matematicki model toka dvaju nemjeSivih fluida u poroznoj sredini u for-
mulaciji tlak-zasicenje

oS

o= div [zaw;Sw) K (Vps = Vpe (Su) = pug)| = 1 o
o= ~ div 4 S K (Vs = ped)| = 7.

21
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Upotpunjujemo ga rubnim 1 pocetnim uvjetima ¢ime dolazimo do sljedece pocetno - rubne
zadace

oS

O = div |4, (S K (VP = Ve (S.) = pug)| = 7 u Q
a8, .. R
-0 Frale div [xlg $,)K (Vpg —pgg)] =T, u Q
Pg = Pg.bd na I'px(0,7T)
SW = Sw,bd na FD X (0, T)
-4, S K (Vpg = Vp(Sy) - ng) it = Fy na Iy x(0,7) (2.2)
— A (W) K (Vpg = ped) -l = Fe na [y x(0,7)
_/1w (Sw)]K(Vpg _Vpc (Sw)_pwg)) A= Fw na FNZ X(O’ T)
— A, (S K (Vp, — ped) -7t = Fy na [yy X (0,7)
pg|t:() = ng u Q
S|y = Swo u Q

gdje je Q c R? ograni¢ena domena a dQ2 njegova granica za koju vrijedi
I'p, FNI’FNZ C 89, I'pnN FNI N FNZ = 0, I'puU FNl U FNQ = 0Q. (23)

Cilj nam je do¢i do varijacijske formulacije zadace (2.2). Za ilustraciju, postupak
izvodenja varijacijskih jednadzbi za parcijalne diferencijalne jednadzbe (2.2)); i (2.2)), pro-
vest ¢emo samo za jednadzbu (2.2));.

Za pocetak, pomnoZimo 1| 1 s odgovarajuéom test funkcijom ¢ € C! (ﬁ) t.d. ¢|FD =0
a potom prointegriramo dobiveni izraz po cijeloj domeni €2

oS .
0% pdx [ div [, S K (Tp, = Tpe(5.) - pud) s = [ g
Q Q Q

Primjenom formule parcijalne integracije i Teorema o divergenciji dolazimo do sljedece
jednadzbe

0SW - —
f(D ot (,Ddx—f/lW(SW)]K<Vpg—VPC(SW)—pr)'n‘,OdO'

Q 0Q

+ f/lw (Sw) ]K(Vpg - VPC (Sw) _pwg)) ' V(pdx = frw‘pdx'
Q Q
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Zbog (2.3), ¢injenice da se ¢ poniStava na dijelu ruba domene I'p, te uvaZzavanjem Neuma-
nnovih rubnih uvjeta (2.2)s i (2.2));, dolazimo do varijacijske jednadzbe za jednadzbu
1-

98y
f(D gt godx+f/lw (SW)]K(Vpg—VpC (Sw)—pwg)-Vgodx
Q Q

:frwcpdx—waugodo'—wacpdcr.

Q I'np 1Y)

(2.4)

Analognim postupkom bi za parcijalnu diferencijalnu jednadzbu (2.2)), dosli do sljedece
varijacijske jednadzbe

48 4
—f(l) (pdx+f/lg (SW)]K(Vpg—pgg)-Vgodx

ot
Q Q
:frggodx—ngugOdO'—ngtde'.
Q

Iy 1Y)

(2.5)

Dakle, ako su p,(x,1) i S, (x,1) klasi¢na rjeSenja zadace (2.2) onda p,(x,?) i S, (x,1)

zadovoljavaju 1; i q; Vo e C'(Q) td. ¢l =0ivte[0,T].
Oznacimo prostor test funkcijasa V,

V={pecH (Q): (p|rD =0). (2.6)

Funkcije p, (x,7) 1S, (X, #) ne promatramo kao funkcije varijabli x i # ve¢ kao preslikavanja
t pg(x,t)odnosnot - §,, (x,1) 1z (0, T'] u prostor H '(Q). Zbog nehomogenih Dirichle-
tovih rubnih uvjeta rjeSenja p, (-,1) 1 S, (-,#) ne trazimo u prostoru test funkcija ve¢ u
linearnim mnogostrukostima:

Ve =PepatV,

2.7
Vw = Sw,bd + V’ ( )

Vte (0,7).

Od navedenih preslikavanja se zahtjeva da budu (apsolutno) kvadratno integrabilna po

varijabli z. Skupove svih takvih preslikavanja ¢emo oznacavati sa L? (0, T; Vg), odnosno

sa L?(0,T;V,). Funkcije desne strane, F, i r,, takoder promatramo kao preslikavanja
t F,(x,1)iz [0,T] u L?>(Ty), odnosno t — r, (x,¢) iz [0, T] u L? (Q), gdje je a € {w, g}.
Za pocetne uvjete pretpostavljamo py, S 0 € L* (Q), gdje na S o imamo i uvjet

0<S,0<1.

Kako bi pocetni uvjeti bili zadovoljeni rjeSenja trebaju biti neprekidna po varijabli ¢, tj.
PeSw € C([0,T15 L2 (Q).
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Uvedimo sljedece oznake

(S u9) = [ A SR (T, = Tpe(52) - Vedr = [ 4,50 p. KT Vi,

Q Q
Ay (pga Swa (P) = f/lg (S w) ]KVPg . VQOdX - f/lg (Sw)pgK§ ’ V‘:de’
Q Q
1 (QD) = frw()odx_ wau()Ddo- - wa()DdO-»
Iy
Falp) = f repdx — f Fopdo - f Fopdo.
Iz
(2.8)
Varijacijska zadaca pocetno-rubne zadace (2.2) glasi:
Nac¢i p, € L*(0.T;V,) N C([0.T1: L* (Q)).S,, € L* (0, T; vy, B e 0.T;V")
AR
ffba—wdﬁﬂl (PerSur9) = Filp), VpeV
Q
oS,
O pdx + P (pe. S 1ng) = F2(9). Vg eV
Q
pg|t:0 = Pg0, Sw|t:0 = SWO
(2.9)

U varijacijskoj formulaciji se pretpostavlja da derivacija = S == postoji kao preslikavanje sa

(0,T) u V', dual od prostora V. Integrale f (Ddfit wdx treba shvatiti kao dualnost izmedu
Q
prostora V i V’. Pokazuje se da je funkcija S,, iz L?(0,T;V,), koja ima vremensku

derivaciju iz L* (0, T; V') ujedno i neprekidna po 7, odnosno S, € C ([O, T]:L? (Q)) (vidi
[3]). Da bi se izbjegla navedena komplikacija moguce je izvrsSiti parcijalnu derivaciju u
vremenskom Clanu i samo traziti da je §, € C ([O, T1;L? (Q)). Te dvije formulacije su
ekvivalentne. Egzistencija i jedinstvenost ove zadace se mozZe naci u [2].
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2.2 Varijacijska formulacija matematickog modela u
formulaciji s globalnim tlakom

Matematicki model toka dvaju nemjesivih fluida u poroznoj sredini postavljen u for-
mulaciji s globalnim tlakom ima sljede¢i oblik:

—div[AS WK (Vp—pS) 8] =r.+r,
s, ) N (2.10)
O + div (fio (S) G + be (S,) KG) = div (a(S,) KVS,,) + 7.
gdje je
g =-AS)K(Vp-p(S.)8). (2.11)

Prva jednadzba u (2.10) predstavlja jednadZbu za tlak dok druga jednadZba predstavlja
jednadzbu za zasiéenje.
JednadZzbu za tlak (2.10));, koja je drugog reda, moZemo zapisati kao sustav jednadzbi
prvog reda
dljllql =r,+r, ] 2.12)
K=q =-1(S,)(Vp—p($.)3).

Primijetimo da je u 2 IK=! dobro definiran jer je K pozitivno definitan tenzor. Pri-
marne varijable sustava su totalna brzina ¢; i globalni tlak p. Dakle, ukoliko pri-
mijenimo transformaciju jednadZbe za tlak na te tako dobivenom problemu
pridruZimo rubne i pocetne uvjete dobit éemo sljede¢u pocetno-rubnu zadacu kod koje su
primarne varijable ¢;, pi S,

divg,=r, +r, u Q
K'g, =-1S,)(Vp-p(S.) 2 u Q
s, . .
o= + div (£ (S) G + by () KG) = div (a(S,) KVS,,) + 7, u Q
P = Pbd na 1—‘D X (Oa T)
Sy = Sw7bd na IpX (0, T)
Gw -7 =0, q_;'ﬁ=0 na I'yx(0,7T)
Pl,—g = Po> Swt:():Swo u Q.
(2.13)

Kao i prije, vrijedi Q C R? ograni¢ena domena a dQ njena granica sa svojstvom

FDaFN - GQ, FD N FN = @, FD U FN = aQ (214)
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Za rjeSavanje koristit ¢emo 1 mjeSovitu 1 standardnu metodu konacnih elemenata.
Mjesovita metoda konacnih elemenata se koristi tzv. mjeSovitom varijacijskom formu-
lacijom, u naSem slucaju jednadZbe za tlak, a omogucéuje nam izbor razlicitih aproksima-
cijskih prostora za ¢; i p. Prije izvoda mjeSovite varijacijske formulacije jednadZbe za tlak
uvedimo sljedece prostore funkcija

H(div;Q) = {§: Q > R,y e L (Q)  divy € L ()}

5 5 (2.15)
Hr, (div;Q) = {f € H(div:Q): /- i=0 na Ty}.

U prostoru H (div; Q) zahtjevamo da divergencija div 1/7, definirana u smislu distribucija,

leZi u prostoru L? (Q). Pri tome se moZe pokazati (vidi [4]) da je za funkciju z/_; € H (div; Q)

izraz i - fi| s dobro definiran u odgovaraju¢em Soboljevljevom prostoru s negativnim eks-

ponentom. Takoder, preslikavanje l; — J . ﬁ’| s J& neprekidno. OCito vrijedi Hr, (div; Q) C

H (div; Q).

Polazimo od

divg,=r, +r, u Q
K'g =-26,)(Vp—-p(S,) G Q
q Sw)(Vp-p(Sw)8) u (2.16)
P = Dva na I'px(0,7)
g =0, ¢o-iM=0 na I'yx(0,7T)

MnoZimo prvu jednadZbu u (2.16)) sa proizvoljnom funkcijom ¢ € L? (Q) te dobiveni izraz
prointegriramo po cijeloj domeni 2

fdivcf, codx = f(rw + rg) odx, VYeeL*(Q). (2.17)
Q Q

Drugu jednadzbu u mnoZimo sa proizvoljnom funkcijom ¢ € Hr, (div; Q), zatim
dobiveni izraz prointegriramo po . Nakon primjene formule parcijalne integracije i Teo-
rema o divergenciji te uzimanjem u obzir Dirichletovog rubnog uvjeta u dobivamo
da za svako ;ﬁ € Hr, (div; Q) vrijedi

fﬂ(; )K_I@'de‘fpdiVde:fP(Sw)§-de—fpde-ﬁda. (2.18)

Q Q Q I'p

Napomenimo da je Dirichletov rubni uvjet ovdje zadovoljen varijacijski 1 nije ugraden u
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prostor. Dakle, mjeSovita varijacijska formulacija jednadzbe za tlak, V¢ € (0, T'), glasi:

Naéi ¢, € Hr, (div;Q),p € L* (Q)
fdivq_;wpdx:f(rw+rg)godx, Vo e L* (Q)
Q Q
1 1= - . -
f/l(Sw)]K 1q,-wdx—fpdlvwdx (2.19)
Q Q
:fp(Sw)§~1/_/)dx—fpbdzZ~fid0', Vi € Hr, (div; Q).
Q I'p

Preostaje nam jos izvesti varijacijsku formulaciju jednadzbe za zasienje

D

a;tw +div (£, (S,) G + by (5,) KZ) = div (@ (S,) KVS,,) + 7. (2.20)

Prostor test funkcija V je zadan sa
V={neH (Q): nly, = 0}. (2.21)

Sli¢no prethodnom, mnoZimo ju sa proizvoljnom funkcijom n € V, zatim prointegriramo
po domeni € te koriStenjem formule parcijalne integracije i Teorema o divergenciji dobi-
vamo

S,
f@wndx+f(fw(5’w)q_’,+bg (SW)]K§)-Vndx+fa(SW)]KVSW-Vndx

Q Q Q

:frwndx, VneV.
Q

(2.22)

Zbog nehomogenog Dirichletovog rubnog uvjeta rjesenje S ,, (X, 7) trazimo u linearnoj mno-
gostrukosti
Vw=Swsa+V, Vte(,T). (2.23)
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Konacno, varijacijska zadaca pocetno-rubne zadade (2.13) glasi

S,
Naéi ¢, € Hr, (div;Q),p e L*(Q),S, € L*(0,T;V,), = € L*(0,T; V)
fdivcf, c@dx = f(rw + rg) odx, Yee L*(Q)
Q Q
1 N - . -
f/l(SW)]K_lql “Wdx — fplel//dx
Q Q
= f 0(S,) 8- ydx — f Poa - tdor, M € Hr, (div; Q) (2.24)
Q I'p
a8 S S
O tndx + (fu (Sw) G + by (S,)KG) - Vndx + | a(S,) KVS,, - Vidx
Q Q Q
= frwna’x, VneV
Q
plt:O =po, Sw =0 S wo-



Poglavlje 3

Diskretizacija

Kao §to smo prethodno naveli, varijacijska formulacija predstavlja temelj za metode
kona¢nih elemenata. Do nje smo dosli u prethodnom poglavlju. Ovdje ¢emo provesti
njenu diskretizaciju i to u dva koraka, prvo ¢emo diskretizirati prostorni dio domene a
potom i vremenski dio.

3.1 Prostorna diskretizacija

Provodimo postupak koji nazivamo varijacijska aproksimacija. Postupak se sastoji od
zamjene beskona¢nodimenzionalnog prostora V kona¢nodimenzionalnim prostorom V",
V" c V, te formiranja nove varijacijske zadade, tzv. aproksimativne varijacijske zadace.

Prostor konacnih elemenata

Konstruiramo prostor V" kao prostor po dijelovima polinomijalnih funkcija, dovoljno
glatkih kako bi imali V" c V.

Za poCetak konstrukcije prostora V" trebamo izvrsiti triangulaciju domene Q. Opéenito
je Q c RY, d € {1,2,3} i za Q zbog jednostavnosti pretpostavljamo da je poliedarski skup
u R%. Triangulacija od Q je svaka kona&na familija 7, podskupova od Q koja ima sljedeca
svojstva

e Q= T,

TeT)
e Svaki T € 77, je zatvoren poliedarski skup u R i Int (T) # 0,

e Za svaka dva razliCita elementa Ty, T, € 7, vrijedi Int (Ty) N Int (T,) = 0,

29
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e Svaka dva elementa T, T, € 7}, za koje je Ty N T, # () imaju ili zajednicku stranicu,
ili zajednicki brid ili zajednicki vrh.

Za Q c R3 kona¢ni elementi su najéesée tatraedri, paralelepipedi i prizme dok su za Q c R?
to najéesce trokuti i Cetverokuti. U ovom radu se ograni¢avamo na Q C R? te za skupove
T € T}, koristimo trokute. Oznacimo skup svih vrhova triangulacije (¢vorove) sa N a skup
svih bridova triangulacije sa &

N = {al’a29-~-aaN}a

E= {elana‘-'aeM}'
Prikladno je oznaciti skup susjednih vrhova vrha a; sa n;

n; = {aj :aj € N,ajje susjedni ¢vor od a,-}. 3.1

N

Slika 3.1: Triangulacija domene

Sljedeci korak u konstrukciji prostora kona¢nih elemenata je pridruzivanje linearnog
kona¢nodimenzionalnog prostora funkcija svakom elementu 7 € 7,. PridruZeni prostor
elementu 7" oznacavamo sa V7. Od prostora V7 zahtjevamo da sadrZi polinome ili funkcije
bliske polinomima.

Nadalje, definiramo prostor

X”:{v:§—>R:v|TeVT,VTef/7,}.

Funkcije iz X" opéenito imaju skokove na granicama susjednih elemenata. Stoga pro-
matramo podskup V* ¢ X" koji se sastoji od neprekidnih funkcija, V" = X" n C (Q)
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Neprekidnost funkcija iz V" je moguce posti¢i jedino uz odredenu uskladenost prostora Vy
Sto dovodi do novih ograni¢enjana 7' 1 V7.

Naposljetku se od prostora V" zahtjeva postojanje baze s malim nosaem koju je je-
dnostavno numericki konstruirati. Ovako konstruirani prostor V), nazivamo prostorom ko-
nacnih elemenata.

Konacni element se strogo definira kao uredena trojka (7, Vr,Zr) gdje je T skup, Vr
kona¢nodimenzionalan prostor funkcija na 7' a X7 skup stupnjeva slobode. Stupnjevi slo-
bode se opcenito definiraju kao funkcionali na prostoru funkcija Vr. Osnovno svojstvo
konacnih elemenata je unisolventnost, tj. stupnjevi slobode u £ moraju na jedinstven
nacin odredivati funkciju iz V7.

Prostor V" se moZze uspjesno konstruirati pomocu razli¢ito definiranih kona¢nih ele-
menata. U ovom radu se koristimo Lagrangeovim P1 kona¢nim elementima i Raviart-
Thomasovim kona¢nim elementima.

Konstrukcija prostora kona¢nih elemenata V" pomoc¢u P1 elemenata
na trokutima

Pretpostavimo Q C R? ogranic¢ena, poligonalna domena te 77, jedna njena tringulacija
trokutima. Ozna¢imo sa IP; prostor svih polinoma stupnja manjeg ili jednakog k u R?. Sa
P, (T) ¢emo oznaciti prostor svih polinoma stupnja manjeg ili jednakog k na 7, tj.

Py (T) ={plr : p € P}. (3.2)
Za definiranje P1 konacnog elementa (T, Vr,Xr) na trokutu dovoljno je definirati Vr i Zr

Vr =P(T), dim(Vr)=3

. (3.3)
Xr={p(a):1<i<3},

gdje u izrazu za X a; predstavljaju vrhove trokuta 7'.
Primijetimo da je prostor konac¢nih elemenata definiran sa

th{vtﬁ—ﬂR:thVT,VTEﬂ}

dobro definiran, tj. funkcije v € V" su globalno neprekidne. Naime, definiranjem vrije-
dnosti funkcije u svim vrhovima triangulacije ona postaje jedinstveno odredena na svakom
trokutu i neprekidna na stranicama u kojima se susjedni trokuti dodiruju. MoZe se pokazati
da tada vrijedi V" c H' (Q). Iz navedenog je ocito kako je dimenzija prostora V" jednaka
broju vrhova u triangulaciji, dim V" = N.

Preostaje nam jo$ pokazati postojanje baze na V", Jedan logi¢an odabir baze je tzv.
nodalna baza, koja je pridruzena vrhovima triangulacije. Svakom vrhu a; pridruZujemo
baznu funkciju ¢; € V" definiranu na sljedeéi nacin

¢,’ (aj) = 6ija ¢,’ S Vh.
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Bazna funkcija ¢; je afina na svakom trokutu i odredena je svojim vrijednostima u vrhovima
trokuta. Iz definicije je ocito da je ona razli¢ita od nule samo na onim trokutima koji
imaju a; kao jedan svoj vrh pa stoga ima mali nosa¢. Dakle, u prostoru V" imamo bazu
{1, 0o, ...,¢y) te se stoga svaka funkcija V" € V* moZe prikazati kao

N
Vx) = Y Vi),
j=1

gdje v " predstavlja vrijednost funkcije v u a;-tom &voru triangulacije. Takoder vrijedi

quj(x): 1, xeQ. (3.4)
j=1

Recimo joS da parametar & predstavlja dijametar najveceg elementa triangulacije i naziva
se finoca triangulacije.

Prostorna diskretizacija zadace (2.9)

Funkcije p, € L*(0,T:V,). S, € L*(0,T;V,) te poletne uvjete pyy,S,o € L2(Q)
moZemo aproksimirati respektivno funkcijama p} € C' ([O T];V ) Sh e C! ([O, T1; Vfi)
te ply € Vy, S, € Vi koje se mogu prikazati na sljedeci nacin

N N
phen =Y ph0¢;(0, Shxn=> Sk (0¢;x

" = (3.5)
Plo(0) =Y plo i (x). Sl (.0) = jE].9wo,¢f<x>

j=1

gdje su koeficijenti pgoj 18 iluo] poznati. Isto tako, vrijednosti S . ;01 ' . (1) koje odgo-
varaju tockama a; € I'p definirane su rubnim uvjetom. Na analogan nacin aproksimiramo
i preostale funkcije iz zadace (2.9).

Formuliramo aproksimativnu varijacijsku zadacu

Naéi pleC([0.71;V").S% e C'([0.71: V)

fO—wm+ﬂ@yW@ Fi(g). VgeV

(3.6)
as” i
= | @ Fedx+ Ao (5. S 0) = Ta(p). VeV
Q
h _ h h _ ¢h
Pglizo = Pgo> SW =0 — Swo'
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Standardna Galerkinova metoda Uzimajuéi aproksimativne prostore V" kao prostore
konac¢nih elemenata dosli smo do metode kona¢nih elemenata. Metoda konacnih elemenata
koju ¢emo primijeniti u ovom slucaju je Standardna Galerkinova metoda. 1deja navedene
metode je koriStenje istih funkcija za bazne i test funkcije unutar aproksimativne varijacij-
ske zadace. Dakle, za ¢ u (3.6) uzimamo ¢;.

Zavrsimo prostornu diskretizaciju zadace primjenom Standardne Galerkinove me-
tode na aproksimativne varijacijske jednadzbe u (3.6). Za jednadzbu vlazeée faze dobivamo

ash .
w.j h h h h\ By gh
@Z — Mij+f/lw(SW)]K(Vpg—VpC(SW))-Vqﬁidx—f/lw(SW)pW]Kg - Verdx
Jeni o 9
= f rhpidx — f F) ¢ido — f Fl¢do, Vie{l,...,N},
Q I'ni I'n2
(3.7)
dok za jednadZbu nevlaZece faze vrijedi sljedece
ds’
—CDZ 7”/\/(,;,-+ f Ao (SEYKVpl - Veudx - f Ao (Sh)phKE" - Vepidx
- 2 0 (3.8)
— h h h .
_frg¢idx_ngu¢idU_ng¢idO', Vie{l,...,N},
Q v Iz
gdje je
M;j = f¢j¢idx-
Q

Matrica M = (Mi j) se naziva konzistentna matrica mase. Primjetimo, svaka od jednadzbi
(3.7), (3.8) predstavlja jedan sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi.

”Mass lumping” Kod prostorne diskretizacije uveli smo pojam konzistentne matrice
mase. Ovdje uvodimo pojam tzv. "lumped” masene matrice L, koja se definira pomocu
konzistentne matrice mase na sljedeci nacin

N
Lij =6y ) M. (3.9)

k=1
Iz definicije je jasno kako je “lumped” masena matrica dijagonalna Sto je postignuto do-

davanjem svih vrijednosti redka elementu na dijagonali u tom redku. Koristeéi (3.4), za
dijagonalne elemente "lumped” masene matrice dobivamo

Li=Y M= [oidx= [ Y odar= [ sax
k k 0 P k Q
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Pokazuje se da za nelinearne probleme primjena “lumped” masene matrice ima znacajne
racunske prednosti u odnosu na primjenu konzistentne masene matrice. Zamjenimo li M

sa L, izrazi (3.7) i (3.8) prelaze u

h

CDVI-dfl:’i + f A (S1) K (Vpl = Ve (ST)) - Ve — f A, (S1) PLIKE" - Vepudx

Q Q

:fra(pidx—fFfm@da—fF’;gb,-da, Vie(l,...,N}, Vie{l,...,N},

Q i T'an
(3.10)
dSa’i h h Y\ he h
-oV; PR /lg(Sw)]KVpg-Vq&idx— /lg(Sw)pg]Kg - Veidx
? p 3.11)
:fr§¢idx_ngL¢¢idU_fF§¢idU, Vie(l,...,N},
Q I'ni T'n2

gdje je V; = [ ¢udx.
Q

Konstrukcija prostora kona¢nih elemenata RT! pomocu
Raviart-Thomasovih elemenata R7, na trokutima

Ponovno pretpostavljamo Q C R? ograni¢ena, poligonalna domena te 7, jedna njena
triangulacija trokutima. Jednako kao i prije sa I’ ozna¢avamo prostor svih polinoma stu-
pnja manjeg ili jednakog k u R? i P, (T) = {plr : p € Pi}. Uvodimo jo§ i oznaku P, koja
predstavlja prostor svih homogenih polinoma stupnja k.

Prije nego $to definiramo Raviart-Thomasov konacni element uvodimo sljedeci prostor
funkcijazaT € 7,1k € Ny

Ry (OT) = {p € L*(AT) : ¢l € Pi(e), e € E(T)}. (3.12)
Raviart-Thomasov konacni element (T, RT, (T') ,Xr) za trokut T je zadan sa

RT(T) = P, (T)* + xP, (T)

Xr = ifﬁ iipydor, fﬁ pio1dx : § € RTi(T), pr € R, (0T, pry € Pyy (T)* ¢,

T T

(3.13)
gdje 7 predstavlja vanjsku normalu na e € E(T). Vrijedi dimRT, (T) = (k + 1) + (k + 3).
Element (7, RT; (T) ,X7) zadovoljava svojstvo unisolventnosti. Takoder se moze pokazati
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da za svako ¢ € RT (T) vrijedi

div € Py (T)

S (3.14)
it - Jlor € R (OT).
Sada moZemo definirati prostor Raviart-Thomasovih kona¢nih elemenata RT",
RT" ={G € L*(Q) : gy € RT (T) T € T3} (3.15)

Ako za globalne stupnjeve slobode uzmemo uniju lokalnih stupnjeva slobode danih u (3.13))
tada vrijedi RT" c H (div; Q), (vidi [4]).
Pogledajmo slucaj kadaje k = 0. Tadajeza T € 7,

Ry(OT) ={p € L’ OT) : ¢l € P (e) ,e € E(T)}. (3.16)
Nadalje, Raviart-Thomasov konac¢ni element (7, RT; (T) ,X7) je dan sa

RT,(T) = d + bx

- - - > - > (317)
Xr = fq-nda,fq-nda,fq'ndO'ﬁT:el Ue, U e
el e e3
Odgovarajuci prostor RT, elemenata je
RTy ={g € L*(Q) : Gl € RTo(T) VT € T;}. (3.18)

Trebamo joS odrediti bazu za prostor RT{)’. Prirodno se namece baza vektorskih funkcija
P, P, ..., Py € RT! sa svojstvom

|7+ = (3.19)

€

gdje je e; € & a #; jedini¢na normala na rub e¢;. Ovako definirana baza je jedinstveno
odredena ako je za svaki brid e; € & smjer njegove normale 7; zadan. Problem zadavanja
normale moZemo rijeSiti koriste¢i numeraciju vrhova triangulacije 7. Brid e; se moze
interpretirati kao vektor €; koji ima smjer od vrha s manjim indeksom prema vrhu s veé¢im
indeksom i tada moZemo staviti

adje je T = ((1) ‘01) 2, (3.20)
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Primijetimo da je nosa¢ bazne funkcije 7; mali, sastoji se od najvise dva trokuta koji imaju
jedan zajednicki brid ;. Dakle, u prostoru RT¢ samo pronasli bazu {7, 7, ..., Py} te sada
svaku funkciju ¢" € RT|' moZemo prikazati kao

M
7™ =) 7. 3.21)
j=1

Prostorna diskretizacija zadace (2.24)
Do sada smo uveli sljedece prostore konacnih elemenata

v :{vec(ﬁ):vlT € VT,VTe‘Th}
RT} ={G€ H(div;Q) : §ly € RTo(T), YT € 1},

koji su zadovoljavali V" c H' (Q) i RT{ C Hr,, (div; Q). Uvedimo jos i prostor
W' ={we L?(Q): Jar € Rtd. wlr = a7, VT € T}
Prostor W" sa¢injavaju funkcije koje su konstante po trokutima te imamo W" c L? (Q).

Kombinacija mjeSovite i standardne metode konacnih elemenata

JednadZbu za tlak zadace rjeSavamo mjeSovitom metodom konacnih elemenata a
jednadzbu za zasi¢enje rjeSavamo standardnom metodom konacénih elemenata. Koristimo
se ve¢ izvedenom varijacijskom zada¢om . Svaku funkciju g, € Hr, (div; Q) moZemo
po volji to¢no aproksimirati funkcijom ¢, € RT, na dovoljno finoj mreZi. Nadalje, fun-
kcije p, py € L*(Q) aproksimiramo funkcijama p”, pt € W" dok funkcije S, S0 € Vi,
aproksimiramo funkcijama S*,§ f’v 0 € V" jednako kao kod prostorne diskretizacije zadace

@9). '
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Za zadacu (2.24) odgovarajuca aproksimativna zadaca glasi
Naéi ¢ € RT},p" e W', S}, € C'(10.T1: V)

fdiv g pdx = f(rfv + rZ) odx, YoeW"
Q Q

1 N - h oy 7
f/l(Sh)]K_lqth-gbdx—fp’ div ydx

Q Q

= [ p(st)g-dax~ [ phyi-itdor, i <R (3:22)

Q I'p

f@%ndx+f(fw(Sa)@h+bg(5fv)]K§)-Vndx+fa(5}v’v)]}{vsfv.vndx

Q Q Q

— h _ ¢h
=0 Do> Sw =0 SWO'

Ukoliko se za rjeSavanje jednadzbe za zasi¢enje odlu¢imo za Standardnu Galerkinovu
metodu, jednu od metoda konacnih elemenata, jednadzba (3.22)); prelazi u

das"

@Y —H Mydx + f (£ (S0)@" +be (1) Kg) - Vo + f a($))KVS), - Vgidx
Jeni Q Q
:fr}wl/¢idx, Vie{l,...,N},
Q
(3.23)
gdje je M;; = f ¢ j¢idx. Primjenom “mass lumpinga” na (3.23)) dobivamo
Q
oy Sui (fio (SB)@" + by (S1) Kg) - Vopdx + | a(Sh)KVSY, - Veudx
i dt w w q: 8 w 8 ! w w !
Q Q (3.24)
:frf’v(pidx, Vie{l,...,N},
Q

gdjeje V; = f ¢:dx. Prednosti ove metode su bolja aproksimacija totalne brzine i laksa

Q

separacija dviju jednadzbi. U zadanom trenutku  mogude je za poznati S ,, (¢) rijeSiti zadacu
(3.22); i (3.22)),, koja je sada linearna, te izraCunati ¢, u trenutku # a potom prijeéi na
rjeSavanje zadace (3.22); koja postaje nelinearna jednadZzba tipa konvekcije-difuzije za S ,,.
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Kombinacija mjeSovite metode konac¢nih elemenata i metode konac¢nih volumena

Ponekad se za rjeSavanje zadace ne koriste samo metode kona¢nih elemenata
ve¢ se kombinira mjeSovita metoda konacnih elemenata sa metodom konacnih volumena.
Dakle, jednadzbu za tlak zadace rjeSavamo kao 1 prije mjeSovitom metodom kona-
¢nih elemenata dok ¢emo za rjeSavanje jednadzbe za zasiCenje upotrijebiti metodu kona-
¢nih volumena. OpiSimo ukratko metodu konacnih volumena.

Metoda konacnih volumena Za pocetak trebamo napraviti kona¢nu subdiviziju domene
Q c R? koja zadovoljava sljedeée uvijete

b 5 = Ui Vi,
e Svaki V; c Q je zatvoren, ogranicen i poligonalan skup,
e Za svaka dva razli¢ita V;,V, C Q vrijedi Int (V) N Int (V,) = 0.

Vi nazivamo kontrolnim volumenom. Subdiviziju domene Q je moguce naciniti na vise
nacina sto dovodi do razli¢itih metoda. Ovdje promatramo metodu konacnih volumena
centriranu u vrhovima.

U skladu s prethodno uvedenim oznakama, neka je 77, triangulacija domene € troku-
tima, N skup vrhova triangulacije 7}, n; skup susjednih vrhova vrha q; te & skup svih
bridova triangulacije 7. Fiksirajmo a; € N. Neka a;a; € & predstavlja stranicu trokuta s
vrhovima a; i a;. Kontrolni volumen V; oko vrha a; konstruiramo tako da spojimo teZiSta
trokuta, Ciji je jedan vrh a;, s poloviStima bridova a;a; € &, gdje je a; € ;.

Slika 3.2: Kontrolni volumen
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Ideju metode kona¢nih volumena prezentiramo na jednadzbi zakona saCuvanja veli€ine
g, u opcem obliku

% (x,0) +div F (x,1) = f (x,1), (3.25)

gdje je F protok (flux) veli¢ine g. Opcenito, ¢ moZe biti masa, energija i slicno.
JednadZzbu (3.23) integriramo po proizvoljnom kontrolnom volumenu V;

f— (x,t)dx + fdiv F(x,t)dx = ff(x, 1) dx. (3.26)
Vi Vi
Sljedeci korak je primjena Teorema o divergenciji
f— (x,t)dx + fﬁ(x, 1) - fidx = ff(x, t)dx. (3.27)
av; Vi

Integriranjem po svim kontrolnim volumenima dolazimo do sistema linearnih jednadzbi.
Opisanu metodu kona¢nih volumena primjenjujemo na jednadzbu za zasicenje

oS
@ w
ot

¢ime dolazimo do

fd)a;;’dx+f(fw( St " +b (SW)]Kg—a(S{’V)]KVS@).ﬁd(T:frwdx_ (3.29)

Vi Vi Vi

+div (£ (1) " + be (S1) Kg) = div (a(SE)KVS]) + 7, (3.28)

Varijable S" i dalje uzimamo iz prostora P1 kona¢nih elemenata ali smo promijenili nacin
na koji definiramo aproksimativni sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi. Prednost kori-
Stenja metode konac¢nih volumena pred metodom konacnih elemenata se sastoji u sljede-
¢em: metoda konacnih volumena neposredno izrazava diskretan zakon sacuvanja mase na
lokalnoj razini, dok metoda konacnih elemenata izrazava zakon saCuvanja mase samo na
globalnoj razini, tj. na ¢itavoj domeni Q.

3.2 Vremenska diskretizacija

Promotrimo jednadZbu oblika

d” = ). (3.30)

Primjenom metode kona¢nih diferencua na (3.30) do¢i ¢emo do

n+1

u™t —u" m
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Ukoliko uzmemo m = n jednadzba (3.31) predstavlja eksplicitnu Eulerovu metodu dok za
m = n + 1 predstavlja implicitnu Eulerovu metodu. Sa u" i u™' smo oznacili rjeSenja na
n-tom odnosno (n + 1)-om vremenskom sloju a At predstavlja korak vremenske diskreti-
zacije. Eksplicitna Eulerova metoda je uvjetno stabilna, za razliku od implicitne Eulerove
metode koja je bezuvjetno stabilna.

Vremenska diskretizacija zadace (3.6)

Zadacu (2.2) smo transformirali u aproksimativnu varijacijsku zadacu na koju smo
primijenili Standardnu Galerkinovu metodu a zatim 1 ”mass lumping” ¢ime smo dosli do
sustava dviju obi¢nih diferencijalnih jednadzbi po vremenskoj varijabli #:

h
oS [0 (51) K (99! 9 (51) S [, (51) e o

dt
Q 0
:frf’v‘/’idx—fFf’m@dfT—fFﬁ(bidcr, Vie{l,...,N}
Q i T'an
dSa’i h h Y\ Ay oh
Q Q
=fr§¢idx—fF§u¢id<f—fFQasida, Vie{l,...,N}.
Q Iy T'n2

(3.32)
Primjenom eksplicitne Eulerove metode na jednadzbe uvjet stabilnosti je restrikti-
vniji negoli primjenom implicitne Eulerove metode, stoga ¢emo za njihovo rjeSavanje kori-
stiti implicitnu Eulerovu metodu. U nastavku, zbog jednostavnijeg zapisa, ne naglaSavamo
pripadnost funkcija aproksimativnom prostoru V",

Svedemo li prvo jednadzbe (3.32) na oblik (3.30) a zatim primijenimo metodu (3.3 1])
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dobit éemo

At t
n+1 n+l n+1 n+l1 n+1 n+1 -
s t oV A (ST (VP! = Vpe (S1T)) - Veudx - (D—Vif w (S5 Pl K - Vepudx
Q Q
At At At
- q)_V, "+1¢zdx + W F:,ZI(P,CZO' + W FfV”(p,dO' S Yie{l,...,N}
vy 1Y)
n At n n At n 12 -
SW:‘I _ q)_‘/l /1g (SW+1)]KVpg+1 . V¢idx + (D_‘/l f/lg (SW+1)pg+1]Kg . Vqﬁ,dx
Q Q
At +1 At At :
— | " pdx— — | Fii'o; Fi''¢do = ST, Yiell,...,N}
" q)V, Pidx oV, ¢ido q)v pido = w,i i €{ }
Iyt [
(3.33)

Vremenska diskretizacija zadace (3.22)

U prvom poglavlju smo izveli matematicki model u formulaciji s globalnim tlakom
(1.44). Model se sastojao od dvije diferencijalne jednadzbe, jedne za tlak i druge za
zasiCenje. Glavna prednost ovako formuliranog matemati¢kog modela je mogucnost se-
kvencijalnog rjeSavanja njegovih jednadzbi. Uobicajeno se koristi IMPES metoda, (eng.
IMplicit on Pressure, Explicit on Saturation). Kao §to samo ime metode govori, jedna-
dzbu za tlak formuliramo implicitno dok jednadzbu za zasi¢enje formuliramo eksplicitno.
Zadaca je u pogodnom obliku za primjenu IMPES metode. Promatramo jednadZzbe
za tlak

fdivq_}h‘cpdx:f(r +r)g0dx

Q Q

1 -1 -h 7P .7 I >
f/l(Sh)]K lq,’-tﬁdx—fphdlvwdxzfp(SfL)g-wdx—prdw-ndO'.

Q Q Q I'p

(3.34)

Formuliramo ih implicitno s tim da se u njihovom zapisu zasi¢enje S ,, smatra poznatim pa
ga stoga uzimamo na prethodnom vremenskom nivou u odnosu na tlak p. Ponovno, zbog
jednostavnijeg zapisa, ne naglaSavamo pripadnost funkcija aproksimativnim prostorima.
Dakle, jedndZbe za tlak prelaze u

fdlvq—;rwl ngX= f(r$+1 n+1)90dx

Q

(3.35)

'q" ! gdx - fp"” divﬁdx:fp(Sf’v)g’-de—fngll!’ itdo.

Q Q I'p

{O%
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Nadalje, jednadZbu za zasicenje (3.24) formuliramo eksplicitno

At At
gl +ﬁf(fw(s;)qj"“+bg(s;)M§)-V¢,.dx+Wfa(s*;)ms';-v(pidx
Q Q

At

_q)_Vi
Q

rfv”qﬁ,-dx =S"

w,i°

Viel{l,...,N}.

(3.36)
Jednadzbe (3.36) se obi¢no modificiraju tako da se difuzijski ¢lan u (3.36)) tretira implicitno
s tim da se zadrzi linearnost jednadzbi:

At At

n+l ny -»n+l n - n n+l

v+ v f (h (S0 + b ($1)KE) - Védx + 50 f a(S1)KVS - Vedx
Q

Q
At

- (D_Vl rfv+l¢idx = Sn

w,i?

Viel{l,...,N}.

o
(3.37)
Na posve isti na¢in se provodi vremenska diskretizacija jednadzbe (3.29) proizasle iz

metode konacnih volumena.
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Linearizacijske tehnike

Najcesce koriSteni algoritmi za numeri¢ko rjeSavanje nelinearnih spregnutih sustava,
kao Sto je npr. sustav jednadzbi (3.33) su Picardove iteracije i Newtonova metoda. New-
tonova metoda ima prednost pred Picardovim iteracijama zbog brze konvergencije prema
rjeSenju. Naime, Newtonova metoda konvergira kvadrati¢no prema rjeSenju ako je pocetna
iteracija dovoljno blizu rjeSenja dok Picardove iteracije konvergiraju linearno. U primje-
nama se ipak Cesto koriste Picardove iteracije zbog znatno jednostavnije implementacije.

4.1 Picardove iteracije
Promotrimo nelinearni sustav jednadzbi oblika
Kw)u=Rw). 4.1)

U gornjoj notaciji nelinearnost se o€ituje u ovisnosti matrice K o vektoru nepoznanica u.
Picardove iteracije ili jednostavne iteracije za rjeSavanje sustava (4.1)) se sastoje u uzastop-
nom rjeSavanju sustava jednadzbi

K (uk) =R (uk) , (4.2)

gdje k predstavlja iteracijski korak. Dakle, iz poznatih vrijednosti iz k-tog iteracijskog
koraka se raCunaju vrijednosti u (k + 1)-om iteracijskom koraku. Postupak se ponavlja sve
dok se ne postigne odgovarajuca tocnost rjesenja.

Za primjenu Picardovih iteracija na jednadzbe (3.33) koristit ¢emo

Vpe(Sh) = p.(sh) Sk, (4.3)

43
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Uvrstimo li relaciju (4.3) u jednadzbu (3.33); Vi € {1,..., N} dobit ¢emo

g A f o (S5 )K (V! = pi(S0) VS - Véidx

<I)V
Q
At n+1 n+1 = At +1
Q
At At
Fn+1 ; = Fn+1 ; n
d>V ¢ido +<I)V ¢ido =S,
T'av 1Y)
Primjenom metode (4.2)) na jednadzbe (3.33)) Vi € {1, ..., N} vrijedi
At
gl ﬁ A, (S:lv+1,k) K (Vpn+l +1 pé (S?:l,k) VS:‘V“’]‘”) - Veidx
i)
At
=S+ o7 f Ay (Sﬁ%lk)pg“k]}{g- Vidx
‘9
At At At
+— n+1 k¢,dx— = F:Lv-;l k¢l F:lv+1’k¢id0-
(I)Vi oV; (I)V
. N Iy Iy (45)
n+1,k+ n+l.k n+1,k+1
gkl o A (ST KV plt . Vi
Q
At
_ Sn n - E f/lg (S$+l,k)pg+l,k]K§_ V¢idx

At
- n+1 k¢[dx+ _an;Lk¢[dO-+ (D_VfF;H—Lk(p[do--

Iy Ip%)

Uocimo kako su svi nelinearni ¢lanovi izraCunati u prethodnoj iteraciji, stoga je sustav
(4.5) linearan. Za pocetnu iteraciju se koristi pocetni uvjet dan u (3.6).
Kriterij zaustavljanja postupka jednostavnih iteracija je dvostruk, ( (S k. 12 ))

1. promatramo promjenu varijabli u svakoj iteraciji i zaustavljamo se kada je promjena
u relativnom iznosu dovoljno mala

un+1,k+l _ un+l,k|| < E”I/th ) (46)

2. promatramo rezidual ”7( (u””’k”) uttel R (u””’k”)

gova vrijednost padne ispod zadane tolerancije

Wy | < emax (IR @I IKC ) ull) (4.7)

‘ i zaustavljamo se kada nje-
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4.2 Newtonova metoda

Promatramo nelinearni sustav jednadzbi oblika

fu) = 0. (4.8)

Newtonova metoda se bazira na razvoju nelinearne funkcije f u Taylorov red oko u*, gdje
u* predstavlja vektor nepoznanica dobiven u k-tom iteracijskom koraku. ZadrZavanjem
samo linearnih izraza iz Taylorovog razvoja dolazimo do relacije

Fay+ £ (W) (! =) = 0, 4.9)
odnosno .,
W=k = (7 () Fh). (4.10)
— u*, metodu moZemo zapisati na sljedeéi nacin

I () w = ~f)

uk+l

Definiranjem w = u/**!

@.11)
=u +w.

Navedenu metodu je najlakSe provesti na varijacijskoj formulaciji zadace prije njene
diskretizacije. Stoga se prisjetimo problema (2.9). Uvodimo sljedece oznake:

G (pg,sw)=<1>ff—;”sodx+ﬂl (PerSur9) = Filg), VeV
Q

(4.12)
gz(pg,sw)=—@fa;—twsodxmz(pg,sw,so)—%(sm, VoeV
Q

Kao i prije, za vremensku diskretizaciju koristimo implicitnu Eulerovu metodu (3.31)) ¢ime
dobivamo:

() o
G (pg+1,sx*l)=—f53+lwdx+ﬂ1 (pg“,Si’v“,so)—Tl(QO)—Efovstx, Vpe V!

At
Q Q
n+l gn+l __9 n+l n+l gn+l _ 2 n h
gz(l?g S )— A7 S godx+ﬂ2(pg S ,go) %(¢)+At S"edx, YpeV
Q Q

(4.13)
Ovdje uzimamo da je test funkcija ¢ fiksirana a kasnije cemo zakljucak primijeniti na bazne
funkcije iz prostora V. Na svakom vremenskom sloju trebamo rijesiti sustav nelinear-
nih jednadzbi. Promatramo rjeSenje na proizvoljnom vremenskom sloju, stoga uvodimo
oznake S = S, p = pit!, S pa = S1.
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Neka je [ ph. S "] poznata aproksimacija rjeSenja jednadzbi
Gi(p,S)=0, ie{l,2}. (4.14)
Sljedecu aproksimaciju trazimo u obliku
[P, 55 = [ph, 5*| + [6p. 65T = [p* + op. S* + 65| (4.15)
Primijenom (4.11)); slijedi
Gi(p*.$%)+ DG, (p".5*) [6p.6S] ~ 0. i€ (1,2} (4.16)
Definirajmo funkcije
g (r) := Gi(p* + rop,S* +r6S), ie(l,2), (4.17)
te ih razvijmo u Taylorov red oko O
gi()~gi0)+g;(0), iefl,2}. (4.18)

Usporedbom sa (4.16)) dolazimo do zakljucka

DG, (p",5")[6p,65] = g (0)

d ) ) 4.19)
=G (p* +rop.S*+ro8)| . ie€{l2}.
Dakle, korekciju [dp, 6S | moZzemo dobiti ra¢unanjem
d
k gk k k _ :
Gi(p*.s%)+ —G; (P +rop. St +76S)| _ =0, ie{l,2}. (4.20)

Raspisivanjem (4.20)) te koristeci (2.8) dobivamo sljedeci sustav jednadzbi

%f65¢dx+f/l ) oSK (Vp* = Vp. (S5¥)) - Veedx

f o (S¥) K (Vep - Vp, )55—p;(sk)vas)~v¢dx—fa;(sk)pwasﬂ<§-v¢dx

Q

(s
[(soa=5%)gax= [ a,(") K (7 = Ve (51) - Vs

9
At
Q
+ [ 4 (5)puKg: Vo + 7i (o)
Q

(4.21)
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@ ’
= f 58 pdx — f A, (S¥)6SKVp* - Vepdx - f A (S¥) KVsp - Vepdx
Q Q Q

+f/l; (5%)pe0SKG - Vepdx = %I(Sozd—S")de+fﬂg (S*)KVp* - Vepdx (4.22)
Q

Q

A (55) pKg - Vedx ~ T2 (¢).

{Og}b

Kako je [ AN "] poznata aproksimacija rjeSenja ona zadovoljava sljedece rubne uvjete
P*=pw ma Tp, SY=S, na TIp (4.23)

Kako te iste rubne uvjete treba zadovoljavati i sljedeca aproksimacija rjeSenja [ s "“]
iz (4.15) slijedi da korekcija [6p, &S | treba zadovoljavati

op=0 na Ip, 65 =0 na TIp. (4.24)

Kao i kod Picardovih iteracija, iteracije zaustavljamo kada postignemo Zeljenu to¢nost €.
Najcesce koriSteni kriteriji zaustavljanja su

lopll + 61 < € (4.25)

ili
1Gi (p, )l < e. (4.26)



Poglavlje 5
Numericki primjeri

U ovom poglavlju ¢emo primijeniti metode dobivene u prethodnim poglavljima na
odabrane test probleme. Simulacijski programi su napisani pomocu software-a FreeFem++,
verzija 3.8. Opcenito, FreeFem++ je software sa vlastitim programskim jezikom visoke
razine za rjeSavanje parcijalnih diferencijalnih jednadzbi a bazira se na metodama konacnih
elemenata. Za vizualizaciju je koriSten program ParaView.

5.1 Skaliranje jednadzbi dvofaznog toka

Kako ne bismo provodili racun s izuzetno malim veli¢inama potrebno je skalirati dife-
rencijalne jednadZzbe. Postupak skaliranja ¢emo provesti na diferencijalnim jednadzbama u
formulaciji tlak-zasi¢enje i globalni tlak-zasi¢enje. Obje formulacije su zapisane u konzi-
stentnom sustavu jedinica. Pretpostavimo da je to MKS sustav. KoriStene veliCine su stoga
izraZzene u mjernim jedinicama prikazanima u Tablici 5.1. Prisjetimo se da su zasi¢enje S
i propusnost ® bezdimenzionalne veliCine.

x t g p g K u P r
[ml [s] [m/s] [Pal |m/s*] [m?] [Pas] [kg/m’] [1/s]

Tablica 5.1: Mjerne jedinice, MKS sustav

Diferencijalne jednadzbe unutar navedenih formulacija Zelimo zapisati u prakticnom
sustavu mjernih jedinica. Kako on nije konzistentan pojavit ¢e se odredeni faktor u jed-
nadZbama.

Skaliranje se provodi uvodenjem bezdimenzionalnih varijabli koje povezuju vrijednosti
u starom sustavu sa vrijednostima u novom sustavu. Vrijednosti u starom sustavu, u naSem

48
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x t g p g K u P r
[ml [dan] [m/dan] [MPa] |m/s?| [mD] [cP] |kg/m’| [1/dan]

Tablica 5.2: Mjerne jedinice, prakti¢ni sustav

sluc¢aju MKS sustavu, ¢emo oznaciti sa crticom. Uvodimo sljedece bezdimenzionalne va-
rijable:

r
— s = -—, = -, = —. 5.1
; p » o Mo p o= - (5.1)

Uz odabir prakti¢nog sustava mjernih jedinica kao u Tablici 5.2 vrijedi

qoto = 1, rotg = 1.

Formulacija tlak-zasienje

Postujuéi prethodno uvedene oznake polazimo od sljedecih jednazbi zapisanih u MKS

sustavu.
oS .,

O — div [, (S K (V= VPL(Sw) = puf)] = 7,
oS (5.2)
~070 = div [, (S K (Y - ped)] = 7
Vrijede sljedece relacije
oS, 10s,
o 1ty Ot
, 1 , 1
A, (S) = —A, (S,), 2,(S,) = —A (S,) (5-3)
Ho Ho
Vp, = poVpg, Vp.(Sw) = poVpe(Sy)
Primijenimo (5.3)) na sustav jednadzbi (5.2):
®a4s, . [1 ,
——r —div [M—AW (S W) koK (PoVpg = poVpe (S4) = pwg)] = rori
0 0
5.4
PRBu _ iy I/l(S)k]K( \ 3) oY
—— = — W - = ror,.
o 6t Lo g 0 Po pg pgg 0l'g
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Sredivanjem dolazimo do:

GRS

kopoto
)
ot

1
— div [aw (S,) 0K (Vpg —Vp.(S,) _pw_g)] =
Ho Po
98, .
—(DW —div [/lg (S w)

kopoto

1
K|Vp, —p,—2|| =r,.
( Pg pgpog)] g

50

(5.5)

U gornjim jednadzbama uocavamo faktor koji se pojavio uz propusnost IK. Nazivamo ga

Darcyjeva konstanta

kopot
C, = 0Po 0o
Ho
Uvodenjem sljedecih veli¢ina:
= z_ 1,
K=CK, g=—¢g
Po

dobivamo sustav u pocetnoj formi:

q)a;—tw —div [, (S K (Vpg = Vpe (54) = pud)] =
—cDa;—tW —div [, (5,) K (Vp, - p8)| = 7

Formulacija globalni tlak-zasi¢enje
Polazimo od sljedecih diferencijalnih jednadzbi
divg; =7, +r,
é); =-A Sw) K’ (Vp, - P’ Sw) §)

S, . .
O + div (£ (S, + b, (S,)K'g) = div(a' (S,) K'VS,) +7,

Koristeéi (5.1) i (5.3) jednostavnim ra¢unom dobivamo sljedece potrebne relacije:

(S, = i/1(SW),
Mo

PrESW=pSw, [ =L, S,

1
B, (S,) = —b(Sw), @ (S.)=a(s,).
Ho Ho

(5.6)

(5.7)

(5.8)

(5.9)

(5.10)
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UvrStavanjem izvedenih relacija dobivamo:

div qoq; = rory + 1oty

, 1 I
qoq: = —ﬂ—A(SW) koIK (pon -p(Syw) —g)
0

Po (5.11)
®a4S, . L1 AU
= Pw div ( £ (S qods + by (S4) kO]Kg) - dw(@a (S.) kO]KVSW)  Folie
fo Ot M Ho
Sredivanjem jednadZzbi slijedi:
divg, =r, +r,
L kopo 1
G =-A(Sw) —K|Vp-p(S,) —¢&
Hoqo Po
oS, .. kopoto ., 1 . ko pot
o2v dlv(fw (S4) G, + by () L2 O]K—g’) = div (a(SW) 0P O]KVSW) + .
ot Mo Po Mo
(5.12)
Konaéno, koristeci i (3.7) vrijedi:
divg, =r, +r,
G =-2S)K(Vp-p(S.)3) (5.13)
a8, .. . -~ . —
o + div (£ (S) G + by () K@) = div(a(S,) KVS,,) + 7.

5.2 Test primjeri

Izvedene metode primjenjujemo na dva test primjera. U oba testa fluidne faze su voda
i nafta. Njihova svojstva su dana u Tablici 5.3. OCcito, voda predstavlja vlazecu fazu
dok nafta predstavlja nevlaZzecu fazu. Promatrat ¢emo proces istiskivanja nevlazeée faze
vlaZzeCom, tj. istiskivanje nafte vodom. Pretpostavljamo da poroznu sredinu odlikuju ista
svojstva u oba test primjera. Ona su dana u Tablici 5.4.

| | voda | nafta |
gustoca [kg/m’] || p,, = 996.1026 | p, = 856.0
viskoznost [cP] u, =1.14 e =0.9

Tablica 5.3: Svojstva fluida

Funkcija kapilarnog tlaka koju é¢mo Koristiti je prikazana na Slici 5.1 dok su funkcije
relativnih propusnosti prikazane na Slici 5.2. Gravitacijske efekte zanemarujemo.
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poroznost ®=03
propusnost [mD] || k=10

Tablica 5.4: Svojstva porozne sredine

x 10°

i i i i i i i i i
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Syl
w

Slika 5.1: Kapilarna krivulja
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kr.
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0

i i i i i i i
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Syl
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Slika 5.2: Relativne propusnosti
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Test 1

Domena na kojoj rjeSavamo zadacu je kvadrat duljine stranice 100 m, Q = (0, 100) x
(0, 100). U njegovom lijevom donjem kutu se nalazi ponor a u desnom gornjem kutu se
nalazi izvor. Ponor predstavlja mjesto utiskivanja vode. Zadacu ¢emo rijeSiti metodama
opisanim u prethodnim poglavljima.

A) Prisjetimo se, matematickom modelu u formulaciji tlak-zasi¢enje smo prvo pridruzili
pocetne i rubne uvjete. Za potrebe rjeSavanja ovog test primjera koristit ¢emo pocetne 1
rubne uvjete dane u Tablici 5.5.

pocetni tlak nevlaZece faze [MPa] || pe, = 1.0
pocetno zasicenje vlaZece faze S0 =0.6
ulazni tok nevlaZece faze Fo =-0.0
ulazni tok vlaZece faze F,, =-50
izlazni tlak nelaZece faze [M Pal Depa = 1.0
izlazno zasiéenje vlaZece faze Swpa =0.6

Tablica 5.5: Pocetni 1 rubni uvjeti

Zatim smo primijenili standardnu metodu konac¢nih elemenata. Za konstrukciju prosto-
ra konacnih elemenata koristili smo se Lagrangeovim P1 elementima na trokutima.
Postupak rjeSavanja dobivene zadace u FreeFem++-u je sljedeci:

e Prvo definiramo ulazne podatke i potrebne funkcije, tj. relativne propusnosti, mobil-
nosti i kapilarni tlak.

e Zatim na domeni konstruiramo mreZu i definiramo prostore kona¢nih elemenata:

fespace Vh1(Th,P1);
fespace Vh2(Th, [P1,P1]);

e Definiramo varijacijsku formulaciju.

problem Prvi([p,S], [pt,St], solver=LU)

= int2d(Th, qft=qflpTlump) (phi*S*pt/dt)
int2d(Th, qft=qflpTlump) (phi*Sold*pt/dt)
int2d(Th) ( lamw(Sk) *kt*( dx(p)*dx(pt)+dy(p)*dy(pt) )
lamw (Sk) *kt*dpc (Sk) *( dx(S)*dx(pt)+dy(S)*dy(pt) ) )
int2d(Th) ( lamw(Sk) *row*kt*gt*dy(pt) )

+

+
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+ int1d(Th, 1) ( Fwu*pt )

- int2d(Th, qft=qflpTlump) (phi*S*St/dt)

int2d(Th, qft=qflpTlump) (phi*Sold*St/dt)

int2d(Th) ( lamg(Sk)*kt*( dx(p)*dx(St)+dy(p)*dy(St) ) )
int2d(Th) ( lamg(Sk)*rog*kt*gt*dy(St) )

int1d(Th, 1) ( Fgu*St )

+ + + +

+ on(2, p=pbdi, S=Sbdi);

( Navedena varijacijska formulacija se dobiva u slucaju koriStenja Picardovih itera-
cija kao linearizacijske tehnike. )

e Nadalje, na svakom vremenskom sloju rjeSavamo povise definiranu zadacu.

Zadacu smo rjeSavali koristeCi obje linearizacijske tehnike opisane u Poglavlju 4. U
slucaju koriStenja Picardovih iteracija za dobivanje rjeSenja na nekom od vremenskih slo-
jeva bilo je potrebno 6 do 8 iteracijskih koraka. Kod koriStenja Newtonove metode za isto
je bilo potrebno 2 do 3 iteracijska koraka. U oba slucaja dobiveni su jednaki rezultati.

Promatranja smo vr$ili u vremenskom periodu od 7 = 200 dana. Pocetni vremenski
korak, do drugog dana, je 0.1 dan dok kasniji vremenski korak iznosi 0.2 dana.

Za zasicenje vlaZzeCe faze dobiveni su sljedeci rezultati:
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Zasicenje vode
1.07557

=1

0.9

0.8
0.7

0.6
0.552493

Slika 5.3: Zasi¢enje vode: T=0 dana

Zasicenje vode
1.07557

=1
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0.8

0.7

0.6
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Slika 5.4: Zasi¢enje vode: T=75 dana
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Zasicenje vode
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0.8
0.7

0.6
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Slika 5.5: Zasi¢enje vode: T=150 dana

Zasicenje vode
1.07557

=1
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Slika 5.6: Zasi¢enje vode: T=200 dana
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Na Slici 5.5 kao 1 na Slici 5.6 mozemo uociti male oscilacije u zasi¢enju na izlaznom
dijelu granice. Te su oscilacije posljedica singulariteta u polju brzine § u tokama promjene
tipa rubnog uvjeta te ¢injenice da standardna metoda kona¢nih elemenata za zasienje nije
stabilizirana tzv. “upwind” tehnikom.

Stabilizacija “upwind” tehnikom je nuZna pri velikim brzinama strujanja (u odnosu
na veli¢ine kapilarnog tlaka) jer je jednadzba za zasiCenje tipa konvekcije-difuzije, pri
¢emu difuzijski ¢lan dolazi od kapilarnog tlaka. Stabilizacija “upwind” tehnikom nije ovdje
primijenjena buduci da ju je teSko implementirati u FreeFem++-u.

Tlak nevlaZece faze se tijekom vremena ne mijenja suviSe. Stoga ga prikazujemo u
pocetnom i krajnjem vremenskom trenutku naSeg razmatranja.

Tlak nafte [MPa]
69.3052

Slika 5.7: Tlak nafte: T=0 dana
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Tlak nafte [MPa]
69.3052

60
50
40
30
20
10

1,

Slika 5.8: Tlak nafte: T=200 dana
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Test 2

U ovom test primjeru domena je pravokutnik duljine stranica 100 m i 50 m, Q =
(0, 100) x (0,50). U unutraSnjosti se nalaze dvije buSotine, utisna i produkcijska. Kroz
utisnu buSotinu utiskujemo vodu. Zadadu kao i prije rjeSavamo metodama izvedenim u
prethodnim poglavljima.

A) Koristimo istu metodu rjeSavanja kao u A) kod Testa 1. Podatci za pocCetne i rubne
uvjete su dani u Tablici 5.5. Postupak rjeSavanja u FreeFem++-u je jednak.
Dobiveni su sljedeci rezultati:

Zasicenje vode
0.7 0.8 0.9 1

0.6 1.0417

Slika 5.9: Zasicenje vode: T=0 dana
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Zasicenje vode

‘\\\\\\\9"7 25 0.9 H|\H1|||H

0.6 1.0417

Slika 5.10: Zasic¢enje vode: T=75 dana

Zasicenje vode

‘\\\\\\\9"7 25 0.9 H|\H1|||H

0.6 1.0417

Slika 5.11: Zasic¢enje vode: T=150 dana
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Zasicenje vode

0.8 0.9 1

0.7
‘\HHHI\‘\ HI\HlIIH

0.6 1.0417

Slika 5.12: Zasiéenje vode: T=200 dana

Tlak nafte [MPa]
6

2 4 8 10
(ARRN N TR L

1 11.4176

Slika 5.13: Tlak nafte: T=0 dana
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Tlak nafte [MPa]

4 6 8

P 10
P LU

1 11.4176

Slika 5.14: Tlak nafte: T=200 dana
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Sazetak

U ovom radu smo proucavali modeliranje dvofaznog toka fluida u poroznoj sredini. Sva
razmatranja smo vr$ili pod pretpostavkama izotermnog, nemjesivog toka inkompresibilnih
fluida.

Matematicki model ukljuCuje zakon saCuvanja mase, Darcyjev zakon i1 zakon kapi-
larnog tlaka. Dva su kljucna aspekta u njegovom formiranju, odabir primarnih varijabli
1 algebarske manipulacije diferencijalnim jednadzbama. U konacnici, matematicki model
¢ini nelinearni sustav parcijalnih diferencijalnih jednadZzbi. Promatrali smo matematicki
model u formulaciji tlak-zasi¢enje i u formulaciji s globalnim tlakom.

Za rjeSavanje matematickog modela potrebno je koristiti numericke metode. U ovom
radu koristili smo standardnu metodu konacnih elemenata. Formulira se na osnovu varija-
cijske formulacije na koju se primijeni proces tzv. varijacijske aproksimacije a sastoji se od
koriStenja istih funkcija za bazne i test funkcije unutar aproksimativne varijacijske zadace.
Time se dolazi do sustava obi¢nih diferencijalnih jednadzbi po vremenskoj varijabli za
Cije rjeSavanje je koriStena implicitna ili eksplicitna Eulerova metoda. U slucaju dobi-
vanja nelinearnog sustava jednadzbi koristi se jedna od linerizacijskih tehnika, Picardove
iteracije ili Newtonova metoda. Pored standardne metode konacnih elemenata promatrana
je 1 mjeSovita metoda s Raviart-Thomasovim elementima te metoda kona¢nih volumena.

Naposljetku je, u svrhu test primjera, promatran problem istiskivanja nevlazece faze
vlazeCom, preciznije, istiskivanje nafte vodom.



Summary

In this diploma thesis we have studied modeling of two-phase flow in porous media.
All considerations are performed under the assumptions of isothermal, immiscible and
incompressible fluid flow.

We set up mathematical model using mass conservation law, Darcy’s law and capillary
pressure law. There are two key aspects in the formation of the model, the selection of
primary variables and algebraic manipulation of differential equations. The mathematical
model consists of a system of nonlinear partial differential equations. We have considered
a mathematical model in pressure-saturation formulation and global formulation.

To solve the mathematical model it is necessary to use numerical approach. In this work
we used standard finite element method. It is based on the variational formulation to which
the process of variational approximation is applied. It consists of using the same basic
function and test function within the variational approximation problem. This leads to a
system of ordinary differential equations in time variable which can be solved by implicit or
explicit Euler method. Since the discrete system is nonlinear we used one of linearization
techniques, Picard iteration or Newton’s method. Beside standard finite element method,
mixed finite element method with Raviart-Thomas elements and finite volume method have
been observed.

Finally, we show an example of displacement of nonwetting phase by wetting phase,
more precisely, displacement of oil by water.
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