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1

Uvod u metodu konaénih
diferencija

U ovom poglavlju uvodimo metodu konacnih diferencija na primjeru jednodi-
menzionalne jednadzbe provodenja s konstantnim koeficijentim. Izlaganje slijedi

[1].

1.1 Prvi primjer

Pogledajmo jednadzbu provodenja s Dirichletovim rubnim uvjetima u jednoj
prostornoj dimenziji:

vy =Duv,, x€(0,1), t>0
v(z,0) =g(x) =z €][0,1] .
v(0,t) = a(t), wv(1,t)="0b(t), t=>0. (1.3)

Diskretizacija. Domenu [0, 1] diskretiziramo uvodenjem brojeva M € N, Az =
1/M te niza tocaka
xr=kAz, k=0,1,..., M.

Broj Az nazivamo prostornim korakom mreze. Analogno uvodimo vremenski
korak At > 0 i niz vremenskih tocaka

t"=nAt, n=0,1,2,...
Time smo dobili mrezu tocaka (eng. lattice)
(zg,t") = (kAz,nAt), k=0,1,...,M, n=0,1,2,...
Metoda konaé¢nih diferencija daje aproksimaciju tocnog rjesenja u tockama mreze:
uy ~ v(zg, t").
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6 UVOD U METODU KONACNIH DIFERENCIJA

Aproksimacija se dobiva iz diferencijalne jednadzbe tako da se parcijalne deriva-
cije zamijene s diferencijskim kvocijentima. Na primjer,

n+1 n n n n
L Uy T U o Upy1 — 2uy 4+ up_4
e Y
Sto daje
n+1 n n n n
Up  —Up D“k+1 — 2uy + up_4
At Ax?
Time dobivamo shemu
At
ntl _ n n n n
Uy = U+ D@(“kﬂ — 2u +ug ) (1.4)

n=01,. . k=12 . M-1
u) = g(kAx) k=0,1,.... M .
ug = a(nAt), uh, =bnAt) n=0,1,... (1.6)

Zadatak 1.1 Napisite kod koji nalazi rjesenje zadade (1.4)—(1.6). Uzmite g(z) = sin27z,
a=b=0, M =101 D = 1/6. Nadite rjeSenje u trenucima t = 0.06,0.1,0.9,50.0 koristec¢i
At = 0.02. Koliko mozete povecati At, a da dobijete priblizno isto rjesenje?

1.2 Konzistentnost

Numericka se analiza diferencijskih shema bavi pitanjem koliko je aproksi-
mativno rjesenje precizno, odnosno, kolika je greska aproksimacije. Djelomic¢an
odgovor na to pitanje mozemo dati ako se zapitamo s kolikom to¢noséu rjesenje
diferencijalne jednadzbe zadovoljava diferencijsku jednadzbu. Odgovor na to pi-
tanje dobivamo Taylorovim razvojem to¢nog rjesenja v(z,t).

Neka je

vy = v(xg, t")

i pretpostavimo da je funkcija v klase C*([0, 1]). Tada je

n+1 n
v, —vp Ov "
X~ 3 (xr,t") + O(At)
Ve~ _ 9V iy 4 O(Aw)

Az Ox
vp —vp_y  Ov
b k=1 27 n A
e = L) 4+ O(Aw)
Vb1 — Vi1 _ v

e n A 2
2Ax 3x<xk’t )+ O0(A)

Vg1 — 20 + 05 - d%v n 2
A2 - Ox2 (ka,t )+ O<A‘T )7
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1.3 GENERALIZACIJE 7

1 stoga
n+1 n n n n
Uy T U kaJrl — 2v + vy

At Ax?

Konaé¢no, buduéi da je funkcija v rjesenje diferencijalne jednadzbe imamo

Ve (zg, t") — Dugy(zg, t") = + O(At) + O(Az?).

n+1 n n _ n n
Uk T U Ukt 2up +vp

At Ax?
Dakle, totno rjesenje zadovoljava diferencijsku shemu do na ¢lan O(At)+O(Az?).
Diferencijska shema aproksimira parcijalnu diferencijalnu jednadzbu s prvim re-
dom tocnosti u At te drugim u Ax.

Svojstvo diferencijske sheme koje smo upravo izveli nazivamo konzistentnost.
Ono nam neposredno ne govori nista o tome kolika je razlika izmedu toc¢nih vri-
jednosti v} i aproksimativnih vrijednosti uj dobivenih diferencijskom shemom
(greska aproksimacije). Konzistentnost nam samo osigurava da tocno rjesenje to
bolje zadovoljava diferencijsku shemu sto su At i Az manji i daje nam nacin
na koji mozemo definirati red toc¢nosti sheme. Na osnovi toga o¢ekujemo da je
i greska aproksimacije to bolja $to su At i Az manji, no za taj zakljucak sama
konzistentnost nije dovoljna.

Za kratko zapisivanje diferencijskih shema korisno je uvesti sljede¢u notaciju:

= O(AL) + O(Az?).

OpUp = Upg1 — U
O_Up = Up — Up—1
00Uk = Upy1 — Up—1

2
) U = Uky1 — 2uk + Ugp_1.

Shemu (1.4) mozemo sada napisati u obliku

At
uptt =y + D—2(52uz.

Ax
Zadatak 1.2 Dokazite da se uz specijalan izbor At = 6Ax?/D dobiva
K} n 62 n
v (2g,t") — Dugg(zp, t") = %:k -D AZ]; +O(A#%) + O(Az?).

1.3 Generalizacije

Ideja metode konacnih diferencija vrlo je jednostavna i lako se primijenjuje i na
slozenije diferencijalne jednadzbe te razlicite rubne uvjete. Pogledajmo nekoliko

primjera.
Zadaca konvekcije-difuzije:
v+ avy, = Dug, € (0,1), >0 (1.7)
v(z,0) =g(x) x€]0,1] .
v(0,t) =v(1,t) =0, t>0. (1.9)

M. JURAK 23. prosinca 2009.



8 UVOD U METODU KONACNIH DIFERENCIJA

Pri diskretizaciji ove zadace prirodno je ¢lan s prvom derivacijom diskretizirati
centralnom diferencijom kako bi se zadrzala konzistentnos drugog reda diferen-
cijske sheme u varijabli . To vodi na diferencijsku shemu

up = g — GE(%H —up_1) + D@(“kﬂ — 2up + uj_y) (1.10)
n=01,... k=12 M-1
u) = g(kAz) k=0,1,....M (1.11)
uy =0, uy=0 n=01,... (1.12)

Zadatak 1.3 Napisite kod koji nalazi rjesenje zadace (1.10)—(1.12). Uzmite g(x) = sin4dnz,
M =20, a=21iD = 1.0. Nadite rjeSenje u trenucima ¢t = 0.06,0.1,0.9 koriste¢i At = 0.001.
Ponovite istu simulaciju s D = 0.01.

Ovakva diskretizacija jednadzbe konvekcije-difuzije, koja vodi racuna samo
o redu konzistentnosti metode, ne daje dobre rezultate kada je konvektivni ¢lan
(av,) velik u odnosu na difuzijski (Dv,,). Vidjet ¢emo da je u tom slucaju
potrebno modificirati diskretizaciju kako bi se dobila robusna metoda.
Neumannov rubni uvjet. Treba diskretizirati zadacu:

vy = Duvy, x€(0,1),t>0
v(x,0) =g(xz) z€]0,1]
v:(0,8) =0, t>0
v(1,8) =0, t>0.

Ovdje na lijevom kraju imamo Neumannov, a na desnom Dirichletov rubni uvjet.
Shema ¢e kao i dosada imati oblik:

At
upt™ = up + D-——6%uy,

Ax?
zak=1,2,...,M —1in=0,1,.... Pocetna vrijednost je dana s u? = g(x), a
Dirichletov rubni uvjet daje u}jl = 0. Da bismo diskretizirali Neumannov rubni

uvjet mozemo iskoristiti aproksimaciju derivacije diferencijom unaprijed i tima
dobivamo

n+1 n+1
Uy — U =0
Ax
Taj se uvjet, naravno, svodi na ugt* = u* i time dobivamo dobro definiranu

metodu. Vrijednosti na n + 1-vom vremenskom sloju posve su odredene vrijed-
nostima na n-tom vremenskom sloju.

Nedostatak ovakvog rjesenja je u tome Sto je diferencija unaprijed prvog reda
tocnosti i time se narusava drugi red konzistentnosti metode u varijabli x. Ako

RADNA VERZIJA



1.3 GENERALIZACIJE 9

se to zeli izbjeci treba koristiti centralnu diferenciju za aproksimaciju derivacije
u rubnom uvjetu, sto vodi na

'LLETl _ u711+1 0
2Ax '
Ovdje se pojavljuje vrijedno u"1! koja odgovara tocki z_; = —Ax koja je izvan

domene rubne zadace. Ako tu vrijednost uklju¢imo u diferencijsku shemu dobiva-
mo jednu nepoznanicu vise u odnosu na broj jednadzbi, pa je moguce rjesenje da
dodamo novu jednadzbu sustavu. Potrebna jednadzba je diferencijska jednadzba
u tocki xg, koja glasi,

At
A

n+1 n n n n
ug" =ug+ D uf —2ug +u"y)

Sada mozemo posve eliminirati nepoznanicu 7" i time dolazimo do jednadzbe

At
up™ = uf —|—2DA S (uf — ugy)

Time smo dobili shemu s M + 1 nepoznanica i isto toliko jednadzbi koje su sve
drugog reda tocnosti.

Zadatak 1.4 Napisite kod koji aproksimira rjeSenje zadace (1.13)—(1.16) tretirajué¢i Neuman-
nov rubni uvjet metodom prvog i drugog reda toc¢nosti te usporedite rezultate. Uzmite g(z) =
cos(mz/2), M = 10, i D = 1.0. Nadite rjeSenje u trenucima ¢t = 0.06,0.1,0.9 koristeéi
At = 0.004.

Diferencijalna jednadzba s varijabilnim koeficijentima:

= (D(z)vy)e + f(z) x€(0,1), t>0 (1.17)
v(z, ) =g(z) we€ [O 1] (1.18)
v(0,t) =v(1,1) =0, t=>0. (1.19)

Pri diskretizacije bit ¢e potrebno pored tocaka xj uvesti i polovisne tocke
1
The1/2 = i(xk + Tpy1), k=0,1,...,M —1.

U njima ¢emo racunati vrijednosti koeficijenata kako bismo sacuvali drugi red
konzistentnosti prostorne diskretizacije. Stoga uvodimo oznake:

Diy1j2 = D(Tps1y2), fr = f(an).

M. JURAK 23. prosinca 2009.



10 UVvOD U METODU KONACNIH DIFERENCIJA

0 ov
1 v v
v [Dk+1/2(%) e Dk—1/2(a—$) |x:mk_1/2]
1 — — _
~ M[Dkﬂﬁv(xkﬂix o) _ Dk—l/Qv(xk) A;}(xk 1)}

1
N [Dk+1/2v($k+1) + Di—12v(wh—1) = (Dpyry2 + Dk—l/2)v($k)}-

Stoga dobivamo

At
AL

zak=1,2 ... M—1teul™ =uif'=0iu) =g(kAz)zak=0,1,... M.

uptt = w4 Dii1pufty 1+ Dy—1/0uf_ — (Dis1 2+ Di_12)up | + AtAz® f!

1.4 Diferencijalne jednadzbe u dvije prostorne
dimenzije

Metodu konacnih diferencija primijenit ¢emo sada na diskretizaciju parcijalne
diferencijalne jednadzbe eliptickog tipa u dvije prostorne dimenzije.

Neka je Q = (0, L,) x (0, L,) (otvoreni) pravokutnik sa stranicama L, i L,;
rub pravokutnika oznacavamo s 0€2. Zadane su glatke funkcije

Kk e, f: Q=10,L,] x[0,L,] =R
sa svojstvom da postoji konstanta ky > 0 takva da je
E'(z,y) > ko >0, K (x,9)>ky >0, c(z,y)>0, (1.20)
za sve (r,y) € Q. Nadalje, neka je zadana glatka funkcija
u’: 0 — R.
Promatramo Dirichletovu rubnu zadacu
_a% (k1%> - a% <k22—2) ‘eu=f uf, (1.21)
u=u" mnadQ. (1.22)

U (1.21), (1.22) treba odrediti nepoznatu funkciju v = u(zx,y) koja zadovoljava
diferencijalnu jednadzbu (1.21) u domeni 2 a na rubu domene prima poznatu
vrijednost «°, odn. u(z,y) = u’(z,y) za sve (x,y) € 9.

RADNA VERZIJA



1.4 DIFERENCIJALNE JEDNADZBE U DVIJE PROSTORNE DIMENZIJE 11

Interval (0, L,) podijelimo na n + 1 jednakih podintervala uvodenjem tocaka

vi—ihy i— 0,1, 1, hy— 2T
n+1
Isto tako, interval (0, L,) podijelimo na m + 1 podintervala
. . L,

yj =jhy, j=0,1,.... m+1, h,= T

Tocke (z;,y;) za i = 0,1,...,n+ 1, te = 0,1,...,m + 1 ¢ine diskretizacijsku
mrezu. Brojeve tocaka n i m odabiremo tako da imamo h, ~ h,, ukoliko ve¢ ne
mozemo postic¢i jednakost.
U svakoj unutarnjoj tocki mreze diskretiziramo diferencijalni operator na slje-
deci nacin:
.

0 ou

i S

Ox ( 8x>
Lry Wiy — Wiy g0 Ui — Uimy
h_x _kz+2,y h, o kl_§a] h, ]

1 -
1 1 1 1
ﬁ _]{]i+%7jui+1’j + ki_%yjui,l,j (kH- g -+ ]i] )ui,j] .

., Ou . ou

1
~ — L1 T .
ij  hy L7290z liely 24 9

~

U ovom rac¢unu i nadalje koristimo pokrate
1
+ 5)]7,1,]}%,), ui,j = U(th,jhy) ltd

Na posve isti nacin izvodimo formulu

2 /{;2@ 1
dy dy

ij h2
Time dolazimo do diferencijske jednadzbe
1
h2
1x
h

ko= K@i

z+2,J

L R (R -

1 1 1 1
[ki—o—%,jui'f‘ld + ki—%,jui—ld - (ki+%,j + ki—%,j)um}
kg b v — (K0 kg
17J+ 4]~ ,JJ,»f 7

+cigtiy = fig-

Da bismo pojednostavili zapis uvedimo oznake:

hy
hy
Ai,j - k,}+%’]+k1 +)\2(k327j+ +k32 1) —I—hQCZ‘J (124)
B, = k:.1 1, Cij=k . (1.25)
3] i—1.,j
D;;= A%‘{H , Eij= AQkij_% (1.26)
Fij=hfi;. (1.27)

M. JURAK 23. prosinca 2009.



12 UVOD U METODU KONACNIH DIFERENCIJA

Sada imamo diferencijsku jednadzbu

Aijuig — Bijuig; — Cijuioiy — Dijuijen — Eijuig1 = F

zat=1,2,...,ni7 =1,2,...,m. U njoj treba jos uvaziti rubne uvjete koji
glase:
= ug =l i =1,2
Uoj = Ugj, Untlj = Uppy; 2aj=12....m
0 0 .
Ui = Uiy Wimtl = Uppyy 22T =1,2,... 0.

Rjesenje ovog sustava (u; ;) je mrezna funkcija. Njene vrijednosti aproksimiraju
tocno rjeSenje u tockama mreze: u; ; ~ u(x;, y;).

Da bismo od diferencijskih jednadzbi dosli do sustava linearnih jednadzbi
moramo uvesti nacin indeksiranja ¢vorova mreze. O nacinu indeksiranja ovisi
matrica sustava.

Indeksirajmo mrezne tocke u leksikografskom poretku:

k=G —n+i, i=1,2...,n, j=12....m
Vg = Uij, ap = Aij, bp=DBij, cx=Ciy, dp=D;j, ep=Ey;, [fiu=F.

Uocimo da je tada
Uit1,j = V41, Ui—1,5 = Vk—1, Uij41 = Ug4n, Uij—1 = Uk—n.

Uzimajudi u obzir rubne uvjete dobivamo sljede¢i niz jednadzbi:
1. redak, k=1

0 0 .
a1v1 = bivgr — iV, = f1 + Giugy + eug g (t=1)
0 .
agv — bpUgy1 — CRUk—1 — dpUkin = fr + €ruy g (i=2,...,n—1)
0 0 -
UnVp — CpUp—1 — dpU2n = [ + bnun.l,_l,l + Enlly, o (Z = n)

jtiredakzal <j<m, k=(j—1)n+1

0 .
arVk — bgUg+1 — dkVkyn — €xUk—n = fi + Crlyg ; (i=1)
gk — bpUpt1 — CuUp—1 — dpVpsn — €4Vk—n = f& (Z =2,...,n—
0 .
agVk — CkVk—1 — dpVkpn — €xVk—n = [ + Okty, 41 (i=n)

m-ti redak, k = (m — 1)n+i

_ 0 0 C_
arvk — DgUks1 — €xVk—n = fr + g, + druy 14 (1=1)
0 .
arvk — bgUg+1 — CrUk—1 — €xVk—n = [fi + dit; g (i=2,...,n—1)
_ 0 0 L
AUk — CkUk—1 — €xVk—n = [ + Okly 1y oy + ditly iy (i=n)

RADNA VERZIJA
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Primjer. n=3, m=4, N =nxm = 12.

a1 —b1 0 —d1 0 0 0 0 0 0 0 0 V1
—co a2 —bo 0 —do 0 0 0 0 0 0 0 D)
0 —c3 as 0 0 —d3 0 0 0 0 0 0 v3
—ey 0 0 a4 —by 0 —dy 0 0 0 0 0 V4
0 —es 0 —cs5 as —bs 0 —ds 0 0 0 0 V5
0 0 —eg 0 —cg ag 0 0 —dg 0 0 0 Vg
0 0 0 —er 0 0 a7 —by 0 —d7 0 0 vy
0 0 0 0 —E€g 0 —C8 asg —bg 0 —dg 0 U8
0 0 0 0 0 —eg 0 —c9 ag 0 0 —dy vg
0 0 0 0 0 0 —€10 0 0 aio 7b10 0 V10
0 0 0 0 0 0 0 —e11 0 —c11 ali —b11 V11
0 0 0 0 0 0 0 0 —e12 0 —C12 a12 _ _v12_
[ fi+cug; +euly ]
f2 4 e2uf
f3+bzud | +e3uf
fa+cauf o
I5
_ fe + beu2,2
- fr+crud 4
I8
fo+ b9u2,3
fio + 010u8,4 + d10u(1),5
fi1 + d11u375
| f12 + d12ug,5 + b12U2,4_

Bibliografija

[1] J. W. Thomas. Numerical Partial Differential Equations, volume 22 of Texts
in Applied Mathematics. Springer, New York, 1995.
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Laxov teorem

U ovom poglavlju analiziramo konvergenciju metode konac¢nih diferencija za
linearne parcijalne diferencijalne jednadzbe s konstantnim koeficijentima. Uvo-
dimo pojmove konvergencije, konzistencije i stabilnosti te Laxov teorem ekviva-
lencije koji kaze da su konzistencija i stabilnost ekvivalentni konvergenciji. Radi
jednostavnosti promatrat ¢emo diferencijalne jednadzbe u jednoj prostornoj di-
menziji.

2.1 Konvergencija
Promatramo Cauchyjev problem za parcijalnu diferencijalnu jednadzbu
Lyv=F zeR t>0 (2.1)
v(z,0) = f(x) z€eR,

gdje smo diferencijalni operator oznacili s £. Pretpostavljamo nadalje da smo
odabrali neke konstantne parametre diskretizacije Ax i At i konstruirali diferen-
cijski operator L} koji aproksimira diferencijalni operator £. RjeSenje diferencij-
ske sheme, kao i do sada, oznacavamo s uf, pri cemu je u) = f(kAz).

Definicija 2.1 Diferencijska shema Lyu) = G} koja aproksimira diferencijalnu jed-
nadzbu Lv = F je konvergentna po totkama ako za svako (z, 1)

li kAx,nAt) = (z,t li r= t).
(A:p,lAntl)H0< T, n ) (SL’, ) = (Aa:,lAr?)Houk U(JI, )

U ovoj definiciji k£ i n moraju teziti u 400 kada Az i At teze u nulu kao bismo
imali (kAx,nAt) — (z,t).

Primjer 2.1 Pokazimo da diferencijska shema

up = (1= 2r)uf + (i + ug_y)
up = f(kAz),

15



16 LAXOV TEOREM

gdje je r = DAt/Ax?, 0 < r < 1/2 konvergira tockovno prema rjeSenju Cauchyjeve zadade

vp=Dvg, xR, >0
v(z,0) = f(x) z€R,

RjeZenje: Neka je v(z,t) tocno rjesene i uvedimo mreznu funkciju v} = v(kAz, nAt), te gresku
aproksimacije z;' = up — v}. Za tocno rjeSenje znamo da zadovoljava

ot = (1= 2r)op + r(vpyy +vp_y) + O(AE) + O(AtAz?).
Tada je ocito i
2t = (L= 2r)2) + vz + 21_1) + O(AF) + O(AtAz?).

Iz uvjeta 0 < r < 1/2 vidimo da na desnoj strani imamo konveksnu kombinaciju vrijednosti z}}
pa mozZemo ocijeniti:

5 < (0 = 20) 2 (| + L2 )+ AME + Ataa?),

gdje je A konstanta iz defnicije simbola O(-). Neka je Z™ = sup,, |2|. Uzimajuéi supremum na
desnoj strani, a zatim i na lijevoj, dobivamo

7ML < 70 4 A(AR + AtAz?).

Uoc¢imo da smo u ovom koraku koristili uniformnost konstante A u odnosu na indeks k (A u
principu ovisi o k no supremum po k pretpostavljamo da je konacan), sto se svodi na uniformnu
ogranic¢enost po = odgovarajuéih derivacija funkcije v(z,t). Sada iteriranjem dobivamo

7ML <77 4 A(A + AtAx?)
< Z"1 4 2A(A + AtAL?)

< Z%+ (n+ 1) A(AL? + AtAz?).
Kako je Z° = 0 dobivamo
Juf — | < Z" < nAtA(At + Az?) — 0
kada At, Az — 01 nAt — t. O

Konvergencija po tockama nije narocito korisna. NajceSce trazimo konvergen-
ciju u nekoj normi. U tu svrhu uvedimo oznake

u" = (...,u"ug,uy, ), vi= (o0t gt

gdje je v = v(kAz,nAt). u” i v" su beskonaéni nizovi (mrezne funkcije). Skup
svih beskonacnih nizova je evidentno linearan prostor u odnosu na uobicajeno
zbrajanje i mnozenje skalarom. Da bismo uveli pojam konvergencije beskonacnih
nizova moramo definirati neku normu na na njima. Odabranu normu ¢emo oz-
naciti s || - ||. Jedan primjer je sup-norma:

[u"{|oe = sup |ug].
keZ
Imamo sljedeéi, jacu definiciju konvergencije:

RADNA VERZIJA



2.1 KONVERGENCIJA 17

Definicija 2.2 Diferencijska shema L}uj = G} koja aproksimira diferencijalnu jed-
nadzbu Lv = F je konvergentna u trenutku ¢ ako

lim nAt=t = lim [[u" —Vv"|| =0.
At—0 (Az,At)—0

Zadatak 2.1 Pokazite da diferencijska shema

1 R
UZH = §(UZ+1 +up_q)— Eéouz

gdje je R = aAt/Ax (Lax-Friedrichsova shema) konvergira prema rjeSenju parcijalne diferenci-
jalne jednadzbe
vt + avy = 0,

za |R| <1. O

Brzinu konvergencije mozemo precizirati kao u sljedecoj definiciji.

Definicija 2.3 Diferencijska shema L}uj = G} koja aproksimira diferencijalnu jed-
nadzbu Lv = F je konvergentna s redom (p, q) ako za svako t > 0 vrijedi

lim nAt=t = [[u" —v"|| =O0(Az") + O(AtY)

At—0
kada (Ax, At) — 0.
Ocjena iz ove definicije znac¢i da postoji konstana C' takva da je
|lu” — v"|| < C(AzP + At?).

Treba uociti da C' opcéenito ovisi o t.

Razlika izmedu konvergencije diferencijskih shema za Cauchyjev i inicijalno-
rubni problem lezi u prostorima. Kod inicijalnog problema mrezna funkcija je
predstavljena beskona¢nim nizom vrijednosti te je prostor beskona¢nih nizova
osnovni prostor u koji uvodimo normu. Kod inicijalno-rubnog problema mrezna
funkcija za zadani Az ima kona¢no mnogo vrijednosti, recimo k, i kada Ax tezi
u nulu, k£ tezi u co. Prema tome, nema jedinstvenog prostora u kome bismo mo-
gli promatrati konvergenciju ve¢ moramo promatrati niz prostora ¢ija dimenzija
neograniceno raste kada Ax — 0.

Da bismo precizirali definiciju konvergencije odaberemo niz uniformnih par-
ticija prostorne domene (segmenta [0, 1] u nasim primjerima), tj. niz prostornih
koraka (Ax;);en takav da Az; — 0 kada j — co. Svakom j odgovara konanodi-
menzionalan prostor X; u kome se nalazi mrezna funkcija. U prostor X; uvodimo
normu || - ||; i konvergenciju definiramo na sljedeé¢i nacin:

Definicija 2.4 Diferencijska shema Lju} = G} koja aproksimira inicijalno-rubnu
zadadu za diferencijalnu jednadzbu Lv = F' je konvergentna u trenutku ¢ ako za
svaki niz particija (Az;) en vrijedi
lim nAt=t = lim ||u" —vVv"|; =0.
j—o0

At—0
At—0
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Primjer 2.2 Pokazite da za r = DAt/Ax?, 0 < r < 1/2, diferencijska shema

uptt = (1= 2r)uf +r(upy, +ufy), n>0, k=1,...,M—1
u = f(kAz), k=0,...,M
ug™ =uft =0, n>0
konvergira u sup-normi prema rjeSenju inicijalno-rubne zadace
vy = Dug, x€(0,1) t>0
v(z,0) = f(x) =z €]0,1]
v(0,t) =v(1,t) =0, ¢>0.

Rjesenje: Dokaz konvergencije posve je isti kao u Primjeru 2.1. Uzmimo da Ax; odgovara
particiji segmenta [0,1] na M; + 1 tocaka. Pripadni prostor X; je prostor vektora s M; — 1
komponenti i u njemu uvodimo sup-normu:

(w1, .. ung,—1)ll; = max ||

Ponovo definiramo v} = v(kAx, nAt), te 2z} = u — vp. Kao i u Primjeru 2.1 imamo
2t = (1= 2r)2f + vzt + 21 1) + O(A) + O(AtAzT),
zak=1,... Mj—1(z =2y, =0). Iz uvjeta 0 <r < 1/2 dobivamo

] < (U= 20) 2]+ (2] + 2R ) + AAP + AtAz?)
< 2" [; + A(AE + AtAa?),

gdje je A konstanta iz defnicije simbola O(-) i 2" = (27,..., z”Mrl)T. Odavdje je
12"y < llz"]l; + AtA(At + Ax),

te dobivamo
[u™ —v"[; =0
kada At — 0, nAt —tij — oo.

U dokazu konvergencije vazan je izbor norme. Kod linearnih problema uglav-
nom se koriste dvije norme. Na RY to su norme

N
> wPAz,  ufle = max |ug|.

[ull2,a0 =
— 1<k<N

Te su norme diskretni analogoni sljede¢ih normi na prostorima funkcija:

b
[f]l2 = /|f(x)|2dm, [Flloe = max [ ()]

za neki segment [a, b].

RADNA VERZIJA
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U prostoru svih beskona¢nih nizova promatraju se normirani potprostori [y i

loo:
b={u= (.. u_upup...): Y |l < oo},
keZ
S NormoIn
lalloae = Y luxl?Az;
kez
lo ={u= (..., u_1,up,ug,...): suplug| < oo},
kez
S NOormoIn

[ulloe = sup [ux|.
kEZ

U prostoru [, se ¢esto koristi norma

lalla = > sl
kEZ

Uoc¢imo da je norma ||ul|2,a, diskretna varijanta norme

+o0
1]z = \/ / | (2)[2 d.

2.2 Konzistencija

Kao i kod konvergencije dajemo prvo definiciju konzistencije po tockama.

Definicija 2.5 Diferencijska shema Lju; = G} je tockovno konzistenta s diferen-
cijalnom jednadzbom Lv = F u tocki (z,t) ako za svaku glatku funkciju vrijedi
¢ = Cb(x» t) "

(Lo — F)[} — [Lpd(kAz,nAt) — G}] — 0

kada At, Ax — 0 (kAx,nAt) — (z,t).

U ovoj definiciji je uklju¢ena aproksimacija diferencijalnog operatora dife-
rencijskom shemom i aproksimacija desne strane diferencijalne jednadzbe. Pri
definiciji konzistentnosti te se dvije aproksimacije evidentno mogu promatrati i
odvojeno. Ukoliko za G} uzmemo F}' (5to je Cest slucaj premda ne i jedini mogudi
izbor) dobivamo jednostavniju definiciju konzistentnosti koja kaze da na rjesenju
v diferencijalne jednadzbe Lv = F mora vrijediti

| — Fr—0
kada At, Az — 01 (kAz,nAt) — (x,t).
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Nadalje ¢emo se koncentrirati na jednokoracne sheme. Njih je moguce zapisati
u obliku
u"t = Qu" + AtG™, (2.3)
gdje je
u" = (..., u"ug, ), G =(...,G",Gy,GY, ...
Q predstavlja operator koji djeluje s prostora beskonac¢nih nizova u prostor be-
skonac¢nih nizova i koji je zadan diferencijskom formulom.

Definicija 2.6 Diferencijska shema (2.3) je konzistentna s parcijalnom diferenci-
jalnom jednadzbom u normi || - || ako rjeSenje v parcijalne diferencijalne jednadzbe

zadovoljava
vl = Qv + AtG" + AtT", |7 — 0

kada At, Ax — 0, a v" je vektor s komponentama v(kAz, nAt).
Vektor 7" (odnosno njegove komponente ili njegova norma ||7"||) nazivamo

greSkom diskretizacije. Totnost metode mjerimo usporedujuéi gresku diskretiza-
cije s parametrima At i Ax:

Definicija 2.7 Diferencijska shema (2.3) ima to¢nost reda (p, ¢) u odnosu na danu
parcijalnu diferencijalnu jednadZbu ako je

|7l = O(Az") + O(At?),
kada At, Ax — 0.

Primjer 2.3 Treba diskutirati konzistentnost diferencijske sheme

n+1 n n _ n n
Up ' — Uk _ Yt 2up +up_y

At Ax?

s diferencijalnom jednadzbom
ve=Duvy, z€R t>0

Rjesenje: Neka je v(x,t) totno rjesene. Pomoéu Taylorovog razvoja lako se pokazuje

n+1 n n _ n n
e ka+1 2up + v,

At Ax?

Takva ocjena nije dovoljno precizna ako zelimo vidjeti pod kojim uvjetima imamo preciznost
reda (2,1) u odabranoj normi. Stoga je potrebno pretpostaviti dovoljnu glatkoéu toénog rjesenja
i iskoristiti Taylorov razvoj rjesenja do ukljucivo ¢etvrtog reda po x i drugog reda po t. Tada,
uz oznaku r = DAt/Az? imamo:

= O(At) + O(Az?).

1 P P P P
Aty = UZJF — g —r(vgy — 2v; +vp_q)

At?
= () p At + vy (KA, 771)7

4 A 4
-r (Uzz)ZA:L'Q + Vegza (517 nAt) % + Vezaa (527 TLAt) T:T
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gdje je t" < my <"t @y < €,& < w41 Koristedi neprekidnost ¢etvrte prostorne derivacije
i definiciju broja r, dobivamo:

At? Ax?
Attt = (v; — Dvga )y At + vy (kAw, tl)T = DUgaaa (&3, nAt)Ati

12
At? Ax?
= vtt(k:Am,tl)T — Dvmm(«fg,nAt)Atl—z,

za neki zj < & < xp41. Ako zelimo tocnost reda (2,1) u ly A, normi, onda moramo pretpos-
taviti da je

Z[(vtt)Z]ZAx <A< oo, Z[(Umm)Z]QAx < B < oo.

kEZ ke

Primjer 2.4 Treba diskutirati konzistentnost implicitne diferencijske sheme
1 +1 +1 +1
UZ+ B u;cl — Duz+1 B 2u;€l + ’U/271 + Fn+1
At Ax? k

s diferencijalnom jednadzbom

vy =Dvg, +F xR, t>0

Rjesenje: Za tockovnu konzistentnost razvit ¢emo rjesenje u Taylorov red oko tocke (kAz, (n +
1)At):

+1 +1 +1
non _ Fn+1 _ UZ+1 — ’Ul? . sz-i-l B 21)1? +UI?—1 N Fn+1
kTR k At Ax? k
At
= (v)p ™ - Utt(kAxﬂh)?
Ax? Ax?
- D ('wa)ZJrl + ’U:r:mvw(€17 tn+1)T + Ua:a::rz<£2a tn+1)T

At

Ax?
= _'Utt(kAma tl)? - 2Dvwx$w(§33 tn+1)7

- (2.4)

gdje se brojevi &;, i = 1,2, 3 i n1 nalaze u istim intervalima kao u Primjeru 2.3. Time smo dobili
o — F,?“ = O(Az?) + O(At).

Da bismo pokazali konzistentnost u nekoj normi morali bismo zapisati shemu u obliku (2.3)

jer je ona zadana u obliku
Quu"tt = u" + AtF" T

gdje je Q1 operator koji se moze prikazati beskona¢nom matricom

Q= —r 14+2r —r 0
0 —r  142r —r

Tada v zadovoljava
Qv = v + AtF"T - Al

gdje je r™ residual koji smo procijenili u (2.4),

At
e = —v(kAz, t1)7

Az?

_2szmxm(£3vtn+1) 4! .
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Da bismo dosli do izraza u obliku (2.3) trebamo pokazati da je operator Q; invertibilan i zatim
slijedi
vl = Qv 4+ AtQUIFMT 4 AtQy e

Sada vidimo da je 7" = Ql_lr” te nam stoga treba ocjena oblika

I < 1Q e

iz koje vidimo da ¢emo imati to¢nost koju daje racun reziduala, ako imamo uniformnu ocjenu
norme || Q; || (uniformnu obzirom na At i Az).

Takvu ocjenu najlakse je dobiti u sup-normi. Uzmimo stoga da su derivacije v¢ 1 Vpgpq
uniformno ograni¢ene tako da imamo [|r"||o. = O(Az?)+O(At). Operator Q1 : loo — lo djeluje
na sljedeéi nacin:

Qi(ax) = (Br), Br = —rag—1+ (14 2r)ar —rogyr.

Kako je
1Bk = —rlag—1|+ (1 + 2r)[ag| — rlog1]
slijedi
1Bk = (14 2r)|ou| — 2r||(eu) [l oo

pa uzimanje supremuma na lijevoj strani izlazi

1Bk lloo = (1 +2r) [ (k) lloo = 2l (k) lloo = ll(ctr)loo-

Time smo dokazali da je za svako u € Iy, ||Q1ul|co > ||ul|eo, P2 je operator injektivan (i ima
zatvorenu sliku). Pretpostavimo nadalje da je operator Q i surjektivan (to se moze dokaza-
ti na dovoljno malom potprostoru od Il ili se jednostavno moze promatrati Q;: R(Q1) —
R(Q1), gdje je R(Qq) slika operatora Qq), onda evidentno inverzno preslikavanje zadovoljava
Q! |lo < 1. Time dolazimo do (2,1) tocnosti sheme u sup-normi.

Uniformna ogranicenost inverznog operatora moze se dokazati i u I3 Ao, normi, no dokaz
nije tako jednostavan kao u sup-normi.

Zadatak 2.2 Odredite toc¢nost slijedeé¢ih diferencijskih shema za Cauchyjev problem za jed-
nadzbu:
vy + avy = Dug,.
(a) Eksplicitna:
At

t
Uk :Uk 7aE50uZ+DA7m252UZ,

(b) Implicitna:

At At
1 _ +1 2, n+1
uy, 7u7jfa2 mdouz +D xgé uyp "

Precizirajte uvjete na egzaktno rjesenje uz koje se dobiva odgovarajuca tocnost.

Zadatak 2.3 Odrediti tocnost Crank-Nicolsonove sheme

At
2A 2

7 n At n
52ukL+1 = Uy, + Dm52uk

n+1
u, - —D

za diferencijalnu jednazbu v; = Dwv,,. Zasto je logi¢no promatrati konzistentnost sheme u tocki
(kAz, (n 4+ 1/2)At), a ne u tockama (kAz,nAt) ili (kAx, (n+ 1)At)?
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Zadatak 2.4 Ispitati konzistentnost Dufort-Frankelove sheme

2r 1—2r
UZH 112 (U Fup_q) +

n—1

1+ *

gdje je r = At/Az?, s jednadzbom v; = v,.

Zadatak 2.5 (a) Pokazite da je diferencijska shema

4 5, 4

uf ™ =l +r(— 12uk 2+3uk 1 2uk+§UZ+1_E“Z+2)

O(At) + O(Az*) aproksimacija jednadzbe vy = Duv,, (r = DAt/Az?). Uz koje uvjete na
derivacije rjesenja to vrijedi?
(b) Pokazite da je diferencijska shema (Sto je &3!!!)

R R R? R? (1
uptt =l — 3 douit + 1—25250 Pt <3 + R2> S2up — = <3 + R2> S2up,

gdje je R = aAt/Ax, O(At?) + O(Ax*) aproksimacija jednadzbe v; + av, = 0. Uz koje uvjete
na derivacije rjesenja to vrijedi?

Zadatak 2.6 Odredite red tocnosti sljede¢ih diferencijskih shema za jednadzbu
vy + av, = 0.

(a) uf ™ =} — R(ujy —ug).
b) Leapfrog shema: u?' = u} — Réguy.
k R k Rk
(c) uptt = uf — Réu} + —5250%; - %54(50%;, gdje je 6* = 6282

" e 2R
(d) uk+2 = Ug i 3

(1 - 52) So(2up ™t —up + 2up ).

Definicija tockovne konzistentnosti je primijenjiva i na inicijalno-rubne zadace,
s time da treba posebno analizirati rubne uvjete.

Definicije konzistentnosti i toc¢nosti dane u Definiciji 2.6 i Definiciji 2.7 prenose
se 1 na slucaj inicijalno-rubne zadace s time da je nuzno odabrati odgovarajuci
niz normi || - ||;. Pokazimo to na jednom primjeru.

Primjer 2.5 Treba diskutirati konzistentnost diferecijske sheme

uZH (1 =2r)up +r(upy +up_y), n>0, k=1,...,.M—1 (2.5)
u = f(kAz), k=0,...,M (2.6)
uf™ = (1= 2r)uy + 2ru}, n>0 (2.7)
uR}H =0, n>0, (2.8)
s inicijalno-rubnom zada¢om
vy =Dug, z€(0,1) t>0 (2.9)
v(z,0) = f(z) z€]0,1] (2.10)
v:(0,8) =0, t>0 (2.11)
v(1,6) =0, t>0. (2.12)
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Rjesenje: Diferencijska jednadzba (2.5) aproksimira diferencijalnu jednadzbu (2.9) s greskom
O(At) + O(Az?). Rubni uvjet (2.11) je aproksimiran centralnom diferencijom
up —u’,
2Azx
pa mozemo zakljuciti da je shema (2.5) — (2.8) O(At) + O(Ax?) aproksimacija po tockama
inicijalno-rubne zadace (2.9)—(2.12).
Da bismo odredili konzistenciju u normi moramo zapisati nasu jednadzbu u obliku

un+1 _ Qun

:0’

i zatim izracunati gresku diskretizacije 7" iz jednadzbe
vl = Qv + At

Prvo zapisemo (2.5) — (2.8) u matri¢nom obliku:

up ™t 1—2r 2r e ug
u}”‘l r 1—-2r r e ulf
up ™| = 0 r 1-2r r e uy
n+1 . _ n
u]u_l 0 T 1 27' uM—l

Neumannov rubni uvjet je reprezentiran promjenom u prvom redu matrice gdje je r postao 2r.
U analizi to¢nosti metode potrebno je samo racunati 7 buduéi da za 7}, 1 <k < M —1,
znamo da je reda O(At) + O(Az?).
Jednostavna analiza na bazi Taylorovog razvoja daje

Aty = vg“ — (1 =2r)vy —2rovf
= [(ve)§ — D(vsz)g]AL — 21 (v, )y A + (vtt)Z}Atz/Z — D(Vgawa ) AtAZ/3 + - - -
pa je stoga
78 = (V) g At/2 — D(Vgzga )gAx/3 + - -

Vidimo da za k = 0 shema ima samo tocnost O(At) + O(Ax) sto je posljedica nacina na koji
se rubni uvjet slaze s diferencijalnom jednadzbom.

Odavde slijedi da je tocnost metode u sup-normi jednaka O(At) +O(Ax). Kolika je tocnost
u Iy Az nOrmi?

U sljede¢em primjeru analiziramo istu metodu ali s aproksimacijom Neuman-
novog rubnog uvjeta prvog reda.

Primjer 2.6 Treba diskutirati konzistentnost diferecijske sheme

uptt = (1= 2r)uf +r(upyy +ufy), n>0, k=1,...,M—1 (2.13)
uy = f(kAz), k=0,...,.M (2.14)
ug =uy, n>0 (2.15)

uyf ' =0, n>0, (2.16)

s inicijalno-rubnom zada¢om
vp=Duvy, z€(0,1) t>0
v(x,O) = f((ﬂ) T € [07 ]-]
v:(0,8) =0, t>0
v(l,t) =0, ¢>0.
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Rjesenje: Aproksimacija diferencijalne jednadzbe je reda O(At) + O(Az?) dok je Neumannov

rubni uvjet aproksimiran diferencijom unaprijed

ul — ugy
Az

pa mozemo zakljuciti da je shema O(At) + O(Az) aproksimacija po totkama inicijalno-rubne

zadace. U matri¢noj formi shema ima zapis

:0’

1
ul™t 1—r T 0 e uf
upy ™t ro1-2r r . uy
uy™ =10 r 1-2r r e ul
n+1 .. _ n
Un_q 0 r 1=2r| |uy_,

Potrebno je samo racunati 7
At = U?H — (I =r)of —rovf
= (v)TAt —r(v,)T Az — r(vm)?AxQ/2 + (vtt)?At2/2 - r(vmm)?Ax?’/G + .-

Kako je
0= (Uw)on = (Uﬂc)? + (V22)7 (—Az) + (Uﬂcww)?Al‘Q/Q +ee

eliminacijom (v,)} dobivamo

At

{vt _ ngm} + O(AtAT) + O(A12)
1

—g(vm)?At + O(AtAz) + O(AL?)

gdje smo iskoristili ¢injenicu da je r = DAt/Axz? i jednadzbu vy = Dv,,. Time smo dobili

D

i shema nije konzistentna u sup-normi.

Konacno pokazimo primjer implicitne sheme za inicijalno-rubnu zadacu.

Primjer 2.7 Treba diskutirati konzistentnost implicitne diferencijske sheme

n+l _  n n+1_2 n+1 n+1
U - Y _ plkt ZkQJr”’H n>0, k=1,....M—1
X
uy = f(kAz), k=0,...,.M
ug™ =uift =0, n>0,

s inicijalno-rubnom zada¢om

v = Dugy € (0,1), t >0
v(z,0) = f(z) x€(0,1)
v(0,t) =v(1,t) =0 t>0.

Rjegenje: Tockovna konzistentnost se pokazuje kao i u slucaju inicijalne zada¢e. Da bismo
pokazali konzistentnost u normi shemu zapisujemo u obliku

Qu"t =u".
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gdje je Q1 matrica

1+ 2r - 0o -
-r 1+2r —r O
Q. = PR -
0 —r 142r —r
- 0 —-r 14+2r | v
Tada v zadovoljava
len-i-l — vn + Atl‘n,

gdje je r™ residual za koji se kao i ranije pokaze da vrijedi: ||r"|| = O(At)+O(Az?) bilo u Iy Az
bilo u sup-normi, ovisno o pretpostavkama na derivacije. Kako je

vl = Qflv” + Athlr”.

trebamo samo ocijeniti normu || Q|| (uniformnu obzirom na At i Az).

Ocijent ¢emo I3 Az-normu matrice Qfl. To znaci da ¢emo promatrati operatorsku normu
matrice pridruzene Iy A, vektorskoj normi. No iz definicije operatorske norme odmah se vidi
da se radi o matri¢noj normi pridruzenoj obi¢noj 2-vektorskoj normi, pa buduéi da je matrica
simetri¢na znamo da je ta norma jednaka spektralnom radijusu matrice. Time dobivamo

1

)\min

Q' =

gdje je Amin nNajmanja svojstena vrijednost matrice Q. Prema Dodatku A znamo da su svoj-
stvene vrijednosti matrice Q; jednake

o JT

b

Aj = 1—&—27‘(1—005%) =1+ 4rsin

j=1,...,M — 1. Stoga je

_ 1
1Q1 = <1.

min, (1 + 4r sin? %)

Zadatak 2.7 Odredite red to¢nosti diferencijske sheme

ni1  aldt o DAt

K +2Am50u’f A2 Fuftt =, k=0,...,M -1
uf = f(kAz) k=0,...,M
'Z,L}’\Lj_l =0
n+1 n4+1
Uq —u_q _
AT = a((n+ 1)At)

za inicijalno rubnu zadaéu

vy + avy = Dvg,, x€(0,1),t>0
v(z,0) = f(z), = €][0,1]
v(1,8) =0, t>0
v:(0,t) = aft), t>0.
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Zadatak 2.8 Odredite red to¢nosti diferencijske sheme

ny1, GALc L DAL
b +2Am(50uk - Ag?

52u2+1:u27 k=1,...,.M—1

u) = f(kAz) k=0,....,M
u’](jl =0
u?+1_ug+1

SAL = of(n +1)At)

za inicijalno rubnu zadacu iz Zadatka 2.7.

2.3 Stabilnost

Kontinuirane zadace koje aproksimiramo numericki moraju biti korektno po-
stavljene da bi diskretizacija zadac¢e davala dobru aproksimaciju. Korektnost
inicijalne ili inicijalno-rubne zadace znaci da (1) zadac¢a ima jedno i samo jedno
rjesenje i (2) da rjesenje ovisi neprekidno o zadanim podacima (desnoj strani,
inicijalnim i rubnim uvjetima). Oba su ova zahtjeva prirodna kada se promatra
problem numericke aproksimacije. Ako problem ima viSe rjesenja, onda se pos-
tavlja pitanje koje od rjeSenje naSa diferencijska shema aproksimira. Ako pak
rjeSenje ne ovisi neprekidno o zadanim podacima ne mozemo ocekivati korek-
tnu numericku aproksimaciju, budu¢i da ulazne podatke redovito znamo samo
aproksimativno (u najboljem slucaju do na greske zaokruzivanja). Zbog svih tih
razloga u analizi numerickih postupaka uvijek pretpostavljamo da je kontinuira-
na zadaca koju aproksimiramo korektno postavljena. Nekorektne zadace traze
specijalne tehnike aproksimacije.

Stabilnost diskretne zadace predstavlja na odreden nacin korektnost diskret-
nog problema buduc¢i da zahtijeva da rjeSenje diskretnog problema ovisi nepre-
kidno o zadanim podacima. Preciznu definiciju stabilnosti dajemo u slucaju
jednokoracne sheme.

Promatramo diferencijsku shemu oblika

"t =Qu", n>0 (2.21)

Sto predstavlja opcenit oblik jednokoracne sheme za homogenu inicijalnu zadacu
za parabolicku jednadzbu ili hiperbolicku jednadzbu prvog reda. Sam diferencij-
ski operator Q ovisi o parametrima diskretizacije te bismo ga preciznije trebali
pisati Qagz . Pri tome, kod pitanja konvergencije uvijek mozemo pretposta-
viti da su parametri diskretizacije “mali”, tj da promatramo Az € (0,Azy) i
At € (0, Atg) za neke fiksirane Azg i Aty. Konvergenciju, pa onda i stabilnost,
mozemo posti¢i samo za odredene kombinacije parametara diskretizacije. Kod
parabolicke jednadzbe, na primjer, vidjeli smo da parametar r = At/Axz? mora
biti manji od jedne polovine ako zelimo imati konvergenciju. Stoga, prirodno di-
ferencijsku shemu promatramo u za (Ax, At) iz odredenog podskupa S kvadrata
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(0, Axg) x (0, Atp). Taj podskup obi¢no ne zadajemo eksplicitno ve¢ u shemu ula-
zi parametar, poput parametra r, koji smatramo konstantnim. Time se podskup
S svodi na krivulju u ravnini — u parabolickom slucaju parabolu.

Skup & u Az, At- ravnini iz kojeg uzimamo parametre diskretizacije prirodno
mora zavrSavati (odnosno pocinjati) u tocki (0,0) (preciznije (0,0) € S) kako
bismo mogli promatrati limes kada (Az, At) — (0,0).

Definicija 2.8 Diferencijska shema (2.21) je stabilna u podru¢ju S u odnosu na
normu || - || ako postoje konstante K > 0 i 5 > 0 takve da je

Ju" ) < Ke? DM 0, vn >0, (2.22)

za sve (Ax, At) € S i sve poletne uvjete u’.

Stabilnost nam kaze da rjeSsenje moze rasti s vremenom, ali ne i sa brojem
vremenskih koraka. Primijetimo jos da je stabilnost definirana za homogenu
zadacu stoga Sto ona predstavlja svojstvo diferencijske sheme i neovisna je o
nacinu diskretizacije ”desne” strane.

Gornja definicija stabilnosti vrlo je opéenita. U primjenama se ¢esto uvode
dva ogranicenja. Prvo, ne promatraju se sva vremena ¢t > 0, ve¢ se korektnost
zahtijeva samo za t € (0,7T), ta neko zadano T' > 0. Drugo, Cesto se zahtijeva

£ =0, odnosno
[u | < K[u’). (2.23)

Stabilnost je lako karakterizirati pomocu operatora Q:

Propozicija 2.1 Diferencijska shema (2.21) je stabilna u podru¢ju S u odnosu na
normu || - || ako i samo ako postoje konstante K > 0i 5 > 0 takve da je

HQn-HH < Keﬂ(n-i—l)At’ (2'24)

za sve (Azx,At) € S.

Napomena 2.1 Uo¢imo da je u (2.24) ||-|| operatorska norma inducirana vektorskom normom
iz (2.22). O

Dokaz. Imamo
un+1 — Qun — QQun—l — .. = (Qn—l-luo7

pa (2.22) mozemo zapisati u obliku

Ju"™| = [|Q™ ' u’|| < Ke™|u’].
Time dobivamo 10
Qe
[[uO]
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i kako to vrijedi za sve u’, slijedi (2.24). Obrat se dobiva na isti nac¢in. [

Stabilnost je tesko dokazivati neposredno te ¢emo stoga u sljedecem poglav-
lju pokazati nacin kako se taj zadatak moze pojednostaviti. Ovdje dajemo dva
primjera.
Primjer 2.8 Treba pokazati da je diferencijska shema

up ™ = (1= 2r)uf +r(ufg +upy)
stabilna u odnosu na sup-normu.
Rjesenje: Za 0 < r < 1/2 imamo
gt < (1= 2|+ r(fuig |+ [up_q]) < o]
Uzimajuéi supremum po k na lijevoj strani izlazi
||un+1||oo < J[u"ffee.

Prema tome, (2.22) je zadovoljeno s § = 0.

Uocimo da je ova shema iz prethodnog primjera uvjetno stabilna, jer je uvjet
stabilnosti zadovoljen samo za 0 < r < 1/2. (Dokazite nestabilnost za r > 1/2.)
To je odreden uvjet na odnos izmedu Az i At koji odreduje podrucje stabilnosti
S. Ako takvog uvjeta nema onda kazemo da je shema bezuvjetno stabilna, a

S = (0, Azg) x (0, Aty).

Primjer 2.9 Diskutirajte stabilnost diferencijske sheme

At
n+1 n n n
Uy, = U, —a—\U — U ).
k k 2.’1}( k+1 k)
u ZQ,AI normi.

RjesSenje: Ova diferencijska shema aproksimira jednadzbu
vy + av, = 0.
Uvedimo prvo koeficijent R = aAt/Ax i napisimo shemu u obliku
upt™t = (14 R)up — Ruf, .

Tada je

+oo +o00

Z Azlul ™ ? = Z Az|(1+ R)u} — Ruj,,|?

k=—o0 k=—o0

+oo

> Az(L+ RPug? + 201+ RI|RIup|[uf | + [RIufly )
k=—o0

+oo

Y Az (|14 RPg? + 1+ RIRI(ui* + |uja*) + R ufty )
k=—o00

—+oo

> Ax(|1+ R +211+ R||R| + |R) [uy|?

k=—o00

IN

IN

+oo
= (IL+RI+|R)* D Aalugf.

k=—o00
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Time smo dobili
[u" o < (114 Rl + [R])[[u"l2,

ali jednako tako
||un+1||2;Az < (1 + R+ [R]|[u"]|2;az-

ITterirajuéi tu nejednakost dobivamo

0" l2a0 < (114 Rl +[R)" [u]

2;Ax
i odavdje vidimo da je uvjet stabilnosti
|1+ R|+ |R| < 1.

Time dolazimo do sljedeteg zakljucka: ako je a < 0, onda je uvjet stabilnosti zadovoljen za
—1 < R < 0. Ta je shema stoga uvjetno stabilna. Ako je pak a > 0, onda uvjet stabilnosti ne
moze biti ispunjen i shema je nestabilna (Sto ostaje za dokazati kontraprimjerom).

Zadatak 2.9 Pokazite da je shema

n 1 n n R n
uptt = §(Uk+1 +up_q) — 550%

stabilna u sup-normi za R < 1.

Stabilnost inicijalno rubne zadade definira se posve analogno kao i za inicijal-
nu zadac¢u s tom razlikom da se umjesto jedne norme na prostoru bekona¢nih
nizova mora promatrati niz particija domene koje odgovaraju nizu (Az;), njima
pridruzen niz kona¢nodimenzionalnih prostora X; i niz pripadnih normi || - ||,.

Primjer 2.10 Treba pokazati stabilnost sheme

n+1 m n n n
“k+At_“’5:D"’f+1_Zuk2+u’“‘1 n>0, k=1,...,M—1
X
uy = f(kAz), k=0,...,M
u8+1:u7v}"1207 n >0,

za inicijalno-rubnu zadadu

vy = Dug, 2 €(0,1), t>0
v(z,0) = f(x) z€(0,1)
v(0,t) =v(1,t) =0 t>0.
RjeSenje: Racun je esencijalno isti kao u Primjeru 2.1, trebamo samo odabrati normu s kojom

¢emo raditi. Prostor X, je prostor vektora duljine M; — 1, gdje je M;jAz; = 1. Norma | - ||,
na X; neka bude sup-norma. Tada za r = DAt/Az < 1/2 imamo

™ = (1= 2r)uf + r(ufyy + uf_y)]
< (1= 20l + (g + iy )
< (1 =2r)|[u"||; + 2rju™|; = |[u”],
i stoga
a™ | < [lu™;.

Odavdje slijedi stabilnost sa K =11 3 =0.
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Zadatak 2.10 Zadana je inicijalno rubna zadaca:

ve+avy, =0, z€(0,1),t>0
v(z,0) = f(z), x€]0,1]
v(1,¢) =0, ¢>0,
gdje je a < 0 i diferencijska shema
up™ = (1+ R)u} — Rujy, k=0,...,M—1
it =0
u = f(kAzx), k=0,...,M,

gdje je R = aAt/Ax. Pokazite da je shema stabilna za |R| < 1.

2.4 Laxov teorem ekvivalencije

Teorem 2.1 (Laxov teorem ekvivalencije) Linearna jednokora&na diferencijska she-
ma koja je konzistentna s korektno postavljenom linearnom inicijalnom zadaéom je
konvergentna ako i samo ako je stabilna.

Moze se dokazati i neSto jaca verzija:

Teorem 2.2 Linearna jednokoratna diferencijska shema
u"t! = Qu" + AtF”

koja je konzistentna reda (p,q) u normi || - || s korektno postavijenom linearnom
inicijalnom zadacom konvergentna je reda (p, q) ako i samo ako je stabilna u normi

I 11
Dokaz. Pokazat ¢emo samo jedan smjer, tj. da konzistentnost i stabilnost povlace
konvergenciju. Za suprotan smjer vidi [1].

Neka je v(x,t) toéno rjesenje inicijalne zada¢e. Ako je diferencijska shema
tocna reda (p, ¢), onda je

vt = Qv 4+ AtF™ + At
pri cemu je ||[7"| = O(Ax?) + O(At?). Tada razlika z/ = v/ — v/ zadovoljava
2" = Qz" + AtT".
Iteriranjem dobivamo

D Qz" + AtT"
= Q(Qz”’1 + AtT”’l) + AtT"
= Q%z" ' + AtQT" ! + At

Q"2+ ALY Q.
j=0
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Zbog z° = 0 imamo
z"t = At Z QT
=0
Stabilnost diferencijske sheme implicira
Q7] < K2,

pa imamo

Iz < Aar)y (1|

=0

< ALK e |rm |

j=0

< AtKePmthAat Z |77

5=0
Po pretpostavci je
|7 < C((n — j)At)(Az? 4 At?)

gdje smo istaknuli da konstanta C' moze ovisiti o vremenu. Uz oznaku C*(t) =
Supy<,<¢ C(s) imamo

1z Y] < (n + 1) ALK P DACH (1) (AaP + At9),

Promatramo li niz (Az, At) — 0 i niz n-ova za koji (n + 1)At — ¢, onda imamo
da
(n + DAtKePmHDA CH () (AP + At?) — 0,

sto daje konvergenciju. Stovise, na takvom nizu imamo
lz" ] < K (8)(Ax” + Atf)

za neku funkciju K (t). Ukoliko imamo samo konzistentnost sheme, onda je po-
novo evidentno da dobivamo konvergenciju. [

Potrebno je istaknuti da za dokaz konvergencije treba dokazati konzistentnost
i stabilnost u istoj normi.

U sluc¢aju inicijalno-rubne zadace jedina razlika koja se pojavljuje u dokazu
Laxovog teorema je ta sto se mora raditi s nizom odabranih normi || - ||; na nizu
prostora X;. Pri tome konzistentnost i stabilnost moraju biti dokazane u istom
nizu normi. Formulacija i dokaz teorema ostaju posve isti.
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3

Analiza stabilnosti

Ovdje ¢emo analizirati stabilnost linearnih diferencijskih shema s konstantnim
koeficijentima. Na takve sheme mozemo primijenti Fourierovu transformaciju i
dobiti jednostavan analiticki kriterij stabilnosti.

Analiza stabilnosti linearnih shema s konstantnim koeficijentima daje vaznu
informaciju o stabilnosti diferencijskih shema primijenjenih na nelinearne jed-
nadzbe te jednadzbe s s varijabilnim koeficijentima. U takvim shemama koefi-
cijenti sheme se “zamrznu”, tj. zamijene se svojom vrijednoséu u jednoj fiks-
noj tocki, i na taj nacin se dobiva linearna shema s konstantnim koeficijentima.
Dobiveni rezultat stabilnosti moze se primijeniti lokalno oko tocke u kojoj su
koeficijenti “zamrznuti”.

3.1 Diskretna Fourierova transformacija
Definicija 3.1 Diskretna Fourierova transformacija niza u € [y je funkcija u €
L*(0,1) definirana formulom

o)

i) = 3 ey, (3.1)

za ¢ € [0, 1].

Zadatak 3.1 Pokazite da je niz parcijalnih suma reda (3.1) Cauchyjev u prostoru L?(0,1) te
stoga konvergira i definira funkciju @ € L?(0,1). Konvergenciju reda (3.1) treba stoga shvatiti
u smislu norme prostora L?(0, 1).

Propozicija 3.1 Neka je u € [, i u diskretna Fourierova transformacija od u. Tada
je za svako m € Z

Uy, = /0 1 eFMEG(€) dE. (3.2)
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36 ANALIZA STABILNOSTI

Dokaz. Budu¢i da poredak sumacije i integracije mozemo zamijeniti

1 1 oo
/ 627rim§,a(§) d€ _ / Z e—?ﬂi(k—m)guk d€
0 0

k=—o00

o0 1
— Z wp, / 6727m(k7m)£ df
k=—o00 0

= Uyy,. U

buduéi da je

1 ) L
/ 6—27rzk’§ d€ — 5k0 _ 0 za 7é 0 .
0 ’ 1 zak=0

Zadatak 3.2 Opravdajte zamjenu poretka sumacije i integracije u gornjem dokazu.

Propozicija 3.2 (Diskretna Parsevalova jednakost) Neka je u € [y i @ diskretna
Fourierova transformacija od u. Tada je

)l = |Jull. (3.3)

Dokaz. Ponovo koristimo ¢injenicu da mozemo zamijeniti poredak sumacije i
integracije.

1 o0 00
il = [ 3 e Y emsmincu e
0

k=—00 m=—00

_ ' i f: 6—27ri(k—m)§ukmd€

0 k=—00 m=—00

=Y > / e mtiome g
0

k=—0co m=—o00

k=—00 m=—00 k=—o00

3.2 Von Neumannov kriterij

Diskretna Fourierova transformacija daje jednostavan kriterij za stabilnost u
2-normi diferencijske sheme za inicijalnu zadacu.

Prema definiciji stabilnosti diferencijske sheme moraju postojati brojevi K >
013 >0 takvi da vrijedi

[u™ | 282 < KePnthat |u® l|2.A2,

RADNA VERZIJA



3.2 VON NEUMANNOV KRITERILJ 37

za sve (Ax,At) € S, gdje je S podrucje stabilnosti, i sve pocetne uvjete. Prema
diskretnoj Parsevalovoj jednakosti vidimo da je taj uvjet ekvivalentan uvjetu

[a" ) < KD a0, (3.4)

koji mora vrijediti za sve (Az,At) € S i sve pocetne uvjete. Pri tome smo
diskretan Fourierov transformat mrezne funkcije u”*! oznagcili s 4"*!. Evidentno
imamo ekvivalenciju:

Propozicija 3.3 Niz (u") je stabilan u Iy A, akko je niz (4") stabilan u L?(0,1).

Stabilnost niza (4") u L*(0,1) znac¢i da postoje konstante K > 01 3 > 0
takve da (3.4) vrijedi za sve (Ax, At) € S i sve pocetne uvjete.
Uvedimo oznaku za diskretnu Fourierovu transformaciju

i) = Fu)(§) = 3 e,
mEeEZ
te operatore pomaka

Siu=v, U=,

S_u= VvV, Vg = Uk_1-

Tada je
F(Siu) =™ F(u), F(S_u)=e ™ F(u). (3.5)
Primjer 3.1 Analizirati stabilnost diferencijske sheme
uptt = (1= 2r)uf +r(upy, +uf_y), keZ r:Dﬂ.
k k+1 T Ug—1 : A2

Rjesenje. Koristimo linearnost DFT i svojstva (3.5)

4"t = (1 — 2r)a" + r(e¥™Ean 4 e 2T g)
=[(1—2r)+r(e (e*™ 4 e~ 27”5)]
= p(§)a"
gdje je
p(€) = 1~ drsin?(n)

tzv. simbol diferencijske sheme. Lako se pokazuje da je

[@" ()] = [p©)"THa’ ()] = [a" 2 < (max [p(&))" a2
£€[0,1]

Sad se vidi da je shema stabilna za

ma; <1,
i [9(6)] <

§to je ekvivalentno s r < 1/2.
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Da je ovaj uvjet stabilnosti i nuzan lako se vidi ako se pretpostavi da postoji & € [0,1] za
koji je |p(&)| > 1+ n > 1. Tada postoji interval J oko & na kojem je |p(§)| > 1+ n/2 > 1.
Uzmemo li sada 4°(¢) s nosacem unutar intervala .J, onda lako vidimo da je

[@" ()] = [p()" A (§)] = (1 +n/2)" [’ (€)],

pa je stoga
[a™ 2 > (1 +n/2)"FH[[@")2 — +oo.

Shema, dakle, nije stabilna. [J

Prethodni primjer nam pokazuje da primjenom diskretne Fourierove tran-
sformacije na linearnu diferencijsku shemu s konstantnim koeficijentima oblika
u"™! = Qu"™ dobivamo jednadzbu 4" (&) = p(£)a"(€) u kojoj funkciju p nazi-
vamo simbol diferencijske sheme. Simbol, opéenito, ovisi o Az i At te bismo ga
morali oznacavati pag a¢. Jedna vazna situacija u kojoj simbol ne ovisi o para-
metrima diskretizacije je ona u kojoj se neka kombinacija tih parametara drzi
stalnom (npr. r = At/Ax?), a koeficijenti diferencijske jednadZzbe ovise jedino o

toj kombinaciji parametara. Podrucje stabilnosti § se tada svodi na krivulju.

Teorem 3.1 (Von Neumannov kriterij stabilnosti) Linearna diferencijska shema s
konstantnim koeficijentima
un+1 — Qun

je stabilna u podru¢ju S u odnosu na || - ||2,a, normu ako postoji konstanta 5 > 0
takva da je
max |o(€)] < 1+ FAL, (3.6)
£€[0,1]

za sve (Ax, At) € S, gdje je p simbol diferencijske sheme.

Dokaz. Primjenom diskretne Fourierove transformacije na diferencijsku shemu
dobivamo

At (€) = p(§)an () = p&)" i’ (g),

gdje je p simbol sheme. 1z (3.6) slijedi
12" ()12 = lp(€)™ % (©)ll2 < (1 + BAH™Ha%(€)]l2 < P DA% (€)]|o.

Time je stabilnost pokazana. [

Dobiveni rezultat je strogi uvjet stabilnosti, odnosno shema je nestabilna ako
taj uvjet nije zadovoljen. To ¢emo pokazati u slucaju da vrijedi sljedec¢a pretpos-
tavka koja je cesto zadovoljena:

(H) Diferencijska shema je neovisna o Az i At, odnosno ovisi samo o jednoj
njihovoj kombinaciji koju drzimo konstatnom. Skup S svodi se tada na

krivulju u Az, At ravnini.
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Uocimo prvo da ukoliko je (H) zadovoljeno, onda mozemo uzeti § = 0 jer
naprosto pustimo At — 0, i kako simbol ne ovisi o At dobivamo uvjet

<1 3.7
max [p(€)] < (3.7)

Pokazimo sada da je shema koja zadovoljava (H) nestabilna ako von Neuman-
nov uvjet stabilnosti (3.7) nije zadovoljen. Po prepostavci je

> 1 > 1
nax p(&) > 1+n

pa zbog neprekidnosti funkcije |p(£)| zakljuéujemo da postoji interval J C [0, 1]
na kome je |p(¢)] > 1+ n/2 > 1 Odaberimo pocetni podatak 4° s kompaktnim
nosacem u J pa dobivamo

[a™(E)ll2 = llp(€)™ @’ ()2 = (1 +n/2)" @ (&)ll2 — +oo,
kada n — oo pa shema nije stabilna. Time je tvrdnja dokazana.

Primjer 3.2 Za Cauchyjevu zadaéu za parbolicku jednadzbu
vy = Dvgy, x€RE>0; v(x,O):f(a:),

treba analizirati stavilnost f-metose koja je kombinacija implicirne i eksplicitne diskretizacije:

n+1 n n+l n+1 n+1
_ p|ptk 2u

: (1 Upyq — 2up + up_y
At o Ax?

Ax?

— 6)
Parametar 0 se nalazi izmedu 0 i 1: za # = 0 imamo eksplicitnu metodu, a za 8 = 1 implicitnu.
Shema se moze zapisati u obliku
—HTUZ"_‘? + (14 QTQ)UZ'H - GruZ‘ill =1 =0)rug_; + (1 =2r(1 = 0)up + (1 —0)rug,,,
gdje je r = DAt/Ax?. Simbol diferencijske sheme je

_ 14 -o sin? (7€)

ple) 1 + 470 sin® (7€)

Za 6 > 1/2 shema je bezuvjetn stabilna; za 6 < 1/2 shema je stabilna za

1
< —
"= 90— 20)

Za 0 = 1/2 shema se naziva Crank-Nicolsonova.

Primjer 3.3 Treba analizirati stabilnost metode centralnih diferencija za jednadzbu konvekcije
difuzije:

Ve + avy = Duge, x €RE>0;  u(zx,0) = f(x).
Metoda je oblika

R At At
up ™ = up — 550112‘ +réup, = D@, R= an—.
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Simbol diferencijske sheme je
p(&) =1 —2r 4 2rcos(2n€) — iR sin(27E).
Izlazi
1p(6)? = (1 — 2r)% + 4r(1 — 2r) cos(2mE) + 472 cos? (2m€) 4+ R? sin? (2w€).
Trazimo ekstreme racunajudi

d
d?lp(é)l2 =0,

§to vodi na
[—2r(1 — 2r) + (R? — 4r%) cos(27¢)] sin(27€) = 0.
Nultocke su & =0, & = 1/2, &3 = 1 te &4 odreden jednadzbom:

2r(1 — 2r)

COS(27T§4) = m

Imamo
p(0)] = lp(D)] =1, |p(1/2)] = (1 — 4r)%.

Zadnji uvjet vodi na r < 1/2.
Analizirajmo sada zadnji ekstrem. Imamo dva slucaja koja treba nalizirati:

1. r<1/2iR?—4r?<0;
2. r<1/2i R?— 472 > 0.

Uvjet 1. Uz |R| < 2rir < 1/2 imamo |p(&4)| < 1.
Uvjet 2. On se raspada na dva podslucaja:

1. 2r(1 —2r)/R? — 4r% > 1;
2. 2r(1—2r)/R? —4r? < 1.

Prvi sluéaj ne uvodi nova ograni¢enja jer nultocke ili nema (2r(1 — 2r)/R? — 4r% > 1 ili se radi
0 ¢ =0,1. Dakle, slucaj 1 je dozvoljen i on se svodi na

R*<2r, r<1/2.

Drugi slucaj: R? > 2r. Tada je

R? 9
Ip(€a)| = W[R —4r +1]
Sto nije nikad manje ili jednako 1.
Zakljucak: Stabilnost imamo u slucaju
R? <2r <1,
koji se svodi na
At 1 9
— <= At < 2D.
Az =2 -

Dodatni uvjet stabilnosti je tadovoljen samo za dovoljno male At ovisno o omjeru konvekcije i
difuzije.
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Primjer 3.4 Zadana je Cauchyjeva zadaca za jednadzbu
vy = Duvg, + bu.

Iskoristimo standardnu diskretizaciju

At
uptt = w4 ol + bAtY, T = Dm.

Tada je
p(&) = (1 — 4rsin®(n€)) + bAL,

izar<1/2,
Ip(€)] <1+ bAt < P2t

Shema je dakle stabilna.

Propozicija 3.4 Ako je diferencijska shema ™! = Qu" stabilna, onda je i shema
"t = (Q + bALTu"
stabilna za svako b € R.

simbol pridruzen

Dokaz. Simbol nove sheme je p;(§) = p(&) + bAt, gdje je p(&)
| < 14 CAt, pa je

operatoru ). Zbog stabilnosti polazne sheme vrijedi |p(§)
stoga |p1(§)] < 14 (C + |b])At. O

Propozicija 3.5 Neka je : Iy ox — l2.a, linearan operator sa slikom gustom u
lo. A, i simbolom p(§). Ako postoji konstanta C' > 0 takva da je

1
—<(C, V
o =@ el

i za sve At, Ax iz promatranog podrudja, onda je operator () inveribilan i vrijedi

e~ <C.

Dokaz.

|Qul|2,a0 = V|| Qulls = Vx| pill|5
Viox 1

> THﬂHQ = 5||U||27A:c-

Odavdeslijedi da je operator () injektivan i da ima zatvorenu sliku, pa je stoga i
surjektivan. Inverz ocito zadovoljava ||Q ull2.ar < Cllull2.a.. O
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3.3 Stabilnost inicijalno rubne zadace

Stabilnost inicijalno rubne zadace s konstantnim koeficijentima je znacajno
kompleksnija za proucavanje. U praksi se koristi stoga sljedeci kriterij: da bi
macijalno rubna zadacéa bila stabilna nuzno je da pripadna inicijalna zadaca bude
stabilna.

Dakle, za inicijalno-rubnu zada¢u mozemo naéi uvjet stabilnosti von Neuman-
novim kriterijem — zanemarivanjem rubnih uvjeta — i zatim se nadati da ce taj
uvjet u praksi biti dovoljan za stabilnost sheme.

Do sada smo promatrali jednokoracne sheme za inicijalno-rubnu zadac¢u oblika
™t = Qu™ (eksplicitna) ili Qu"*' = Qu™ (implicitna), koja se opet svodi na
isti oblik u"*! = Q;'Qu". Podsjetimo se definicije stabilnosti:

Definicija 3.2 Diferencijska shema u"*! = Qu" je stabilna u podru&ju diskretiza-
cijskih parameteara S u odnosu na normu || - ||a, ako postoje konstante K > 0 i
£ > 0 takve da je

[u™ | ap < KePMDAY 00| apy VR >0, (3.8)
za sve (Ax, At) € S i sve potetne uvjete u’.

Kada god odaberemo novi (Az, At) € S mijenja se dimenzija prostora u kojem
se nalazi rjeSenje, pa stoga i njegova norma, koju smo oznacili s || - || a,. Prirodna
je pretpostavka da su ti prostori konzistentno normirani, odnosno da norma ovisi
samo o parametru prostorne diskretizacije.

Stabilnost se, kao i ranije svodi na

Q™| ae < KeP VAL -y > 0, (3.9)

gdje je norma na lijevoj strani operatorska norma generirana pripadnom vektor-
skom normom.

Mi ¢emo nadalje raditi s euklidskom normom (2-normom). Pri tome neéemo
posebno oznacavati ovisnost norme o Ax.

Za stabilnost u 2-normi bitan je spektralni radijus matrice @,

p(Q) = max{|\|: A svojstvena vrijednost matrice Q}.

Prisjetimo se daje 2-norma matrice vezana sa spektralnim radijusom matrice
na ovaj nacin:
1Qll2 = Vp(Q7Q),
i stoga je za simetri¢nu matricu @, ||Q|]2 = p(Q).

Propozicija 3.6 (NuZan uvjet stabilnosti sheme u"™! = Qu™) Pretpostavimo da
je shema u™*! = Qu™ stabilna u 2-normi. Tada postoji konstanta C' > 0

p(Q) <1+ CA, (3.10)
za sve (Azx,At) € S.
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Dokaz. Za spektralni radijus i svaku operatorsku normu, pa onda i 2-normu,
vrijedi

p(Q) < 1Ql2-
Nadalje svojstvene vrijednosti od Q™ su n-te potencije svojstvenih vrijednosti od
@, pa je stoga p(Q") = p(Q)™. Time dobivamo

pQ™ < Q2 < Kerh2,
te
P(Q) < Kl/(n+1)€ﬂAt7 Vn.

Odavdje je p(Q) < €2t i kako je

e"=142B(z), B(z)= , B(0) =1,

za C = max{B(z): 0 <z < Atyf}, dobivamo ocjenu (3.11) s C' = Cs. O
Ako je matrica () simetri¢na, onda je

p(Q) = [Qll2,
pa je gornji uvjet nuzan i dovoljan.

Propozicija 3.7 Shema u""! = Qu", sa simetritnom matricom @, je stabilna u
2-normi ako i samo ako postoji konstanta C' > 0

p(Q) < 1+ CAL, (3.11)

za sve (Ax,At) € S.

Uvjet simetrije u prethodnoj propoziciji moze se oslabiti. Dovoljno je da je
matrica @) slicna simetri¢noj matrici, tj da postoji matrica S takva da je

Q=25Q5™"
gdje je Q simetricna, a S regularna Gja je uvijetovanost ||S|||[S~!|| uniformno

ogranicena u odnosu na parametre diskretizacije. Naime, slicne matrice imaju
isti spektar te stoga i isti spektralni radijus. Sada je

Q™ [l = 1SQ™ 15~ [l < ISIISTHIIQ™ Iz = SIS~ [l (@)™,
pa p(Q) <1+ CAt povlaci
1Q™ Iz < IS~ [l A",

Time je tvrdnja dokazana.
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Primjer 3.5 Treba analizirati stabilnost sheme

n

E_0, k=0:M-1

Up 1 — U
At ta Az
uit =0, ) =f(kAz), k=0:M,

postavljene na prostornoj mrezi zy = kAz, k = 0 : M, Az = 1/M, kojom je diskretizirana
zadaca

vp+av, =0, z€(0,1),t>0
U(lvt):()v v(:c,()):f(:r), T e (031)7
pri cemu je a < 0.
Rubni uvjet za transportnu jednadzbu prvog reda moze biti postavljen smo na ulaznoj

granici, tj. na onom dijelu prostorno-vremenske domene ([0,1] x {0}) U ({0} x R) U ({1} x R)
na koje karakteristike ulaze u domenu.

vz

=Y

t

Slika 3.1: Karakteristike i ulazna granica u primjeru 3.5.
Karakteristike pridruzene diferencjalnoj jednadzbi su

dx

—=a = xz=at+C,

dt *
gdje je C konstanta integracije te zbog a < 0 izgledaju kao na slici 3.1. Inicijalno rubna zadaca

je stoga dobro postavljena. Uoc¢imo kona¢no da je rjesenje konstantno po karakteristikama.
Diferencijska shema se moze zapisati u obliku

At
uptt = (1+ R)up — Ruj,,, R= Az

Promatrajmotu shemu bez rubnih uvjeta, kao shemu za rjesavanje Cauchyjeve zadace, i primi-
jenimo von Neumannnov kriterij stabilnosti. Dobivamo,

" = [(1+ R) — Re*™)qa".
Stoga je
p(€) = (1+ R) — Re*™ = (1 + R) — Rcos(27€) — iRsin(27€),
odakle
(&) = (1+ R)?+ R? — 2R(1 + R) cos(2n€).
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Simbol diferencijske sheme mozemo ocijeniti na sljedeéi nacin:
p(©)P < (1+R)?+ R*+2R(1+ R) = (1 +2R)?
te dobivamo uvjet stabilnosti
I1+2R| <1,

koji se svodi na —1 < R < 0. Taj je uvjet nuzan i za stabilnost inicijalno rubne zadace,
§to mozemo argumentirati na sljedeéi nac¢in: uzmimo pocetni uvjet s kompaktnim nosacem.
Tada je evidentno rjeSenje inicijalne zadace isto $to i rjeSenje postavljene rubne zadaée te von
Neumannov uvjet mora biti zadovoljen da bi shema bila stabilna. S druge strane, lao se vidi
neposredno da uvjet —1 < R < 0 povlaci

m]?X|“Z+1| < m’?X|u2|.

Pogledajmo sada §to nam daje uvjet sa spektralnim radijusom. Matrica sustava u"+! =
Qu™ ima oblik

[1+R —-R
0 1+R —-R
0 1+R -—-R
Q =
0 1+R —-R
I 0 1+R
Sce su svojstvene vrijednosti dane na dijagonali matrice i stoga je p(Q) = |1 + RJ, a uvjet

|14+ R| <1 daje —2 < R < 0, §to je o€ito slabije od von Neumannovog uvjeta i nije dovoljno
za stabilnost sheme. Ovaj primjer stoga pokazuje da u slucaju nesimetricne matrice uvjet
stabilnosti iz Propozicije 3.6 nije dovoljan za stabilnost.

Primjer 3.6 Inicijalno rubnu zadacu

vy = Dvgy, x€(0,1),t>0

v:(0,8) =0, o(1,t) =0, wv(z,0)=f(z), =xe€(0,1),

mozemo aproksimirati sljede¢om shemom:

At
n+l n n n _ . —
up " =rup g+ (1= 2r)up 4 rug g, k—l.M—l,r—Dm
n+1l _  n+1 n+1 __
uy=wuy o, uy =0.
Matri¢ni zapis sheme je
n+1 n
Uy 1—r T Uy
1
ujy™ r 1—2r r ul
n+1 n
UMJ12 r 1-—2r T UNf_o
n n
uhi T 1-2r] [uf;_;

Uocimo promjenu na dijagonali u prvom retku. Ova se matrica moze zapisati koriStenjem
Leme A.2 kao

QZI—TTNID.
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Svojstvene vrijednosti su joj stoga (za N stavljamo M — 1)

2j — 1 2j — 1
)\j:1—27"(1—008%):1—4rsin2(%), j=1:M—1.
Uvjet p(Q) < 1 daje
2j — 1
|1—4rsin2(%)| <1, j=1:M-1.

Bududi da se ovdje sinus kreée izmedu 0 i 1 i prima diskretne vrijednosti po volji blizu 0i 1 (za
M dovoljno veliko) vidimo da mora vrijediti

1
1—4r| <1 < Oﬁréi.
Time smo dobili standardan uvjet stabilnosti za parabolicku zada¢u. Buduéi da je matrica @
simetri¢na, vidimo da je taj uvjet nuzan i dovoljan za stabilnost inicijalno rubne zadace.

U ocjeni spektralnog radijusa od pomoé¢i moze biti Gershgorinov teorem o
krugovima:

Teorem 3.2 (Gershgorin) Za svaku svojstvenu vrijednost A matrice Q) = (¢, ;) €
CN*N postoji 1 < i < N, takav da vrijedi
N
A —qii| < Z |gi.5]-
=L

Pokazimo kako se Gershgorinov teorem primijenjuje na jednom primjeru.

Primjer 3.7 Treba ispitati stabilnost Crank-Nicolsonove sheme

At
Az?’
upg™ ="t =T W) = f(kAz), k=0: M.

up ™t — gézuZ'H :uZJrg(;QuZ, k=1:M-1, r=D

Shema se moze zapisati u obliku Bu™*! = Qu”, gdje je

1+r —r/2 1—r 1r/2

—-r/2 14+r —r/2 r/2 1—r r/2

—r/2 14+r —r/2 r/2 1—r /2
—r/2 1+r r/2 1-—r

To mozemo pisati kao Bu"t! = (21 — B)u", odnosno u"*1 = (2B~! —I)u™. Ako je X svojstvena
vrijednost za B, onda je 2/ — 1 svojstvena vrijednost za 2B~! — I. Stoga je uvjet stavilnosti

2

——1<1.

21 <
Odatle vidimo da za A < 0 stabilnost nije moguéa. Za A > 0 stabilnost se svodi na A > 1.

Prema Gershgorinovu teoremu imamo
A=—1—-r|<r ili A=1—7r|<r/2

(ovisno o tome da li koristimo prvi/zadnji red ili ne). Prvi uvjet daje 1 < A <14 2r, a drugi
14 7r/2 < X <1+ 3r/2. Dakle u svakom sluc¢aju je uvjet stabilnosti zadovoljen. Shema je
bezuvjetno stabilna jer je matrica sheme 2B~! — I simetri¢na.
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Dodatak A

Spektar trodijagonalnih matrica

Trodijagonalne matrice se Cesto javljaju u vezi s metodom konac¢nih diferen-
cija. Pored toga §to postoje efikasni algoritmi za rjeSavanje sustava s trodijago-
nalnim matricama, moguce je u nekim jednostavnijim slucajevima izracunati i
njihov spektar. Ovdje dajemo jedan primjer.

Lema A.1 Neka je ac > 0. Tada matrica

b c
b c
T =Tr(a,b,c) =
a b c
a b

1ma svojstvene vrijednosti:

a g )
)\j:b+2c\/;cosN+1, j=1,...,N,

1 svojstvene vektore:

zaj=1,...,N.

Dokaz. Zadaca nalazenja svojstvenih vrijednosti svojstvenih vektora moze se
svesti na diferencijsku zadac¢u drugog reda:

aug_1 + bup + cupy; = A\ug, k=1:N

ug = uny1 = 0.
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Rjesenje te zadace trazit ¢emo u obliku u;, = A*, gdje je A € C.
Uvrstavanjem u diferencijsku jednadzbu dobivamo

aAP N+ bAF + c AR = \AF = a4+ DA+ cA? = \A.

Rjesenja te kvadratne jednadzbe su

A—bE /(A —0b)?—4dac

Ao =
1,2 2c

Kako mora vrijediti A° = AN*! = 0 broj A evidentno mora biti kompleksan §to
daje uvjet
(A —b)? < 4ac. (A.1)

Zapisemo li broj A u trigonometrijskoj formi A = |A|(cos ¢ + isin ¢) dobivamo
AF = |Al*(cos(k¢) + isin(k)).

Buduc¢i da relani dio ovog vektora ne moze zadovoljiti rubne uvjete jednostavno
¢emo ga zanemariti i promatrat ¢emo samo imaginarni dio, odnosno uzimamo
uy, = Im(A¥). Taj pristup je opravdan ukoliko pokazemo da su svojstvene vrijed-
nosti realne, buduéi da su tada i imaginarni i realni dio vektora u rjeSenja diferen-
cijske jednadzbe. Dakle, imamo, u,, = |A|*sin(k¢), §to zadovoljaba ug = 0, no da
bismo imali ux;; = 0 moramo odabrati kup ¢ tako da bude sin((N + 1)¢) = 0,
odnosno (N + 1)¢ = jm za j € Z. Time dobivamo evenualno N razli¢itih svoj-
stvenih vektora

koo RIT . .
= |A] 51n(N+1), j=1:N.
Ostale vrijednosti od j ne¢e dati nove vektore. Da bismo se uvjerili da je time do-
biveno rjesenje svojstvene zadace treba samo provjeriti da je uvjet kompleksnosti
broja A zadovoljen i da je pripadna svojstvena vrijednost A; realna.
Za broj A imamo dva obilka koja sada treba povezati:

\/4ac — (A =0)?
A —
12 = 2c 20

Stoga je

2¢ 4¢2

o= 2 (2@ ¢4a62_m_b )

A—b\% dac— (N—b)?
|A1,2|2:< ) + ac ( ) :%.

Time dobivamo
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odnosno

_ SNV
b7 in ¢ = i\/4ac (A=10) |
2 /ac 2 /ac

Izbor kuta ¢ = ¢; = jn/(N + 1) daje nam j-tu svojstvenu vrijednost

cos ¢ =

¥
N+1

Aj = b+ 2v/accos( ),

koja je evidentno realna za sve j = 1 : N. Time je nasa tvrdnja dokazana ukoliko
pokazemo da je za sve j = 1 : N ispunjeno (A.1). Ali,

(\j — b)* = 4accos*(

Njil)<4ac, za j=1:N.
To je evidentno istina jer je 0 < jn/(N +1) <7 za j =1: N. Time je tvrdnja
dokazana. [J

Lema A.2 Mairica
ITn,p =

ima svojstvene vrijednosti:

2j-Dm
AjIQ—QCOSW, ]:17,N

1 svojstvene vektore:

25 —1
uk—cosw, k=1,....N, j57=1,....N,

gdje je vy = 2k — 1)Az/2, k=1,...,N, Az =2/(2N + 1).

Dokaz. Nasa metoda bit ¢e analogna onoj iz porethodne leme. Formirajmo
diferencijsku jednadzbu

—Up_1 + 2uk — Ug+1 = )\U/]€7 k=1:N
Ug = U1, UN+1 =0.
Ovdje smo morali korigirati jedan rubni uvjet kako bismo se prilagodili izmjeni
matrice u prvom retku. Promijenjeni rubni uvjet tjera nas da promijenimo oblik

u kojem éemo traziti rjeSenje. Naime kada bismo uzeli u; = A* dobili bismo
uvjet 1 = A koji bi mogao zadovoljavati realni dio broja A, no lako se provjerava
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da se na taj nacin oba rubna uvjeta ne mogu zadovoljiti. Stoga ¢emo rjeSenje
diferencijske zadace traziti u obliku u, = A%**~!, gdje je A € C.
Uvrstavanjem u diferencijsku jednadzbu dobivamo

— A3 L9 AR AL ZA%L o 1 42427 - At = \A%

Rjesenja te kvadratne jednadzbe su

2-A+t,/2-NZ—4
A2, = .
1,2 5

Pretpostavimo da je broj A; > kompleksan, odnosno da je

2—Atiy/4—(2-N)?
2 Y
sto je zadovoljeno pod uvjetom 0 < A < 4. Sada mozemo izra¢unati modul broja,

Sto daje
2-A\° 14— (2-)\)?2
|A%,2|2 = (—)\) + —( A =1.

2 _
A1,2 =

2 4
Rubne uvjete zapisujemo u obliku
At =4, ANt =,
Uzmimo sada trigonometrijski oblik broja A, A = |A|(cos ¢ + isin¢) = cos¢ +
isin ¢ i uo¢imo da realni dio od A¥ zadovoljava prvi rubni uvjet, jer je
cos(—¢) = cos ¢.

Stoga ¢emo uzeti ur = Re(A?*~1). Da bismo zadovoljili drugi rubni uvjet moramo
imati cos((2N + 1)¢) = 0 §to vodi do (2N + 1)¢; = (25 — 1)7/2 za j € Z. Time
su rubni uvjeti zadovoljeni i imamo niz rjeSenje

g = Re(AZ1) = cop(PF =D& = D

), k=1:n,j=1:N.

2(2N + 1)
Uvodenjem Az =2/(2N + 1) i x, = (2k — 1)Ax/2, lako se vidi da je
25 —1
up = Re(A%1) = cos(%), k=1:N,j=1:N.
Buduéi da je iz kompleksnog zapisa broja A; », uz odbrani indeks j € {1,..., N}
2— )
cos(2¢;) = 1
2
dobivamo 2 - 1)
j— 1w
A= 2= 2e0s( )

koja je evidentno realna za sve j = 1 : N te zadovoljava uvjet 0 < \; < 4. Time
je tvrdnja dokazana. [
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Zadatak A.1 Za matricu

2 =2 0
-1 2 -1 0
Tn,D =
o -1 2 -1
0 -1 2]y .y
izraCunati: 0i 1
Mz?—Qcos%, =1,...,N,
Svojstveni vektori:
25 —1
uk:cosw k=1,...,.N, j=1,...,N,

2 )
gdjejexp =(k—1)Az, k=1,...,N, Az =1/N.

Zadatak A.2 Za matricu

2 -2 0
-1 2 -1 0
TN,N, =
o -1 2 -1
0 -2 2 NxN
izra¢unati: '
(J-Dr

A =2—2cos ——— i=1,....N
J COs N 1 ) ] 9 9 9
SVOjStVGHi vektori:

ug =cos(j — V)mag, k=1,...,N, j=1,...,N,

gdje je zy = (k— DAz, k=1,...,N, Az = 1/(N —1).
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