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Uvod

U prirodi Cesto pronalazimo domene koje se sastoje od poroznih stijena, koje se okruZene
sustavom fraktura. Za ovakvu domenu pretpostavljamo da sadrzi dvije razliCite porozne
strukture. Porozne stijene ¢ine jednu poroznu strukturu, koju u idealiziranom modelu do-
mene predstavljamo odvojenim matriénim blokovima, koji su okruZeni frakturama. Frak-
ture ¢ine drugu poroznu strukturu. Frakture, iako dimenzijom mnogo manje od matri¢nih
blokova, imaju velik utjecaj na tok fluida jer se odlikuju visokom propusnosti i poroznosti,
za razliku od matri¢nih blokova gdje se fluid giba vrlo sporo. Kako bi modelirali gibanje
fluida kroz ovakvu domenu, vazno je primijetiti da ona posjeduje dvije razliite prostorne
skale, skalu odredenu dimenzijom pora tzv. mikroskopsku skalu, te skalu odredenu di-
menzijom same domene tzv. makroskopsku skalu. U ovom radu iz modela koji opisuje
gibanje fluida na mikroskopskoj skali, izvodimo makroskopski model, koji je jednostavniji
za numericku aproksimaciju od mikroskopskog modela.

U Poglavlju 1 najprije predstavljamo model koji opisuje gibanje jednog fluida kroz
poroznu sredinu, te izvodimo varijacijsku formulaciju navedenog modela. U Poglavlju
2 opisujemo metodu za numericko rjeSavanje parabolickih parcijalnih diferencijalnih jed-
nadzbi, metodu konacnih elemenata. U Poglavlju 3 najprije zadajemo model jednofaznog
toka kroz frakturiranu poroznu sredinu na mikroskopskoj skali, a zatim pomocu teorije ho-
mogenizacije iz mikroskopskog modela izvodimo model na makroskopskoj skali, model
dvostruke poroznosti. U Poglavlju 4 provodimo diskretizaciju modela dvostruke poroz-
nosti metodom konacénih elemenata, te implicitnom Eulerovom metodom. U Poglavlju 5
donosimo numeric¢ku usporedbu mikroskopskog modela i modela dvostruke poroznosti.



Poglavlje 1

Jednofazni tok fluida kroz poroznu
sredinu

Porozna sredina je domena koja se odlikuje prisutnos¢u pora - Supljina ili pukotina koje
su ispunjene s jednim ili viSe fluida. Dio prostora koji zauzima fluid naziva se pornim
prostorom. Ukoliko je porni prostor povezan dolazi do strujanja fluida. Porozne sredine
se dijele prema nastanku na prirodne 1 umjetne. U prirodne porozne sredine ubrajaju se
razlicite vrste stijena i tla, te bioloSke porozne sredine. U bioloSke porozne sredine spadaju
krvne Zile, prostor tkiva, te korijenje, listovi biljaka itd. Filteri, spuzve, drvo, keramika i
drugi gradevinski materijali primjeri su umjetnih poroznih sredina.

Slika 1.1: Primjer prirodne, bioloske i umjetne porozne sredine

Model koji opisuje gibanje jednog fluida kroz poroznu sredinu temelji se na zakonu
saCuvanja mase, Darcyjevu zakonu i jednadZbama stanja. Prije opisa samog modela po-
trebno je uvesti pojmove kontinuuma, makroskopske skale 1 mikroskopske skale. Kazemo
da se prostorna domena ponasa kao kontinuum ako se svojstva koja opisuju ponasanje ma-
terijala koji se nalazi u domeni mogu dodijeliti svakoj tocki unutar domene. Mikroskopska
skala je prostorna skala odredena karakteristicnom dimenzijom pore. Na mikroskopskoj
skali razlikujemo Cvrstu i tekucu fazu, te se svaka od njih ponasa kao zaseban kontinuum.
Za ¢vrstu fazu se najcesée uzima da je kruta, premda se u primjenama trebaju uzeti u obzir
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POGLAVLIJE 1. JEDNOFAZNI TOK FLUIDA KROZ POROZNU SREDINU 3

elasticne, odnosno plasticne deformacije porozne matrice. Gibanje fluida se na mikro-
skopskoj skali opisuje Navier-Stokesovim jednadZbama. Makroskopska skala je prostorna
skala odredena karakteristicnom dimenzijom domene strujanja. Vrijednost makroskopske
varijable u tocki se dobiva usrednjavanjem mikroskopske vrijednosti te varijable unutar
odredenog volumena koji ima srediSte u toj toCki. Takav karakteristican volumen nazi-
vamo reprezentativni elementarni volumen, u oznaci REV. Veli¢ina REV-a mora biti takva
da uvijek sadrzi ¢vrstu fazu i fluid u pornom prostoru. Matematicki model formiran na
makroskopskoj skali naziva se makroskopski model. U makroskopskom modelu fluid i po-
rozna matrica predstavljaju jedinstven kontinuum, a svaka to¢ka u kontinuumu predstavlja
jedan reprezentativni elementarni volumen.

makroskopska skala

mikroskopska skala

Slika 1.2: Prijelaz s mikroskopske skale na makroskopsku

1.1 Svojstva porozne sredine

Svojstva pornog prostora opisana su makroskopskim parametrima poroznosti i propusnosti.

Poroznost

Poroznost definiramo kao udio volumena pornog prostora u ukupnom volumenu

DO(x, 1) = %.

(1.1)
V(x) je volumen REV-a koji ima srediSte u tocki x, V,(x,?) je volumen pora unutar is-
tog REV-a. Poroznost je bezdimenzionalna veli¢ina koja poprima vrijednosti izmedu O i
1, Cesto se izrazava kao postotak pornog prostora unutar porozne sredine. Razlikujemo
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efektivnu 1 apsolutnu poroznost. Pri racunanju efektivne poroznosti pod volumenom por-
nog prostora se podrazumijeva samo onaj dio u kojem su pore medusobno povezane, od-
nosno u kojem se fluid moze gibati. Apsolutna poroznost ukljucuje izolirane i medusobno
povezane pore.

Prema nacCinu nastanka pora poroznost se dijeli na primarnu i sekundarnu. Primarna
poroznost karakterizirana je malim dimenzijama pora. Do primarne poroznosti dolazi ako
tlo nije bilo predmet kompresije 1 deformacije i individualna zrna zadrZavaju svoj oblik.
Sekundarna poroznost je posljedica geoloskih procesa koji se javljaju nakon formacije sloja
sedimenata. Karakterizira je postojanje niza pukotina ili fraktura.

Porozna sredina se mozZe prema zavisnosti poroznosti o tlaku podijeliti na krutu i
elasticnu. Kod krute porozne sredine promjene tlaka fluida ne utjeCu na geometriju por-
nog prostora, odnosno poroznost je funkcija prostornog polozaja ® = ®(x). Za elasti¢nu
poroznu sredinu karakteristicno je da se porozna matrica komprimira s povecanjem tlaka
u fluida, a porni prostor se povecava. Kod smanjenja tlaka dogada se suprotan proces. U
ovom slucaju poroznost je funkcija tlaka 1 prostornog polozaja ® = ®(x, p).

Propusnost

Propusnost je mjera kojom se porozna sredina opire strujanju fluida. Oznacava se s K.
U opcenitom slucaju K je simetri¢an, pozitivno definitan tenzor. Jedinica za propusnost u
MKS sustavu je m?> dok se u praksi ¢e$ée koristi jedinica D (darsi) definirana na sljede¢i
nacin:

1cP - (1cm?/s/cm?)
-1

1D = =9.86923 - m>.

latm cm
Porozna sredina je homogena ako je propusnost jednaka u svim njenim tockama. Ako je
porozna sredina nehomogena K je funkcija prostornog polozaja. Ukoliko je tenzor propus-
nosti oblika K = kI, gdje je k konstanta, kazemo da je porozna sredina izotropna.

1.2 Darcyjev zakon

Darcyjev zakon je zakon koji opisuje laminaran gravitacijski tok vode u poroznoj sredini.
Eksperimentalno ga je ustanovio francuski inZenjer Henry Darcy 1856. godine. Ekspe-
riment se sastojao od mjerenja volumena vode u jedinici vremena Q, koja prolazi kroz
vertikalno postavljen cilindar duljine L i povrSine poprec¢nog presjeka A, koji je ispunjen
pijeskom. Takoder su mjerene piezometarske razine h; 1 4, na vrhu i na dnu spremnika.
Piezometarska razina s se definira sa

h=z+2, (1.2)

24
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gdje je z vertikalna udaljenost od referentne ravnine z = 0 s tim da je os z usmjerena prema
gore. p je tlak fluida, p gustoca fluida, a g ubrzanje sile teze.

—T 11

Slika 1.3: Darcyjev uredaj

Darcy je dosao do sljedeceg omjera

Q:KAhl_hz

(1.3)

Koeficijent K se naziva hidraulicka vodljivost. Jedinica za hidraulicku vodljivost je me-
tar po danu (m/dan). Izraz % predstavlja volumni protok po jedinici povrSine 1 naziva se
Darcyjeva brzina te oznaCava s (. Darcyjeva brzina je prividna brzina toka fluida, dok se
stvarna brzina toka fluida dobiva dijeljenjem Darcyjeve brzine s efektivnom poroznoséu

1
= —q. 1.4
V=234 (1.4)
Generalizacijom Darcyjevog omjera (1.3]) dobivamo
Q
= — =-KVh. 1.5
q= (L)

Predznak minus slijedi iz ¢injenice da se voda krece iz podrucja viSeg potencijala u po-
drucje nizeg potencijala. Buduci da je piezometarska razina dana izrazom h = z + :g
Darcyjev zakon moZemo zapisati u obliku

K
q=—(Vp-pg)),
pg

gdje je g vektor ubrzanja sile teZe. Veza izmedu hidraulicke vodljivosti i propusnosti K
dana je s

K = K8, (1.6)
u
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gdje je u dinamicka viskoznost fluida. Darcyjev zakon sada glasi

1
q= —;K(Vp - pg). (L.7)

Darcyjev zakon je detaljno testiran eksperimentalno i teorijski, te je primjenjiv na strujanje
relativno male brzine.

1.3 Zakon sacuvanja mase

Gustoca fluida p se definira kao masa fluida po jedinici volumena. Neka je Q kontrolni
volumen. Masa slobodnog fluida koji se nalazi unutar Q dana je izrazom

f o(x, Hdx,
Q

stoga % fQ p(x, H)dx predstavlja brzinu promjene te mase. Izrazom

f po(x,H)v(x, 1) - ndS
o0

je dana koli¢ina mase fluida koja u jedinici vremena izade iz kontrolnog volumena. Ovdje n
predstavlja jedini¢nu, vanjsku normalu na 0€, a v brzinu strujanja fluida. Zakon sacuvanja
mase kaZe da je brzina promjene mase u kontrolnom volumenu € jednaka brzini ulaska
mase u  odnosno

i p(x, Hydx + f p(x,H)v(x,t)-ndS = 0.
dt Jo Pre)

Primjenom teorema o divergenciji i ¢injenice da gornja jednakost vrijedi za svaki kontrolni
volumen €2 dobivamo jednadZbu kontinuiteta koja glasi

Z—IZ + div(pv) = 0.

Ukoliko se fluid nalazi u poroznoj sredini masa fluida u kontrolnom volumenu €2 iznosi

f O(x, Hp(x, t)dx,
Q

a koli¢ina mase koja ude odnosno izade preko granice kontrolnog volumena iznosi

f p(x, 0q(x, 1) - ndS,
0Q
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gdje je q Darcyjeva brzina. Ako pretpostavimo da u poroznoj sredini ne postoje unutarnji
izvori ili ponori, odnosno jedini na¢in na koji fluid moZe u¢i ili izaci iz porozne sredine je
kroz njene granice, onda je zakon sacuvanja mase oblika

g, (®p) + div(pq) = 0. (1.8)

Ukoliko postoje izvori 1 ponori 1 njihovo djelovanje je dano funkcijom f = f(x, 1), zakon
saCuvanja mase glasi

0
5;(Pp) +div(pg) = f. (1.9)

1.4 Model jednofaznog toka fluida

Neka se u poroznoj sredini nalazi jedan fluid pod izotermnim uvjetima. Tada su gustoca
fluida i viskoznost funkcije tlaka

p = p(p),
H = p(p).
Jednofazni model toka dan je s
1
q=-——=Kx)(Vp - p(p)g) (1.10)
u(p)
0 .
5; (P P)p(p)) + divip(p)g) = f(x. 1) (1.11)

gdje funkcija f predstavlja izvore i ponore fluida unutar porozne sredine. UvrStavanjem
Darcyjeve brzine u drugu jednadzbu dobivamo nelinearnu parabolicku jednadzbu za tlak

0
= (@(x, p)p(p)) — div (@K(X)(Vp - p(p)g)) = f(x,0). (1.12)
ot u(p)
JednadZzba je parabolicka stoga Sto je i(I)(x, p)>0i i,o(p) > 0, te je @K(x) pozi-
op op u(p)

tivno definitna matrica za svaki x i p.
Ukoliko je porozna sredina kruta, odnosno ako poroznost ovisi samo o prostornom poloZaju
jednadzbu moZemo zapisati u sljedecem obliku

0
D)L (p(p)) — div (@mep - p(p)g)) = ). (1.13)
ot u(p)

Uz dodatnu pretpostavku konstantnosti gustoce 1 viskoznosti dobivamo elipticku jednadZbu
za tlak

div (EK(x) (Vp - pg)) = f(x, ). (1.14)
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U sluc¢aju homogene izotropne porozne sredine tenzor propusnosti je oblika K = kI gdje je
k konstanta, pa za tlak dobivamo Poissonovu jednadzbu

_ap=tL (1.15)
ok
Koeficijent kompresibilnosti fluida, u oznaci c, definira se na sljede¢i nacin
19
c= (1.16)
pop

Tekucine su obi¢no slabo kompresibilne pa se uzima da je koeficijent kompresibilnosti ¢
konstantan. Tada dobivamo
p = poe PP, (1.17)

Ako je ¢ < 1 koristi se aproksimacija

p =po+c(p—po). (1.18)

Primjenom koeficijenta kompresibilnosti jednofazni tok fluida kroz poroznu sredinu mozemo
opisati nelinearnom parabolickom jednadZbom za gustocu

@ﬁp — div (iK(Vp - cng)) = f. (1.19)
ot uc

Da bismo dobili matematicki model koji opisuje jednofazni tok fluida, jednadZzbu je po-
trebno kompletirati rubnim i inicijalnim uvjetima. Promatrat ¢emo dva tipa rubnih uvjeta.
Ukoliko je na 9Q2 = I'p U I'y zadana gustoca kao funkcija prostornog polozZaja i vremena
imamo rubni uvjet prve vrste ili Dirichletov rubni uvjet

P =pPra» nalp. (1.20)
Ako je na dQ zadan protok, rubni uvjet je oblika
1
—KVp-n=h, naly, (1.21)
uc

gdje je n jedini¢na vanjska normala na I'y, a & zadana funkcija. Ovakav rubni uvjet na-
zivamo Neumannovim rubnim uvjetom ili rubnim uvjetom druge vrste. Inicijalni uvjet je
oblika

p(x,0) = po(x), xe€Q. (1.22)

U nastavku promatramo samo slucaj kada utjecaj gravitacije moZzemo zanemariti. Kao
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primjer moZemo navesti domene kod kojih je vertikalna dimenzija domene puno manja od
njene horizontalne dimenzije. U tom slu¢aju dobivamo linearnu zadacu

(D%p —div(AVp)=f uQx(0,7)

P = Pbd nalp x(0,7) (1.23)
AVp-n=h nal'y x(0,7T)

p(x,0) = po(x) uQ,

1

gdje je A = —K. Pretpostavimo da je py € L*(Q), te ® € L*(Q). Pretpostavimo i da
c

funkcija @ zadovoljava sljedeci uvjet

day > 0, takavdaay < D(x) <1, Vx e Q. (1.24)

Matrica koeficijenata A(x,?) = (aij(x, t)) je simetri¢na i uniformno pozitivno definitna,
odnosno postoji pozitivna konstanta a takva da vrijedi

Z aif(x, DEE; > aZg . VE= (&, .. E) R\ YxeQ, Ve (0,T). (1.25)
i,j=1
Pretpostavimo takoder da vrijedi

aij € LDO(Q X (O, T))’ VI,_] = 1, ey 11

1.5 Varijacijska formulacija

Prilikom izvoda varijacijske formulacije traZimo da rjeSenje p(-, f) pripada prostoru H'(Q),
zasvaki t € (0, T), stoga se funkcija p(x, f) ne promatra kao funkcija varijabli x i ¢, nego kao
preslikavanje t — p(x, f) koje svakom ¢ € (0, T) pridruzuje funkciju iz H'(Q). Za rjeSenje
trazimo joS da vrijedi

f 1 p(1) 12 g dt = f fQ (p(x,oz+Z(a,-p(x,r>)2]dxdr<oo, (1.26)
i=1

odnosno da pripada prostoru L*(0, T; H'(2)). Funkciju f promatramo kao funkciju sa
(0,7) u L*(Q) i od nje zahtijevamo da zadovoljava

f I @) 12, dt = f f f(x, 0dxdt < oo, (1.27)
Q
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odnosno f € L*(0,T; L*(Q)) = L*(Q x (0, T)).

Neka je V = {¢ € HY(Q) : ¢|r, = 0} prostor test funkcija. MnoZenjem (1.23)); s test
funkcijom v i integracijom po € dobivamo

fd)@,pvdx—fdiv(AVp)vdx:ffvdx. (1.28)
Q Q Q

Parcijalnom integracijom u drugom integralu u (1.28) dobivamo

f div(AVp)vdx = f div(AVpv)dx — f AVp - Vvdx
Q Q Q

= (AVp -n)vdS - fAVp - Vvdx
1) Q

= (AVp -n)vdS — fAVp - Vvdx. (1.29)
Q

I'n

Posljednja jednakost slijedi iz ¢injenice da se v poniStava na I'p. Primjenom jednakosti
(1.29) izraz (1.28]) moZemo zapisati na sljedeéi nacin

fd)@,pvdx+fAVp-Vvdx—f (AVp -n)vdS :ffvdx. (1.30)
Q Q Ty Q

UvrStavanjem Neumannovog rubnog uvjeta dobivamo

f@@,pvdx+fAVp-Vvdx=ffvdx+f hvdS, VYvelV. (1.31)
Q Q Q Ty

Bududi da test funkcija v ne ovisi o vremenu, parcijalnu derivaciju po vremenu mozemo
1zvudi ispred integrala, te dobivamo

d
— | ®pvdx + fAVp -Vvdx = ffvdx + f hvdS, VYvelV. (1.32)
dt Jo Q Q

Iy

Navedena jednakost zove se Galerkinova varijacijska ili slaba formulacija zadace (1.23).
Neka je

a(p,v):j;AVp-Vvdx, F(v):fg;fvdx+jl: hvds . (1.33)

Pripadna varijacijska zadaca sada glasi

naci p € L*(0,7: H'() 0 C ([0. T]: LX), plryxo) = Poa
d
o (Dp, V)20 + alp,v) = F(v), Yve V1€ (0,T) (1.34)

p(0) = po.
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Napomena 1.5.1. Ovdje treba naglasiti da se jednadZba (1.34), shvaca u smislu distri-
bucija na intervalu (0,T). Razlog tomu je c¢injenica da, za proizvoljan v € V, funkcija
t — (Dp(1), v);2 nema nuzno klasic¢nu derivaciju, stoga je (1.34), kraci zapis za

T

T
a(p, v)e(t)dr = f F(v)e(ndt,
0
Yve V,Yp e C™(0,T)]),e(T) = 0.

T
- fo (Dp,v)2¢" ()t — p(0)(0o, V)2 + fo

Pocetni uvjet zadajemo posebno, sto ima smisla, buduci da je funkcija p € C ([O, TY; LZ(Q)) .

RjesSenje zadace naziva se slabo rjesenje zadace (1.23)). 1z gornjeg racuna se vidi
da vrijedi sljedeéa tvrdnja: Akojep € L? (O, T;H! (Q)) NnC([0,T]; LZ(Q)) klasi¢no rjeSenje
zadaée (1.23)), onda je p ujedno i slabo rjeSenje. Parcijalnom integracijom se jednostavno
dokazuje i obratna tvrdnja: Ako je slabo rjeSenje zadae dovoljno glatko, onda je ono i
klasi¢no rjesenje. Stoga je slabo rjeSenje dobra generalizacija pojma rjesenja.

Dirichletov rubni uvjet u zadaci (1.34)) je moguée homogenizirati. Pretpostavimo da
postoji funkcija G € H' (0, T:H 1(Q)) takva da je Glrxo.1) = Ppa>» (AVG - 1) |ryxo.r) = 01
G(-,0) = 0. Rjesenje p sada trazimo u obliku p = u + G, gdje je u € L*(0,T;V). Uz ove
pretpostavke dobivamo

d
—fCD(u+G)vdx+fAV(u+G)-Vvdx:ffvdx+f hdS, VYveV.
dt Jo Q Q Ty

Varijacijska formulacija sada glasi

d
—fd)uvdx+fAVu-Vvdx:f(f—@@,G)vdx—fAVG-Vvdx
dr Jg Q Q Q

+fhvdS, YveV. (1.35)

Iy

Oznacimo sa F; funkcional s desne strane, odnosno

FG(v):f(f—(Dé?,G)vdx—fAVG-Vvdx+f hwdS, vevV. (1.36)
o) Q

I'y

Varijacijska zadaca sada je oblika
naéiue 20, T;V)NC ([0, T]; LZ(Q))
d
7 (Du, V)2 + a(u,v) = Fg(v), YveV,te(0,T) (1.37)

u(0) = po.
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Promotrimo na trenutak sljede¢u zadacu
naci u € L*(0,T; V) n C ([0, T1]; LA(Q))
% (U, V)2 + a(u,v) = (f, V)2, YveV,te(0,T) (1.38)
u(0) = uo,

gdje je a bilinearna forma, f € L*(Q x (0,T)) i uy € L*(Q) zadane funkcije, te Hy C V C
H'(Q) zatvoren potprostor. Teorem o egzistenciji i jedinstvenosti rjeSenja zadace (1.38))
glasi

Teorem 1.5.2. Neka je a : V X V — R koercitivna i neprekidna bilinearna forma za svaki
t€(0,7), t. a zadovoljava

AC; > 0 takav da vrijedi la(u,v)| < Cy || u |l @l v lm1), Yu,v € V¥Vt € (0,T),
AC, > 0 takav da a(v,v) = C, || v |]? Yte (0, T),VveV.

Hl(Q)a

~

Tada postoji jedinstveno rjesenje u € L* (0,T; V)N C ([0, T]; LZ(Q)) zadadée (|1.38).

Dokaz teorema moZe se pronaéi u [10]. Vratimo se sada zadaci (1.37). Provjeravamo
zadovoljavaju li bilinearna forma a, te funkcional Fs uvjete Teorema 1.5.2. Na L*(Q)
definiramo preslikavanje

((u,v)) = f Q()u(x)v(x)dx, (1.39)
Q
koje je o¢ito skalarni produkt ekvivalentan standardnom skalarnom produktu u L3(Q) :
((v,v) = f COV()V(x)dx < [|Pl|=(v, V)2
Q
((v,v) = f C)v()v(x)dx = ao(v, V)12
Q

Uvodenjem novog skalarnog produkta eliminiramo @ iz varijacijske formulacije, te varija-
cijska zadaca (1.37)) postaje

naéi u € L2 (0,T; V) N C ([0, T]: LA(Q))
%((u, V) +au,v) = Fg(v), YveV,t€(0,T) (1.40)

u(0) = po.
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Provjeravamo neprekidnost forme a

la(u, v)| = IfAVu-Vvdxls flAVuIIVvIde ||||A||||me|Vu||Vvldx
Q Q Q

2 :
< ||||A||||Lw(f|Vu|2dX) (fIVVIZdX) < ANz el VI e )
Q Q

gdje je ||Al| operatorska norma matrice A.

Primjenom Hoelderove nejednakosti, te teorema o tragu dokazujemo da je F nepreki-
dan funkcional

[Fe(v)| = If (f — ®0,G)vdx — fAVG - Vvdx +f hvdS |
Q Q

'y
< ||f||L2(Q)||V||L2(Q)+||(D||L°°||(91G||L2(Q)||V||L2(Q)
+ (AN z= VGl 2 IV VI 202y 1Al 2000 V] 22662
< (Ill2 1Pl =18 Gl 2 HIAIN IV Gl 200+ Cllll 20 ) VL1 .

Koercitivnost bilinearne forme slijedi iz pozitivne definitnosti matrice A, te ekvivalen-
Cije normi ||H1(Q) i ||||H1(Q) uV:

a(v,v) = fg AVv - Vvdx > @ fg IVvPdx = alvl}, g, Callvily, g
Time je dokazana egzistencija i jedinstvenost rjeSenja zadace (1.40).

Teorem 1.5.3. Neka je py € L*(Q), f € L*(Q x (0,T)), te neka su ispunjene sljedece
pretpostavke

dagy > 0, takav da ay < O(x) <1, Vx € Q,

Ja > 0, takav da Z kiéid; > aZg,?, VE = (&1, .nE) R Vx e Q, Vi € (0,7),
i=1

ij=1

kij € L™(Qx(0,T)), Vi,j=1,...n, gdjejeK = (k;), te
1
3G € H' (0, T; H'(Q)) takva da Glr,xo.1) = Pras (—KVG : n) Iruxo.r= 01 G(-,0) = 0.
uc

Tada zadaéa ima jedinstveno slabo rjeSenje.

Teorem 1.5.3 pokazuje da uz fizikalno razumne uvjete na parametre porozne sredine,
propusnost i poroznost, te uz uvjete na glatko¢u rubnih uvjeta i domene, koji su dani kroz
uvjete na funkciju G, zadaca je korektno postavljena, s tim da rjeSenje trebamo uzeti
u slabom smislu. Analogan zakljucak vrijedi i za nelinearnu zadacu (1.19), ¢iju varijacijsku
formulaciju 1 dokaz teorema o egzistenciji 1 jedinstvenosti rjeSenja mozemo pronaci u [7]].



Poglavlje 2

Metoda konacnih elemenata za
parabolicke zadace

Metoda konac¢nih elemenata je metoda za numericko rjeSavanje parcijalnih diferencijalnih
jednadzbi koja se temelji na varijacijskoj formulaciji inicijalno-rubne zadace, te na kons-
trukciji prostora konacnih elemenata. Objasnimo metodu na primjeru zadace koja opisuje
jednofazni tok fluida kroz poroznu sredinu

0
d)ap —div(AVp)=f uQx(0,T)
P=8 nalp x(0,7) 2.1)
AVp-n=nh nal'y x(0,7T)
p(x,0) = po(x) u Q.

U odjeljku 1.5 izveli smo varijacijsku formulaciju zadae sa homogeniziranim Dirichleto-
vim uvjetom koja glasi

naci u € L*(0,T; V) n C ([0, T1]; LA(Q))
%((u, V) +a(u,v) = Fg(v), YveV,t€(0,T) (2.2)

u(0) = .

adie jo
V= lpe H(Q) : glr, = 0),
() = fg DUV,

14
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a(p,v) = fAVp - Vvdx,
Q

FG(v):f(f—d)G,G)vdx—fAVG-Vvdx+f hvdsS.
Q Q

Iy

2.1 Prostorna diskretizacija

Metoda konacnih elemenata temelji se na varijacijskoj aproksimaciji kojom iz beskona-
¢nodimenzionalnog problema dobivamo kona¢nodimenzionalni zamjenom beskonacno-
dimenzionalnog prostora V u zadaéi (2.2)) kona¢nodimenzionalnim prostorom V;, C V.
Na ovaj nacin dobivamo sljedecu zadacu

nadi u, € L* (0, T; Vi) N C ([0, T1; LA(Q))
%((uh’ V) + a(uy,v) = Fg(v), Yv e V,,t€(0,T) (2.3)

up(+,0) = ug p.

Zadaca se naziva semidiskretnom budu¢i da je diskretizirana u prostornim varija-
blama, a neprekidna u vremenskoj varijabli ¢. Inicijalni uvjet p, je aproksimiran funkcijom
up, € Vj 1 njen izbor nije jedinstven. Neka su bazne funkcije prostora V), oznacene s ¢;,
i = 1,..,M. Tada se rjeSenje aproksimacijske zadace (2.3) u, moZze na jedinstven nacin
zapisati u obliku

M
(6,1 = > wOei(), (5,1 €Qx(0,7), (2.4)
i=1
Funkciju u, takoder zapisimo u bazi {¢;},
M
Uuop(x) = Z cipi(x). (2.5)

i=1

Zaj=1,..., Muvrstimo u 1. v =g, Zat € (0,T) dobivamo
< duy, <
;((%%))d—; + ; a(pi, pu; = F(e)), Yi=1,...,M. 2.6)

Sustav se matri¢no moZe zapisati u obliku

du() _
{B —= + Au) = £0), 1€ (0.T) o)

u(0) = u,
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gdje su A i B M x M matrice

A =(a;), aj=alg,e)),
B = (le)’ b]t = ((()01'9 on))’

au,ug if su vektori

u=(w), w=(c),
f

=(f). fi=Falg).

Varijacijsku zada¢u smo pretvorili u sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi. Matrica A se
naziva matricom krutosti, dok se matrica B naziva matricom mase. Matrica B je regularna
bududi da je to Gramova matrica baze {(,0,-}11.‘1 ,

2.2 Konstrukcija prostora konac¢nih elemenata

U metodi konac¢nih elemenata prostor V), konstruira se na specifican nacin. Po€etna tocka u
konstrukciji je triangulacija domene €, za koju pretpostavljamo da je ogranicen, poliedar-
ski skup. Triangulacija domene Q je kona¢na familija 75, podskupova od Q {Ki, ..., Ky}
koja ima sljedeca svojstva:

L. Uker, K = Q,
2. Svaki K € 77, je zatvoren poliedarski skup 1 Int(K) # 0,
3. Za svaka dva razlicita skupa K, 1 K, € 7, vrijedi Int(K;) N Int(K;) =

Skupove iz 7 nazivamo elementima. Parametar h triangulacije 7 se odnosi na veli¢inu
elemenata, i opCenito predstavlja mjeru finoce triangulacije. Obi¢no se uzima kao dijame-
tar najveceg elementa, odnosno

x,yeK, KeTy,

hj= max [ch, y,) ,j=1,..,N, h=max{hi,..hy).

Triangulacija poligonalne domene za konformnu metodu kona¢nih elemenata mora zado-
voljavati i sljedeci uvjet:

4. Svakadvaelementa K, K, € 7;, K| # K, zakoje je K; N K, # 0 imaju ili zajednicku
stranicu, ili zajednicki brid ili zajednicki vrh.
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Primjeri triangulacije su triangulacija domene simpleksima i pravokutnicima u R".

Neka je 7, neka triangulacija domene . Svakom elementu K € 77, pridruZujemo
linearan prostor funkcija na K
Py ={v: K-> R}, (2.8)

takav da vrijedi
dim Pg = ng < oo. (2.9)

Definiramo X), kao linearni prostor funkcija na Q &je su restrikcije na K u Py :
X, ={v:Q—R:VK e T, € Pg). (2.10)

Funkcije u X;, opcenito nisu neprekidne, jer imaju skokove na granicama susjednih ele-
menata, stoga prostor konac¢nih elemenata V), definiramo kao podskup prostora X, koji se
sastoji od neprekidnih funkcija i dokazujemo da je tada V,, € H'(Q).

Lema 2.2.1. Neka je Px € H'(K) za svaki K € T}, te neka je V,, = X, N C(ﬁ). Tada je
Vv, c H(Q).

Dokaz. Neka je v € X),. Tada vrijedi
1V = D Ik e

KeT)
odnosno v € L*(Q). Potrebno je jo§ dokazati da svako v € Vj, ima slabu derivaciju u L*(Q).

To znadida zai = 1, ..., n postoje v; € L*(Q) takvi da vrijedi

f voipdx = — f viedx, Yo e DQ).
Q Q

Parcijalnom integracijom na svakom elementu dobivamo

fvébgodxz—f&,-(le)godx+f VgnixedsS,
K K 9K

gdje je n;; komponenta jedini¢ne, vanjske normale na dK. Sumiranjem po svim elementima

dobivamo
fvﬁ,-godx:—fv,-godx+ Zf v|gnixedsS,
Q Q oK

KeTy,

gdje smo v; definirali formulom v;|x = d;(vlx) € L*(K), pa je oito v; € L*(Q). Da bi v,
bila slaba derivacija mora suma integrala po rubu biti nula. To je istina buduci da je ¢ nula
na 0€), a doprinosi od dva susjedna elementa se poniStavaju zbog neprekidnosti funkcije
V. ]
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Konacni element se definira kao trojka (K, Pk, Xk), gdje je K skup, Pgx kona¢nodimenzi-
onalni prostor funkcija na K, a Xx skup stupnjeva slobode. Stupnjevi slobode su funkci-
onali na prostoru funkcija Pg. Kona¢ni element mora zadovoljavati svojstvo unisolventnosti,
odnosno stupnjevi slobode u £x moraju na jedinstven nacin odredivati funkciju u Pg. Izbor
stupnjeva slobode je vazan radi postizanja neprekidnosti funkcija iz V,.

Prostor konacnih elemenata na pravokutnicima

Pretpostavimo da se triangulacija domene 77, sastoji od pravokutnih elemenata. Pravokut-
nik K u R" je definiran s

K = ﬂ[a,-,b,-] = {x=(xXp, 0 X,) @ <X <bii=1,..n) 2.11)

i=1

Kod triangulacije domene pravokutnicima za prostor Px uzima se linearan prostor svih
polinoma stupnja najviSe k u svakoj varijabli zasebno, u oznaci Q;. U R? taj je prostor
jednak

k
Qi = {v v(x) = Z vi,jxilxé,x €eK,v;;e€ R}. (2.12)
i,j=0
Primijetimo da je dimenzija prostora Q; u R" jednaka (k + 1)", dakle da bismo na jedins-
tven nacin zadali polinom iz Qy, dovoljno je zadati njegovu vrijednost u (k + 1)" simetri¢no
rasporedenih toCaka, koje se nazivaju nodalne tocke. Za skup Xg uzima se skup funkci-
onala oblika ¢(p) = p(4;), gdje su a; nodalne tocke pravokutnika. Kao primjer mozemo
navesti slucaj k = 1, gdje se za nodalne to¢ke uzimaju vrhovi pravokutnika kojih je ukupno
2", a tolika je 1 dimenzija prostora Q; u R". Konacan element konstruiran na ovaj nacin
naziva se n-pravokutnik tipa (1). U sluCaju k = 2, pored vrhova za nodalne tocke uzimamo
tocke koje raspolavljaju stranice, te toCku koja se nalazi u centru pravokutnika za n = 2,
dok za n = 3 uzimamo dodatno tocke koje raspolavljaju bridove, te tocke koje se nalaze
u centrima stranica, te u centru samog elementa. Ovakav raspored nodalnih tocaka osigu-
rava svojstvo unisolventnosti trojke (K, Q, Xx). Element dobiven ovim putem naziva se
n-pravokutnik tipa (2). Detaljniji opis ovog tipa konacnih elemenata moZe se pronaci u

[16].

Ukoliko se triangulacija sastoji od elemenata istog tipa, prostor kona¢nih elemenata
se konstruira tako da se fiksira jedan, referentni element, a svi drugi elementi se dobivaju
afinim preslikavanjem referentnog elemenata. Oznac¢imo taj element s (K, P(K), Zz). Kod
triangulacije domene pravokutnicima uzimamo K = [0,17", te P(k) = Qk(f(). Neka je
{ai, ..., 4;} skup nodalnih toc¢aka referentnog elementa. Pretpostavimo da se element K € R”
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moZe prikazati kao afina slika od K, te neka je
Fx(X) = BgX + by (2.13)

afino preslikavanje koje preslikava referentni element K u element K € 77, odnosno K =
Fx(K). Prostor funkcija Pg na K definiramo na sljede¢i nacin

P(K) = {v: v(x) = 9 (F¢' (1), x € K. 9 € P(K)}. (2.14)

Skup stupnjeva slobode X definiramo kao skup funkcionala oblika ¢(p) = p(a;), gdje su
a, =F()),zai=1,..., 1. Moze se pokazati da je s (K, P(K), Xk) dan jedan konacan element,
odnosno (K, P(K), 2k) zadovoljava svojstvo unisolventnosti. Za elemente (K, P(K), )i
(K, P(K),2k) kazemo da su afino ekvivalentni. Bitno je naglasiti da je ovakva konstrukcija
prostora kona¢nih elemenata moguca jedino ako se triangulacija domene sastoji od parale-
lograma.

Neka je N, skup svih nodalnih toCaka svih elemenata triangulacije. Kod triangulacije
domene pravokutnicima za prostor X, uzimamo

X, ={v:Q—>R:VYK e T, vix € QuK)}.

Prostor kona¢nih elemenata V), sastoji se samo od onih funkcija iz X; koje u nodalnim
tockama koje se nalaze na granici dva ili viSe elemenata primaju istu vrijednost u svim
elementima koji ih sadrZze. Svaka funkcija iz V), je na jedinstven nacin odredena svojim
vrijednostima u skupu N, pa vrijednosti funkcije u tim tockama predstavljaju globalne
stupnjeve slobode. Primijetimo da izborom globalnih stupnjeva slobode osiguravamo glo-
balnu neprekidnost funkcija iz V,.

Bazu za prostor V;, moZemo dobiti na nacin da najprije konstruiramo bazne funkcije na
referentnom elementu (K, P(K), Xz), a zatim pomocu afinog preslikavanja dobivamo bazne
funkcije na proizvoljnom elementu (K, P(K), Xk). Svakom vrhu &; referentnog elementa K
pridruZzujemo baznu funkciju @; definiranu na sljedeci nacin

1 i=j

Ukoliko je na3 referentni element K = [0, 1]%, te P(K) = Q, kao primjer baznih funkcija
mozemo navesti

G1(%) = (1 = X) = X3), @2(%) = X1(1 = X2), @3(%) = X182, @a(R) = £o(1 = £y).
Bazne funkcije na proizvoljnom elementu K € 7, definiramo na sljedeci nacin

=G0, =1, (2.16)
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Ovakva konstrukcija prostora konacnih elemenata pogodna je za implementaciju me-
tode, jer se na taj nain sva racunanja vrSe na referentnom elementu, te nam je potrebna
samo jedna formula numericke integracije na referentnom elementu. Tada elemente ma-
trica A i B moZemo racunati na sljedeci nacin

ajj = Z A(VF() 7 VEi(R) - (VEx(R) " Gi(D)ldetFg(D)ldX, i, j=1,.... M,

KeT, VK
bij = Z f O(Fx(X)@j(X)@i(X)|detFx(R)|dx, i,j=1..,M.
KeT, VK

Analogno ratunamo vektor desne strane f

fi=> [ fK (F(Fk(8) ~ DEF(£)OG(Fx(2))p(D)lderFx(R)ld

KeTy,

- f A (VFx(2) 7 VG(Fx (D)) - (VFx(£) ™ ‘;bi(je)ldelFK(fC)ld)%]

K

+ Z f h(F g (2)@(®)|detFx(R)dS, i=1..,M.
ok

KeTy,
oKcI’ N

2.3 Vremenska diskretizacija

Vremensku diskretizaciju sustava mozemo provesti primjenom implicitne Eulerove me-
tode. Tada dobivamo

u" — um—l
B— —  +Au" =f"
A u 2.17)
u(0) = uy,

gdje je Ar™ = ™ — !, U svakom koraku ", m > 1 rjeSavamo sljedeci sustav
(B + Ar"A)u” = A/"f" + Bu™. (2.18)

Vremensku diskretizaciju moguce je provesti bilo kojom numerickom metodom za rjeSava-
nje obi¢nih diferencijalnih jednadzbi npr. Eulerovom metodom, Runge-Kutta metodom,
itd. Bitno je naglasiti da u diskretizaciji ipak preferiramo implicitne metode zbog njihove
bezuvjetne stabilnosti, $to je nuzno jer je dobiveni sustav algebarskih jednadzbi krut. Moze

se pokazati da se uvjetovanost matrice A ponasa kao hl—2 gdje je h finoca mreZe.

Napomena 2.3.1. U slucaju nelinearne parabolicke diferencijalne zadace dobili bismo
nelinearni sustav jednadZbi koji moZemo rijesiti npr. Newtonovom metodom.
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Vremenski korak moze biti varijabilan. Smanjujemo ga kada broj linearnih, odnosno
nelinearnih iteracija raste, a pove¢avamo ga kad broj iteracija pada. To je posebno vazno u
nelinearnom slucaju.
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Model dvostruke poroznosti

Frakturirana porozna sredina je sredina koja se sastoji od dviju razliCitih poroznih struk-
tura: matrice poroznih blokova i fraktura koje ih okruzuju. Model dvostruke poroznosti je
makroskopski model toka fluida u ovakvoj domeni. Pored dviju razlicitih poroznosti uzima
se u obzir da matri¢ni blokovi i frakture imaju razli¢itu propusnost. Za frakture je karakte-
risti¢na vrlo visoka propusnost i poroznost u odnosu na matri¢ne blokove, stoga se najveci
dio transporta fluida odvija upravo kroz frakture. Dakle ovakva domena je izrazito neho-
mogena, pa se model toka fluida najprije zadaje na Darcyjevoj skali koja u ovom slucaju
predstavlja mikroskopsku skalu. Generalni makroskopski model se dobije kao limes mi-
kroskopskih modela kad veli¢ina matricnog bloka tezi u nulu. Izvod modela dvostruke
poroznosti napravljen je prema [11]].

3.1 Izvod modela

Prije zadavanja modela na mikroskopskoj razini potrebno je opisati idealizirani model frak-
turirane sredine Q. Pretpostavimo da je Q C R? domena sa periodickom strukturom. Pre-
ciznije, Q se moze prikazati kao unija disjunktnih paralelopipeda koji su periodicki s peri-
odom &Y, gdjeje Y = (0,1)*i& > 0, te y* C Z* skup indeksa koji ovisi 0 &

ﬁ:Lﬁ&+@. (3.1)

fey®

Celija Y se sastoji od matri¢nog bloka Y,, koji je u potpunosti okruZen prostorom fraktura
Ys.

22
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Slika 3.1: Prijelaz na idealizirani model frakturirane porozne sredine

Q mozemo zapisati kao uniju Q = Qf U QF UT*. Domena jS predstavlja podrucje
fraktura unutar Q te je jednaka ‘

Q5 = Jax, +8). (32)
fey®
Domena €], oznacava matri¢ni dio unutar € 1 za nju vrijedi
Q= Jav, + 8. (3.3)
gey®
Podrucje koje razdvaja matric¢ni dio od frakturnog dijela oznacavamo I'?,
= Je@Y, + ). (3.4)
gey®

Gustocu fluida p® ¢emo promatrati posebno u frakturama i posebno u matrici, stoga uvo-
dimo restrikcije PG = p€|Q? 105, = p°lg: - Sada za gustocu fluida vrijedi
G(x, 1 ) €QEx(0,T
o5, 1) = P, (%1 € Q5 x(0,T) (3.5)
P8 (x, 1) (x,1) € Q x(0,T).

Pretpostavimo da fluid ima konstantnu viskoznost u, konstantan koeficijent kompresi-
bilnost ¢, te da tlak i gustoca fluida zadovoljavaju sljedecu jednadzbu stanja

dp® = cp®dp.

Neka je @ : ¥ — (0, 1] poroznost unutar jedinicne ¢Celije Y. Buduci da se pretpostavlja da
matri¢ni blokovi imaju jednaka svojstva funkciju @ proSirimo po periodi¢nosti s periodom
Y. Dobivamo funkciju

®: R — (0,1]. (3.6)
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Pretpostavljamo da je poroznost konstantna na frakturnom djelu Y, dok je na matricnom
djelu Y,, funkcija prostornog poloZaja

w3, 120
Time dobivamo da je poroznost unutar matrice €2, definirana na sljedec¢i nacin
¢ Q5 (0,1]
(0 = 4C). (3.8)

dok je poroznost ®* : Qj. — (0, 1] na podrucju fraktura Qj. konstantna. Sada moZemo
definirati poroznost ®° : Q — (0, 1] na ¢itavoj domeni Q sa

®* erj,

(Ds(x) = { ¢8(x) ye an (39)

Na jednak nacin najprije definiramo propusnost K : ¥ — (0, +c0) unutar jedinicne Celije
Y, te je prosirimo po periodi¢nosti na ¢itav R

K :R® = (0, +c0). (3.10)

Pretpostavimo da je funkcija K konstantna na frakturnom djelu Y, a funkcija prostornog
poloZaja na matricnom djelu odnosno

_l K yeYy
K(y) = { k() vev,. (3.11)

Propusnost unutar matrice ¢, je dana s
k®: Qp — (0, +00)
K (x) = k(2). (3.12)
g

Propusnost unutar fraktura Q? je konstantna, stoga definiramo propusnost K® : Q —
(0, +00) unutar Q na sljedeci nain

K xEQ‘Ji

2kf(x)  xe ¥, 3-13)

Kf(x) = {
Podrucje fraktura se odlikuje vrlo visokom propusnosti K*, te poroznosti ®* ~ 1, dok
je na podruc¢ju matrice suprotna situacija. Kako bi modelirali ¢injenicu da je propusnost
matrice neusporedivo manja od propusnosti fraktura, odnosno kako bi se o¢uvao protok
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fluida izmedu matri¢nih blokova i fraktura od degeneracije pri prijelazu s mikroskopskog
modela na makroskopski potrebno je skalirati propusnost faktorom &, za neki p > 0. Izbor

. O . . X
eksponenta p = 2 moZemo opravdati na sljedeci nain. Uzmimo da je pf,(x) = pn(-),
Pm Y — (0,+00) funkcija proSirena po periodi¢nosti. Promatramo koli¢inu fluida koja
iz matrice ulazi u frakture.

e _ KX)o _ k?(x)
I = ?prm(x) vdS, = Z f

0%, feye Je@Yu+) HC

V.08 (x) - vdS 4, (3.14)

1
gdje je v jedini¢na vanjska normala na 0€2%,. Zamjenom varijabli y = —(x — £¢) imamo da
&

jeV,=1V,idS, = £dS,, te moZemo ralunati
Pl
I=> f 8—()))8_1Vypm(y)-vs2d5y
feyt Yy, luc

k() _
= Z f —m(y £2Vpu(y) - vdS Y|
667&‘ a m

’k(y)
= ——=¢& Vp,(y) - vdS, leY]
Lym ue ’ Z

gey*
&’ k(y)
= f =290, - vds, Q.
ay, € HC
Za izbor p = 2 ukupan protok kroz 0Q,, I:, ostaje konaCan kad € teZi u nulu. Za p <
2 |I,| » +ookade — 0,dokzap>2 |[,] > 0kad e — O.
Pretpostavimo da na podruc¢ju matri¢nih fraktura takoder vrijedi Darcyjev zakon, te
neka je zadana gustoca u trenutku 7 = 0

. P xe s
P =0 ! (3.15)
P (x) x € Qf.
Tada je tok fluida u frakturnoj domeni dan s
" (K
O*9,0% — div (—Vp?) =f uQix(,7T) (3.16)
uc
* ks
Vo5 -v=6—Vp,-v nal*x(0,7) (3.17)
e uc

o5 = it na Q° x {0}. (3.18)
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Funkcija f(x,t) predstavlja vanjske izvore 1 ponore, a v(x) je vanjska jedinicna normala
na I'?. Jednadzba (3.17) slijedi iz oCuvanja protoka izmedu dva podrucja. Tok fluida u
matri¢noj domeni dan je s

ks
¢°0,0°, — & div (—fon) =f uQ x(0,7) (3.19)
MC
ph = p; nal®x(0,7) (3.20)
pt = piit na Q° x {0} (3.21)

U ovom slucaju druga jednadzba se dobije iz zahtjeva na neprekidnost gustoée na granici
izmedu blokova i fraktura. JednadZzbe (3.16)-(3.21]) predstavljaju mikroskopski model jed-
nofaznog toka kroz frakturiranu poroznu sredinu. JednadZzbama dodajemo i sljedece rubne
uvjete

P = Pha nal'p x(0,T)

*

ij- -vg=h nalyx(0,7), (3.22)
uc

gdje su pp, 1 h zadane funkcije. Mikroskopski model moZemo u terminima funkcija p®, K?,
te @ napisati na sljedeci nacin

0 K®
O —p® — div (—Vpg) =f uQx(0,7)
ot uc
p];gz Pbd nal'p X (0’ T) (323)
—Vp®vag=h nal'y x(0,7)
pe
p° = pmt na Q x {0}.

Budu¢i da rjesenje zadace trazimo u prostoru L? (0, T;H 1(Q)) NncC ([0, T];LZ(Q)) rubni
uvjeti i (3.20)postoje u smislu tragova.

Pretpostavimo da se rjeSenja mikroskopskog modela ponasaju u prostoru kao da su funkcije
makroskopske varijable x € Q, i u svakom takvom x, funkcije mikroskopske varijable
y € Y,y ili Yy. Vezaizmedu xiy je danas y = 2. Uvodenjem nove varijable y operatori V i
div postaju

1
V=V,+-V, (3.24)
e

1
div = div, +; div, . (3.25)
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Pretpostavimo 1 da se rjeSenja mikroskopskog modela p? (x, 1) 1 po(x, ) mogu zapisati u
obliku asimptotskog reda potencija po malom parametru &

[

X
paen =Y dplnyn, y== (3.26)
k=0 €
- X
Pt =) efhtayn, y== (3.27)
k=0

gdje su o i p’} periodicke funkcije s periodom Y u varijabli y za svaki k € Ny. S ovim
pretpostavkama raCunamo

[ee)

8,p§(x, ) = Z 8k8,p§(x, v, 1)
k=0
= 1

Vp;:‘(xa t) = Z 6k (V)Cp;(-x’ ya t) + EV)’pl}(x’ y5 t))
k=0

[ee)

K* K*
div( Vo, z)) = ) & div (—Vp’}(x, i t))
pe " & pe

- K* 1 K*
= Z P [divx ( Vpl}(x, v, t)) + —div, (—Vp?(x, v, t))]
uc & uc

o K* 1
=) sk[ div, (pr’;(x, 1)+ =V, y, r))
Huc £

*

. 1
— div, (vxp§<x,y, 0+ =V, r)) ]

+ j—
g
Uz ove pretpostavke jednadzbe koje opisuju tok u frakturama mozZemo zapisati na sljedeci

nacin

*

. . LK.
soqyatp(}(x, v, 1) + ) (9,pjlc(x, O+ =f(x,)+e¢ 2/,[C div, (Vypg(x, y, t)) +
K* K* *
-1 . 0 . 0
£ [lex (,uc Vypf(x, v, t)) + 'L; div, (prf(x, v, t)) +

div, (Vyp}(x, y, t)) +

uc

K K
0 . 2 1 . 1 0
€ [_yc div, (Vypf(X, Yo 1) + Vapr(x,y, t)) + _,uc div, (Vypf(x, ¥ 1)+ Vipr(x, y, t)) +oee,

(x,y,) € QXY x(0,T). (3.28)
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Na granici matrice 1 frakture dobivamo iz (3.17)

K| _
_[8 lvyp?‘(-xa ya t) “V+ 80 (prg(x’ ya t) + Vyp]l"(x, y’ t)) VvVt

uc
k(y)

S(pr]l‘(xayat) + Vyp;(x,y,t)) V= 8ﬁvypg1()@y,t) Ve,

(x,y,1) € Ax9Y,, x(0,T). (3.29)
Iz pocetnog uvjeta (3.18)) slijedi

p(x,3,0) = pf"(x), (x.y) € QX Yy, (3.30)
Pi(x,y,0) =0, (x,y) € QX Yp,i >0, (3.31)

Asimptotski razvoj jednadZbe u matri¢noj domeni daje

k
P00 (x, Y, 1) + £d(Ip,, (X, 3, 1) + -+ = flx,1) + & div, (;—?Vyp,?xx, »0)+ -

(x,y,0)€QxY,x(0,T). (3.32)

Rubni uvjet (3.20) daje o (x,y,7) = p’}(x, v, 1) za (x,y,t) € Q x dY,, X (0,T) 1 za svaki
k € Ny. Iz poCetnog uvjeta (3.21) dobivamo
P(x,,0) = pir(x), (x,y) € QX Y,, (3.33)
P (x,y,0) =0, (x,y) € QxY,,i>0. (3.34)

U dobivenim izrazima (3.28),(3.29) i (3.32)) izjednacavamo ¢lanove uz iste potencije od .
Izjednacavanjem izraza uz &2 u jednadzbi(3.28)) dobivamo

*

ﬂCAyp;)v(x,y, t) = Oa y € Yf

Iz jednadzbe (3.29) izjednacavanjem ¢lanova uz £~ dobivamo
K*
—Vyp(;(x, v,0)-v=0, yeaY,.
e
Dakle p? zadovoljava Neumannovu rubnu zadacu
Ayp(}(x, v, 1) =0 yEYs
Vypg(x, v,t)-v=0 yeaY, (3.35)

P, 3,0) = po(x)  y €Yy,
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odnosno funkcija p?,(x, y, t) ne ovisi o mikroskopskoj varijabli y, tj. pfc(x, y,1) = p?f(x, 1.
Uz faktor &' u jednadzbi (3.28)) imamo

*

K" . 0 K" . 0 K" . |
e div, (V),pf(x, v, t)) + E div, (prf(x, v, t)) + E div, (Vypf(x, v, t)) =0, yeYy.

Bududi da pgl ne ovisi 0 y prva dva ¢lana u gornjoj jednakosti propadaju pa nam ostaje

Ayp}(x, »)=0, yeYy
Uz &° u (3.29) imamo
(Vahx ) + Vopp(x,y,0) - v =0, y €Y.

Stoga je p}c je rjeSenje rubne zadace

Api(x,y,1) =0 yEYs
V,0p(x,y,0) v = =V 085, 1) - v y €Y, (3.36)
py(x,y,0)=0 y €Yy

Definiramo pomo¢nu funkciju w; = w;(y), j = 1,2, 3 kao Y—periodi¢no rjeSenje problema
odredeno do na aditivnu konstantu
{ Aya)j =0 u Yf

Viwj-v=—e;-v nadY,. (3.37)

Varijacijska formulacija, te detalji o egzistenciji i jedinstvenosti rjeSenja zadaca (3.36)) i
(3.37) mogu se pronaci u Dodatku.

KoriStenjem funkcije w = (w1, Wz, w3) 1 Cinjenice da p‘} ne ovisi 0 y rjeSenje zadace
lb p}(x, y,t) moZemo zapisati u obliku

3
pjl‘(x’ Y, t) = w()’) : pr?(-x, l) + l//(-x, l) = Z CU](}’)a]p?f(xa t) + w(xa t)a (338)
=1
gdje je ¥ neka funkcija koja ne ovisi o y.
IzjednaCavanjem izraza uz &° u (3.28) dobivamo jednakost
o B,p?f(x, 1) = f(x,t)+ E div, (Vypj%(x, v, 1)+ pr]lc(x, v, t))

*

K" .
e divs (Vyo(x 3.0 + Viphx.0) Ly € ¥y (3.39)

+
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Dobivenu jednakost integriramo po Y.

*

. K
YD 8,05(x, 1) = |Y I f(x, 1) + ”

f diVy (Vypi"(xa Yy, t) + prjl"(-x’ Y, t)) dy
Y

*

K
+divx(— f (Vo). y.0) + V,p(x. 1) dy) (3.40)
He Jyy

1z jednadzbe (3.29) izjednacCavanjem izraza uz ¢ slijedi

K* k(y)
e (Vi) + Vpjnyn) v = ﬂ%%p&(x, Y1)V .y €Y. (3.41)

Primjenom teorema o divergenciji u prvom integralu u (3.40), te jednakosti (3.41) dobi-
vamo

*

. k(y)
" f div, (Vyp;(x, .0 + Vopu(x,y, t))dy: %Vyp;(x, y, 1) -vdS,.  (3.42)
Yy aYm

Buduéi da znamo kako p}(x, v, t) izgleda moZemo izraCunati

V05 3.0 = (V) Viplx, 0.

Odavde slijedi da drugi integral u (3.40) moZemo zapisati u obliku

K* K* T
div, [ — f V,ol(x, v, 1) + V,00x, 1) dy) = divx(— f V,w()) +1I)dyV, 0% x, z)).
(/JC Yf( wf ! ) uc Yf(( y ) ) f
(3.43)
Sada jednakost (3.40) moZemo zapisati u obliku

k
v apen = Wi+ [ S0 000 vas,

0y, m

+divx(5—c* fY ) ((vyw(y))’+]1)dyvxp§(x, t)). (3.44)

Sada prelazimo na analizu jednadzbi u matrici. Ponovno izjedna¢avanjem faktora uz £° u

(3-32)) dobivamo
di k(Y) 0 _ 0
ivy, FVypm(x, V.| = oo, (x,y,1) — f(x,1), y E Yy (3.45)
Na integral (3.42)) primijenimo teorem o divergenciji i jednakost (3.45)
k k
@Vypg(x, v, 0)-vdS, =~ f div, (vap&(x,y, t)) dy
ay,, M€ Yo He

== f (6)Dpn(x.y.0) = f(x.1)) dy. (3.46)

Yin
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Predznak minus slijedi iz ¢injenice da smo v odabrali kao vanjsku normalu na dY, stoga
kad prelazimo na integral po Y,, za vanjsku normalu moramo uzeti —v.
Sada izraz (3.44) moZemo napisati u obliku

YD 3,05(x, 1) = Y71 f(x,1) —f PN (x, y, Dy + |V, f(x, 1)
Yo

*

+divx(fc fY ((Vya)(y))T+I[)dnyp?C(x, t)). (3.47)

Prijelaz na makroskopsku skalu se ostvaruje usrednjavanjem mikroskopskih svojstava po
reprezentativnom volumenu, stoga definiramo makroskopsku poroznost sustava fraktura

Y
W,

o =
Yy

(3.48)

te makroskopsku propusnost sustava fraktura
1

K=K — V,0()) +1)dy. (3.49)
Yl Jys (( ) ) )
Lema 3.1.1. K je simetrican, pozitivno definitan tenzor:

Dokaz. Uvedimo najprije sljedecu oznaku

wwn:fuwmwy

Yy

Komponenta na mjestu (i, j) u tenzoru K je dana s

1
K = K (170, + (30,.1), ). (3.50)

KoriStenjem Cinjenice da je wj, za j = 1,2, 3 rjeSenje (3.37)) moZemo racunati

(Vywj +ej, Vya),-)yf = f (Vywj + ej) - Vywidy

Y

:‘L‘Y.(Vya)j+ej)-vwidsy—f div, (Vyw, + ¢;) widy = 0.

Y .
Odavde vidimo da vrijedi

(0j(1),‘, 1))//r = - (Vya)j, Vy(,z)l') s

Yy
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te zakljuCujemo da je K¥ simetriCan tenzor. Sada komponentu Kf/.l moZemo napisati na
sljedeéi nacin '
s\—1 prH _
YK K = 1Y 716 + (0wy. 1),
= (V,y. Vyy,-)Yf + (0w, 1)Yf + (9w, 1)Yf — (9w, 1)Yf
= (Vyyj’ Vyyi)Yf + (Vywj’ Vyyi)Yf + (Vywi, Vyyj)Yf + (Vywj, Vya)l-)yf

_ (Vy (v + ;). Vy(y,- + w"))

Yy

Uzmimo sada ¢ = (¢;) € R*. Tada imamo

3 3
KHé": €= Z K{J{f,fj = K*|_;| (Vy (yj + a)j) R Vy(yi + a),‘))yf é:ifj
i,j=1 i,j=1 ’
3 3
= K*% ijvy (yj +(L)j),ZfiVy(yi +Cc)i) > 0,
=1 i=1 v,

odnosno K” je pozitivno semidefinitan. Definitnost slijedi iz povezanosti od Y, i peri-
odi¢nosti od w. Neka je ponovno £ = (¢;) € R? i pretpostavimo da vrijedi

3 3

0= Z (Vy (yj + a)j) ,Vy(yi + wi))Yf ik = Z (6,» [f‘ (y + ‘”)] »0i [f' (y + w)] )yf'

ij=1 i=1

Y, je povezan, pa vrijedi da je w(y) - € = @ —y - &, za neku konstantu «. Buduci da je w
periodi¢na u y, nuzno mora biti £ = 0, jer inaCe funkcija na desnoj strani nije periodi¢na.
ZakljuCujemo da je K simetri¢an, pozitivno definitan tenzor.

O
Gustoca frakturnog sustava p(} je neovisna o y i zadovoljava slijedece jednadzbe
ny o o (K7o o 1 0
O 0,pp —div|—Vp|=f - | ¢O0p,dy uvQx(0,T) (3.51)
ue 1Yl Jy,
P} = Prd nalpx (0,T) (3.52)
K7 _
—Vp;-va=h nal'y x(0,7) (3.53)

uc

Py =p}" na Q x {0}, (3.54)



POGLAVLIJE 3. MODEL DVOSTRUKE POROZNOSTI 33

gdje je v, jedini¢na vanjska normala na dQ. Prva jednadZba dobivena je iz (3.47) dijelje-
njem s |Y|, a druga slijedi iz (3.30). Na Y, vrijede sljedece jednadZbe za p?, :

d)FP%(x, y, 1) — div, (%Vypg(x, ¥, t)) = f(x,t) uQxY,x(0,7T) (3.55)
Py, 1) = p(x, 1) na Q x dY,, x (0, T) (3.56)
o2 (x,y, 0) p’"”(x) naQxyY, (3.57)

Jednadzbe (3.51)-(3.57) predstavljaju makroskopski model dvostruke poroznosti. Poka-
zuje se da rjeéenje mikroskopskog modela (5, p;) konvergira prema rjeSenju makroskop-
skog modela (0%, o) kad & — 0 u smislu slabe L*-konvergencije. Dokaz se moZe vidjeti u

[3].

JednadZba (3.51) predstavlja zakon saCuvanja mase kompresibilnog fluida u kojem su
originalna poroznost i propusnost zamijenjene efektivnim vrijednostima ® i K* koje uzi-
maju u obzir prisutnost blokova i fraktura. Pored toga jednadzba ima dodatni ¢lan na desnoj
strani

A,0°d
|Y| ¢(y) lpm y»

koji predstavlja brzinu kojom fluid iz blokova ulazi u frakture. Da bismo izracunali taj
¢lan u toCki x € Q potrebno je rijesiti zadacu (3.55)-(3.57) na Y,, x (0,7). Jednadzbe
(3.51)-(3.54) opisuju makroskopsko ponasanje frakturirane porozne sredine. U tom mo-
delu dominiraju frakture, a blokovi su prisutni kroz izvorni ¢lan.

Zadace (3.51)-(3.54) 1 (3.55)-(3.57) su vezane kroz rubni uvjet (3.56)), te zbog ovisnosti

p?(x, t) o vremenu nije moguce izvrSiti potpuno razdvajanje jednadzbi. Kada funkcija p?c

ne bi ovisila o ¢, odnosno kad bi vrijedilo pg. = p?(x), separaciju bismo mogli provesti na
sljedeci nacin. Neka je dana funkcija /_)21 kao rjeSenje zadace

¢@mﬁﬂwﬁ—dw(;)mﬂxxﬂ FuD QX Ynx (0,7

po(x,y,0) =0 na Q x Y, x (0,T) (3.58)
/321(x, v,0)=0 naQxY,,
te funkcija p0 (y, 7) kao rjeSenje zadace
%Mm@ﬂdmcyy%mﬂ 0 u¥,x(.7)
Aoy.n=1 na dY,, x (0,7T) (3.59)

>,0 =1 naY,,.
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Sada za rjeSenje (3.55)-(3.57) vrijedi o (x,y, 1) = B2, t)p?c(x) +po(x, v, 1), uz pretpostavku
kompatibilnosti rubnog i pocetnog uvjeta, p(x) = p}"(x). Separacija zadaca na Y, i na
Q je potpuna ukoliko je f = 0 jer tada zadace i ne ovise o varijabli x. Ako
je f # 0 ta ovisnost ostaje u (3.58)), ali ne kroz rjesenje makroskopske jednadzbe (3.51)-
ve¢ samo kroz zadanu funkciju f(x, ).

Ova ideja separacije nije provediva u realnom slucaju kada p?c ovisi o vremenu, ali se ipak
moze iskoristit u numeric¢koj aproksimaciji ako je rubni uvjet u (3.56) zamijenjen s po
dijelovima konstantnom funkcijom u vremenu, kao $to ¢emo vidjeti u Poglavlju 4.




Poglavlje 4

Diskretizacija modela dvostruke
poroznosti

U Poglavlju 3 smo iz modela na mikroskopskoj skali postupkom homogenizacije izveli
model dvostruke poroznosti, te dosli do sljede¢ih zadaca koje opisuju tok u frakturama

KH
9,05 — div (—fo) f- T f ¢(0ipmdy  u Q% (0,T)
uc
- nal'p x(0,7T)
/ZHPbd D @.1)
—Vps-vg=nh nal'y x(0,7)
uc
pr=pe" na Q x {0},
odnosno u matri¢noj domeni
k) g
&()0,pm(x,y, 1) — div, i Vipu(xX,y, )| = f(x,1) uQxY,x(0,7T)
Pl 3,1) = py(x 1) naQxaY,x 0,1 &
on(x,y,0) = p™(x) naQxYy,.

Iako smo na prvi pogled dobili sloZeniji sustav parcijalnih diferencijalnih jednadzbi,
glavna prednost modela dvostruke poroznosti je ta da ga je mnogo lakSe numericki aprok-
simirati od sustava na mikroskopskoj skali. Naime, buduci da je Sirina fraktura mnogo
manja od Sirine matri¢nih blokova, da bismo numericki rijesili sustav na mikroskopskoj
skali potrebna nam je mreZa s velikim brojem elemenata kako bismo dobili dovoljno do-
bru aproksimaciju toka u frakturama, odnosno matrici. Na primjer, ako bi imali domenu u
kojoj je Sirina frakutra reda 10~*m, a §irina matri¢nih blokova reda 1m triangulacija bi se
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trebala sastojati od nekoliko milijardi elemenata kako bi dobili dovoljno dobra rjesenja.

Da bismo dobili numeri¢ka rjeSenja zadaca i potrebno je provesti prostornu
i vremensku diskretizaciju. Diskretizaciju modela provodimo prema [14]. Vremensku
diskretizaciju provodimo primjenom implicitne Eulerove metode, a diskretizaciju po pros-
tornim varijablama primjenom metode kona¢nih elemenata.

Odaberimo ¢, ..., ty takve da vrijedi 0 = 7y < t; < ... <ty = T, te ozna¢imo
At,=t,—t,-1, n=1,..,N,
(X, Y) = (X, y, 1), p(x) = pp(x,1,),  n=0,..,N.

Ideja separacije jednadzbi u Q xY,, od onih u Y,, predstavljena je na kraju Poglavlja 3. Naj-
prije funkciju ps(x,t) aproksimiramo s po dijelovima konstantnom funkcijom u vremenu,
odnosno

N
YE DR HES) PRI}
n=1

Aproksimacijom parcijalne derivacije po vremenu implicitnom Eulerovom metodom u
zadaci (4.2)) zan = 1, ..., N dobivamo sljedece jednadzbe u Q X Y,,

_ -1
)PP iy ( Oy :1) = f(x 1) UQXY, 4.3)
At, uc
PL(x.Y) = Ph) na Q x Y, (44)
Y = p™it uQXxY,. (4.5)

Za fiksiran x jednadzba (4.3) je linearna parcijalna diferencijalna jednadzba u varijabli y.
U jednadZzbi se pojavljuje P (x) kojeg bi trebali dobiti iz jednadzbi u domeni Q. Da
bismo jednadzbe u QxY,, odvojili od jednadzbi u Q, za fiksirani x € Q definiramo funkciju
0,,(x,y) kao rjeSenje zadace

- pm . (Y) )
—div V,p xX,t,) uQxY,
(]5()7) n y(/JC y m f( ) (46)
o0, =0 na Q x dY,,,
te funkciju Py, (v) kao rjeSenje zadace
(QV ,5”) 0 uY,
He 4.7)

or =1 na dY,,,
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zan = 1,..., N. RjeSenje zadace (4.3)-(4.4) sada je dano s

P, ¥) = P05, + 0, (x,¥), n=1,..,N. (4.8)

Jednadzbu (@.1) aproksimiramo sljedec¢im izrazom

n

n—1
o=l K —
CDHfT—le(—fo) fx,t,) — |Y|f ¢() p dy, x€ Q. (4.9)

l’l
Oznacimo

F'() = fx 1) qu“¢@> _pmcw,n—l .N.

n

UvrStavanjem g7, i py, u (4.9) dobivamo

P =P f . (K"
o ———— P = div|—Vp’t| = F'(x), x€Q. 4.10
Ovoj jednadzbi dodajemo rubne uvjete
P} = Pua naT'p (4.11)
KH
—Vp-vq = h naly, (4.12)
uc
te inicijalni uvjet
pf = pzi”t na Q. (4.13)

Prostornu diskretizaciju jednadzbi pocetnih zadaci provodimo primjenom metode konacnih
elemenata. Za diskretizaciju zadace (4.7) definiramo

V(Ym) = {90 € Hl(Ym) : Q0|3Ym = 1}
Varijacijska formulacija zadace sada glasi

nadi ,5;; € V(Ym)
(4.14)

f Mg 51 T wdy = 0, v e H(Y,).
v, HC

771

Neka je V,,(Y,,) € V(Y,,) prostor konacnih elemenata, te V,?(Ym) = {v € Vi(Yn) : Vlgy, =0}
Aproksimacijska zadaca je oblika

naci /5:;,}, e V(Y
4.15)

P k) o .
fy P(y A YOy me FVypm,h -V)dy =0, Vv e V(Y.
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Ukoliko je vremenski korak konstantan zadacu (4.15) moramo rijeSiti samo jedanput.

U zadaéi imamo homogeni rubni uvijet, stoga je varijacijska zadaca oblika

naci g, € H\(Y,)

—=n n—1
P~ Pm )
f ¢, v(y)dy + —f V0, - Vyv(dy = f fx, o)y, Yv € Hy(Y,p),
m n Ym Ym
(4.16)
odnosno aproksimacijska zadaca ima oblik:

nacipy, , € V)(Y,,)

th Zw: (Y) 0
f o)y f V.7 VO)dy = f FOu )Yy € V(Y.
4.17)

Zaizvod varijacijske formulacije zadace (4.10)), za prostor test funkcija uzimamo V(Q2) =
lpe H(Q) : ¢lr, = 0}, te neka je V(Q) = {9 € H(Q) : ¢lr, = ppa}. Varijacijska formula-
cija zadace glasi

naci p} e V(Q)

L5

f [F "(x) + O f ]v(x)dx + f h(x)v(x)dx,¥Yv € Vy(2)
Q At 'y

n

KH
Pin dy) prv(x)dx + f —Vp'; - Vu(x)dx
o He (4.18)

init

o5 = pit.

Neka je V() c V(Q) prostor konacnih elemenata, te neka je V}?(Q) ={veVyQ) v, =
0}. Aproksimacijska zadaca zadace (4.10) je

nadi p; » € Vi(Q)

5

f (F "(x) + O L= f ]v(x)dx + f h(x)v(x)dx,Yv € V;?(Q)
Q At, Ty

init

05, =P

H

P K
o —Vo, -V
lYl f ¢(y) dy) f7hv(x)dx+v£ " Otn v(x)dx

(4.19)

init

init ¢V, aproksimacija funkcije P

gdje je P

Sada moZemo navesti algoritam za pronalazak numeri¢kog rjeSenja modela dvostruke
poroznosti:
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1. Izracunati K7 i ©”.
2. Pronaci p} i p}, iz inicijalnih uvjeta.
3. Zasvakin=1,...,N :

a) Pronadi rjeSenja p" i p), od (4.6) i (4.7) pomoéu p™! samo u onim tockama
x € Q u kojima diskretna shema zahtjeva vrijednost.

b) Pronaéi rjesenje o'} zadace (4.10) pomocu g}, pj,., o, -
c) Izratunati p, iz pf, on o 1 lb

Na pocetku poglavlja smo spomenuli da je glavni nedostatak modela na mikroskopskoj
skali potreba za velikim brojem elemenata u triangulaciji domene prilikom numeri¢kog
trazenja rjeSenja koje opisuje tok fluida u frakturama, odnosno matrici. Kod modela dvos-
truke poroznosti trazimo rjeSenje frakturnog sustava na domeni €, te rjeSenja mnogo ma-
tricnih problema na domeni Y,,. Pri tome dijametar elemenata u triangulaciji domene
moZe biti mnogo veéi od Sirine fraktura. Kao Sto je ve¢ spomenuto matri¢ni problemi
rjeSavaju se samo u tockama mreze u Q. U svakoj to¢ki mreZe se rjeSavaju dva matricna
problema, no njih je numericki relativno lagano za rijesiti stoga nema potrebe za veli-
kim brojem elemenata u triangulaciji domene Y,,. Ukupan broj tocaka koji sudjeluju u
rjeSavanju sustava kod modela dvostruke poroznosti znatno je manji nego kod modela na
mikroskopskoj skali.



Poglavlje 5

Numericka usporedba modela

Kod direktne numericke verifikacije modela dvostruke poroznosti zna¢ajno smo limitirani
pri raCunanju heterogenog rjesenja, tj. rjeSenja mikroskopskog modela. Naime, kako sma-
njujemo & smanjuje se karakteristina duljina heterogenosti i povecavaju se diskontinuiteti
sredine. Time heterogena zadaca postaje sve teze rjeSiva opom numerickom metodom
kao Sto je metoda konac¢nih elemenata. Stoga sa smanjenjem paramtera € u heterogeonoj
simulaciji ne moZemo i¢i suviSe daleko.

Za testiranja je koriStena C++ biblioteka DUNE (Distributed and Unified Numerics
Environment) za rjeSavanje parcijalnih diferencijalnih jednadZbi numerickim metodama
koje se temelje na prostorno-vremenskim mrezama. DUNE omogucuje jednostavnu im-
plementaciju metode konacnih elemenata, kona¢nih volumena, te konacnih diferencija.
Biblioteka DUNE je podijeljena u sljede¢e module:

dune-common sadrzi osnovne klase koje koriste svi ostali moduli.

dune-geometry se sastoji od klasa za referentni element, integracijske formule na
referentnom elementu, te preslikavanja referentnog elementa.

dune-grid omogucuje konstrukciju i rad s razli¢itim vrstama mreza.

dune-istl se sastoji od klasa koje modeliraju matrice, vektore, iterativne rjeSavace i
prekondicionere.

dune-localfunctions pruza klase za bazne funkcije na referentnom elementu.

dune-pdelab pruza diskretizacijske metode za pd;.

Vise detalja o biblioteci DUNE moze se pronadi u [1]]. U ovom poglavlju biblioteka DUNE
je koriStena za rjeSavanje parabolickih diferencijalnih jednadzbi metodom konacnih eleme-
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nata. Koristili smo modul dune-pdelab. Pri radu s ovim modulom potrebno je programirati
asembliranje diskretnog sustava samo na referentnom elementu.

5.1 Numericki primjer

Zadace i @.1)-(@.2) rjesavamo na domeni Q = (0, 10) x (0,2), koja predstavlja
frakturiranu poroznu sredinu. Na djelu granice I'p, = {0} x [0,2] U {1} X [0, 2] zadajemo
Dirichletov rubni uvjet, dok na ostatku granice I'y = dQ \ I'p zadajemo Neumannov rubni
uvjet. I'y dijelimo na dva dijela I'y, i I'y,. Pretpostavljamo da na I'y, fluid ulazi u Q, dok je
I'y, nepropusni dio granice. Neka je I'y, = [3,7] X {2}, al'y, = [0, 10] x {0} U [0, 3) x {2} U
(7,10] x {2}. Uzimamo da su funkcije f, ppq, o™ 1 h sljedeceg oblika

f=0 naQx(0,7T)
pM =10 na Q x {0}
ppa = 10° naT'p x (0,T)

86400

1
. { 00 ary x©.7)
0 nal'y, x(0,7).

Matri¢ni blokovi imaju konstantnu poroznost ¢ = 0.1, te propusnost k = 107", dok je
poroznost unutar fraktura ®* = 0.5, a propusnost K* = 107'2, Rjesenje zadaca traZimo na
vremenskom intervalu (0, 864000) s parametrima u = 0.021ic¢ = 107",

Mikroskopski model za € = 1

Zadacu najprije rjeSavamo na mikroskopskoj skali uz & = 1, dakle rjeSavamo zadacu

0 K®
O —p® — div (—Vp’s) =f uQx(0,7)
ot uc
P° = Pra nal'p x (0,T)
K&‘
—Vpf-vag=h nal'y x(0,7)
He
p° = p"t na Q x {0}.

Nekaje Y = (0,1)x (0, 1). Uzmimo da je Y,, = [0.2,0.8] x[0.2,0.8], te nekaje Y; = Y\ ¥,,.
Nasa domena € je €Y — periodicka, odnosno moze se zapisati u sljedeem obliku

a=|Jer+o,

sey?
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gdje je v* ¢ Z2. Uzmimo da se unutar domene Q nalazi 20 matri¢nih blokova. Neka je
broj blokova u smjeru osi x, u oznaci N, jednak 10, a broj blokova u smjeru osi y, u oznaci
N,, jednak 2. Funkcije ®* i K® su za &€ = 1 sljedeceg oblika

0.5 x € Qe
& — f
) { 0.1 xeQr, SRV
1072 xeQr
Kx) = { 105 xeor. (5-2)

Poroznost i propusnost su prikazane na slikama[5.1]i[5.2]

Slika 5.2: Propusnost. Slucaj & = 1.

Postupak koji smo primijenili za pronalazak rjeSenja je sljedeci

e Konstrukciju 1 triangulaciju domene €2 smo napravili pomocu klase Dune:: YaspGrid.
Triangulacija domene se sastoji od 2000 pravokutnih elemenata i prikazana je na slici
5.3
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Slika 5.3: Triangulacija domene Q. Slucaj € = 1.

e Zatim smo konstruirali prostor kona¢nih elemenata. Koristili smo Q; elemente na
pravokutnicima.

e U vremenskoj diskretizaciji smo uzeli konstantan vremenski korak. U svakom vre-
menskom koraku rjeSavamo linearni sustav koji dobijemo nakon diskretizacije po-
lazne zada¢e metodom konac¢nih elemenata i implicitnom Eulerovom metodom.

RjeSenja mikroskopskog modela koja dobivamo nakon prvog dana, te nakon desetog dana
s korakom dr = 3600s su prikazana na slikama[5.4]i[5.5]

Slika 5.4: Gustoca fluida nakon prvog dana. Slucaj € = 1.
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Slika 5.5: Gustoca fluida nakon desetog dana. Slucaj € = 1.

e [z gustoce raCunamo brzinu fluida u tlu pomocu sljedece formule

_ K 1 .
v(x) = e 0P Vef(x), xeQ,

te dobivamo rjeSenja prikazana na slikama[5.6)i[5.7]

brzina
3%e-0 -

Slika 5.6: Brzina fluida nakon prvog dana. Slucaj ¢ = 1.
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brzina
1.3%e-0! -

Slika 5.7: Brzina fluida nakon desetog dana. Slucaj € = 1.

Na slikama([5.8]i[5.9]su prikazane strujnice brzine iz kojih se najbolje vidi da se najveci dio
transporta fluida u frakturiranoj poroznoj sredini odvija kroz frakture.

Slika 5.8: Strujnice nakon prvog dana. Slucaj e = 1.
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Slika 5.9: Strujnice nakon desetog dana. Slucaj & = 1.

Mikroskopski model za € = 0.5

Ako u mikroskopskom modelu uzmemo & = 0.5, broj blokova u smjeru osi x N, iznosi 20,
a broj blokova u smjeru osi y N, iznosi 4. Tada je funkcija propusnosti K® sljedeceg oblika

10712 X € Qf(

Kt = { 25-1076 xeQe,

Na slikama[5.10]i[5.11] su prikazane funkcije propusnosti i poroznosti za ovaj izbor &-a.

Slika 5.10: Propusnost. Slucaj € = 0.5.
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Slika 5.11: Poroznost. Slucaj € = 0.5.

Postupak trazenja rjeSenja je isti kao i za € = 1, s tim da se triangulacija domene sada
sastoji od 8000 pravokutnih elemenata, te je prikazana na slici[5.12] Gustoce fluida koje
dobijemo u slu¢aju & = 0.5 su prikazane na slikama [5.13]i[5.14] dok su brzine prikazane
na slikama i

Slika 5.12: Triangulacija domene Q. Slucaj & = 0.5.
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Slika 5.13: Gustoca fluida nakon prvog dana. Slucaj € = 0.5.

Slika 5.14: Gustoca fluida nakon desetog dana. Slucaj € = 0.5.

Slika 5.15: Brzina fluida nakon prvog dana. Slucaj € = 0.5.
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brzina
65e-0!

Slika 5.16: Brzina fluida nakon desetog dana. Slucaj € = 0.5.

Strujnice koje dobivamo u slu€aju & = 0.5 su prikazane na slikama[5.17]i[5.18]

Slika 5.18: Strujnice nakon desetog dana. Slucaj € = 0.5.
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Mikroskopski model € = 0.25

Za slucaj € = 0.25 uzimamo da je N, = 40, a N, = 8, odnosno imamo ukupno 320 blokova
u Q. Propusnost za ovaj izbor &-a iznosi

10712 xeQ;

K@= { 625-1077  xe Q.

Na slikama[5.19)i[5.20] su prikazane propusnost i poroznost.

Slika 5.19: Propusnost. Slucaj € = 0.25.

Slika 5.20: Poroznost. Slucaj € = 0.25.

Triangulacija domene se sastoji od 32000 elemenata i prikazana je na slici[5.21]
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Slika 5.21: Triangulacija domene Q. Slucaj € = 0.25.

Gusotoée koje smo dobili nakon prvog dana, te nakon desetog dana prikazana su na

slikama[5.22]i[5.23] Brzine su prikazane na slikama[5.24]i[5.25]

Slika 5.22: Gustoca fluida nakon prvog dana. Slucaj € = 0.25.
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Slika 5.23: Gustoca fluida nakon desetog dana. Slucaj € = 0.25.

brzina

Slika 5.24: Brzina fluida nakon prvog dana. Sluc¢aj € = 0.25.

brzina
1.66e-0!

Slika 5.25: Brzina fluida nakon desetog dana. Slucaj € = 02.5.
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Strujnice koje dobivamo u slucaju & = 0.5 su prikazane na slikama[5.26]i[5.27]

Slika 5.27: Strujnice nakon desetog dana. Slucaj € = 0.25.

Makroskopski model

Sada prelazimo na model dvostruke poroznosti. Uz Y,, 1 Y, odabrane kao i u mikroskop-
skom modelu rjeSavamo zadaée (@.I) i (#.2) na nacin opisan u Poglavlju 4. Postupak

traZzenja rjeSenja makroskopskog modela je bitno sloZeniji nego kod mikroskopskog mo-
dela:

e Najprije smo pomocu paketa FreeFem++[2] pronasli Y— periodi¢no rjeSenje zadace

Aw;=0 uYy
Viwj-v=—e;-v nadY,.
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za j = 1,2. Dobivena rjeSenja su prikazana na slikama [5.28]1[5.29] U ovom ko-
raku smo koristili FreeFem++ umjesto DUNE biblioteke zbog lakSe implementacije
periodi¢kog rubnog uvjeta.

Slika 5.28: w;

Slika 5.29: w,

e Zatim smo izracunali tenzor propusnosti K pomoc¢u formule

1 T
K" = K*—f Vyw(y)) +1)dy,
1Y Jyy (( Y ) )
ponovno koriStenjem programa FreeFem++. Dobili smo sljede¢u matricu

0.450072  1.2575- 10—6]

H _ -12
k=10 [ 1257510 0450072

Buduéi da su vandijagonalni elementi reda 10~'%, daljnja racunanja provodimo sa
skalarnom matricom K = 0.45 - 10712,
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e U nastavku metodu implementiramo pomoc¢u biblioteke DUNE. 1z formule

Y

smo izra¢unali makroskopsku poroznost @7 i dobili vrijednost @ = 0.32.

e Slijedi konstrukcija domena Q i Y,,. Domenu Q smo ponovno konstruirali pomoc¢u
klase Dune::YaspGrid, dok smo domenu Y, konstruirali pomocu klase Dune::ALU-
CubeGrid. Triangulacija domene Q je napravljena s 320 elemenata, odnosno 369
toCaka u mrezi, a triangulacija domene Y,, se sastoji od 64 elementa, odnosno 81
to¢ke u mrezi. Triangulacije su prikazane na slikama[5.30]i[5.31]

Slika 5.30: Triangulacija domene €2

Slika 5.31: Triangulacija domene Y,

e U sljedeéem koraku smo konstruirali prostore konacnih elemenata na domenama.
Na obje domene koristili smo Q; elemente na pravokutnicima.
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e U nastavku rjeSavamo zadacu

—dV(MwV ) 0 uv,
uc
=1 na dY,,.

Buduci da smo u vremenskoj diskretizaciji odabrali konstantan vremenski korak dr =
3600s, zadadu ¢emo rijesiti samo jedanput. Nakon $to smo izracunali p,,, mozemo
izraCunati integral po Y, s lijeve strane jednakosti

( pmdy)pf d1v( fo) f¢(y) Py ———dy, (5.3)

koji ¢e nam poslije trebati za raunanje p, zan > 1. Oznacimo izraCunatu vrijednost
integrala s a,,

Pm

~dy. (5.4)

e Oznacimo skup svih vrhova x iz mreZe na Q sa 7, te skup svih vrhova iz mreZe na
Y, sa 7—'hY Funkciju pf}, za n > 0, raCunamo pomocu formule

P, Y) = pHOP, ) + 0,,(x, ¥), (5.5)

s tim da u pocetnom trenutku, odnosno za n = 0, uzimamo ﬁ?n(y) =1,te /_)21()6, y)=0
za svaki x € Q1 zasvakiy € Y,. Funkciju p” spremamo u vektor koji ima |77hQ|
elemenata. Elementi u ovom vektoru su ponovno vektori koji imaju Iﬂy'"l elemenata.
U ove vektore spremamo vrijednosti funkcije o (x,y) u svim tockama y € ﬂy”’ za
fiksiran x € . Za fiksiran x € ¥, vrijednosti spremamo u polaznom vektoru na
mjesto s indeksom koji odgovara globalnom indeksu tocke x u 7,

e U svakom vremenskom koraku najprije obilazimo sve vrhove x € ¥, te za svaki
X € 7“,{2 traZzimo rjeSenje p,, zadade

o2 =P p divy(k—(” ) Fonn) uv,
uc

I’l

on=0 na dY,,.

Vektor koeficijenata rjeSenja spremamo u novi vektor ponovno na mjesto s indeksom
koji odgovara indeksu vrha x.
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e Nakon §to smo izracunali p,, u vrhu x € #,2, napravimo diskretnu funkciju na mreZi
od odgovarajuéeg vektora koeficijenata u p"~!. Sada moZemo izracunati integral s
desne strane jednakosti (5.3) u vrhu x, te rjeSenje spremimo u vektor f ponovno na
mjesto s indeksom koji odgovara indeksu vrha x € ¥, odnosno

flindex(x)] = f o)L ’"_p m dy (5.6)

n

e Nakon obilaska svih vrhova mrezZe na €, od vektora f napravimo diskretnu funkciju
fine na mrezi Q, te pomocu ove funkcije i iz (5.4) izraCunate vrijednosti &, ratunamo
P odnosno za n > 1 rjeSavamo sljedecu zadadu

n n—1

pf _pf . KH

H = n _ 2 Uyl = F_ £

() Al + anp'y le(/JC fo) =f—fiu uQ

Py = Pra nal)p
H

—Vp; Vo =nh naly

uc

05 = pi" uQ.

e Pomocu izraCunatog P rac¢unamo vektor p za sljedeci korak pomocu formule (1;[)
na ve¢ opisani nacin. Brzinu v" u makroskopskom modelu ra¢unamo iz sljedece
formule

n KH 1 '
v'(x) = — o OF n( )fo(x), xeQ,n>0.
Na slikama [5.32] i [5.33] prikazane su funkcije gustoée nakon prvog i desetog dana koje
dobijemo rjeSavanjem makroskopskog sustava opisanim algoritmom.

Slika 5.32: Gustoca fluida nakon prvog dana
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Slika 5.33: Gustoca fluida nakon desetog dana

Relativna greSka izmedu heterogene i homogene simulacije je dana izrazom

o = £l
rel - 0
oIl

gdje homogenom simulacijom nazivamo simulaciju dobivenu pomoc¢u modela dvostruke
poroznosti. Dobivene vrijednosti dane su u tablici[5.1]

& 1. dan 10. dan

1 3.87-107* | 3.89 - 107*
0.5 [243-107%|245-10™*
025 [ 1.93-107% | 1.94-10~*

Tablica 5.1: E,;

Tablica [5.1] pokazuje numeri¢ku konvergenciju koja je nesto sporija od linearne. Pre-
ciznija provjera nije moguca zbog nemogucnosti rjeSavanja heterogene zadace. Naime,
sljedeci korak £ = 0.125 bi bio suviSe zahtjevan za numericko rjeSavanje.

Napomena 5.1.1. Numericka rjesenja mikroskopskog modela za € = 1, te makroskopskog
modela smo traZili i s viemenskim koracima dt = 1800s, 4h, 8h. Relativna greska koju smo
dobili s ovim vremenskim koracima je ponovno bila nakon prvog dana priblizno 3.87-1074,
a nakon desetog dana priblizno je iznosila 3.89 - 107,

Brzine koje dobijemo rjeSavanjem makroskopskih jednadzbi su prikazane na slikama

[5.34]i[5.33]
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brzina
6.3%- ice-c

Slika 5.34: Brzina fluida nakon prvog dana

Slika 5.35: Brzina fluida nakon desetog dana

Izgled strujnica prikazan je na slikama[5.36]i

Slika 5.36: Strujnice nakon prvog dana

59
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Slika 5.37: Strujnice nakon desetog dana

Zakljucak

Homogeno rjesenje ima istu strukturu kao 1 heterogeno bez oscilacija izmedu blokova. Dje-
lomi¢no provjerena numericka konvergencija potvrduje teorijske rezultate. Model dvos-
truke poroznosti se pokazao neusporedivo jednostavnijim za numericku simulaciju.



Poglavlje 6
Dodatak

U ovom poglavlju donosimo pregled oznaka i rezultata koje koristimo u radnji.

Definicija 6.0.2. Neka su u,v € L, (Q) i @ multiindeks. KaZemo da je v slaba derivacija
0“u od u ako vrijedi

f u(x)dp(x)dx = (=1)! f v(x)p(x)dx, Yo e C(Q).
Q Q
Slaba parcijalna derivacija 0”u funkcije u je jedinstveno odredena do na skup mjere
nula.
Definicija 6.0.3. Soboljev prostor W™(Q) je prostor
W™P(Q) = {u e LF(Q) : 0"u € LP(Q), Y|a| < m}.

Norma u W"?(Q) je dana s

> f 0% u(olPdx| , 1<p<oo
||u||m,p = Q

|a|<m

maxqe|<m ”aau”oo’ = 00.
Napomena 6.0.4. Ako je p = 2, obicno pisemo
H Q) = W(Q), Yk € Ny.

Slovo H se koristi buduéi da je H* Hilbertov prostor za svaki k € Ny sa skalarnim produk-
tom

U, V), = Z f 0“u(x)0“v(x)dx.
Q

|a|l<m

61
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Definicija 6.0.5. W, (Q) je upotpunjenje prostora C>(Q) u normi prostora W™ (Q).
Napomena 6.0.6. Ako je p = 2, obicno pisemo
H(Q) = W(Q), Yk € N,

Teorem 6.0.7 (Teorem o tragu). Neka je Q ogranicena domena klase C'. Tada postoji
neprekidan, linearan operator T : W'P(Q) — LP(0Q) takav da vrijedi

(i) Tu = ulsq za u € WH(Q) N C(Q)
(ii) |lullr290) < Cllull p, za svakiu € WLr(Q), gdje konstanta C > 0 ovisi samo o p i Q.
Definicija 6.0.8. Tu nazivamo tragom od u na 0€.

U prostoru W™* definiramo polunormu

|u|m,p = [Z fla"u(x)lpdx
lal=m Q

Teorem 6.0.9 (Poincaréova nejednakost). Ako je Q ogranicena domena, postoji konstanta
C = C(Q, p) takva da za svaki u € Wé’p (Q) vrijedi

1

p

, Zal < p < oo,

llullr) < Clulyp, zal < p < oo.

Teorem 6.0.10 (Poincaré-Wirtingerova nejednakost). Pretpostavimo da je Q povezana do-
mena. Tada postoji konstanta C = C(Q) takva da vrijedi

||t M(x)dx||L2(Q) < C||VM||L2(Q), Yu e HI(Q)-

19l Ja

Teorem 6.0.11 (Lax-Milgramova lema). Neka je V Hilbertov prostor s normom || - ||, te
neka je a : VXV — R bilinearna forma sa sljedec¢im svojstvima

(i) AM > 0 takav da za svaki u,v € V, |a(u, v)| < M||ul|||v||;
(ii) da > 0 takav da za svakiv € V, la(v,v)| > a|v|*;
Tada za svaki linearan i neprekidan funkcional F € V' zadaca
naciu eV
{ a(u,v) ={F,v), YveV

ima jedinstveno rjesenje u € V i vrijedi

1
llull < —[IFllv
a
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Periodicni rubni uvjeti

Neka je Y = [0, 1]", te neka je Y = ¥, U Y, U dY,,. Oznacimo sa C},,(Yy) € C*(Yy) koji se
sastoji od Y —periodi¢nih funkcija. Sa H }W(Yf) oznaCavamo upotpunjenje C', (¥) u normi

prostora H'.

[e9)
per

Poincaréova nejednakost ne vrijedi u prostoru H ;,e,(Y +), stoga definiramo novi prostor

1
1 1 .
H,(Yy) = {u € Hper(Yf) S udx = 0}.
1Y¢l Jy,
Tada iz Poincaré-Wirtingerove nejednakosti dobivamo da vrijedi
leellz2cv,y < ClIVullrzyy),
stoga na prostoru H,(Y,) za normu uzimamo
||M||H;(Yf) = ||VM||L2(Yf)-

S ovom normom H,(Y;) je Hilbertov prostor. Skalarni produkt je dan s

(u, v)H;(yf) = f Vu - Vvdx.
Yr

Promotrimo sada sljedecu rubnu zadacu

Au=0 uY,

Vu-v=nh na dY,, 6.1)

uY — periodi¢na.
RjeSenje zadace trazimo u prostoru H}#(Yf). Definiramo bilinearnu formu a : H;(Yf) X
Hy(Y;) - Rsa

a(u,v) = f Vu - Vvdx,

Y

te funkcional F : Hy(Y;) - R sa

F@) = f h(x)v(x)dsS.
Y,y

Pripadna varijacijska zadaca sada glasi

{ naiu € HX(Yy) 62

a(u,v) = F@), Yve H;(Yf).



POGLAVLIJE 6. DODATAK 64

Integracijom (6.1)); po Yy, te primjenom teorema o divergenciji dobivamo nuZan uvjet eg-

zistencije rjeSenja
fVu~v+f hdS = 0.
Y Y,y

Prvi integral je nula zbog periodi¢nosti rjeSenja, stoga nuzan uvjet egzistencije rjeSenja

glasi
f hdS = 0.
aY)?l

Teorem 6.0.12. Neka je h € L*(8Y,,). Tada zadaca ima jedinstveno rjesenje.

Dokaz. Provjeravamo ogranicenost i koercitivnost bilinearne forme a

1
la(u, v)| = | ) Vi - Vvdx| < Vil IVl = el VL), Vi, v € Hy(Yy)
f

a(v,v) = fY Vv - Vvdx = ||u||§{;(yf), Vv e Hy(Yy),
f

te neprekidnost funkcionala F

|[F(v)| = |f h(x)v(x)dS| < ||h||L2(3Ym)||V||L2(aY,,,) < ||h||L2(8Y,,,)”v”L2(6Yf)
a)/lﬂ
1
< ||h||L2(aYm)||V||H;(Yf)’ Vv € Hy(Yy).

U zadnjoj nejednakosti koristili smo teorem o tragu. Pokazali smo da je a ograniCena 1
koercitivna bilinearna forma, te da je F' neprekidan linearan funkcional, stoga egzistencija
i jedinstvenost rjeSenja zadace (6.2)) slijedi primjenom Lax-Milgramove leme. ]
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Sazetak

U ovom radu smo izveli model dvostruke poroznosti koji opisuje gibanje fluida kroz frak-
turiranu poroznu sredinu. Frakturirana porozna sredina € je porozna sredina koja se sastoji
od matrice poroznih blokova €, koja je okruZena sustavom fraktura Q%, gdje parametar &

predstavlja veli¢inu matri¢nog bloka. U radu smo najprije opisali model jednofaznog toka
fluida na mikroskopskoj skali. Dobili smo sljedecu inicijalno rubnu zadacu

0 K?
O°—p® — div (—Vps) =f uQx(@O,T7T)
ot uc
P° = Pra nal'p x (0,T)
—Vpf-vag=h nal'y x(0,7)
pe
pa — pmzt na O x {0},

gdje p® predstavlja gustocu fluida unutar Q, a ®° 1 K* su funkcije poroznosti i propusnosti
fluida

o xeQe
£ — f
K xeQ
£ — f
K { 2ke(x)  xe Qs

Pomocu teorije homogenizacije izveli smo model na makroskopskoj skali gdje smo funk-
cije ®° 1 K? zamijenili sljede¢im funkcijama

Y
(I)H — M(D*

Y]

1
K'=k'— | (Vo) +I)dy,

Y1 Jys



te smo dobili model dvostruke poroznosti

. (K"
@Hﬁ,p(} — div (Efo) f-—= f d(MOp°dy uQx(0,T)

Y|

PO = Pbd nal'p x(0,T)

KH

—fo =h nal'y x(0,7)

uc

o5 = pi" na Q x {0},

)

B0)F00(x, v, 1) — div, (M—yV)pm(x y, t)) o) uQxY,x(0,T)
P2 (x,y,1) = pf(x 1) naQ xaY,, x(0,T)
Po(x,y,0) = pi(x) naQxY,.

Prostornu i vremensku diskretizaciju modela smo proveli primjenom metode konacnih ele-
menata, odnosno implicitne Eulerove metode. Numeri¢ku usporedbu modela proveli smo
pomocu DUNE-a, software-a za rjeSavanje parcijalnih diferencijalnih jednadzbi. Dosli
smo do zakljucka da je model na makroskopskoj skali manje zahtjevan za numericko
rjeSavanje, jer zahtjeva manji broj elemenata u triangulaciji domene Q. Modele smo testi-
rali za razlicite vrijednosti parametra &, te smo primijetili da se relativna greSka numerickih
rjeSenja makroskopskog i mikroskopskog modela smanjuje sa smanjenjem parametra &.



Summary

In this paper we derived double porosity model of flow in fractured porous media. Frac-
tured porous media Q contains system of fracture planes Q5 dividing the porous rock into
collection of blocks €2¢ . In this paper we first have described model of single phase flow
on a microscopic scale. Single phase flow is described by following equations

0 K*
O —p® — div (—Vp’s) =f uQx(0,7)
ot uc
/;; = Pud nal'p x(0,T)
—Vpf-vag=h nal'y X (0,7T)
pe
ps — pzml na Q % {0}’

where p® denotes fluid density. ®° and K? are porosity and permeability functions

(ON x e Qf
& — f
¢ { P xer,
K* x € Qf
& — f
K (x) { 2k%(x) x€eQf.

Macroscopic model is derived from homogenization theory. We have replaced ®° and K*
by following functions

Y
_IW,,
Y|

1
KH = K*m y (Vy() +1)dy.

(I)H



Double porosity model is given by

. (K"
@Hﬁ,p(} — div (Efo) f-—= f d(MOp°dy uQx(0,T)

Y|

PO = Pbd nal'p x(0,T)

KH

—fo =h nal'y x(0,7)

uc

o5 = pi" na Q x {0},

)

B0)F00(x, v, 1) — div, (M—yV)pm(x y, t)) o) uQxY,x(0,T)
P2 (x,y,1) = pf(x 1) naQ xaY,, x(0,T)
Po(x,y,0) = pi(x) naQxY,.

We applied finite element method for spatial discretization and backward Euler for dis-
cretization in time. Numerical model comparison is done by DUNE, modular toolbox for
solving partial differential equations. We have concluded that double porosity model is
much easier to approximate computationaly because it requires less grid elements. Models
have been tested for different € values. We have noticed that relative error decreases as &
decreases.
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