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Uvod

Voda je jedan od preduvjeta za nastajanje, razvijanje i odrzavanje zivota

......

Strujanje vode u tlu se, ovisno o sredini kroz koju voda protice, dijeli na:

e strujanje u poroznim sredinama (stijene meduzrnske poroznosti - pije-
sak, sljunak),

e strujanje u stijenama sa pukotinskom poroznoscu.

Mi ¢emo promatrati opéenitiji sluéaj, tj. strujanje proizvoljnog fluida (ne
nuzno vode) u poroznoj sredini.

Za pocetak objasnit ¢emo razliku izmedu mikroskopskog i makroskopskog
promatranja toka fluida.

Fluid i porozna sredina su i makroskopski i mikroskopski gledano neho-
mogeni. Makroskopska nehomogenost posljedica je tektonskih procesa koje
je stijena prosla i razlike u fizikalnim svojstvima fluida, dok je mikroskopska
nehomogenost posljedica molekularne strukture kod fluida te rasporeda pora
kod porozne sredine.

Sve jednadzbe mehanike kontinuuma dane su na mikroskopskom nivou.
Mi ¢emo ih poopciti, tj. dati makroskopske jednadzbe za gibanje fluida.

Porozni medij sastoji se od zrnastih Cestica i meduprostora (pora) ¢iju
geometriju u prakti¢nim slucajevima nije moguce definirati niti opisati. Zbog
toga se kod makroskopskog promatranja strujanja fluida u poroznoj sredini
promatraju samo usrednjene veli¢ine (srednje brzine, srednji pritisci, srednja
poroznost,..) pri ¢emu se usrednjenje vrsi u tzv. reprezentativnom volumenu
V (u daljnjem tekstu REV).

Najjednostavniji primjer gibanja u poroznoj sredini je tok podzemne
vode. Podzemne vode strije vrlo malim brzinama koje su reda velic¢ine
10~*m/s, a ¢esto puta i znatno manje. Takvo strujanje, koje je malih brzina
i kod kojeg se cestice fluida gibaju po glatkim putanjama u infinitezimalno
tankim slojevima (laminama) koji klize mirno jedan po drugom, naziva se
laminarno strujanje.

U nezasi¢enim poroznim sredinama strujanje fluida se odvija u prostoru
koji nije u potpunosti ispunjen samo fluidom od primarnog interesa veé
i nekim drugim, koji Cesto zna biti u plinovitom agregatnom stanju. Za
nezasi¢ene sredine taj drugi fluid je u veéini slucajeva zrak. Iz tog razloga,
gibanje fluida nije vise uzrokovano samo gravitacijskom silom ve¢ i silama
povrsinskog djelovanja izmedu fluida, zraka i porozne matrice. Kako bi se
olaksalo opisivanje takvog toka, uvodi se pojam faze.



Fazu definiramo kao prostor koji zauzima neka tvar tekuceg, krutog ili
plinovitog agregatnog stanja. Na taj nacin, faza je definirana kao homogeni
dio prostora koji je odvojen od ostalih slicnih dijelova ostro definiranom
granicom (medufazna granica). Unutar poroznog tijela moze se nalaziti samo
jedna plinovita faza, i to iz razloga sto se takva stanja lako mijesaju pa medu
njima ne postoji vidljiva granica. U slucaju mijesanja dviju ili vise tekuéih
faza, moguce ih je promatrati kao odvojene, ukoliko je jasno vidljiva granica
koja ih separira.



1 Jednadzbe dvofaznog toka fluida u poroznoj
sredini

1.1 Jednadzbe mehanike fluida

Nas cilj je doéi do jednadzbi dvofaznog nemjesivog toka fluida u poroznoj
sredini. Te jednadzbe posljedica su Darcyjevog zakona i jednadzbe kontinu-
iteta za promatranu fazu.

Za pocetak ¢emo definirati osnovne pojmove mehanike fluida kao sto su
deformacija, gibanje i nestlacivost.

Definicija 1. Neka je Q2 C R" domena sa glatkom granicom. Preslikavangje
v : Q — R" zovemo deformacijom na ) ako vrijedi:

1. @ je injektivno preslikavange,
ii. o je klase C' na ,
iii. det(Vp) >0, tj. ¢ cuva orijentaciju.
Definicija 2. Neka je Q2 C R™ domena sa glatkom granicom. Preslikavanje

®: QxR — R" zovemo gibanje ako je ®(.,t) : Q@ — R" deformacija,
vt € R.

Definicija 3. KazZemo da je kontinuum 2 nestlaciv ako za svaki © C Q pri
gibanju ne mijenja volumen.

Da bi mogli postaviti jednadzbe za dvofazni tok prvo moramo opisati tok
samo jednog fluida.

Neka je p(x,t) gustoca fluida u tocki z i trenutku ¢, a v = %—‘f(@fl(x, t),t)
brzina gibanja. Tada se iz zakona sac¢uvanja mase moze do¢i do jednadzbe
kontinuiteta : [Aga90]

0
a—f +div(pd) = 0 (1)
Mi ¢emo nadalje pretpostaviti da je gustoca fluida konstantna, Sto vodi do :
divv = 0.

U poroznoj sredini ova se jednadzba koristi kako je pokazano u tocki 1.3.

Ako zakon saCuvanja mase upotpunimo zakonom saCuvanja momenta
koli¢ine gibanja doci ¢emo do Navier-Stokesovih jednadzbi koje vezu brzinu
fluida s tlakom u fluidu :

ov S
p(Gy + (VOT) = ~Vp+ ST + . (2)

divv = 0. (3)



Navier-Stokesovim jednadzbama (2), (3) opisuje se gibanje fluida na mikroskop-

skom nivou (u porama).

Na makroskopskom nivou zamjenjujemo ih jednadzbama koje opisuju

vezu izmedu "srednje brzine” i "srednjeg tlaka”, koji se dobiju usrednjen-
jem mikroskopskih (stvarnih) brzina i tlakova u referentnom elementarnom
volumenu (REV-u).

Jedna od takvih jednadzbi dana je Darcyjevim zakonom.

1.2 Darcyjev zakon

Zakon koji opisuje laminarni gravitacijski tok vode u poroznoj sredini, a

ustanovljen je empirijski, zove se Darcyjev zakon (Henry Darcy, 1856).

Darcy je ustanovio da je koli¢ina vode koja protjece kroz cijev ispunjenu

pijeskom proporcionalna s povrsinom cijevi i hidraulickim gradijentom :

—

0 = kFVh

pri ¢emu je :

e () = protok (kolicina vode koja protjece kroz cijev)
e F' = povrsina cijevi
o h

= potencijal koji se naziva piezometarska razina te se rac¢una po
formuli: h = gﬂp + z, gdje je z visina tocke promatranja iznad referentne
ravnine

e k = faktor proporcionalnosti koji nazivamo koeficijentom filtracije.

Omjer protoka i povrsine cijevi zove se Darcyjeva brzina :

| Q)

U=

Darcyjeva brzina predstavlja volumen fluida koji u jedinici vremena protece

kroz jediniénu povrsinu (srednja volumetrijska brzina). Tok vode u poroznoj
sredini ne odvija se cijelim volumenom koji promatramo, ve¢ samo kroz pore,
pa da bi dosli do stvarne brzine gibanja moramo uvesti pojam poroznosti.

Poroznost ¢ se definira kao omjer volumena pora kroz koje se odvija tok

i ukupnog volumena :

v
6=



Stvarna brzina strujanja fluida kroz porozni medij dobiva se sada dijel-
jenjem Darcyjeve brzine sa poroznoscu :

U
5

Koeficijent filtracije opisuje otpor toku fluida kroz neku poroznu sredinu.
On ovisi o karakteristikama porozne sredine kroz koju se odvija strujanje kao
i o karakteristikama fluida.

Poopcéavajuéi slucaj gibanja fluida u cijevi na gibanje u poroznoj sredini
dolazimo do sljedece forme Darcyjevog zakona :

—

Vg =—

U= —%K(VP —r9);
gdje je :
e ;1 = dinamicka viskoznost
e p = tlak
e p = gustoca fluida
e K = apsolutna propusnost (permeabilnost).

Apsolutna propusnost karakterizira otpor koji porozna sredina pruza gibanju
fluida, te ovisi o veli¢ini i rasporedu pora. Opcenito je K simetricna matrica,
ali se u izotropnom slucaju svede na skalar.

Na makroskopskom nivou porozna sredina je okarakterizirana sa dva
parametra: poroznoSéu ¢ i propusnoscu K.

Poroznost opisuje koliko ima slobodnog prostora za gibanje fluida, dok
propusnost kaze koliko je ta sredina pogodna za gibanje. Na primjer, poroznost
sredine moze biti vrlo velika (npr. ¢ = 0.3,0.4), a da je propusnost mala.
Razlog tome je sto su dimenzije pora vrlo male. Vecée pore dati ¢e, naravno,

i ve¢u propusnost.

Napomena 1. Darcyjev zakon postulira jednostavnu linearnu vezu izmedu
Darcyjeve brzine 1 gradijenta tlaka, te je posljedica toga Sto trenje u poroznoj
sredini dominira nad inercijskim silama.



1.2.1 Dvofazni tok

U dvofaznom strujanju kroz poroznu sredinu u prostoru pora se istovre-
meno nalaze dva fluida (dvije faze) odvojena dobro definiranom granicom.
Kada s mikroskopskog nivoa predemo na makroskopski, granice medu fazama
se gube, no zato se uvode nove varijable koje daju koli¢inu jedne, odnosno
druge faze u reprezentativhom elementarnom volumenu.

Oznacimo li REV s V| volumni udio pora u V s V,,, te dio volumena V'
kojeg zauzima prvi tj. drugi fluid s V4, odnosno V5, imamo da je :

zasi¢enje fluidom «. Jasno je da su S, ,& = 1,2 makroskopske velicine,
dobro definirane na prostornoj skali znatno vecoj od dimenzije pore, koje
zadovoljavaju :

0<5,<1,5+5=1

Druga je jednakost posljedica ¢injenice da u pornom prostoru nema vaku-
uma, odnosno da fluidi zauzimaju ¢itav prostor.

Veliki broj eksperimenata vezanih za visefazne procese pokazao je da je
Darcyjeva brzina za svaku fazu a u poroznom mediju dana generaliziranim
Darcy-Muskatanovim zakonom :

—

Vo = —

kra —
K(Vpa — pag)s (4)

gdje je :
e k., = relativna permeabilnost za fazu «
e i, = dinamicka viskoznost faze «
e p, = tlak faze «
® p, = gustoca faze a.

Relativne propusnosti nam govore koliko je smanjena mobilnost jednog
fluida zbog prisustva drugog. Stoga je :

0< ko <L
One se odreduju eksperimentalno i uzima se da ovise o zasi¢enju. Buduéi

da prisustvo jedne faze sprijecava gibanje druge, to vise sto je viSe ima, ovis-
nost propusnosti o zasi¢enosti S, — k;(S,) je monotono rastuca funkcija.

7



Omjer relativne propusnosti i dinamicke viskoznosti za fazu « oznacit
¢emo sa A, i to ¢e nam predstavljati mobilnost faze « :

()

1.3 Jednadzba kontinuiteta u poroznoj sredini

Kada se zakon sacuvanja mase (str.4) primjeni na fluid u poroznoj sredini,
onda treba uzeti u obzir da fluid zauzima samo prostor pora. Stoga dobivamo
jednadzbu :

@ + div(p?) = 0.

Ako se u prostoru pora nalazi vise faza onda se zakon saCuvanja mase

treba primijeniti na svaku fazu posebno :

O(Sadpa)
ot

+ div(pata) = 0,
gdje je :
e v, = brzina faze «

e p, = gusto¢a mase faze a.

Upravo taj oblik koristit ¢emo u formulaciji jednadzbi visefaznog toka.



1.4 Opcéa forma jednadzbi viSefaznog toka

Do sada smo za dvofazni nestlacivi tok postavili sljede¢e jednadzbe :

0S8 . N
¢p18_t1 +div(pyv1) =0 (6)
05 . .
¢P2a—; + div(ppv3) = 0 (7)
U] = —Al(Sl)K(Vpl - /915) (8)
U3 = —A2(S2)K(Vp2 — p29) (9)
S; 4+ Sy =1. (10)

Nepoznanice su Sy, S, p1, p2, U1, Us, dok su py, ps poznate konstante,
a ¢(r) i K(z) zadane funkcije prostorne varijable. Takoder su nam poznate
i funkcije S; — A\;(S;) za i = 1,2. Time smo dobili pet jednadzbi sa Sest
nepoznanica, te nam nedostaje jos jedna jednadzba.

U mikroskopskom modelu u porama se nalaze dvije faze i svaka pri tome
ima svoj tlak. U makroskopskom modelu tlakovi faza predstavljaju srednje
vrijednosti tlakova faza u REV-u.

Iz fizike znamo da tlak pri prijelazu iz jednog u drugi fluid vrsi skok koji
je odreden Laplaceovim zakonom :

1 1 4015 COS ¢
P2 — P1 2012(T_+7‘_):—12d , (11)
x Y

gdje je :
e o = kut izmedu dvije faze
e 01, = medupovrsinska napetost
e d = radijus pore
e 1., 7, = glavni radijusi zakrivljenosti separirajuce plohe.

Ova razlika tlakova naziva se kapilarni tlak i oznacava s p..

U sustavu dva fluida jedan uvijek prijanja uz stijenku vise od drugog, pa
za taj fluid kazemo da je vlazedéi, dok je drugi nevlazeéi. Jasno je da je
tlak u nevlaze¢em fluidu veéi od tlaka u vlazec¢em.



Dakle, moze se zakljuciti da makroskopski fazni tlakovi nisu neovisni
jedan o drugom ve¢ da su vezani jednom relacijom koju zovemo jednadzba
kapilarnog tlaka. Eksperimentalno je pokazano da je ta jednadzba oblika:

P2 —p1 = pc(sl)a

gdje je S1 — p(S1) eksperimentalno odredena funkcija koja se zove (makroskop-
ski) kapilarni tlak.

Uzmimo da je fluid 1 vlazedci, a fluid 2 nevlazedi, te umjesto oznaka 11 2
iskoristimo indekse w (wetting) i n (nonwetting). Tada je :

Pn — Dw :pc(Sw) (12)

i p. je pozitivna funkcija. Analizom se moze vidjeti i da je ggcw < 0.

Iz Laplaceove jednadzbe (11) se odmah vidi da smanjenje radijusa pore
dovodi do povecanja kapilarnog tlaka, tj. ako se vodom zasi¢eno tlo isusuje,
vlazec¢a faza se povlaci u manje pore. S druge strane, povecanjem radijusa
pora dolazi do smanjivanja kapilarnog tlaka, u tom slucaju vlazeca faza ulazi
u vece pore. Iz toga je jasno da pove¢anjem zasi¢enosti nevlazece faze dolazi
do povecanja kapilarnog tlaka. Takoder se moze pokazati da je ta veza strogo
monotona.

Jednadzbe (6)-(10) posve odreduju dvofazni tok fluida u poroznoj sredini.

Napomena 2. Ponekad je kapilarni tlak tako mali da ga moZemo zanemariti
PG je P = Dyw- Tada u sustavu imamo samo jedan tlak. Broj jednadzbi i broj
nepoznanica ponovno je jednak.

Sustav jednadzbi (1)-(6) je nelinearan zbog nelinearne ovisnosti kapi-
larnog tlaka o zasi¢enosti i nekonstantnosti funkcije A\,. Zbog toga su se
razvile alternativne formulacije koje ovise o individualnom problemu i o
ucinkovitosti numerickih metoda.

10



1.5 Izbor nezavisnih varijabli

Uoc¢imo prvo da za jednu nezavisnu varijablu mozemo odabrati jedno
zasi¢enje, na primjer S = S,,. Tada je S, = 1 — S5, a funkcije \,, A\, 1 pe
mozemo izraziti kao funkcije zasi¢enja S = 5,,. Nadalje, za drugu nezavisnu
varijablu mozemo uzeti tlak nevlazec¢e faze p = p,. To vodi do sustava
jednadzbi :

oS : -
qbg + div(A (S K(Vp — prng)) = 0. (14)
To su evolucijske jednadzbe ¢iji tip nije moguée jednoznacno odrediti.

Da bismo dosli do sustava jasnijeg matematickog tipa oduzet ¢emo dvije
jednadzbe kako bismo se rijesili vremenske derivacije.

1.6 ”Fractional flow” formulacija dvofaznog toka

[zaberemo nezavisne varijable kao u prethodnom poglavlju (S = S, i
p = pn). Jednadzbe kontinuiteta za vlazeéu i nevlazeéu fazu dane su sa :

gbg—f + div(7,) =0 (15)
gzﬁw + div(@,) = 0. (16)

Definirajmo ukupnu brzinu dvofaznog sustava sa v, = ¥, + U, i sumi-
rajmo gornje dvije jednadzbe. Tako dobijemo jednu jednadzbu za ukupnu
brzinu :

div(#,) = 0.

Iz jednadzbe za kapilarni tlak znamo da je :
va - v(pn - pc)'
Tada je Darcyjev zakon za faze dan sa :

aw = _/\w(S)K(Vp - Vpc(S) - pwg)
Un = =A(S)K(Vp = png).

11



Uvedemo li oznake :

d(S) = A (S) + An(S) (17)
£u(S) = Adg;) 18)
ul) =) (19)

C(S) :fw(S>pw+fn(S)pn (20)

dolazimo do druge jednadzbe za ukupnu brzinu :

Uy = —d(S)K(Vp = fu(5)Vpc(S) — ((5)9).

Brzine faza tada mozemo zapisati preko ukupne brzine kao :

Uy = fu(S)Vu + Au(S) [ (SK(VPe(S) + (pw — pn)9)
Up = fn(S)Vy — /\n(S)fw(S)K(VpC(S) + (Pw = Pn)G)-

Za konacne jednadzbe uzet ¢emo jednadzbu za ukupnu brzinu :

i jednadzbu za vlazecu fazu :

6%+ AV [ul(S)0 + M) (ST (pud — ) = — div(Au () 1o (SIKT )

Neki od termina u prethodnoj jednadzbi mogu se napisati u ovisnosti o
zasi¢enosti :

le(fw< ) ) = 17 Vfw(S) + fu(S) divd, = v, f.(S)VS
te uz oznaku :
() = M) Sw8) = - ) 20 e
() = MlS) () = p) = 22 o, =) (21)
jednadzba za vlazecu fazu ima oblik :
(b%—f + div(f, (S)t, + b(S)Kg) = div(a(S)KVS). (25)

12



Ako je u jednadzbi (22) poznato S, onda je (21), (22) eksplicitna jednadzba
za tlak p jer je ukupna mobilnost d(S) > dy > 0, ¥S € [0,1]. Ako su
pak poznati tlak p i ukupna brzina 7,, onda je (25) nelinearna parabolicka
jednadzba za zasi¢enje S.

Povezanost jednadzbi (22) i (25) je vrlo snazna jer se u (22) nalazi i gradi-
jent funkcije S. Ona se jako pojednostavljuje ako zanemarimo kapilarni tlak,
tj. stavimo da je p. = 0. Ispustimo li uz to i utjecaj gravitacije, jednadzba
(25) se svede na Buckley-Leverettovu jednadzbu koja je hiperboli¢nog
tipa :

6% 4 div(fu(S)) = 0,

dok jednadzbe za tlak (21),(22) prelaze u :

U jednoj prostornoj dimenziji dolazi do daljnjeg pojednostavljenja ovog
sustava jer je tada brzina v, konstantna po varijabli z (ona je funkcija vre-
mena, ali éemo zbog jednostavnosti uzeti da je konstanta) pa je zadana,
na primjer, rubnim uvjetom. Sustav od dvije jednadzbe svodi se na jednu
jednadzbu za zasi¢enje S :

oS 0

Uz pretpostavku da je S poznato, jednadzba za tlak ima oblik :

P, t) = p(0,1) — v, / e

pri cemu je k apsolutna propusnost u jednoj dimenziji. Ukoliko je zadano
v, 1 p(0,t) vidimo da je tlak jednozna¢no odreden. Uocimo jos da je u ovoj
situaciji :

Uy = fw(S)vu y Up = fn(S)Uu

13



2 Hiperbolicki zakoni sacuvanja

Veé¢ smo u prvom poglavlju govorili o nekim osnovnim jednadzbama
mehanike kontinuuma. Ovdje ¢emo promatrati zakon sacuvanja pri ¢emu
posebnu paznju posvec¢ujemo skalarnoj jednadzbi.

2.1 Integralna i diferencijalna forma zakona sacuvanja

Zakoni sacuvanja izrazavaju svojstvo pojedinih fizikalnih polja da ostanu
sacuvana tokom gibanja. Osnovni primjer je zakon sacuvanja mase. Pro-
motrimo gibanje fluida gustoée p(x,t) brzinom v(x,t). Volumen € koji se
nalazi unutar fluida u nekom vremenskom intervalu (¢t — a,t + a) nazvamo
kontrolni volumen. Ukupna masa fluida u kontrolnom volumenu jednaka

je
/ p(x, 1) dx.
0

Pretpostavimo da do promjene mase dolazi jedino zbog ulaska i izlaska fluida
iz kontrolnog volumena. Brzina ulaska/izlaska fluida kroz granicu kontrolnog
volumena dana je plosnim integralom

- /89 p(x,t)v(x, ) - n(x) dS,

gdje je n(x) jedini¢na vanjska normala na 02 u tocki x € 02, pa stoga
dobivamo jednadzbu

d

- Qp(x, t) dx +/ p(x,t)v(x,t) - n(x)dS =0, (26)

o9

To je integralna forma zakona sacuvanja. Jednadzba (26) mora vrijediti
za svaki kontrolni volumen €2. Ukoliko su polja p i v dovoljno glatka, iz
integralne formulacije slijedi diferencijalna:

op + div(pv) = 0. (27)
ot

To je jednadzba kontinuiteta koja izrazava zakon sa¢uvanja mase u diferen-
cijalnoj formi. O toj jednadzbi ve¢ smo govorili u prvom poglavlju. Vazno je
uociti da je integralna forma zakona fundamentalnija od diferencijalne forme
koju dobivamo tek u slucaju dovoljne glatkoce svih polja.
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Sada ¢emo promatrati jednodimenzionalno gibanje fluida kao najjedostavniji

primjer gibanja. Brzina fluida stoga postaje skalar v(x,t) = v(z,t)eq, gdje
je e1 jedini¢ni vektor u smjeru gibanja.

Ponovit ¢emo gornji izvod integralne forme zakona sacuvanja u jednoj
dimenziji. Gustoca fluida je sada gustoca po jedinici duljine duz osi x pa za
masu fluida izmedu presjeka x = x1 i £ = x5 imamo

T2
m(t) :/ p(x,t) de.
z1
Brzina promjene mase u kontrolnom volumenu (z1, z5) iznosi

p(xlat)v<x17t) —p(:L’g,t)U(l’g,t), (28>

pri ¢emu smo predznak odredili tako da je izraz (28) pozitivan kad fluid ulazi
u kontrolni volumen. Stoga je

€2

T p(z,t) dz = p(z1,t)v(z1, 1) — p(22, t)v(22, 1),

= [ Lottt )

1

odakle ponovo lagano slijedi

Brzina v koja ulazi u jednadzbu (29) (ili (27)) dobiva se kao rjesenje jed-
nadzbe gibanja, pa je stoga (29) tek dio sustava parcijalnih diferencijalnih
jednadzbi koje opisuju gibanje fluida. U nekim specijalnim sluc¢ajevima brz-
ina v se moze izraziti kao funkcija gustoce p, tako da se (29) svode na jednu
skalarnu jednadzbu

pr+ fx(p) =0, (30)

gdje je f(p) = pv(p). Posebno je jednostavan primjer gibanja s konstantnom
brzinom: f(p) = ap, gdje je a brzina gibanja, pa jednadzba (30) ima oblik :

pr +ap, = 0.
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2.2 Linearna jednadzba konvekcije

Najjednostavnija parcijalna diferencijalna jednadzba, a ujedno i najjed-
nostavniji primjer hiperbolickog zakona sacuvanja, je linearna jednadzba pr-
vog reda s konstantnim koeficijentima ili jednadzba konvekcije :

u + au, =0, (31)

pri cemu je a € R, a u je realna funkcija dviju realnih varijabli.
Pogledajmo sada Cauchyjevu zadac¢u za nasu jednadzbu:

Uy + au, =0
{u(O,x) = up(z) (32)

Ona se moze zapisati i u obliku :

y .. o .. . 1) ... .
Sto znaci da derivacija funkcije u u smjeru vektora .| 1Scezava. To ima za

posljedicu da je u € C'(R?) rjeSenje jednadzbe ako i samo ako je funkcija
u konstantna na pravcima x — at = const. Ti pravci su integralne krivulje
vektorskog polja 0;+ad, i nazivaju se karakteristikama. Time smo dokazali
sljededi teorem:

Teorem 1. Ako je a realan broj, a uy € C(R,R), onda postoji jedinstveno
riesenje u € C1(R% R) Cauchyjeve zadace (32), koje je dano formulom :

u(z,t) = up(z — at).
Ako je funkcija ug klase CF, onda je i rjesenje u takoder klase CF.

t

(x 1)

(x-at, ) X

Sl. 1.1. Karakteristike linearne jednadzbe konvekcije.
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Rjesenje evoluira tako da se translatira brzinom a (ulijevo za a < 0 i udesno
za a > 0) ne mijenjajuéi pocetni oblik.

Napomena 3. Karakteristike su krivulje v x — t ravnini koje zadovoljavaju
obicne diferencijalne jednadzbe :

Ako deriviramo u(z,t) po jednoj od ovih krivulja, dobit éemo brzinu promjene
funkcije duz karakteristika :

d 0 0 /
%u(:v(t), t) = au(m(t), t) + %u(x(t),t)x (t)
= U + AUy
=0.

Time smo poturdili da je u wistinu konstantna duz karakteristika.

Posve analogno se rjesenje moze naci u slucaju :

ur + a(x)u, =0, (33)
u(z,0) = ug(x). (34)

Jednadzba karakteristika tada ée imati oblik :

dz
- = alz) (35)
z(0) = zo. (36)

Ukoliko je funkcija a(z) takva da problem (35), (36) ima jedinstveno globalno
rjesenje na (0, 00), onda se moze zakljuciti da se karakteristike ne sijeku i da
prekrivaju ¢itavu gornju (x,t)-poluravninu. Kako je rjesenje konstantno na
svakoj karakteristici, dobivamo rjesenje u ¢itavoj gornjoj poluravnini.
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2.2.1 Domena ovisnosti

Primjetimo da rjesenje jednadzbe (31) ima sljedeée svojstvo : rjesenje
u(z, t) u proizvoljnoj tocki (Z,t) ovisi o vrijednosti funkcije uy samo u jednoj
tocki (Zg), 1 to takvoj da (Z, t) lezi na karakteristici kroz Zy. Ako promijenimo
vrijednost funkcije ug u bilo kojoj drugoj tocki osim Zy, ne bi se promijenila
vrijednost rjeSenja u u nasoj tocki (z,t). Zbog toga se skup D(z,t) = {Zo}
zove domena ovisnosti tocke (z, ).

Ovdje se ta domena sastoji od samo jedne tocke, dok je za sustav jed-
nadzbi ona najcesce interval. Treba imati na umu da je za hiperbolicke jed-
nadzbe domena ovisnosti uvijek ograniceni interval. Rjesenje u tocki (Z, )
odreduje se iz pocetnog uvjeta ug u tocki koja je na nekoj kona¢noj udal-
jenosti od tocke . Moze se pokazati da se ta tocka nalazi upravo u skupu
D C{z: | — Z| < amast} za neku vrijednost amqq-

Obratno, vrijednost pocetne funkcije u bilo kojoj tocki xo moze utjecati
na vrijednost rjesenja samo unutar nekog konusa {z : |r — z¢| < et} u
x — t ravnini. To podrucje zovemo podrucje utjecaja tocke z.

Da zakljucimo, rjesenje hiperbolicke jednadzbe ima kona¢nu brzinu Sirenja,
tj. najveca brzina kojom informacija moze putovati je aqz-

2.3 Jednadzbe s viskoznim ¢lanom

Do sada smo pretpostavljali da je funkcija u diferencijabilna. Takoder,
vidjeli smo da rjesenje duz karakteristike ovisi samo o vrijednosti funkcije wug
u jednoj tocki. Zbog toga nije potrebno zahtijevati da je ug svugdje glatka,
tj. mozemo definirati rjeSenje parcijalne diferencijalne jednadzbe cak i ako wug
nije glatka funkcija. Primjetimo da ako funkcija ug ima singularitet u nekoj
tocki zo (prekid funkcije ug ili neke njene derivacije), tada ¢e i rjesenje u(x, t)
imati singularitet istog reda kao i uy duz karakteristike koja prolazi kroz tocku
xo. Medutim, rjesenje u ¢e ostati glatko duz svih ostalih karakteristika, tj.
onih koje ne prolaze kroz problemati¢nu tocku. To je fundamentalno svojstvo
linearnih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi : singulariteti se Sire samo duz
karakteristika.
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Ako funkcija ug nije diferencijabilna u nekoj tocki, onda u(z,t) vise nije
klasi¢no rjesenje. Jedan od nacina na koji mozemo pristupiti tom problemu
je da aproksimiramo funkciju wug(z) nizom glatkih funkcija u§(x), tako da
vrijedi :

[uo — uglly <,

kako € — 0. Ovdje je || - |1 1-norma, definirana sa :
lolli= [ o(@)lds.

Za linearne parcijalne diferencijalne jednadzbe sa glatkim pocetnim uvjetom
uf znamo da imaju glatko klasiéno rjesenje u(x,t) za V¢t > 0. Sad mozemo
definirati generalizirano rjesenje u(z,t) na nacin :

u(z,t) = limu(x,t).

e—0
Na primjer, problem (32) za svaki u ima klasi¢no glatko rjesenje :
u(z,t) = ug(x — at),

te vrijedi da je :
u(z,t) = lir%ug(x,t) = ug(x,t)

kao sto smo 1 ocekivali.

Nazalost, ovaj pristup izgladivanja pocetnog uvjeta nije primjenjiv na
nelinearne probleme. Kao $to ¢emo vidjeti, rjeSenja nelinearnih problema
mogu imati singularitete ¢ak i ako ih pocetni uvjet nema.

Bolji pristup, koji se moze primjeniti i na nelinearne jednadzbe, je da ne
diramo pocetni uvjet, ve¢ da izmijenimo jednadzbu tako da joj dodamo mali
viskozni ¢lan :

Up + AUy = EUgy (37)

za vrlo mali pozitivni €. U daljnjem teksu, jednadzbe sa viskoznim ¢lanom
zvat ¢emo viskozne jednadzbe.

Ako sad sa uf(x,t) oznacimo rjesenje jednadzbe (37) sa pocetnim uvje-
tom wug(z), onda je u¢ € C®((—o00,00) x (0,00)) ¢ak i ako ug(x) nije glatko
rjesenje. To je zbog toga Sto je (37) parabolicka diferencijalna jednadzba
(vidi [Eva98]). Opet mozemo djelovati limesom na u(x,t) kad € — 0 i dobit
¢emo generalizirano rjesenje u(z,t) jednadzbe (32).
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2.4 Nelinearni zakoni sacuvanja

Promatramo hiperbolicki zakon sacuvanja u obliku:

u+ f(u), =0 zeRt>0 (38)
u(z,0) = ug(x) = €R. (39)

Metodu karakteristika mozemo pokusati primijeniti i u nelinearnom slucaju
postupajuéi po analogiji s linearnim. Definirat ¢emo jednadzbu karakteris-
tike:

Ova jednadzba na prvi pogled nije rjesiva jer sadrzi u sebi nepoznatu funkciju
u(x,t). Ipak, ako pogledamo kako evoluira rjesenje duz karakteristike, dobi-
vamo

d 0 0 /
%u(x(t),t) = %u(x(t),t) + %U(I(t), t)xa(t)
= D w(t).0) + Plutalt). O ou(a(0).6) = 0

i stoga zakljucujemo da je u(zx,t) konstantna na karakteristici. Posljedi¢no,
iz (40) slijedi da su karakteristike pravci i stoga ih je moguée izracunati
poznajuéi samo pocetni podatak. Karakteristika koja izlazi iz tocke xg na
x-osi ima jednadzbu :

x(t) = f'(uo(wo))t + 0.

Sada se postavlja pitanje mozemo li konstruirati rjesenje zadace kao u
linearnom sluc¢aju. U tu svrhu morale bi karakteristike koje polaze s osi x
imati svojstvo da se nikad ne sijeku te da prekrivaju ¢itavu gornju poluravn-
inu. Medutim lako vidi da se karakteristike mogu sje¢i. Dovoljno je uzeti
funkciju f i pocetni uvjet ug takve da je x — f’(up(x)) padajuca funkcija.

Nadalje, pretpostavit ¢emo da je f konveksna funkcija, f”(u) > 0, Vu
(ili, sa istim uc¢inkom, da je f konkavna, f”(u) < 0 ,Yu). Nekonveksni slucaj
je takoder vazan u primjeni, ali je i matematicki kompliciraniji pa ¢emo ga
promatrati poslije. Jedan takav primjer je upravo nasa Buckley-Leverettova
jednadzba.
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2.4.1 Burgersova jednadzba

Najpoznatiji primjer nelinearnog zakona sacuvanja je Burgersova jed-
nadzba, u kojoj je f(u) = u?

Uy + uuy = 0. (42)

U stvari bi se ova jednadzba trebala zvati " neviskozna Burgersova jednadzba”,
jer jednadzba koju je Burgers proucavao takoder sadrzi viskozni ¢lan :

U + Uy = EUyyp. (43)

Promatrajmo sada "neviskoznu jednadzbu” (42) sa glatkim pocetnim
uvjetom. Za male vrijednosti vremena ¢ rjeSenje mozemo konstruirati metodom
karakteristika. Karakteristike sada zadovoljavaju :

a'(t) = u(z(t), 1) (44)
te kako je
d 0 0 /
Jule(t) 1) = s ule(t). 1) + 5 u(x(b), )2’ (1)
= Ut + Uy
=0,

duz svake karakteristike v je konstantna. Stovise, kako je u konstantna duz
karakteristika, nagib 2'(t) je konstantan zbog (44). Zbog toga su karakteris-
tike ravne linije odredene pocetnim uvjetom.

A u(z,t)

1'r/7T11171 117

/\ u(z,0)

Sl. 1.2. Karakteristike i rjeSenje Burgersove jednadzbe za male vrijednosti t.
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Ako je pocetni uvjet gladak, onda se to moze iskoristiti da se odredi
rjeSenje za male vrijednosti ¢ za koje se karakteristike ne sijeku. Za svaki
(x,t) mozemo rijesiti jednadzbu :

r=¢&+u(&0) (45)

za & i onda je :

u(z,t) = u(&,0).

2.4.2 Formiranje Soka

U trenutku kada dolazi do presjecanja karakteristika u rjesenju se formira
diskontinuitet (jednadzba x = £+u(&, 0)t nema jedinstveno rjesenje). Karak-
teristike koje se sijeku donose u istu tocku razli¢ite vrijednosti rjesenja.
Nakon tog trenutka nije vise moguce konstruirati rjesenje metodom karakter-
istika. Tradicionalno, diskontinuitete u rjeSenju nazivamo Sokovima. Zbog
nelinearnosti je moguce da se Sokovi stvore iako je pocetni podatak potpuno
gladak. To nije moguce u linearnoj jednadzbi, gdje diskontinuiteti mogu
egzistirati jedino ako postoje u pocetnom uvjetu i tada se transportiraju po

WA

Sl. 1.3. Formiranje soka u Burgersovoj jednadzbi.

u(z,Ts)

u(z, 0)

Neka je T, vrijeme kada se karakteristike prvi put presijeku. U tom
trenutku funkcija u(z,t) ima beskonac¢an nagib, te kazemo da se val ”lomi”
i formira se Sok. Za vrijednosti vremena vec¢e od T, nema klasi¢nog rjesenja
jednadzbe, pa u tom slucaju trazimo slabo rjesenje.
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Za t > T, neke su se karakteristike presjekle, tj. postoje tocke iz kojih
vise karakteristika vodi do t = 0. To znaci da rjesenje u u danoj tocki (x,t)
ima vise vrijednosti. Medutim, u fizikalnim problemima to nema smisla. Na
primjer, gustoca plina ne moze nikako imati vise vrijednosti u jednoj tocki.
Zanima nas Sto se onda dogodi u trenutku 7.

Mozemo odrediti to¢no fizikalno ponasanje ako jednadzbi dodamo prethodno
spomenuti viskozni ¢lan. Dakle, promatramo jednadzbe :

U + uu, =0 (46)
U + uug = eug,.
Metodom karakteristika rjesavamo jednadzbu (46), i kad dode do loma vala
prelazimo na jednadzbu (47). Ako je pocetni uvjet gladak i € mali, prije
nego Sto dode do loma clan eu, je zanemariv prema ostalima u jednadzbi,
tako da nam rjesenja obje jednadzbe izgledaju gotovo identicno. Medutim,
kada se val poc¢ne lomiti druga derivacija u{,, raste mnogo brze nego u{, i ima
znacajnu ulogu u jednadzbi. Zbog tog ¢lana je rjesenje glatko za svaki ¢ i on
sprijecava lom vala koji se dogodi u hiperbolickom slucaju.

Za male vrijednosti €, rjeenja jednadzbe (46) koja imaju prekid u trenutku
T, mogu se zamijeniti glatkom neprekidnom funkcijom, tj. rjeSenjem jed-
nadzbe (47). Kako ¢ — 0 ono postaje sve ostrije i priblizava se rjesenju

jednadzbe (46).

-1 = rjcsenje viskozne jednadzbe kada & — 0

Sl. 1.4. Rjesenje viskozne Burgersove jednadzbe u trenutku T} i
konvergencija rjesenja u k rjesenju obicne Burgersove jednadzbe.
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2.5 Slaba rjesenja

Vidjeli smo da rjesenje nelinearnog zakona sacuvanja ne mora nuzno biti
neprekidno, ¢ak i kad je pocetni uvjet beskonacéno gladak. Svojstvo rjesenja
da razvija Sokove u kona¢nom vremenu ¢ini diferencijalnu formulaciju prob-
lema neprikladnom; potrebno je stoga koristiti integralnu formulaciju. S
matematickog stajaliSta integralna formulacija ima svojih nedostataka zbog
kojih se zamjenjuje ekvivalentnim ali pogodnijim zapisom, tzv. varijacijskom
jednadzbom. Varijacijska se jednadzba formira tako da se diferencijalna jed-
nadzba pomnozi s odgovaraju¢om test funkcijom i da se sve parcijalne
derivacije parcijalnom integracijom prebace na test funkciju.

U naSem slucaju koristit ¢emo test funkcije ¢ € C{(R x R), gdje je C}
prostor glatkih funkcija s kompaktnim nosac¢em. Posljednji uvjet znaci da je
funkcija p(z,t) jednaka nuli izvan nekog ograni¢enog skupa.

Ako jednadzbu u; + f(u), = 0 pomnozimo sa ¢(z,t) i onda integriramo
po vremenu i prostoru, imamo :

/OOO /_Z [pur + ¢ f (u)s]dzdt = 0.

Parcijalnom integracijom dobijemo :

/000 /_Z[%u + o f (u)]drdt = — /_OO o(x,0)u(z,0)dz. (48)

oo

Definicija 4. Funkciju u(z,t) zovemo slabim rjesenjem ako (48) vrijedi za
sve test funkcije ¢ € CH(R x R).

Rjesenje koje smo dobili rjeSavanjem viskozne jednadzbe i prijelazom na
limes € — 0, je slabo rjesenje u smislu (48), tako da ova definicija ukljucuje
rjeSenje koje mi trazimo. Nazalost, slaba rjesenja Cesto nisu jedinstvena,
pa se javlja dodatni problem raspoznavanja koje slabo rjesenje odgovara
viskoznom.
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2.5.1 Rankine-Hugoniotov uvjet

Pretpostavimo da je slabo rjesenje u(x,t) jednodimenzionalnog zakona
sacuvanja (38), (39) po dijelovima glatka funkcija u sljede¢em smislu: u(x,t)
je funkcija klase C! u gornjoj poluravnini svugdje osim na kona¢no mnogo
po dijelovima glatkih krivulja, na kojima ima skokove prve vrste (sa svake
strane krivulje ima konacne limese). Krivulju prekida éemo parametrizirati
s vremenom: % = {(z(t),t): t € I}, gdje je I neki vremenski interval. Vri-
jednosti funkcije u(x,t) s lijeva i zdesna na krivulji skoka oznacavamo s v,
i ug. Pri tome je lijevo i desno moguce definirati kad se uvede orijentacija
krivulje.

Teorem 2. Osnowvni teorem o slabim rjeSenjima
Neka je u(x,t) po dijelovima glatko slabo rjesenje Cauchyjeve zadace

u+ f(u)e =0 (49)
u(z,0) = up(x) (50)

Tada vrijedi:
(i) u(x,t) zadovoljava diferencijalnu jednadzbu izvan krivulja prekida;
(i1) Na krivuljama prekida u(x,t) zadovoljava Rankine-Hugoniotov uvjet
s(ug —w) = flua) — flw), (51)

gdje su u; i ug vrigednosti funkcije u slijeva i zdesna u tocki na krivuly
prekida, te je s = x'(t).

Obratno, ako po dijelovima glatka funkcija zadovoljava (50), (i) i (ii),
tada je ona slabo rjesenje Cauchyjevog problema ((49),(50)).

Dokaz. Pokazat ¢emo da svako po dijelovima glatko slabo rjesenje u(x, t)
zadovoljava Rankine-Hugoniotov uvjet na linijama diskontinuiteta. Dokaz da
zadovoljava diferencijalnu jednadzbu u podrué¢ju glatkoce provodi se jednos-
tavno, parcijalnom integracijom.

Odaberimo tocku (Z,t), ¢ > 0 na krivulji diskontinuiteta ¥ te uzmimo
krug D s centrom u (7, t), dovoljno malog radijusa da ga krivulja 3 dijeli na
dva dijela Dg i D;, na kojima je funkcija u(x, t) glatka. Za ¢ € C}(R x (0, 00))
imamo :

0= [ [wors st s = [ (6 )0+ / (bt £(1)6.)do
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te parcijalnom integracijom dobivamo:
0—— / (s + F(u)a) dodt + / (uan + f(ug)n)é ds
Dg DNS
~ [tk f@odode+ [t + flund)ods
Dy

DN

gdje smo vanjsku normalu na D;, Dy oznaéili s n! = (nl, n!), nd = (nd, n?).
Kako je diferecijalna jednadzba zadovoljena u podrucjima glatkoce rjesenja,
imamo :

/ (udn§+f(ud)nfﬁ)¢ds+/ (wny + f(w)nl)pds =0,
DNy DAS
odnosno :

/D . ((ud — w)ng + (f (ua) — f(ul))ni)mds = 0.

Buduc¢i da to vrijedi za svaku test funkciju s nosacem u D, zaklju¢ujemo da
u tocki (Z,t) mora vrijediti :

(wa — w)ng + (f(ug) = f(w))ng =0

Parametrizirajmo krivulju 3 u okolini tocke (7, t) sa (
x(t). Tada mozemo uzeti n(t) = (1, —2'(t)) = (1, —s

s(ug —w) = (f (ua) = f(w)).

To je trazena relacija. Obrat se dokazuje analogno. Il

(t),t), za neku funkciju

x
) pa dobivamo!

Uocimo da se posve isti dokaz prenosi i na sustave jednodimenzional-
nih zakona sacuvanja. Na linijama diskontinuiteta mora vrijediti Rankine-
Hugoniotov uvjet :

8(11[ — lld) = f(lll) — f(lld). (52)

U ovom slucaju nema uvijek rjeSenja, ve¢ samo kad su vektori w; — uy i
f(u;) — f(uy) linearno zavisni.

Uotimo da izbor orijentacije krivulje nije bitan.
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2.6 Riemannov problem

Cauchyjevu zadacu oblika :

u+ f(u), =0, z€R, t>0 (53)
u zax <0

u(z,0) = (54)
ug zazxz >0

nazivamo Riemannov problem. On je od velike vaznosti za konstrukciju
numerickih metoda.

Uzmimo Burgersovu jednadzbu u;, + uu, = 0 sa poCetnim uvjetom (54).
Oblik rjeSenja ovisi o vezi izmedu u; i ug.

u

Sl 1.5. Sok za u; > ug.

Slucaj I. u; > ugy

U ovom slucaju postoji jedinstveno slabo rjesenje koje se konstruira metodom
konstantnih stanja. Naime, prema Teoremu 2 rjeSenje koje se sastoji od
konstantnih stanja, da bi bilo slabo rjesenje zadace, mora samo na linijama
prekida zadovoljavati Rankine-Hugoniotov uvjet. To rjeSenje je oblika :

u(z, t) = {ul r < st (55)

Uqg T > St

gdje je
U + Ug
S =
2

brzina Soka, tj. brzina kojom putuje prekid. Ocito je da s zadovoljava
Rankine-Hugoniotov uvjet, tj. da je (55) uistinu nase slabo rjesenje. Prim-
jetimo da karakteristike svakog dijela na kojem je u(z,0) konstantna ulaze u
Sok.

(56)
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uy

T

Sl 1.6. Sok za u; < ug.

e g

Sl. 1.7. Lepeza za u; < ug.

Sluéaj 1I. U < Ug

U ovom slu¢aju mozemo naci vise slabih rjesenja. Jedno ¢ée opet biti (55),
u kojem prekid putuje brzinom s danom s (56), samo §to sada karakteris-
tike "izlaze” iz Soka. Takoder, rjeSenje nam nije stabilno na perturbacije,
odnosno, ako malo promijenimo pocetni uvjet ili dodamo mali viskozni ¢lan
rjeSenje se u potpunosti promijeni.

Drugo slabo rjesenje za u; < ug mozemo konstruirati na osnovu simetrije
koja postoji u zakonu sacuvanja. To rjesenje je takozvana ”lepeza”, te je

oblika :
w T <t

u(z,t) =< % wt <z <ugt

Ug T > ugt

Ono je stabilno na perturbacije i moze se pokazati da se podudara s rjesenjem

w(z,t) = limu(z,t),

e—0

gdje je u rjeSenje jednadzbe s viskoznim ¢lanom.

28



Napomena 4. Za konstrukciju gornjeg rjesenja (lepeze) treba wociti da je
Riemannov problem ((53),(54)) invarijantan u odnosu na transformaciju

(x,t) — (az,at), a>0.

Stoga problem mora imati rjesenje koje ovisi samo o x/t. Da bismo to prov-
jerili, uvrstimo u (53) rjesenge oblika u(z,t) = v(z/t) i dobit éemo jednadzbu

§= 1),

gdje smo uveli novu varijablu & = x/t. Ako je funkcija f'(u) strogo monotona,
dakle ako je f(u) strogo konveksna ili strogo konkavna funkcija, onda e
v(&) biti moguce izracunati kao inverz funkcije f'(u). Na primjer, u sluéaju
Burgersove jednadzbe imamo da je v(§) = €.

2.7 Entropijske funkcije i uvjet entropije

Kao sto smo vidjeli, postoje situacije u kojima slabo rjesenje nije jedin-
stveno. Tada su potrebni dodatni uvjeti da bi izdvojili ono rjesenje koje
ima fizikalnog smisla. Vidjeli smo da se rjesenje koje trazimo, tj. koje ima
fizikalnog smisla, podudara s limesom rjesenja viskozne jednadzbe. Medutim,
taj nacin trazenja jedinstvenog slabog rjesenja moze biti dosta zahtjevan.
Zanima nas postoji li jednostavniji na¢in da izdvojimo pravo rjesenje.

Entropija je funkcija stanja sustava koja nosi informaciju o koli¢ini nereda
u sustavu i njegovoj mogucénosti da obavlja koristan rad. Vrijedi da, Sto je
nered veci, to je sustav manje sposoban obavljati koristan rad. Za zatvorene
sustave nered se moze samo povecati ili ostati konstantan.

Pojava Soka u rjeSenju oznacava porast entropije u sustavu kojeg proma-
tramo. Ta Cinjenica dati ¢e nam uvjet pomocu kojeg ¢emo izdvojiti pravo

rjesenje.

Iz nelinearnog zakona sacuvanja (38) mozemo formirati nove zakone sacuvanja
na sljedeéi na¢in. Pomnozimo jednadzbu (38) s funkcijom n/(u) :

' (W) + ' (u) f' (w)uy = 0.
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Definiramo funkciju ¢ relacijom :

¥ (u) =n'(u) fo(u) (57)
i time dobivamo novi zakon sa¢uvanja :
() + a(u) = 0, (58)

odnosno za glatke funkcije u

0 (u)uy + ' (u)u, = 0.

Funkciju 1 zovemo entropijska funkcija, dok ¢ zovemo entropijski tok.

Zahtijevat ¢emo 1 da je entropijska funkcija n konveksna, tj. n” > 0.
Naravno, gornji racun vrijedi samo za glatka rjesenja u. Kako je cilj doci
do slabog rjesenja koje se podudara sa rjeSenjem viskozne jednadzbe kad
limes pustimo u nulu, promatrat ¢emo nelinearni zakon sa¢uvanja s viskoznim
¢lanom:

il + fulu) = e, (59)
Kako je rjesenje ove jednadzbe uvijek glatko, mozemo ponoviti isti postupak
kao i za glatka rjesenja neviskozne jednadzbe. Mnozeéi jednadzbu (59) s
n'(u€) dobijemo :
ne(u®) + . (u) = en' (u)us,.

Transformacijom desne strane dobivamo :

M (u) + a(u) = en(u)ee — e (u)(ug)”. (60)
Jednadzbu (60) pomnozimo s pozitivnom test funkcijom ¢ € CL(R x R),

@ > 0, integriramo je po prostoru i vremenu te nakon primjene parcijalne
integracije izlazi :

/OOO /Z p(ne(u) + g (u))dadt =
- / ) / (e )an — pen” () (u)? )t —
/ / U ) prpdrdt — € / / o' ( Vs

Prvi ¢lan na desnoj strani iscezava kako € — 0 jer u® — u (u je rjesenje
koje ima skok ali je ograniceno, pa je i u¢ ogranic¢eno) i jer funkcija ¢ ima
kompaktan nosa¢. Drugi ¢lan je negativan jer je funkcija n konveksna, € > 0
i (u$)? > 0, pa na limesu kada ¢ — 0 imamo:

/OOO /°° (me(u) + Y (u))pdxdt <0, Yo > 0.
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Time smo dokazali sljedeéi teorem :

Teorem 3. Uwjet entropije
Funkcija u(z,t) je entropijsko rjesenge jednadzbe (38) ako za svaku konveksnu
entropijsku funkciju n i odgovarajuce entropijske tokove v vrijedi

me(1) + o (u) < 0. (61)

Slicno kao i u dokazu Rankine-Hugoniotova teorema moze se pokazati da
vrijedi :
s(n(ur) = n(ua)) = Y(w) — ¥ (uq)
ili krace zapisano :

s(w)] = [P (u)] (62)

gdje je xz(t) parametrizacija krivulje diskontinuiteta, a s = z/(t) brzina Soka,
dok [-] predstavlja skok funkcije u promatranoj tocki.

Napomena 5. Zbog jednostavnosti v Rankine- Hugoniotov uvjet mozemo krace
pisati kao :

slu] = [f(u)]. (63)

Gore navedene nejednakosti biti ¢e dovoljne da se eliminiraju nefizikalni
sokovi.

Da zaklju¢imo, rjesenja koja trazimo (a to su ona koja su fizikalno pri-
hvatljiva) moraju zadovoljavati uvjet entropije, ¢ime smo dobili kriterij za
odabir rjesenja.

Entropijske nejednakosti nam omogucavaju da u slucaju skalarnog jednodi-
menzionalnog zakona sa¢uvanja konstruiramo jedinstveno entropijsko rjesenje
Riemannovog problema. Vidjeli smo da takvo rjesenje mozemo konstruirati
pomocu sokova koji povezuju konstantna stanja i lepeza, rjeSenja koja ovise
o varijabli z/t. Problem je bio u tome sto je pomo¢u Sokova moguée kon-
struirati rjesenja koja nisu viskozna, tj. koja ne zadovoljavaju entropijsku
nejednakost (61).

Podsjetimo se da u jednodimenzionalnom slucaju svako po dijelovima
glatko slabo rjesenje zadace :

u + f(u), =0, z€Rt>0

u(z,0) = up(x), x€R,
na svakom Soku mora zadovoljavati Rankine-Hugoniotov uvjet (63), a da bi
imalo fizikalnog smisla mora k tome zadovoljavati entropijsku nejednakost

(62). Iduéa propozicija dat ée nam geometrijske informacije o dopustivim
Sokovima.
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Propozicija 1. Neka po dijelovima glatka funkcija u(x,t) zadovoljava Rankine-
Hugoniotov uvjet (63) na nekoj liniji prekida ($oku). Na tom prekidu ona
zadovoljava entropijsku nejednakost (62), za svaki entropijski par (n,v), akko
vrigedi jedan od ova tri uvjeta:

> flug) — f(k)

za sve k € R izmedu w; i ug (64)
Ug — k
— f(k
s < w za sve k € R izmedu u; i ug (65)
=

(1) flow + (1 — a)ug) > af(w) + (1 —a)f(uq) 2 ug >y
(66)
(11) flow + (1 — a)ug) < af(w) + (1 —a)f(uq) zaug <

za 0 < o<1
Za dokaz vidi [LeV92].

Propozicija 1 kaze da je za u; < ug Sok dopustiv ako graf funkcije f(u) lezi
iznad spojnice tocaka (ug, f(u;)) i (ug, f(uq)). Za diskontinuitet u; > uy graf
funkcije mora lezati ispod spojnice. Posebno, odavde dobivamo da su kod
konveksnog fluksa dopustivi jedino Sokovi oblika u; > wug, dok je za konkavni
fluks obratno.

Nadalje, iz (64) i (65) slijedi :

f'ug) < s < f'(w).

Taj uvjet u nekim sluc¢ajevima vrijedi u jacoj formi :

f(ug) < s < fl(w)

(na primjer kod strogo konveksnog ili konkavnog fluksa). Geometrijski on
kaze da brzina Soka mora biti izmedu karakteristicnih brzina slijeva i zdesna
te da karakteristike moraju wulaziti u Sok.

Konaé¢no, pomocu Sokova i lepeza mozemo konstruirati entropijsko rjesenje
Riemannovog problema. Uzmimo da je na primjer u; < ug. Pocetni diskon-
tinuitet moze evoluirati u lepezu ili Sok, ovisno o polozaju spojnice tocaka
(wr, f(wg)) 1 (ug, f(ug)) uodnosu na graf funkcije. Ako graf funkeije lezi iznad
spojnice, onda je dozvoljiv Sok, dok u suprotnom moramo koristiti lepezu.
Rjesenje oblika lepeze moze se konstruirati samo na dijelovima grafa funkcije
f(u) na kojima je ona konveksna pa stoga trebamo promatrati donju kon-
veksnu ovojnicu f,. funkcije f. Interval (u;,uq) bit ée podijeljen na intervale
lepeze tamo gdje je fluks strogo konveksan i afine dijelove koji odgovaraju
entropijskim Sokovima. U slucaju u; > uy treba promatrati gornju konkavnu
ovojnicu.
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Primjer 1. Ako Burgersovu jednadzbu
Uy + uu, =0

pommnozimo s 2u dobijemo :

2
() + (gug)x =0, (67)
m(u) = u?, Y(u) = 2u®/3). Te dvije jednadzibe imagju ista glatka rjesenja.
Medutim, imaju razlicita slaba rjesenja, sto se vidi iz Riemannovog problema.
Naime, vidi se da je u Burgersovoj jednadzbi brzina soka jednaka :

_uptug
= 5

dok je za jednadzbu (67) brzina Soka jednaka :

3_,3
_2ur -y

o 2 _ 42"
3uy — uj

Zakljucak je, stoga, da entropijska funkcija n i entropijski tok 1 nece nuzno
zadovoljavati zakon sacuvanja (58) ako u ima diskontinuitete. Medutim, zan-
ima nas kada ée za funkcije n(u) = u* 1 Y(u) = 2u®/3 biti zadovoljen uvjet
entropije

Kao sto smo vidjeli gore, za glatke funkcije u vrijedi jednakost, tj. one zado-
voljavaju zakon sacuvanja. Ako imamo funkcije s prekidima onda, integri-
rajuct po malom pravokutniku, dobijemo :

v 22 1
/ u*(z,t)dx |2 —|—/ gug(ac,t)dt o= _E(UZ —ug)* At + O(AF)

T t1

pa za male vrijednosti At > 0, uvjet entropije bit ée zadovoljen ako i samo
ako vrijedi w; > ug, kao $to predvida Teorem 3 (jer je f(u?) = 2/3(u?)3/?
konveksna funkcija).
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2.8 Pravilo jednakih povrsina

Radi se o tehnici kojom se ru¢no odreduje slabo rjesenje. Krenemo od
rjeSenja dobivenog metodom karakteristika. To rjeSenje moze imati vise vri-
jednosti u jednoj tocki (ako se karakteristike sjeku), koje eliminiramo umetan-
jem $okova. Sok dodamo tako da osjeana podrucja s obje njegove strane
imaju jednaku povrsinu. To je posljedica zakona sac¢uvanja jer vrijednosti
integrala ispod krivulja na slikama a) i ¢) moraju biti jednake.

Sl. 1.8. Pravilo jednakih povrsina za eliminiranje sokova.
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2.9 Buckley-Leverettova jednadzba

Buckely-Leverettova jednadzba predstavlja model dvofaznog toka kroz
poroznu sredinu. Jednostavan primjer je simulacija rezervoara s naftom.
Kada se pronade podzemni izvor nafte, zbog velikog pritiska odredena koli¢ina
odmah izade na povrsinu. Medutim, i nakon toga velika koli¢ina nafte ostane
pod zemljom. Standardna metoda za ekstrakciju preostalog dijela nafte je
da se upumpava voda u naftno polje kroz jedne busotine, tjerajuéi naftu van
kroz druge. U ovom slucaju dvofazni tok ¢ine voda i nafta, a porozni medij
stijene ili pijesak.

U prvom poglavlju dali smo izvod i formulu Buckley-Leverettove jed-
nadzbe : 95

0

Uzet ¢emo da su brzina i poroznost konstantne, time dobivamo jednadzbu :
S+ f(S) =0,

koja je upravo nelinearni zakon sacuvanja. Podsjetimo se, funkcija f,, je
funkcija toka vode, pa funkcija f ima oblik:

vy CUw Aw(5)

pri ¢emu su :
e S - zasi¢enost vodom, S € [0, 1]
e \,(9) = k’;j—is) - mobilnost vode
o d(S) = Ay(5) + Ao(S) - zbroj mobilnosti vode i mobilnosti nafte

Jednostavnim raspisom dobije se :

_ U krw(5)
)= B (®) + =1 (S)
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Mi ¢emo proucavati jednostavan slucaj kad je veza propusnosti i zasi¢enosti
kvadratna :

krw(5> - 52 ) kro(s) = (1 - 5)2

Dakle promatramo funkciju toka f oblika :

Uy S?

o (68)

f(9)

gdje je a = ’Z—w konstanta koja odgovara omjeru viskoznosti vode i nafte.

Lako se vidi da je
Uy 2a5(1—5)

FS) =5 S raa=spp

1.0 F 20 f
08 r 15 |
06 f

1.0
04

Q5 1
0.2
0.0 L 0.0

00 02 04 06 08 1.0 0.0 02 04 06 08 1.0

i=1

N |+

Sl. 1.9. Funkcija toka vode @ njena derivacija za a =

Prouc¢avamo tok do kojeg dolazi zbog utiskivanja ¢iste vode (S = 1), u
tocki x = 0 s pozitivnom ukupnom brzinom v,, u ¢istu naftu (S = 0). To
odgovara Riemannovom problemu oblika :

Si+ f(S),=0, xeR, t>0
=1
S(x,0) = S zax <0 (69)
Sqg=0 zax>0

Vidjeli smo da, kada je f konveksna (konkavna) funkcija, rjesenje Rie-
mannovog problema ima oblik ili Soka ili lepeze. Ako, pak, f nije konveksna
funkcija, kao u nasem slucaju, u rjesenju se mogu naci oba oblika.
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Rjesenje krenemo konstruirati metodom karakteristika. Jednadzba karak-
teristika dana je sa :

7'(t) = f'(S(x(t),1))

a pokazali smo da je rjeSenje konstantno na karakteristikama, pa stoga imamo:

£.
z(t) = x(0) + f'(S(x(0),0))t.
Zbog (69) i toga sto derivacija funkcije toka f’ u tockama 01 1 ima vrijednost

0, karakteristike su svugdje, osim u z(0) = 0, paralelne s osi t u x — ¢
koordinatnom sustavu.

Sl. 1.10. Karakteristike Buckley-Leverettove jednadzbe.

Uocimo prvo da S(z,t) =1zax < 01 S(x,t) =0 za x > 0 nije slabo rjesenje
jer diskontinuitet = 0 ne zadovoljava Rankine-Hugoniotov uvijet.

Prema Propoziciji 1, stanje S; = 0 mozemo spojiti Sokom s nekim drugim
stanjem S* > 0, a da ne narusimo uvjet entropije (spojnica lezi iznad grafa
funkcije), dok S; = 1 ne mozemo spojiti entropijskim Sokom niti s jednim
stanjem S* < 1. Stoga ¢emo stanje S; = 1 spojiti lepezom sa stanjem
0 < S* < 1, a ovo medustanje spajamo Sokom sa stanjem Sy = 0.

Jos je samo ostalo odrediti polozaj tocke S*. Znamo da rjesenje na Soku
mora zadovoljavati Rankine-Hugoniotov uvjet, tj. da za brzinu Soka s* vrijedi

. S8 -0 f(5Y)

S = —=

S*—0 S*
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S druge strane, lepeza je definirana jednadzbom & = f’(g(f)), pa za
S = S* mora vrijediti s* = f'(S5*), gdje je s* brzina Soka koji izlazi iz x = 0.
Time dolazimo do jednadzbe :

f(S%)
S+

f(87) =
tj. pravac kroz (0,0) i (S*, f(S*)) je tangenta na graf funkcije f.

Napomena 6. Tocka S* odredena tangentom na graf funkcije f zove se
Welgeova tocka (vidi [Wel]).

Sl. 1.11. Konveksna ljuska funkcije f, pri cemu afin dio predstavlja Sok, a
konveksni dio lepezu.

Lako se pokaze da je S* = \/%, tj. ovisi samo o omjeru viskoznosti
a. Da bismo pokazali da se na dijelu [S*, 1] moze konstruirati lepeza treba
vidjeti da je S* > S**, gdje je S** maksimum prve derivacije f'(.5), jer je na
[S**,1] funkcija [’ strogo padajuca (f je strogo konkavna). Iz geometrijeske
situacije je pak jasno da funkcija f/ u S* mora biti padajuca.

To §to je spojnica [f(Sy), f(S*)] upravo tangenta na funkciju f u tocki S*
znaci da kod konstrukcije rjesenja treba promatrati konkavnu ljusku funkcije
f (jos se naziva i gornja konkavna ovojnica).

Dakle, Riemannovo rjesenje ukljucuje i sok i lepezu. Da je funkcija f

imala vise tocaka infleksije, rjeSenje bi se sastojalo od vise Sokova i vise
lepeza.
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Napomena 7. Brzina gibanja diskontinuiteta je konstantna v ovisi samo o
omgjeru %, viskoznosti © propusnosti :

Sl. 1.12. Karakteristike i rjesenje Buckley-Leverettove jednadzbe za S; > Sy.

S fizikalne strane to znaci da voda, kako se utiskuje u tlo, trenutno istisne
odredenu koli¢inu nafte. Period tijekom kojeg izlazi Cista nafta odgovara
lepezi u nasem rjeSenju. Trenutak nakon Soka predstavlja istjecanje mjesavine
nafte i vode, sa sve manje i manje nafte kako vrijeme odmice. Ovom tehnikom
nemoguce je istisnuti svu naftu.

Ako je S; < S; moze se primjeniti isti postupak, samo sto u ovom slucaju
gledamo konveksnu ljusku skupa iznad grafa, {(z,y) : Sq < < S;iy >
f(z)} (donja konveksna ovojnica).

F(S)§

Sl. 1.13. Konveksna ljuska funkcije f kada je S; < Sy.
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Rjesenje ¢e u ovom slucaju imati oblik:

Sl. 1.14. Karakteristike i rjesenje Buckley-Leverettove jednadzbe za S; < Sy.

2.10 Odredivanje relativnih propusnosti

Pretpostavimo da se tok fluida odvija u homogenoj poroznoj sredini gdje
su k i ¢ konstante. Promatramo eksperiment utiskivanja vode u uzorak
porozne sredine koji je oblika izduzenog valjka duljine L (karote) i zasien
naftom. Neka je povrsina presjeka karote jednaka |A| > 0 te pretpostavimo
da je brzina utiskivanja vode v, > 0 konstantna.

Cilj sljede¢eg racuna je odrediti relativne propusnosti iz postavljenog
eksperimenta.

1. Izracunajmo srednju vrijednost zasi¢enja vodom u karoti. Iz Buckley-
Leverettove jednadzbe :

08 0
QSE + Uu%fw(‘s) =0
integrirajuci po varijabli x dobijemo :

L
9 U _

pr OS@JMxZ ¢UMS@JD—LA$QUH= 5

jer je S(0,t) =11 f,(1) = 1, 1 potom integriramo po vremenu :

[fuw(S(L, 1)) = 1],

%Asmﬁ@—%lsmmwz—ﬂ{ Fo(S(LT) — 1. (70)
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Uocimo da je S(z,0) = 0, Vz € (0, L). Ako koli¢inu vode koja se akumulira
na izlazu iz karote (Sto znaci da je lako mjeriva veli¢ina) oznacimo s @Q,, :

Qult) = / | AL, 7)dr = / A fu(S(Lo 7)) vudr (71)

dobijemo :
t
Qu(t
/ Vo fuw(S(L, 7))dT = |A(\ ), (72)
0
tj. kad se vratimo u jednadzbu (70) imamo da je srednja vrijednost zasi¢enja
dana s : . o
1 / 1 Qu(t
— Sz, t)de = —— — Uut|. 73
7| Sade = o= - (73)

2. Da bismo mogli izra¢unati zasi¢enje S, promatrajmo prvo trenutak ¢ > t*,
gdje je t* prvi trenutak u kojem je voda pocela izlaziti iz karote, odnosno u
kojem je Sok stigao do tocke x = L. RjeSenje unutar karote dano je tada
lepezom, tj. jednadzbom :

U’LL

¢

Uzimajuci to u obzir dobijemo :

fu(S(e,t) = 2. (74)

9 b (St) = f. (S, 22t _ 295w, 1)

ox or  wv,t Ox
Zatim, integriramo po prostornoj varijabli i primjenimo parcijalnu integraciju:
L¢ 1 Qu(t)
w(S(L,t) =1+ —S(L,t) + — — Uyt
FulS(L0) =1+ 208 (L) + S5 —
Nadalje, iz (72) izlazi :
Qu(t
2l = ufu(S(L) (75)

pa kako je @), (t) izmjeriva veli¢ina dobivamo :

Q) Lo Qu(1)
Ao, ~ 1o, D+

a iz toga slijedi jednadzba za zasi¢enje u tocki z = L :
1

U= 1A

(1@ (1) — Qu(?)]. (76)
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3. Sljedeca lako mjeriva veli¢ina je razlika tlakova na ulazu i izlazu :

L
Py = - [ Dar = p(0.0) - p(.0) (77)

0 Ox
Prema Darcyjevom zakonu znamo da za tlak vrijedi :

op(x,t)

or  kd(S(z,t))
pa stoga imamo :
L v
Pit)y= | ———dx.
0= wa )

Sada gledamo trenutak ¢ > t* za koji vrijedi (74) te napravimo zamjenu

varijabli £ = £ (za fiksni t) u jednadzbi (78), iz Cega slijedi :

Lty
Pt) = /0 e

Ovisnost o vremenu je sada eksplicitna. Kako je P(t) izmjeriva veli¢ina tako
jetoi P'(t) :

Lit— v P(t) L v
Pt:/) ~—df + ——— —)t= - s
() o kd(S(¢)) < kd(S(L/t))( ) t tkd(S(L,1))
pa dobijemo jednadzbu za sumu mobilnosti :
1 kt P(t)

= — P'(t)]. 79
d(S(L,t)) Lvu[ t ®)] (79)

Sada iz funkcije toka vode mozemo izracunati relativnu propusnost :

ku(S(L1) QL
pe eSO = e — P

Time smo dobili konac¢ne jednadzbe za relativnu propusnost i zasi¢enje :

QU L
bl SU0) = st kP - PO )
S(L.t) = mw;(w —Qult). (1)

Ove dvije funkcije odreduju vezu S — k;.,(S). Za niz trenutaka t* < t; <
ty < ... mjerimo velicine @, (t), P(t), Q.,(t) 1 P'(t), te pomocu formula (80) i
(81) mozemo izracunati k,,,(S) i S. Na taj nacin za svaki vremenski trenutak
dobivamo jednu tocku na krivulji funkcije k,.,,. Cijela krivulja se, zatim, moze
konstruirati metodom interpolacije za izracunate vrijednosti. Isti postupak
vrijedi i za relativnu propusnost nafte k,,(S).
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