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Jedan od najvecih napredaka 20. stoljeca je Heisenbergovo otkrice
matematic¢ke formulacije kvantne mehanike iz 1925. J
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Jedan od najvecih napredaka 20. stoljeca je Heisenbergovo otkrice
matematic¢ke formulacije kvantne mehanike iz 1925.

Iz matemati¢kog kuta gledanja, prijelazu iz klasi¢ne mehanike u kvantnu
mehaniku odgovara prijelaz iz komutativne algebre klasi¢nih observabli u
nekomutativnu algebru kvantnih observabli. Prisjetimo se da je u klasi¢noj
mehanici observabla (energija, pozicija, moment, itd.) funkcija na
mnogostrukosti koju zovemo fazni prostor sustava.
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Jedan od najvecih napredaka 20. stoljeca je Heisenbergovo otkrice
matematic¢ke formulacije kvantne mehanike iz 1925.

Iz matemati¢kog kuta gledanja, prijelazu iz klasi¢ne mehanike u kvantnu
mehaniku odgovara prijelaz iz komutativne algebre klasi¢nih observabli u
nekomutativnu algebru kvantnih observabli. Prisjetimo se da je u klasi¢noj
mehanici observabla (energija, pozicija, moment, itd.) funkcija na
mnogostrukosti koju zovemo fazni prostor sustava.

Iz radova Diraca i Born-Heisenberg-Jordana postalo je jasno da su
observable u kvantnoj mehanici zapravo hermitski operatori na
Hilbertovom prostoru kojeg zovemo prostor stanja sustava. Prema tome,
komutativna algebra funkcija na prostoru zamijenjena je nekomutativnom
algebrom operatora na Hilbertovom prostoru.

lia Gogi¢ (PMF-MO ZG & PMF-DMI NS) CGTA Seminar, 3. 12. 2013. 2 /53



Time su udareni temelji novoj matematickoj teoriji, teoriji operatorskih J
algebri.
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Time su udareni temelji novoj matematickoj teoriji, teoriji operatorskih
algebri.

Osamdesetih godina 20. stolje¢a francuski matemati¢ar A. Connes je
primijetio da se sli¢na procedura moZe primijeniti na razna podruéja
matematike gdje klasi¢ni pojam prostora (prostora mjere, lokalno
kompaktnog prostora, glatkog prostora, itd.) gubi svoj smisao, te se moze
zamijeniti sa nekomutativnom algebrom. Connesova teorija je poznata pod
imenom nekomutativna geometrija.
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Time su udareni temelji novoj matematickoj teoriji, teoriji operatorskih
algebri.

Osamdesetih godina 20. stolje¢a francuski matemati¢ar A. Connes je
primijetio da se sli¢na procedura moZe primijeniti na razna podruéja
matematike gdje klasi¢ni pojam prostora (prostora mjere, lokalno
kompaktnog prostora, glatkog prostora, itd.) gubi svoj smisao, te se moze
zamijeniti sa nekomutativnom algebrom. Connesova teorija je poznata pod
imenom nekomutativna geometrija.

Nekomutativna geometrija, sadrZi klasi¢nu geometriju kao grani¢ni slucaj,
ali je ta geometrija opisana algebarskim terminima. Zbog toga, za
razumijevanje njene relacije s klasicnom geometrijom, treba prvo shvatiti
pojam jedne od najvaZnijih ideja u matematici: ideja dualizacije izmedu
komutativne algebre i geometrije.
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Radi se o tome da postoji dualnost izmedu odredenih kategorija
geometrijskih prostora i kategorija algebri koje reprezentiraju te prostore.
Nekomutativna geometrija se temelji na toj relaciji dualnosti izmedu
geometrije i komutativne algebre i pritom ju znacajno prosiruje.
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geometrijskih prostora i kategorija algebri koje reprezentiraju te prostore.
Nekomutativna geometrija se temelji na toj relaciji dualnosti izmedu
geometrije i komutativne algebre i pritom ju znacajno prosiruje.

Siroka ideja nekomutativne geometrije je da se s odredenim klasama
nekomutativnih algebri postupa kao s nekomutativnim prostorima te da se
aparati geometrije, topologije i analize proSire na to novo okruZenje.
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Radi se o tome da postoji dualnost izmedu odredenih kategorija
geometrijskih prostora i kategorija algebri koje reprezentiraju te prostore.
Nekomutativna geometrija se temelji na toj relaciji dualnosti izmedu
geometrije i komutativne algebre i pritom ju znacajno prosiruje.

Siroka ideja nekomutativne geometrije je da se s odredenim klasama
nekomutativnih algebri postupa kao s nekomutativnim prostorima te da se
aparati geometrije, topologije i analize proSire na to novo okruZenje.

Mi ¢emo tu ideju dualizacije opisati na LCH (lokalno kompaktnim
Hausdorffovim) prostorima.
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C*-algebre kao nekomutativna topologija

Neka je X LCH prostor i neka je Co(X) skup svih neprekidnih funkcija

f: X — C koje trnu u oo, tj. za svako € > 0 postoji kompaktan podskup
K C X takav da je |f(x)| < e za sve x € X \ K.

@ (p(X) postaje kompleksna x-algebra uz standardne operacije po
to¢kama

(af)(x) := a- f(x)
(f +8)(x) := f(x) + &(x)
(f-8)(x) :=f(x) - &(x)
i involuciju
f*(x) = f(x),
gdjesu f,g € Go(X), a € C te x € X.

@ Cp(X) moZemo opskrbiti sa sup-normom

[lloo := sup{[f(x)| : x € X},
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s obzirom na koju Co(X) postaje Banachov prostor.
@ Sup-norma je o&ito submultiplikativna, tj.

I - &lloo < [[llooll&lloo-

Drugim rije¢ima, Co(X) je uz sup-normu Banachova algebra.

@ Ukoliko uzmemo u obzir i involuciju, sup-norma zadovoljava i
sljedece, tzv. C*-svojstvo:

1 Flloo = I FlI3-
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sljedece, tzv. C*-svojstvo:

1 Flloo = I FlI3-

Napomena

Algebra Co(X) je komutativna, tj. vrijedi f-g =g -f zasve f,g € Co(X)

v
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s obzirom na koju Co(X) postaje Banachov prostor.
@ Sup-norma je o&ito submultiplikativna, tj.

I - &lloo < [[lloollgloo-

Drugim rije¢ima, Co(X) je uz sup-normu Banachova algebra.

@ Ukoliko uzmemo u obzir i involuciju, sup-norma zadovoljava i
sljedece, tzv. C*-svojstvo:

1 Flloo = I FlI3-

Napomena

Algebra Co(X) je komutativna, tj. vrijedi f-g =g -f zasve f,g € Co(X)

v

Sto dobivamo ako ispustimo komutativnost? J
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Definicija

C*-algebra je kompleksna Banachova x-algebra A &ija norma || - ||
zadovoljava C*-svojstvo. Drugim rije¢ima:

A je algebra nad C.

A je opskrbljena s involucijom, tj. s preslikavanjem [I* : A — A,
a+— a*, koje zadovoljava sljedeca svojstva:

(aa+ Bb)* = @a* + Bb*, (ab)* = b*a*, te (a*)* =a,

zasvea,be Aia,pB eC.

@ A je uz normu || - || normirana algebra, tj. vrijedi
lla- bl < |all-||b]| zasvea,becA.
@ A je s obzirom na normu || - || Banachov prostor.
@ Norma || - || zadovoljava C*-svojstvo, tj. vrijedi
|a*a| = ||a||> za sve a € A.
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C*-svojstvo je dosta jak uvjet. Naime, to svojstvo zajedno s formulom za
spektralni radijus implicira da je norma C*-algebre jedinstveno odredena
njenom algebarskom strukturom: Za sve a € A imamo

HaH2 = ||a*a|| = sup{|A| : A € o(a*a)},

gdje je
o(x) :={A € C : Al — a nije invertibilan}

spektar elementa x € A.
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C*-svojstvo je dosta jak uvjet. Naime, to svojstvo zajedno s formulom za
spektralni radijus implicira da je norma C*-algebre jedinstveno odredena
njenom algebarskom strukturom: Za sve a € A imamo

lal|> = [|la*all = sup{|A| : A € o(a*a)},

gdje je
o(x) :={A € C : Al — a nije invertibilan}

spektar elementa x € A.

Morfizme u kategoriji C*-algebri sadinjavaju tzv. *-homomorfizmi, tj.
multiplikativna linearna preslikavanja ¢ : A — B koja €uvaju involuciju.
Propozicija
Neka je ¢ : A — B x-homomorfizam izmedu C*-algebri A i B.

@ ¢ je kontrakcija (tj. ||¢(a)| < ||a|| za sve a € A).

o ¢(A) je C*-podalgebra od B (naglasak na zatvorenosti).

@ Ako je ¢ injekcija, tada je ¢ izometrija.

v
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Primjer

Ako je X LCH prostor, tada je Co(X) (uz sup-normu) komutativna
C*-algebra. Algebra Co(X) je unitalna ako i samo ako je X kompaktan
prostor. U tom slu¢aju je Co(X) = C(X).
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Primjer

Ako je X LCH prostor, tada je Co(X) (uz sup-normu) komutativna
C*-algebra. Algebra Cp(X) je unitalna ako i samo ako je X kompaktan
prostor. U tom slu¢aju je Co(X) = C(X).

Neka je sada A opcenita unitalna komutativna C*-algebra.

@ Oznatimo s X = X(A) prostor svih karaktera na A, tj. skup svih
unitalnih multiplikativnih linearnih funkcionala y : A — C.

@ Svaki karakter x na A je ograni¢en s ||x| = 1, pa imamo

X C Ball(A*). Stovi¥e, X je w*-zatvoren podskup od Ball(A*), pa je

kao takav kompaktan (Banach-Alaogluov teorem).

@ Za a € A definirajmo funkciju 4 : X — C s 4(x) := x(a). Tada je
de C(X)zasveacA

o Geljfandova transformacija od A je funkcija G4 : A — C(X)
definirana s G(a) := 4.
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Teorem (komutativni Geljfand-Naimarkov teorem)

Ako je A unitalna komutativna C*-algebra, tada Geljfandova transofmacija
Ga definira izometri¢ki x-izomorfizam s A na C(X(A)).
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Teorem (komutativni Geljfand-Naimarkov teorem)

Ako je A unitalna komutativna C*-algebra, tada Geljfandova transofmacija

Ga definira izometri¢ki x-izomorfizam s A na C(X(A)).

U terminima teorije kategorija:
@ Neka je CH kategorija &iji su objekti svi kompaktni Hausdorffovi
prostori, a morfizmi neprekidne funkcije.
@ Neka je UKC* kategorija &iji su objekti sve unitalne komutativne
C*-algebre, a morfizmi unitalni x-homomorfizmi.

@ Definirajmo dva kontravarijantna funktora C : CH ~~ UKC" i
X : UKC* ~» CH na sljedeéi nacin:

> Funktor C prevodi CH prostor X u unitalnu komutativnu C*-algebru
C(X), a neprekidnu funkciju F : X — Y u unitalni x-homomorfizam

C(F): C(Y)— C(X), C(F)(f):=foF.

> Funktor X prevodi unitalnu komutativhu C*-algebru A u CH prostor
X(A), a unitalni x-homomorfizam ¢ : A — B u neprekidnu funkciju

X(9) : X(B) = X(A), X(#)(x) = x © ¢
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U terminima teorije kategorija (nastavak):

Za x € X oznatimo s € pripadni evaluacijski karakter na C(X),
€x . f — f(x) i definirajmo preslikavanje ex : X — X(C(X)) s
€x : X — €x. Tada se lako provjeri da sljedeéi dijagrami komutiraju:

¢

X —_— Y A — B
lEX lfY lgA lgB
x(cx) 2 xerryy  cxa)y) <X cx(s))
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U terminima teorije kategorija (nastavak):

Za x € X oznatimo s € pripadni evaluacijski karakter na C(X),

€x . f — f(x) i definirajmo preslikavanje ex : X — X(C(X)) s

€x : X — €x. Tada se lako provjeri da sljedeéi dijagrami komutiraju:

X _f, % A _¢ B
lex lW lQA lQB
x(cx) 2 xerryy  cxa)y) <X cx(s))

Korolar

XoC=idecy i Co X Zidykce+ (prirodni izomorfizam funktora). Dakle,
kategorije CH i UKC* su medusobno dualne.
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Pitanje
Mozemo li ovu dualnost prosiriti do dualnosti izmedu kategorija LCH
lokalno kompaktnih Hausdorffovih prostora i KC* komutativnih C*-algebri?

llja Gogi¢ (PMF-MO ZG & PMF-DMI NS) CGTA Seminar, 3. 12. 2013. 12 / 53



Pitanje
Mozemo li ovu dualnost prosiriti do dualnosti izmedu kategorija LCH
lokalno kompaktnih Hausdorffovih prostora i KC* komutativnih C*-algebri?

Odgovor

MoZemo, no trebamo biti oprezni pri izboru odgovarajué¢ih morfizama.
Naime ako za morfizme u LCH uzmemo pravilna neprekidna preslikavanja,
a za morfizme u KC* nedegenerirane x-homomorfizme, tada se moZe
pokazati da su kategorije LCH i KC* zaista dualne.
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Pitanje
Mozemo li ovu dualnost prosiriti do dualnosti izmedu kategorija LCH
lokalno kompaktnih Hausdorffovih prostora i KC* komutativnih C*-algebri?

Odgovor

MoZemo, no trebamo biti oprezni pri izboru odgovarajué¢ih morfizama.
Naime ako za morfizme u LCH uzmemo pravilna neprekidna preslikavanja,
a za morfizme u KC* nedegenerirane x-homomorfizme, tada se moze
pokazati da su kategorije LCH i KC* zaista dualne.

Zakljucak

Prelaskom s LCH prostora X na funkcijsku algebru Cy(X) nije izgubljena
niti jedna topoloska informacija prostora X. Radi toga, mnoge topoloske
pojmove, svojstva i konstrukcije moZemo formulirati u terminima
C*-algebri, bez pozivanja na komutativnost ili na inherentni prostor. Na
taj na&in dobivamo njihove direktne (nekomutativne) generalizacije. Neki
od tih primjera su ilustrirani sljede¢om tablicom.

lia Gogi¢ (PMF-MO ZG & PMF-DMI NS) Homogene C*-algebre CGTA Seminar, 3. 12. 2013. 12 / 53



TOPOLOGIJA

C*-ALGEBRE

otvoren podskup
otvoren gust podskup
zatvoren podskup
homeomorfizam
kompaktnost
povezanost
Kartezijev produkt
kompaktifikacija
vjerojatnosna mjera
Lebesgueova dimenzija
topoloska K-teorija

zatvoren ideal
esencijalni zatovren ideal
kvocijentna algebra
*-automorfizam
unitalnost
algebra bez projektora
prostorni tenzorski produkt
unitizacija
stanje
nuklearna dimenzija
K-teorija za C*-algebre

lia Gogi¢ (PMF-MO ZG & PMF-DMI NS)
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TOPOLOGIJA
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otvoren podskup
otvoren gust podskup
zatvoren podskup
homeomorfizam
kompaktnost
povezanost
Kartezijev produkt
kompaktifikacija
vjerojatnosna mjera
Lebesgueova dimenzija
topoloska K-teorija

zatvoren ideal
esencijalni zatovren ideal
kvocijentna algebra
*-automorfizam
unitalnost
algebra bez projektora
prostorni tenzorski produkt
unitizacija
stanje
nuklearna dimenzija
K-teorija za C*-algebre

Radi toga na nekomutativne C*-algebre mozemo gledati kao na algebre
funkcija na " nekomutativnim prostorima”, koji ne postoje u klasi¢nom
smislu. U tom kontekstu se teorija C*-algebri smatra nekomutativhom

topologijom.

lia Gogi¢ (PMF-MO ZG & PMF-DMI NS) Homogene C*-algebre

CGTA Seminar, 3. 12. 2013.

13 / 53



Osnovni primjeri C*-algebri
@ Matri¢ne algebre M, = M,(C) s euklidskom operatorskom normom

su C*-algebre. Svaka kona¢no-dimenzionalna C*-algebra je (do na
«-izomorfizam) kona&na direktna suma matri¢nih algebri.

@ Skup B(H) ograniZenih operatora na Hilbertovom prostoru H je
C*-algebra uz uobiajene operacije, adjungiranje te operatorsku
normu.

@ Ako je A C*-algebra i X LCH prostor, tada je Co(X,A) C*-algebra uz
operacije po to¢kama i sup-normu.

@ Svakoj lokalno kompaktnoj grupi G mozemo pridruziti C*-algebru
C*(G). Sve o teoriji reprezentacija od G je kodirano u C*(G).

@ Topoloski dinamicki sistem se sastoji od kompaktnog prostora X,
lokalno kompaktne grupe G i neprekidnog djelovanja grupa
a: G ~ X. Takvoj trojci (X, a, G) mozemo pridruZiti
transformacijsku grupovnu C*-algebru C(X) %, G.

o Kategorija C*-algebri dozvoljava kvocijente, direktne sume, direktne
produkte, direktne limese, (odredene) tenzorske produkte, itd.
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C*-algebarski formalizam kvantne mehenike

@ Skup observabli kvantnog sustava opisan je hermitskim dijelom
unitalne C*-algebre A.

@ Stanje sustava je definirano kao unitalni pozitivni funkcional na A (tj.
linearno preslikavanje w : A — C takvo da je w(a*a) > 0zasve ac A
i w(la) =1). Ako je sustav u stanju w, tada je olekivana vrijednost
observable a jednaka w(a).

@ Simetrije sustava opisane su x-automorfizmima od A.

@ Reverzibilnu vremensku evoluciju kvantnog sustava, u Heisenbergovoj
slici, opisuju jednoparametarske grupe {®;};cr *-automorfizama od
A. Njihovi infinitezimalni generatori su (*-)derivacije.
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C*-algebarski formalizam kvantne mehenike

@ Skup observabli kvantnog sustava opisan je hermitskim dijelom
unitalne C*-algebre A.

@ Stanje sustava je definirano kao unitalni pozitivni funkcional na A (tj.
linearno preslikavanje w : A — C takvo da je w(a*a) > 0zasve ac A
i w(la) =1). Ako je sustav u stanju w, tada je olekivana vrijednost
observable a jednaka w(a).

@ Simetrije sustava opisane su x-automorfizmima od A.

@ Reverzibilnu vremensku evoluciju kvantnog sustava, u Heisenbergovoj
slici, opisuju jednoparametarske grupe {®;};cr *-automorfizama od
A. Njihovi infinitezimalni generatori su (*-)derivacije.

Ovakav C*-algebarski pristup se koristi u Haag-Kastlerovoj aksiomatizaciji
lokalne kvantne teorije polja, gdje je svakom otvorenom podskupu
prostorno vremenskog kontinuuma Minkowskog pridruZzena neka
C*-algebra.
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K-teorija

Razvoj K-teorije zapoceo je radom A. Grothendiecka iz 1957. koji ju je
koristio za formulaciju rezultata koji je danas poznat kao
Grothendieck-Riemann-Rochov teorem. Njeno ime potjete od njemacke

rijeci " Klasse” .

lia Gogi¢ (PMF-MO ZG & PMF-DMI NS) CGTA Seminar, 3. 12. 2013.

16 / 53



K-teorija

Razvoj K-teorije zapoceo je radom A. Grothendiecka iz 1957. koji ju je
koristio za formulaciju rezultata koji je danas poznat kao
Grothendieck-Riemann-Rochov teorem. Njeno ime potjete od njemacke
rijeci " Klasse”.

M. Atiyah i F. Hirzebruch su 1959. formulirali topolosku K-teoriju, koristeci
originalnu Grothendieckovu konstrukciju na vektorskim sveZnjevima.
Topoloska K-teorija je esencijalno koridtena u drugom (odnosno u prvom
objavljenom) dokazu slavnog Atiyah-Singerovog teorema iz 1968.
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K-teorija

Razvoj K-teorije zapoceo je radom A. Grothendiecka iz 1957. koji ju je
koristio za formulaciju rezultata koji je danas poznat kao
Grothendieck-Riemann-Rochov teorem. Njeno ime potjete od njemacke
rijeci " Klasse”.

M. Atiyah i F. Hirzebruch su 1959. formulirali topolosku K-teoriju, koristeci
originalnu Grothendieckovu konstrukciju na vektorskim sveznjevima.
Topoloska K-teorija je esencijalno koridtena u drugom (odnosno u prvom
objavljenom) dokazu slavnog Atiyah-Singerovog teorema iz 1968.

Topoloska K-teorija je generalizirana teorija kohomologije. Drugim
rije¢ima, ona zadovoljava sve Eilenberg-Steenrodove aksiome osim
aksioma dimenzije.
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K-teorija

Razvoj K-teorije zapoceo je radom A. Grothendiecka iz 1957. koji ju je
koristio za formulaciju rezultata koji je danas poznat kao
Grothendieck-Riemann-Rochov teorem. Njeno ime potjete od njemacke
rije¢i " Klasse" .

M. Atiyah i F. Hirzebruch su 1959. formulirali topolosku K-teoriju, koristeci
originalnu Grothendieckovu konstrukciju na vektorskim sveznjevima.
Topoloska K-teorija je esencijalno koridtena u drugom (odnosno u prvom
objavljenom) dokazu slavnog Atiyah-Singerovog teorema iz 1968.

Topoloska K-teorija je generalizirana teorija kohomologije. Drugim
rije¢ima, ona zadovoljava sve Eilenberg-Steenrodove aksiome osim
aksioma dimenzije.

Od svih topoloskih invarijanti, jedino K-teorija ima izravno proSirenje u
nekomutativno podrugje.

v
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Neka je X CH prostor i neka je F polje R ili C.
@ Ako su E; (i = 1,2) dva F-vektorska sveznja nad X s pripadnim
projekcijama p; : E; — X, tada je njihova Whitneyeva suma
definirana s

Ei ® E; = {(e1,e) € E1 x B : pi(e1) = p2(e2).}

Ako su E; sveZnjevi ranga n;, tada je olito E; @ E, sveZanj ranga
ny + no.

@ Skup Vectr(X) svih klasa izomorfizama kompleksnih vektorskih
sveznjeva nad X s obzirom na Whitneyevu sumu postaje komutativni
monoid.

@ Jedinica u monoidu Vecty(X) je (klasa od) X x {0}.

@ Trivijalni sveZnjevi nad X formiraju podmonoid koji je izomorfan
monoidu (Z.,+).
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@ Opcenito monoid Vectr(X) nema svojstvo pokrate, tj. iz
[E1 & F] = [E2 & F] ne mora slijediti [E1] = [E2]. Npr. Whitneyeva
suma (netrivijalnog) tangecijalnog sveznja TS? s normalnim
(trivijalnim) sveZnjem S? x R je trivijalni trodimenzionalni svezanj
S? x R3.

@ Neprekidno preslikavanje f : X — Y inducira homomorfizam monoida
fi : Vectp(Y) — Vectp(X), f([E]) := [f*E], pa X ~» Vectc(X)
definira kontravarijantni funktor iz kategorije topoloskih prostora u
kategoriju komutativnih monoida
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@ Opcenito monoid Vectr(X) nema svojstvo pokrate, tj. iz
[E1 & F] = [E2 & F] ne mora slijediti [E1] = [E2]. Npr. Whitneyeva
suma (netrivijalnog) tangecijalnog sveznja TS? s normalnim
(trivijalnim) sveZnjem S? x R je trivijalni trodimenzionalni svezanj
S? x R3.

@ Neprekidno preslikavanje f : X — Y inducira homomorfizam monoida
f. : Vectp(Y) — Vectr(X), f([E]) := [f*E], pa X ~ Vectc(X)
definira kontravarijantni funktor iz kategorije topoloskih prostora u
kategoriju komutativnih monoida

Napomena

Za vektorske sveznjeve moZzemo takoder definirati tenzorske i vanjske
podukte, &ime dobivamo dodatnu strukturu na Vectp(X). Na Zalost, ne
postoji nadin da te operacije prosirimo na nekomutativno podrudje, tako
da one ostaju karakteristi¢ne samo za komutativni sluéaj.
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@ Opcenito monoid Vectr(X) nema svojstvo pokrate, tj. iz
[E1 & F] = [E2 & F] ne mora slijediti [E1] = [E2]. Npr. Whitneyeva
suma (netrivijalnog) tangecijalnog sveznja TS? s normalnim
(trivijalnim) sveZnjem S? x R je trivijalni trodimenzionalni svezanj
S? x R3.

@ Neprekidno preslikavanje f : X — Y inducira homomorfizam monoida
f. : Vectp(Y) — Vectr(X), f([E]) := [f*E], pa X ~ Vectc(X)
definira kontravarijantni funktor iz kategorije topoloskih prostora u
kategoriju komutativnih monoida

Napomena

Za vektorske sveznjeve moZzemo takoder definirati tenzorske i vanjske
podukte, &ime dobivamo dodatnu strukturu na Vectp(X). Na Zalost, ne
postoji nadin da te operacije prosirimo na nekomutativno podrudje, tako
da one ostaju karakteristi¢ne samo za komutativni sluéaj.

Za defniciju K%-grupe trebat ¢e nam Grothendieckova konstrukcija. J
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Definicija
Neka je (S,+) Abelova polugrupa (sa ili bez jedinice). Grothendieckova
grupa G(S) je Abelova grupa (S x S)/ ~, gdje je

(x1,y1) ~ (x2,)2) <= FzeStd xi+y+z=x+y+2z,

s grupovnom operacijom [x1, y1] + [x2, y2] := [x1 + x2, y1 + y2]. Jedini¢ni
element u G(S) je oblika [x, x|, a inverz od [x, y| je [y, x]. Umjesto [x, y]
obi¢no pisemo [x] — [y]. Grothendieckovo preslikavanje ¢s : S — G(S)
definirano s s(x) := [x + y,y] (y € S) je homomorfizam Abelovih
polugrupa i ono ne ovisi o izboru elementa y.
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Definicija
Neka je (S,+) Abelova polugrupa (sa ili bez jedinice). Grothendieckova
grupa G(S) je Abelova grupa (S x S)/ ~, gdje je

(x1,y1) ~(x2,y2) <= JzeStd xx+y+z=x2+y+z,

s grupovnom operacijom [x1, y1| + [x2, y2] := [x1 + x2,y1 + y2]. Jedini¢ni
element u G(S) je oblika [x, x|, a inverz od [x, y| je [y, x]. Umjesto [x, y]
obi¢no pisemo [x] — [y]. Grothendieckovo preslikavanje s : S — G(S)
definirano s s(x) := [x + y,y] (y € S) je homomorfizam Abelovih
polugrupa i ono ne ovisi o izboru elementa y.

Napomena

Notacija " formalnih razlika” [x] — [y] motivirana je primjerom konstrukcije
Grothendieckove grupe monoida (Z,+); imamo G(Z4,+) = (Z,+). Taj
primjer nam moze krivo sugerirati da je Grothendieckovo preslikavanje
uvijek injektivno. Naime, 15 : S — G(S) je injekcija ako i samo ako
monoid S ima svojstvo pokrate.
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Osnovna svojstva Grothendieckovog preslikavanja

o funktorijalnost, tj. za svaki homomorfizam ¢ : S — T Abelovih
monoida postoji jedinstven homomorfizam grupa
G(¢) : G(S) — G(T) takav da sljedeéi dijagram komutira

s— 2 o7
s »T
6(s) 252 6(T)
@ univerzalnost, tj. ako je S Abelova polugrupa, H Abelova grupa te
¢ : S — H homomorfizam polugrupa, tada postoji jedinstven
homomorfizam 6 : G(S) — H takav da sljedeci dijagram komutira

S—>H

v
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Definicija
Ako je X CH prostor, tada definiramo K2(X) := G(Vectg(X)).
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Definicija
Ako je X CH prostor, tada definiramo K2(X) := G(Vectg(X)).

Napomena

Za dva elementa x,y Abelove polugrupe S imamo ¥s(x) = ¥s(y) ako i
samo ako postoji z € S takav da je x + z = y + z. Posebno, ako je

S = Vectp(X) tada dvije klase [E] i [F] imaju iste slike u K2(X) ako i
samo ako su sveznjevi E i F stabilno izomorfni. To zna&i da postoji
trivijalni sveZanj 0" nad X takav da je EGO" = F @ 0".
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Definicija
Ako je X CH prostor, tada definiramo K2(X) := G(Vectg(X)).

Napomena

Za dva elementa x,y Abelove polugrupe S imamo ¥s(x) = ¥s(y) ako i
samo ako postoji z € S takav da je x + z = y + z. Posebno, ako je

S = Vectp(X) tada dvije klase [E] i [F] imaju iste slike u K2(X) ako i
samo ako su sveznjevi E i F stabilno izomorfni. To zna&i da postoji
trivijalni sveZanj 0" nad X takav da je EGO" = F @ 0".

U prethodnoj napomeni koristili smo sljedeéi poznati rezultat:

Teorem (Swan)

Ako je X CH prostor, tada je svaki vektorski sveZanj E nad X direktni
sumand trivijalnog sveZnja. Drugim rije¢ima, postoji vektorski sveZanj E
nad X takav da je E & F trivijalni sveZanj.
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Direktno iz definicije od K° dobivamo:

Propozicija

KO definira kontravarijantni funktor iz kategorije CH u kategoriju Ab
Abelovih grupa. Pritom, ako su CH prostori X i Y homotopski
ekvivalentni, tada je K°(X) = KO(Y).
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Direktno iz definicije od K° dobivamo:
Propozicija

KO definira kontravarijantni funktor iz kategorije CH u kategoriju Ab
Abelovih grupa. Pritom, ako su CH prostori X i Y homotopski
ekvivalentni, tada je K°(X) = KO(Y).

Primjer
@ Ako je CH prostor X kontraktibilan, tada je Vecty(X) = Z., pa je
Ko(X) = Z.
e za X =S imamo K2(SY) X Z x Z, i K°(St) = Z.
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Direktno iz definicije od K° dobivamo:
Propozicija

KO definira kontravarijantni funktor iz kategorije CH u kategoriju Ab
Abelovih grupa. Pritom, ako su CH prostori X i Y homotopski
ekvivalentni, tada je K°(X) = KO(Y).

Primjer
@ Ako je CH prostor X kontraktibilan, tada je Vectp(X) = Z., pa je
Ko(X) = Z.
e za X =S imamo K2(SY) X Z x Z, i K°(St) = Z.

Prema Swanovom teoremu za svaki vektorski sveZanj E nad CH prostorom
X postoji vektorski sveZzanj F nad X takavdaje E®F =0". Iz

NE)eT(F)=T(E® F)=T(0")=C(X)",

zaklju€ujemo da je I'(E) kona&no generirani projektivni C(X)-modul.

v
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Stavimo R := C(X) i neka je P kona&no generirani projektivni R-modul.

@ Ako je @ R-modul takav da je P ® Q = R", neka je
e € Homg(R", R") idempotent sa slikom P, na kojeg gledamo kao na
n X n matricu u matri¢noj algebri M,(R) = C(X,M,).

@ Definirajmo
E(P):={(x,€) e X xC" : £ € Im(e(x))}.

Tada nije tedko vidjeti da je E(P) vektorski svezanj nad X.
@ Naravno, ova konstrukcija ovisi o izboru cijepanja P& Q = R".
@ Ako je P& Q = R™ neko drugo cijepanje s pripadnim idempotentom

0
f € Mn(R), tada se lako provjeri da je e = f, tj. e i f su algebarski
ekvivalentni. To znati da postoje u € Homg(R™, R") i
v € Homg(R", R™) takvi da je

uwv=e | vu=Tf.
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Napomena
Algebarski ekvivalentni idempotenti definiraju izomorfne R-module.
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Napomena
Algebarski ekvivalentni idempotenti definiraju izomorfne R-module.

Ozna&imo redom s Vectc(X) i P(X) kategoriju kompleksnih vektorskih
sveznjeva nad X i kategoriju kona¢no generiranih projektivnih
C(X)-modula. Definirajmo odgovarajuée kovarijantne funktore

[ Vecte(X) ~ P(X) i E:P(X)~> Vecte(X).
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Napomena

Algebarski ekvivalentni idempotenti definiraju izomorfne R-module.

Ozna&imo redom s Vectc(X) i P(X) kategoriju kompleksnih vektorskih
sveznjeva nad X i kategoriju kona¢no generiranih projektivnih
C(X)-modula. Definirajmo odgovarajuée kovarijantne funktore

[ Vecte(X) ~ P(X) i E:P(X)~> Vecte(X).

Teorem (Serre-Swan)

Imamo T o E = idp(xy i E ol = idyect.(x). Dakle, kategorije Vectc(X) i
P(X) su ekvivalentne.
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Serre-Swanova konstrukcija nam sugerira definiciju Kp-grupe za proizvoljni
unitalni prsten R:

@ Neka je /,(R) skup svih idempotenata u M,(R) i stavimo

Io(R) == | In(R).

n=1

@ /so(R) postaje monoid s obzirom na operaciju

. e 0O
e® f :=diag(e,f) = [ 0 f ] .
@ Stavimo V(R) := Iw(R)/ . Operacija @ je kompatibilna s obzirom
na relaciju R tako da V(R) postaje komutativni monoid.
o Definiramo KZ'8(R) kao Grothendieckovu gupu od V/(R).
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Napomena

Ako je R = C(X), tada su prema Serre-Swanovom teoremu monoidi V/(R)
i Vectc(C) izomorfni, pa je i

KZ'8(C(X)) = KO(X).
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Napomena

Ako je R = C(X), tada su prema Serre-Swanovom teoremu monoidi V/(R)
i Vectc(C) izomorfni, pa je i

KZ'8(C(X)) = KO(X).

Kao §to znamo, C(X) je unitalna komutativna C*-algebre, a u
C*-algebrama imamo pojam projektora (p> = p* = p). S njima je znatno
lakSe baratati nego s opéenitim idempotentima jer npr. mozemo koristiti
funkcionalni ra¢un. Stoga je prirodno pitati se da li je Ko-grupa opcenite
unitalne C*-algebre A u potpunosti definirana svojim projektorima.
Odgovor je potvrdan:

@ Neka je P,(A) skup svih projektora u M,(A) i stavimo
Pso(A) = U 21 Pn(A). Na P (A) definiramo operaciju @ te relaciju

: .0 e
ekvivalencije ~ na sljedeci nacin:
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p @ q = diag(p, q),

pfgzq < dveMpy(A) td. p=v'v i p=w.

@ Operacija @ je kompatibilna s obzirom na relaciju 2 tako da
D(R) := Px(A)/ R postaje komutativni monoid.
@ Definiramo Kp(A) kao Grothendieckovu grupu od D(A).
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p @ q = diag(p, q),

pfgq < dveMpy(A) td. p=v'v i p=w.

@ Operacija @ je kompatibilna s obzirom na relaciju 2 tako da
D(R) := Px(A)/ R postaje komutativni monoid.
@ Definiramo Kp(A) kao Grothendieckovu grupu od D(A).

Imamo:
Propozicija
Ako je A unitalna C*-algebra, tada vrijedi:

® Za sveki e € I (A) postoji p € Pso(A) takav da je e 2 p.

0
@ Zap,q € Py(A) imamo p = q ako i samo ako p L q.
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p @ q = diag(p, q),

*

pfgq < dveMpy(A) td. p=v'v i p=w.

@ Operacija @ je kompatibilna s obzirom na relaciju 2 tako da
D(R) := Px(A)/ R postaje komutativni monoid.
@ Definiramo Kp(A) kao Grothendieckovu grupu od D(A).

Imamo:
Propozicija
Ako je A unitalna C*-algebra, tada vrijedi:
0
® Za sveki e € Ix(A) postoji p € Ps(A) takav da je e = p.

0
@ Zap,q € Py(A) imamo p = q ako i samo ako p L q.

Korolar
Ako je A unitalna C*-algebra, tada je Ko(A) = KZ'2(A).
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U svjetlu nekomutativne topologije prirodno je pitati se moZzemo li danu
unitalnu C*-algebru A reprezentirati kao algebru prereza nekakvog sveznja.
Npr. Co(X) je I'o(X x C). Sli¢no vrijedi i za algebru Co(X, M,).
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U svjetlu nekomutativne topologije prirodno je pitati se moZzemo li danu
unitalnu C*-algebru A reprezentirati kao algebru prereza nekakvog sveznja.
Npr. Co(X) je I'o(X x C). Sli¢no vrijedi i za algebru Co(X, M,).

Prirodni kandidat za bazni prostor X je tzv. primitivni spektar od A.
Njegove elemente &ine jezgre ireducibilnih reprezentacija od A.
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U svjetlu nekomutativne topologije prirodno je pitati se moZzemo li danu
unitalnu C*-algebru A reprezentirati kao algebru prereza nekakvog sveznja.
Npr. Co(X) je I'o(X x C). Sli¢no vrijedi i za algebru Co(X, M,).

Prirodni kandidat za bazni prostor X je tzv. primitivni spektar od A.
Njegove elemente &ine jezgre ireducibilnih reprezentacija od A.

Definicija
Reprezentacija C*-algebre A je x-homomorfizam 7 : A — B(H), gdje je
‘Hr Hilbertov prostor. Za reprezentaciju m kaZemo da je:
@ vjerna ako je m injekcija (izometrija).
o ireducibilna ako m nema netrivijalnih invarijantnih potprostora, tj.
ako je IC (zatvoren) potprostor od H, takav da je m(A)K C K, tada
Je nuzno KK = {0} ili K = Hy.
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U svjetlu nekomutativne topologije prirodno je pitati se mozemo |li danu
unitalnu C*-algebru A reprezentirati kao algebru prereza nekakvog sveznja.
Npr. Co(X) je T'o(X x C). Sli¢no vrijedi i za algebru Co(X, M,).

Prirodni kandidat za bazni prostor X je tzv. primitivni spektar od A.
Njegove elemente &ine jezgre ireducibilnih reprezentacija od A.

Definicija
Reprezentacija C*-algebre A je x-homomorfizam 7 : A — B(H), gdje je
‘Hr Hilbertov prostor. Za reprezentaciju m kaZemo da je:

@ vjerna ako je m injekcija (izometrija).

o ireducibilna ako m nema netrivijalnih invarijantnih potprostora, tj.

ako je IC (zatvoren) potprostor od H, takav da je 7(A)K C K, tada
Je nuzno KK = {0} ili K = Hy.

Teorem (Nekomutativni Geljfand-Naimarkov teorem)

Svaka C*-algebra dopusta vjernu reprezentaciju.
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Napomena

Radi prethodnog teorema, C*-algebru moZemo (konkretno) definirati kao
uniformno zatvorenu samoadjungiranu podalgebru od B(H), gdje je H
Hilbertov prostor.
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Napomena

Radi prethodnog teorema, C*-algebru moZemo (konkretno) definirati kao
uniformno zatvorenu samoadjungiranu podalgebru od B(#), gdje je H
Hilbertov prostor.

Definicija
Neka je A C*-algebra.

@ Za ideal P u A kaZemo da je primitivan ako je on jezgra neke
ireducibilne reprezentacije od A. Skup svih primitivnih ideala u A
ozna¢avamo s Prim(A).

e Prim(A) opskrbljujemo s Jacobsonovom topologijom: Otvorene
skupove u Prim(A) &ine skupovi oblika

{P € Prim(A) : I £ P},

gdje | prolazi po skupu obostranih zatvorenih ideala u A.

Za Prim(A) snabdjeven s Jacobsonovom topologijom kaZemo da je
primitivni spektar od A.

lia Gogi¢ (PMF-MO ZG & PMF-DMI NS) Homogene C*-algebre CGTA Seminar, 3. 12. 2013. 29 /53



Primjer
Neka je A= Co(X), gdje je X LCH prostor. Za totku x € X stavimo
Cu(X) :={f € G(X) : f(x)=0}. Tada je

Prim(Go(X)) = {G(X) : x € X}.

Nadalje podskup F C X je zatvoren u X ako i samo ako je pripadni
podskup {C(X) : x € F} zatvoren u Prim(Co(X)).
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Primjer
Neka je A= Co(X), gdje je X LCH prostor. Za totku x € X stavimo
Cu(X) :={f € G(X) : f(x)=0}. Tada je

Prim(Go(X)) = {G(X) : x € X}.

Nadalje podskup F C X je zatvoren u X ako i samo ako je pripadni
podskup {C(X) : x € F} zatvoren u Prim(Co(X)).

Napomena

@ Prim(A) je uvijek lokalno kompaktan To-prostor. No opéenito,
Prim(A) ne mora biti T;.

@ Ako je C*-algebra A unitalna, tada je Prim(A) kompaktan. Obrat
opcenito ne vrijedi.
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Primjer
Neka je A= Co(X), gdje je X LCH prostor. Za totku x € X stavimo
Cu(X) :={f € G(X) : f(x)=0}. Tada je

Prim(Go(X)) = {G(X) : x € X}.

Nadalje podskup F C X je zatvoren u X ako i samo ako je pripadni
podskup {C(X) : x € F} zatvoren u Prim(Cy(X)).

Napomena

o Prim(A) je uvijek lokalno kompaktan Tg-prostor. No opéenito,
Prim(A) ne mora biti T;.

@ Ako je C*-algebra A unitalna, tada je Prim(A) kompaktan. Obrat
opcenito ne vrijedi.

Prim(A) je dobar izbor za bazni prostor jedino ako je on Hausdorffov.
Ukoliko to nije tako, tada je uobiajena procedura naéi odgovarajuéi LCH
prostor X nad kojim se A fibrira na lijep nacin.

v
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Ako je A C*-algebra bez jedinice, tada A moZemo na nekoliko na&ina
uloZiti u unitalnu C*-algebru koja sadrZi A kao esencijalni ideal. Najveca
medu njima je tzv. multiplikatorska algebra M(A). Ona je
nekomutativni analogon Stone-Cechovljeve kompaktifikacije.
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Ako je A C*-algebra bez jedinice, tada A moZemo na nekoliko na&ina
uloZiti u unitalnu C*-algebru koja sadrzi A kao esencijalni ideal. Najveca
medu njima je tzv. multiplikatorska algebra M(A). Ona je
nekomutativni analogon Stone-Cechovljeve kompaktifikacije.

Svaka C*-algebra A postaje modul nad algebrom Cp(Prim(A)) ograni¢enih
neprekidnih kompleksnih funkcija na Prim(A). O tome govori sljededi
bitan teorem:

Teorem (Dauns-Hofmannov teorem)

Neka je A C*-algebra. Tada postoji jedinstven x-izomorfizam ® 4 s
Cp(Prim(A)) na centar ZM(A) od M(A) takav da vrijedi

Sa(fla+ P=1F(P)(a+ P) (jednakost u A/P)

za sve f € Cp(Prim(A)), a€ A i P € Prim(A).

lia Gogi¢ (PMF-MO ZG & PMF-DMI NS) CGTA Seminar, 3. 12. 2013. 31/53



Ako je 7 reprezentacija C*-algebre A, tada pod dimenzijom od 7
smatramo dimenziju od pripadnog Hilbertovog prostora H., J
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Ako je 7 reprezentacija C*-algebre A, tada pod dimenzijom od 7
smatramo dimenziju od pripadnog Hilbertovog prostora H.,

Definicija
Za C*-algebru A kaZemo da je homogena ako su sve ireducibilne

reprezentacije od A n-dimenzionalne (n je prirodan broj). Ukoliko cemo
htjeti naglasiti broj n, onda ¢emo reéi da je A n-homogena C*-algebra.
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Ako je 7 reprezentacija C*-algebre A, tada pod dimenzijom od 7
smatramo dimenziju od pripadnog Hilbertovog prostora H.,

Definicija
Za C*-algebru A kaZemo da je homogena ako su sve ireducibilne

reprezentacije od A n-dimenzionalne (n je prirodan broj). Ukoliko cemo
htjeti naglasiti broj n, onda ¢emo reéi da je A n-homogena C*-algebra.

Propozicija

Ako je A homogena C*-algebra, tada je Prim(A) (lokalno kompaktan)
Hausdorffov prostor.
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Ako je 7 reprezentacija C*-algebre A, tada pod dimenzijom od 7
smatramo dimenziju od pripadnog Hilbertovog prostora H,

Definicija

Za C*-algebru A kaZemo da je homogena ako su sve ireducibilne
reprezentacije od A n-dimenzionalne (n je prirodan broj). Ukoliko cemo
htjeti naglasiti broj n, onda ¢emo reéi da je A n-homogena C*-algebra.

Propozicija
Ako je A homogena C*-algebra, tada je Prim(A) (lokalno kompaktan)
Hausdorffov prostor.

Primjer
@ (C*-algebra A je 1-homogena ako i samo ako je A komutativna.
Posebno, svaka 1-homogena C*-algebra je oblika A = Cy(X) za ne
LCH prostor X.

@ Ako je X LCH prostor, tada je C*-algebra Co(X,M,) n-homogena

Za algebre tog oblika kazemo da su trivijalne n-homogene C*-algebre.

ki
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Opcenitije primjere n-homogenih C*-algebri dobivamo kao algebre prereza
tzv. algebarskih sveZnjeva, koji su po definiciji fibrirani sveZnjevi s
vlaknom M, i strukturnom grupom G = Aut(M,).
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Opcenitije primjere n-homogenih C*-algebri dobivamo kao algebre prereza
tzv. algebarskih sveZnjeva, koji su po definiciji fibrirani sveZnjevi s
vlaknom M, i strukturnom grupom G = Aut(M,).

Dakle, ako je E algebarski M,-svezanj nad LCH prostorom X, tada skup
Fo(E) svih neprekidnih prereza od E koji trnu u co postaje C*-algebra, uz
standardne operacije i involuciju po vlaknima te sup-normu. Pritom je
Fo(E) n-homogena C*-algebra i Prim([o(E)) = X.
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Opcenitije primjere n-homogenih C*-algebri dobivamo kao algebre prereza
tzv. algebarskih sveZnjeva, koji su po definiciji fibrirani sveZnjevi s
vlaknom M, i strukturnom grupom G = Aut(M,).

Dakle, ako je E algebarski M,-svezanj nad LCH prostorom X, tada skup
Fo(E) svih neprekidnih prereza od E koji trnu u co postaje C*-algebra, uz
standardne operacije i involuciju po vlaknima te sup-normu. Pritom je
Fo(E) n-homogena C*-algebra i Prim([o(E)) = X.

Bududi da je svaki x-automorfizam od M, unutrasnji, tj. oblika a — vau*
za neku unitarnu matricu u € U(n) i buduéi da jedino unitarne matrice iz
{Al 2\ €S} = S! komutiraju sa svim matricama iz M,,, imamo
identifikaciju

Aut(M,) = PU(n) := U(n)/S*.
Upravo razlike izmedu grupa U(n) i PU(n) generiraju razlike izmedu
teorija vektorskih i algebarskih sveZnjeva.
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Stovie, na taj na&in dobivamo sve n-homogene C*-algebre:

Teorem (Fell, Tomiyama-Takesaki 1961)

Neka je A n-homogena C*-algebra. Tada algebri A moZemo pridruZiti
algebarski M,-sveZanj E nad X = Prim(A) takav da je A x-izomorfna
C*-algebri To(E). Stovise, dvije takve C*-algebre A; = To(E;) sa
primitivnim spektrima X; su x-izomorfne ako i samo ako su pripadni
sveZnjevi E; ekvivalentni, u smislu da postoji homeomorfizam f : X; — Xo
takav da je Ey = f*E, (izomorfizam sveZnjeva nad Xi ).
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Stovie, na taj na&in dobivamo sve n-homogene C*-algebre:

Teorem (Fell, Tomiyama-Takesaki 1961)

Neka je A n-homogena C*-algebra. Tada algebri A moZemo pridruZiti
algebarski M,-sveZanj E nad X = Prim(A) takav da je A x-izomorfna
C*-algebri To(E). Stovise, dvije takve C*-algebre A; = To(E;) sa
primitivnim spektrima X; su x-izomorfne ako i samo ako su pripadni
sveZnjevi E; ekvivalentni, u smislu da postoji homeomorfizam f : X; — Xo
takav da je Ey = f*E, (izomorfizam sveZnjeva nad Xi ).

Problem klasifikacije

Za dani CH prostor X odrediti broj neizomorfnih klasa n-homogenih
C*-algebri &iji je primitivni spektar homeomorfan s X.
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Stovie, na taj na&in dobivamo sve n-homogene C*-algebre:

Teorem (Fell, Tomiyama-Takesaki 1961)

Neka je A n-homogena C*-algebra. Tada algebri A moZemo pridruZiti
algebarski M ,-sveZanj E nad X = Prim(A) takav da je A x-izomorfna
C*-algebri To(E). Stovise, dvije takve C*-algebre A; = To(E;) sa
primitivnim spektrima X; su x-izomorfne ako i samo ako su pripadni
sveZnjevi E;j ekvivalentni, u smislu da postoji homeomorfizam f : X; — Xp
takav da je Ey = f*E, (izomorfizam sveZnjeva nad Xi ).

Problem klasifikacije

Za dani CH prostor X odrediti broj neizomorfnih klasa n-homogenih
C*-algebri &iji je primitivni spektar homeomorfan s X.

Prema prethodnom teoremu, problem klasifikacije n-homogenih C*-algebri
nad X ekvivalentan je problemu klasifikacije algebarskih sveZnjeva nad X.

v
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Iz opce teorije fibriranih sveZnjeva znamo da svaka topoloska grupa G
dopusta tzv. univerzalni G-svezanj EG — BG. On ima svojstvo da je za
svaki CW-kompleks X, svaki G-sveZanj E nad X izomorfan induciranom
G-sveznju *(EG) za neko neprekidno preslikavanje f : X — BG. Bududi
da dva homotopna neprekidna preslikavanja induciraju izomorfne sveZnjeve,
preslikavanje [f] — [f*(EG)] je bijekcija sa skupa svih klasa homotopije
[X,BG] u skup svih klasa izomorfizama Bun(X, G) G-sveZnjeva nad X .

v
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Iz opce teorije fibriranih sveZnjeva znamo da svaka topoloska grupa G
dopusta tzv. univerzalni G-svezanj EG — BG. On ima svojstvo da je za
svaki CW-kompleks X, svaki G-sveZanj E nad X izomorfan induciranom
G-sveznju *(EG) za neko neprekidno preslikavanje f : X — BG. Bududi
da dva homotopna neprekidna preslikavanja induciraju izomorfne sveZnjeve,
preslikavanje [f] — [f*(EG)] je bijekcija sa skupa svih klasa homotopije
[X,BG] u skup svih klasa izomorfizama Bun(X, G) G-sveZnjeva nad X .

v

Problem
Opisati BPU(n)!
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Iz opce teorije fibriranih sveZnjeva znamo da svaka topoloska grupa G
dopusta tzv. univerzalni G-svezanj EG — BG. On ima svojstvo da je za
svaki CW-kompleks X, svaki G-svezanj E nad X izomorfan induciranom
G-sveznju f*(EG) za neko neprekidno preslikavanje f : X — BG. Bududi
da dva homotopna neprekidna preslikavanja induciraju izomorfne sveZnjeve,
preslikavanje [f] — [f*(EG)] je bijekcija sa skupa svih klasa homotopije
[X,BG] u skup svih klasa izomorfizama Bun(X, G) G-sveznjeva nad X .

Problem
Opisati BPU(n)!

@ Problem klasifikacije algebarskih sveznjeva je trivijalan ako je n =1
(jer je grupa PU(1) trivijalna ) ili ako je Prim(A) kontraktibilan.

@ S druge strane, za n > 1 opéi problem klasifikacije postaje vrlo
kompliciran i vodi u teska pitanja iz neabelove kohomologije.
Odgovori se znaju samo neke niskodimenzionalne CW-komplekse. Mi
¢emo ukratko opisati klasifikaciju algebarskih M ,-sveZnjeva nad
k-sferama.
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Za klasifikaciju algebarskih sveznjeva nad prostorima oblika £(X) (X je
operator suspenzije) mozemo koristiti sljedeéi teorem:

Teorem

Pretpostavimo da je grupa G putevima povezana. Tada postoji bijekcija
izmedu klasa ekvivalencije G-sveZnjeva nad ¥(X) i klasa homotopije
[X, G].
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Za klasifikaciju algebarskih sveznjeva nad prostorima oblika £(X) (X je
operator suspenzije) mozemo koristiti sljedeéi teorem:

Teorem

Pretpostavimo da je grupa G putevima povezana. Tada postoji bijekcija
izmedu klasa ekvivalencije G-sveZnjeva nad ¥(X) i klasa homotopije
[X, G].

Posebno, budu¢i da je ¥ (Sk~1) = Sk, dobivamo:

Korolar

Ako je grupa G putevima povezana, tada su klase ekvivalencije
G-sve?njeva nad S¥ sa strukturnom grupom G u bijekciji s elementima
k — 1-homotopske grupe mi_1(G).
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Grupa 71(PU(n))
Kako bismo izratunali 71(PU(n)) za n > 2, stavimo
PSU(n) := SU(n)/Z(SU(n)).

@ |z drugog teorema o izomorfizmu dobivamo

PSU(n) = SU(n)/Z(SU(n)) = SU(n)/(Z(U(n)) N SU(n))
>~ Z(U(n))- SU(n)/Z(U(n)) = PU(n).

@ Primijetimo da je Z(SU(n)) = Z,. Stoga imamo egzaktni niz grupa

0 — Z, 5 SU(n) -2 PSU(n) — 0,

2mik/n . | a p kanonska

gdje je j inkluzija definirana s j(k+7Z) = e
projekcija.

o Kako je SU(n) jednostavno povezana, p je (n-lisno) univerzalno
natkrivanje od PSU(n).

@ Stoga je m1(PU(n)) = m1(PSU(n)) = Zj.

v
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Posebno, kako je m1(PU(n)) = Z, za sve n € N, imamo ukupno n
neizomorfnih klasa n-homogenih C*-algebri s primitivnim spektrom S2.
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Posebno, kako je m1(PU(n)) = Z, za sve n € N, imamo ukupno n
neizomorfnih klasa n-homogenih C*-algebri s primitivnim spektrom S2.

Vise homotopske grupe 7, (PU(n))
Za k > 2 imamo

mk(PU(n)) = m(SU(n)) = mi(U(n)),

pa za opis visih homotopskih grupa od PU(n) mozZemo koristiti Bottovu
periodi¢nost od U(n): Za k > 1i n> L imamo

0 : kparan

m(U(n)) = {

Z : k neparan.
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Npr. za1l < k<7i1l<n<10 imamo sljedecu tablicu:

Broj neizomorfnih klasa n-homogenih C*-algebri s Prim(A) = S

My | My | M3 | My | Ms | Mg | My | Mg | Mg | Mg
St |1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
s?[1 [2 [3 [4 |5 |6 |7 [8 |9 |10
S?|1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
S*11 [Ny [Ro [No [Ro [Ro [ Ro [Ro | Rg [ No
Stl1 |2 1 1 1 1 1 1 1 1
SPl1 [2 [N [No [No [Ro [ Ro [Ro [Rg [ Rg
S’ |1 12 |6 1 1 1 1 1 1 1

lia Gogi¢ (PMF-MO ZG & PMF-DMI NS) CGTA Seminar, 3. 12. 2013. 39 /53



Npr. za1l < k<7i1l<n<10 imamo sljedecu tablicu:

Broj neizomorfnih klasa n-homogenih C*-algebri s Prim(A) = Sk

My | My | M3 | My | Ms | Mg | My | Mg | Mg | Mg
St |1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
s?[1 [2 [3 [4 |5 |6 |7 [8 |9 |10
S?|1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
S*11 [Ny [Ro [No [Ro [Ro [ Ro [Ro | Rg [ No
Stl1 |2 1 1 1 1 1 1 1 1
SPl1 [2 [N [No [No [Ro [ Ro [Ro [Rg [ Rg
S’ |1 12 |6 1 1 1 1 1 1 1

S druge strane, imamo sljedeéu interesantnu &injenicu:

Teorem (Antonevié-Krupnik, 2000)
Svaki algebarski M ,-sveZanj nad S¥ je trivijalan kao vektorski sveZanj. J
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Algebarski M ,-sveZnjevi nad S°
@ Ozna&imo redom s Si i S? gornju i donju zatvorenu polusferu.

@ Imamo S%r N'S? =St i za tranzicijsku funkciju 5271 uzmimo
neprekidnu funkciju V : St — PU(n).

@ Neka je E svezanj nad S? s atlasom {S2?, S? } i tranzicijskom
funkcijom V.

@ Dva sveZnja E i E’ definirana s tranzicijskim funkcijama V i V/ su
ekvivalentna ako i samo ako vrijedi ind(V) — ind(V’) = nl (I € Z),
gdje je

ind(V) = (27) arg det V()]s
obrtni broj funkcije V' s obzirom na kruZnicu S!.

@ Za svako 0 < j < n— 1 definirajmo tranzicijsku funkciju
Vi St = U(n), V;:zws diag(#,1,...,1).

@ Tada su sveZnjevi E; definirani s V; predstavnici svih n klasa
ekvivalencije.
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Algebarska karakterizacija homogenih C*-algebri

Standardni polinom stupnja k je polinom u k nekomutativnih varijabli
X1, - ..,Xx definiran s

ske(X0, - Xi) =Y sign(0)Xe (1) Xo (ks
oESK

gdje je S simetri€na grupa reda k.
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Algebarska karakterizacija homogenih C*-algebri

Standardni polinom stupnja k je polinom u k nekomutativnih varijabli
X1, - ..,Xx definiran s

ske(X0, - Xi) =Y sign(0)Xe (1) Xo (ks

oESK

gdje je S simetri€na grupa reda k.

Definicija
Za prsten R kaZemo da zadovoljava standardni identitet s, reda k ako
za svaku k-torku (ri, ..., rg) elemenata iz R vrijedi si(r1,...,rc) =0.
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Algebarska karakterizacija homogenih C*-algebri

Standardni polinom stupnja k je polinom u k nekomutativnih varijabli
X1, - ..,Xx definiran s

ske(X0, - Xi) =Y sign(0)Xe (1) Xo (ks
oESK

gdje je S simetri€na grupa reda k.

Definicija
Za prsten R kaZemo da zadovoljava standardni identitet s, reda k ako
za svaku k-torku (ri, ..., rg) elemenata iz R vrijedi si(r1,...,rc) =0.

Teorem (Amitsur-Levitzki, 1950)

Ako je R unitalni komutativni prsten, tada prsten M,(R) svih kvadratnih
matrica reda n nad R zadovoljava standardni identitet sp,.
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Definicija
Za unitalni prsten R kaZemo da je A,-prsten ako vrijedi:
(i) A zadovoljava standardni identitet spp,.

(ii) Niti jedna ne-nul homomorfna slika od A ne zadovoljava standardni
identitet sy(p_1)-
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Definicija
Za unitalni prsten R kaZemo da je A,-prsten ako vrijedi:
(i) A zadovoljava standardni identitet spp,.

(ii) Niti jedna ne-nul homomorfna slika od A ne zadovoljava standardni

identitet sy(p_1)-

Korolar

Unitalna C*-algebra A je A,-prsten ako i samo ako je A n-homogena.
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Definicija
Za unitalni prsten R kaZemo da je A,-prsten ako vrijedi:
(i) A zadovoljava standardni identitet spp,.

(ii) Niti jedna ne-nul homomorfna slika od A ne zadovoljava standardni
identitet sy(p_1)-

Korolar
Unitalna C*-algebra A je Ap-prsten ako i samo ako je A n-homogena.

Definicija

Za unitalni prsten R s centrom Z kaZemo da je Azumayin prsten ako
vrijedi:

(i) R je konaé&no generirani projektivni modul nad Z.

(ii) Kanonski preslikavanje
0: ARz A° —)Endz(R), 9(a®b)(x) = axb

se prosiruje do izomorfizma.
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Ako je R Azumayin prsten sa spektrom Spec(R), tada je funkcija ranga
Spec(R) — Ng konatna. Ako je ta funkcija konstantna tada kaZzemo da je
R konstantnog ranga. U tom slucaju je rang od R nuZno potpuni
kvadrat.
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Ako je R Azumayin prsten sa spektrom Spec(R), tada je funkcija ranga
Spec(R) — Ng konatna. Ako je ta funkcija konstantna tada kaZzemo da je
R konstantnog ranga. U tom slucaju je rang od R nuZno potpuni
kvadrat.

Teorem (Artin, 1969)

Prsten R je A, prsten ako i samo ako je R Azumayin prsten konstantnog

ranga n.
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Ako je R Azumayin prsten sa spektrom Spec(R), tada je funkcija ranga
Spec(R) — Ng konatna. Ako je ta funkcija konstantna tada kaZzemo da je
R konstantnog ranga. U tom slucaju je rang od R nuZno potpuni
kvadrat.

Teorem (Artin, 1969)

Prsten R je A, prsten ako i samo ako je R Azumayin prsten konstantnog

ranga n’.

Korolar

Za unitalnu C*-algebru A su sljedece tvrdnje ekvivalentne:
(i) A je n-homogena.

(ii) A je A,-prsten.

(iii) A je Azumayina algebra konstantnog ranga n.
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Teorem (1.G., 2011)
Za C*-algebru A su sljedece tvrdnje ekvivalentne:
(i) A je Azumayina algebra.
(ii) A je konacno generirani modul nad centrom svoje multiplikatorske
algebre.

(iii) A je kona&na direktna suma unitalnih homogenih C*-algebri.
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Elementarni operatori i (sub)homogene C*-algebre

Kako bismo razumijeli strukturu operatora i prostora nad kojima oni djeluju
Cesto je korisno promatrati moguénost aproksimacije tih operatora s
operatorima jednostavnijeg oblika, kao $to su to npr. operatori kona¢nog

ranga.
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Elementarni operatori i (sub)homogene C*-algebre

Kako bismo razumijeli strukturu operatora i prostora nad kojima oni djeluju
Cesto je korisno promatrati moguénost aproksimacije tih operatora s
operatorima jednostavnijeg oblika, kao $to su to npr. operatori kona¢nog
ranga.

Ako je A C*-algebra, tada umjesto operatora ranga jedan za osnovne
blokove moZemo uzeti operatore obostranog mnoZenja M, : x — axb,
gdje su a, b € M(A).
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Elementarni operatori i (sub)homogene C*-algebre

Kako bismo razumijeli strukturu operatora i prostora nad kojima oni djeluju
Cesto je korisno promatrati moguénost aproksimacije tih operatora s
operatorima jednostavnijeg oblika, kao $to su to npr. operatori kona¢nog
ranga.

Ako je A C*-algebra, tada umjesto operatora ranga jedan za osnovne
blokove moZemo uzeti operatore obostranog mnoZenja M, : x — axb,
gdje su a, b € M(A).

U tom kontekstu ulogu operatora konaénog ranga preuzimaju tzv.
elementarni operatori, koji su kona¢ne sume operatora obostranog
mnoZzenja.
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Drugim rije¢ima, preslikavanje ¢ : A — A je elementarni operator na A ako
postoji prirodan broj n i elementi a;, b; € M(A) (i =1,...,n) takvi da je

¢(X) = i a,-xb,-
i=1

za sve x € A. U tom slu€aju za najmanji takav broj n kazemo da je
duljina od ¢ i oznatavamo s ¢(¢). Skup svih elementarnih operatora na A
oznatavamo s E(A).

lia Gogi¢ (PMF-MO ZG & PMF-DMI NS) CGTA Seminar, 3. 12. 2013. 46 / 53



Drugim rije¢ima, preslikavanje ¢ : A — A je elementarni operator na A ako
postoji prirodan broj n i elementi a;, b; € M(A) (i =1,...,n) takvi da je

¢(X) = i a,-xb,-
i=1

za sve x € A. U tom slu€aju za najmanji takav broj n kazemo da je
duljina od ¢ i oznatavamo s ¢(¢). Skup svih elementarnih operatora na A
oznatavamo s E(A).

Osnovna svojstva elementarnih operatora
Neka je A C*-algebra. Ako je ¢ € E(A), tada vrijedi:

@ ¢ je ograniten. Naime, ako je ¢(x) = )", ajxb;, tada je otito
gl <> laillll b1l
i

@ ¢ Cuva obostrane zatvorene ideale | u A, tj. ¢(/) C | za sve I.
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Dakle, ako s IB(A) oznatimo skup svih ograni&enih operatora na A koji
¢uvaju obostrane zatvorene ideale u A, tada imamo E(A) C IB(A).
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Dakle, ako s IB(A) oznatimo skup svih ograni&enih operatora na A koji
¢uvaju obostrane zatvorene ideale u A, tada imamo E(A) C IB(A).

Pitanje

Koje operatore iz IB(A) mozemo uniformno (tj. u operatorskoj normi)
aproksimirati s elementarnim operatorima? Posebno:

(a) Kada je E(A) uniformno gust u IB(A)?

(b) Kada je E(A) uniformno zatvoren?
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Dakle, ako s IB(A) oznatimo skup svih ograni&enih operatora na A koji
¢uvaju obostrane zatvorene ideale u A, tada imamo E(A) C IB(A).

Pitanje

Koje operatore iz IB(A) mozemo uniformno (tj. u operatorskoj normi)
aproksimirati s elementarnim operatorima? Posebno:

(a) Kada je E(A) uniformno gust u IB(A)?

(b) Kada je E(A) uniformno zatvoren?

Za separabilne C*-algebre pitanje (a) je u potunosti rijeseno:

Teorem (Magajna, 2009)

Ako je A separabilna C*-algebra, tada je E(A) uniformno gust u IB(A)
ako i samo ako je A konacna direktna suma homogenih C*-algebri
konacnog tipa.
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Dakle, ako s IB(A) oznatimo skup svih ograni&enih operatora na A koji
¢uvaju obostrane zatvorene ideale u A, tada imamo E(A) C IB(A).

Pitanje

Koje operatore iz IB(A) mozemo uniformno (tj. u operatorskoj normi)
aproksimirati s elementarnim operatorima? Posebno:

(a) Kada je E(A) uniformno gust u IB(A)?

(b) Kada je E(A) uniformno zatvoren?

Za separabilne C*-algebre pitanje (a) je u potunosti rijeseno:

Teorem (Magajna, 2009)

Ako je A separabilna C*-algebra, tada je E(A) uniformno gust u IB(A)
ako i samo ako je A konacna direktna suma homogenih C*-algebri
konacnog tipa.

Napomena

U neseparabilnom slu¢aju problem je ostao Sirom otvoren.

v
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@ Za homogenu C*-algebru A = I'g(E) kaZzemo da je kona&nog tipa,
ako je njen pripadni algebarski sveZanj E konacnog tipa.

@ To zna&i da postoji konatan otvoreni pokriva¢ {U;}™ ; od
X = Prim(A) takav da je svaki restrikcijski svezanj E|y; trivijalan kao
algebarski svezanj.

@ U tom sluéaju za najmanji takav broj m kazemo da je algebarski tip
od E (odn. A) i oznatavamo ga s tip,(E) (odn. tip,(A)).
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@ Za homogenu C*-algebru A = I'g(E) kaZzemo da je kona&nog tipa,
ako je njen pripadni algebarski sveZanj E konacnog tipa.

@ To zna&i da postoji konatan otvoreni pokriva¢ {U;}™ ; od
X = Prim(A) takav da je svaki restrikcijski svezanj E|y; trivijalan kao
algebarski svezanj.

@ U tom sludaju za najmanji takav broj m kaZzemo da je algebarski tip
od E (odn. A) i oznatavamo ga s tip,(E) (odn. tip,(A)).

Napomena
@ Na svaki algebarski M,-svezanj E moZemo gledati kao na kompleksni
vektorski svezanj ranga n? (ukoliko zaboravimo dodatnu strukturu).
@ Tada na slitan na&in mozemo definirati i vektorski tip od E (odn. A)
s oznakama tip,(E) (odn. tip,(A)) kao najmanji broj k takav da
postoji otvoreni pokrivat {U,-}f-‘:1 od X takav da je svaki restrikcijski
svezanj E|y. trivijalan kao vektorski svezanj.

o Otito je tip,(E) < tip,(E).
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Teorem (Phillips, 2007)

Neka je E algebarski M ,-sveZanj nad potpuno regularnim prostorom X.
Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:

(1) tip,(E) < oo.
(2) tip,(E) < oo.
(3) Postoji algebarski M ,-sveZanj F nad X takav da je F|x = E.

(4) Posotji kompaktifikacija Y od X i algebarski M,-sveZanj F nad Y
takav da je Fly = E

(5) Postoji prirodan broj k i algebarski M-sveZanj F nad X takav da je
E ® F trivijalan.
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Teorem (Phillips, 2007)

Neka je E algebarski M ,-sveZanj nad potpuno regularnim prostorom X.
Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:

(1) tip,(E) < oo.
(2) tip,(E) < oo.
(3) Postoji algebarski M,-sveZanj F nad BX takav da je F|x = E.

(4) Posotji kompaktifikacija Y od X i algebarski M,-sveZanj F nad Y
takav da je Fly = E

(5) Postoji prirodan broj k i algebarski My-sveZanj F nad X takav da je
E ® F trivijalan.

Bilo bi interesantno vidjeti vrijedi li gornji rezultat i u slu¢aju kada je
vlakno sveZnja proizvoljna konaéno-dimenzionalna C*-algebra. Npr. ako je
X topoloska disjunktna unija kompleksnih projektivnih prostora CP"

(n € N), postoji li primjer (algebarskog) sveZnja nad X s vlaknom Ck

(k > 2) i strukturnom grupom Aut(CK) = Z, koji je trivijalan kao
vektorski svezanj, ali nije konaénog tipa kao algebarski sveZanj?
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S druge strane o Problemu (b) znamo sljedece

Teorem (1.G., 2011)

Neka je A C*-algebra takva da je E(A) uniformno zatvoren. Tada je A
nuZno subhomogena, tj. postoji prirodan broj N takav da su sve
ireducibilne reprezentacije od A dimenzije manje ili jednake N. Nadalje,
ako je A separabilna, tada:

(*) Postoji kona&an rastuc niz
O=h<hd - dl=A

obostranih zatvorenih ideala u A takav da je svaki subkvocijent l;11/1;
homogena C*-algebra konac¢nog tipa.

v
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S druge strane o Problemu (b) znamo sljedece

Teorem (1.G., 2011)

Neka je A C*-algebra takva da je E(A) uniformno zatvoren. Tada je A
nuZno subhomogena, tj. postoji prirodan broj N takav da su sve
ireducibilne reprezentacije od A dimenzije manje ili jednake N. Nadalje,
ako je A separabilna, tada:

(*) Postoji kona&an rastuc niz
O=hdhg---<dlk=A

obostranih zatvorenih ideala u A takav da je svaki subkvocijent l;11/1;
homogena C*-algebra konac¢nog tipa.

v

Definicija
Za subhomogenu C*-algebru A koja zadovoljava svojstvo (*) iz
prethodnog teorema kaZemo da je konaénog tipa.
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Imamo i sljededi parcijalni obrat:

Teorem (1.G., 2011)

Neka je A unitalna subhomogena C*-algebra konacnog tipa. Ako je
Prim(A) Hausdorffov, tada je E(A) uniformno zatvoren.
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Imamo i sljededi parcijalni obrat:

Teorem (1.G., 2011)

Neka je A unitalna subhomogena C*-algebra konacnog tipa. Ako je
Prim(A) Hausdorffov, tada je E(A) uniformno zatvoren.

Primjer
Neka je

A:={f:[0,1] = M, : f neprekidna i Ix € C t.d. f(0) = X - I,}.

Tada imamo:
@ A je unitalna subhomogena C*-algebra koja nije homogena.
o Prim(A) = [0, 1]. Posebno, Prim(A) je Hausdorffov.
@ A je konacnog tipa jer imamo sljedeci egzaktni niz C*-algebri:

0 — Go((0,1],M,) — A— C — 0.

Dakle, E(A) je uniformno zatvoren.
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S druge strane, bez pretpostavke da je Prim(A) Hausdorffov obrat
prethodnog teorema ne vrijedi:

Teorem (1.G., 2011)

Postoje unitalne separabline subhomogene C*-algebre A konacnog tipa
takve da E(A) nije uniformno zatvoren.
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S druge strane, bez pretpostavke da je Prim(A) Hausdorffov obrat
prethodnog teorema ne vrijedi:
Teorem (1.G., 2011)

Postoje unitalne separabline subhomogene C*-algebre A konacnog tipa
takve da E(A) nije uniformno zatvoren.

Napomena
Primjere takvih C*-algebri A nije bilo jednostavno nadi, jer njihovi
primitivni spektri trebaju biti T3-prostori koji isotvremeno zadovoljavaju
sljedeca svojstva:
@ Postoji niz zatvorenih podskupova (F,) u Prim(A) takav da da je
|Fn| > nzasve neN.
@ Za svaka dva P, Q € F, postoji mreza u Prim(A) koja istovremeno
konvergira prema P i Q.
@ Ako je P € F, i Q € Prim(A) \ F, tada postoji neprekidna funkcija
f : Prim(A) — C takva da je f(P) # f(Q).

v
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S druge strane, sve C*-algebre A za koje znamo da je E(A) uniformno
zatvoren zadovoljavaju sljedece svojstvo:

la:=sup{l(¢) : ¢ € E(A)} < 0.
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S druge strane, sve C*-algebre A za koje znamo da je E(A) uniformno
zatvoren zadovoljavaju sljedece svojstvo:

la:=sup{l(¢) : ¢ € E(A)} < 0.

Problem

Jesu li za unitalnu C*-algebru A sljede¢a dva uvjeta medusobno
ekvivalentna:

o E(A) je uniformno zatvoren.
0 [y < o0?
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S druge strane, sve C*-algebre A za koje znamo da je E(A) uniformno
zatvoren zadovoljavaju sljedece svojstvo:

la:=sup{l(¢) : ¢ € E(A)} < 0.

Problem

Jesu li za unitalnu C*-algebru A sljede¢a dva uvjeta medusobno
ekvivalentna:

o E(A) je uniformno zatvoren.
0 [y < o0?

Napomena

Ako je C*-algebra n-homogena, tada se moze pokazati da £4 ovisi o
brojevma n i tip,(A). Naime, jednostavnim kombinatornim argumentom
mozZemo uspostaviti sljede¢u donju ogradu za £x:

fAZV;'"mJ-

v
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