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1

Derivacija

1.1 Tehnika deriviranja

Definicija. Neka je f: I — R funkcija, I C R otvoreni interval i ¢ € I. Kazemo da je f
derivabilna u tocki ¢ ako postoji

o 4@ = 1)

z—c T —cC

i taj limes ocnacavamo s f(c).

Jos se koristi 1 Leibnizova oznaka Z—z.

Zadatak 1.1 Koristeé¢i definiciju, odredite derivaciju funkcija:

(c) flz)=12

(d) f(z) =cosx

Rjesenje

(a) f’(c)—hmM:limM:lim 0 =0
r—c r—c T—c T — C T—Cc T — C

(b) f’(c):hmM:limx_c:hmlzl
T—=c r—cC r—c T — C r—cC

11
— P —1 1

(C) f’(c):hmM:hmu:hm_:__z’c#o

T—c r —cC T—c L — C T—c CL c
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— — —2 sin ZE€ gin 2-¢
(d) f'(c) =lim J@) = J©) = Tim 2T T i 2 2 = —sinc
T—cC xr —C T—cC xr —C T—cC r —C
A
Zadatak 1.2 Nadite primjer funkcije koja nije derivabilna.
Rjesenje. Neka je f(z) = |z|. Limes
lim f(z) - f(0) — lim Izl
z—0 xr — z—0 ’
ne postoji, jer se limesi slijeva i zdesna u 0 razlikuju:
lim M — lim 2= —1,
z—0—- I z—0—- T
lim M — lim Z=1
z—04+ X z—0+
A

Vrijede sljedeca pravila deriviranja:

(af +Bg) = af' + B4
(f-9)=f-9+f4d

(j)':f’-g—ﬂg’
g 9

U Leibnizovoj notaciji gornja pravila glase:

d du dv
%(aujtﬂv) —Oé@“—ﬁ@
d du dv
%(UU)—%U‘I‘U%
d(u)_ ;l—zv—uj—z

dr v’ v?

Zadatak 1.3 Derivirajte sljedece funkcije:

(a) f(x) =25 —42® + 22 —3

ax® +b

(b) f(z) = \/cﬂj%—by

a,beR,a®>+ 1> #0
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20+ 3

© 1@ = a5 73

sinx + cosx
0 1) = G eoss
(g) f(z) =e€"arcsinz
(h) f(x) = arctgx + arcctgx
(i) flz)=2"-z
(j) f(z) = arcsinz - Arshx

Rjesenje.

oy bt
(b) f'(x) = T
.3
(c) fix) = NG
(@) F(s) =207 552 — 3574
/ . —2113'2 — 6x + 25
(e) f (l’> - (56’2 _ 5x+5)2
' . —2
() Fz) = (sinz — cosx)?
(g) f'(x) = e arcsinz + 1ei :
(h) f(x)=0
(i) f/(x) =2"zIn2+2°
Arshx arcsin x

() f'(=) =

+
V1I—22 1422
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Derivacija kompozicije funkcija

Teorem. Neka su I,J C R otvoreni intervali i neka su f: I — R i g: J — R funkcije
takve da je f(I) C J. Ako je f derivabilna u ¢ € I i g derivabilna u d = f(c) € J, onda
je go f derivabilna u c i vrijedi

]
U Lebnizovoj notaciji:
dy _ dy du
dz dudz’
2 +3\°
Primjer. Derivirajmo funkciju f(z) = ( x5—|— ) .
Prikazimo f kao f = g o h, gdje je
2 2
M) = 20— W)=
g(x) = 1* = ¢(x) =8a".
Tada je
2 16 (22 +3\"
F'(w) = g/ (h(@) W (@) = $ha)T - = = 2 (75
5 5 5
A

sin? z

Primjer. Derivirajmo funkciju f(z) =e

Prikazimo f kao f =10 g o h, gdje je

h(z) = sinz = h'(z) =cosx
g(x) = 2 = g(a) =21,
l(z) = & = l'(x) =¢€",

'((goh)(x)) - (hol)(x)
= U'((goh)(z))-K((z)) UI'(z) =™ " 2sinz - cosz = e

) .
ST gin 2.
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Primjer. Derivirajmo funkciju f: R\ {0} = R, f(z) = In|z|.
Vrijedi
1

x>0 = f(z)=lnz = f'(z) =1,

e 1 <0 = f(z)=In(-2) = f’(:)s):i-(—l):%

e £y = L

Zadatak 1.4 Koristeéi pravilo za derivaciju kompozicije funkcija (chain rule), derivirajte
sljedece funkcije:

(a) f(z) =/cigw

(b) f(z) =+/1+ arcsinz

(c) flz) = Vae® + a7

(d) f(z) =2 =22+ 1+In°x
1

@) /(@) = o=

(g) flz)= (tgizg)loo
(h) f(z) =Inln (3 — 22?)

(i) f(z) = arccos e’

) flay = VEEZ2
k) f(x)=In(v/1T+e*—1)—In(v/1+e*+1)
(=2
0 ) = 2
Rjesenje.
, B -1
() f@) =5 g ST
(b) f'(x) = 1

2¢/(1 — 22)(1 + arcsin x)
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by (w+1)e”+1
(©) fle) = 2¢/(x +1)e®

2e* —2%In2 5Int z
d) fl(z) = +
(@) J10) = S+

(&) f'(z) = =225 In5

(1) /() = 2=

~ In10
, 142220\ 80z
(8) f'(x) =100 (ﬁ) =20y
(h) /() = I

(3 —22%)In(3 — 222)

Logaritamsko deriviranje

Funkciju oblika y(z) = u(z)"®

y(z) = u(z)"@ /In
Iny(z) = v(z) Inu(x) /!
v _ V'(z) Inu(z) + v(x v()

"(z) = y(z) [ V' (z) Inu(z va/(x)

)=o) (Vo) (o) + o) )

Primjer. Derivirajmo funkciju f(z) =z*, = > 0.

Sjetimo se da je po definiciji f(x) = e*'"*. Tada je f'(z)

), gdje je u(x) > 0 mozemo derivirati na sljedeé¢i naéin:

=e"™*(Inzr+1) =2%(nx +1).
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Koristeci logaritamsko deriviranje, funkciju mozemo derivirati i na sljede¢i nacin:

y(x) =a2” /1n
Iny(z) =xlnx /!

y@) o

() =hzr+1

(a) y(z) = (sinz)*"*, za sinz > 0
(b) y(x) = 23 sin 2z
(c) y(z) =z=, za > 0
(d) y(z) =2, zax >0
© oo = (1+1)
(x+1)3vxr —2

y(x) = (sinx)*=* /In
Iny(z) = coszInsinx /!
/ 2
y() = —sinzlnsinz + o8 T
y(x) sin x
= 9/(7) = —(sin )" Insin z + cos® z(sin )=+ !
(b)
ly(z)] = |2°¢* sin 2z /In
In|y(z)| = In|z*| + In |¢*’| 4 In | sin 27| /!
/
y@) _ - 32° —|—2:c—|— cos 2z - 2
y(z)

3
— y/(2) = 2% sin 22(2 + 2z + 2 tg 2)
T
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Zadaci za vjezbu

1.6 Derivirajte sljedec¢e funkcije:

(a) f(x) = arcsin%
(b) f(z) = Vel

. 5
arcsin x
arccos xr

© 5 = (

(d) f(z) = sin((sinx)*"?), za sinz > 0

9l

n korljena

Jri+ 41 1 2r + 1 2 — 1
(f) f(x) =1In ;_ile + Wi <arctg x\/g + arctg x\/g
(g) flx)= (xxﬁ)zx, zax >0
(h) f(z) = (sinz — 1)°5%+ 4 (sing + 1)1-cos®
(i) f(x) = vIncosarcsinz

1.7 Derivirajte sljedece funkcije:

l—sinx

(a) f(z) = eV iisn=

(b) f(x)=In(2+ e +e* + e +4)
(c) f(x) = (arcsinz)*ce®

(d) f(x) = zsin? 3z cos® 2

(e) f(z) =InZX=VEL 4 Laresinln 2z

I —COS

1.8 Za koji a € R funkcija f(r) = 2222 zadovoljava jednakost

rz—xzlnz

202 f'(2) — 2% f(2)* = a?

1.9 Pokazite da funkcija f(x) = zadovoljava jednakost

1
1+x+Inx

vf'(z) = f(z)(f(z)Inz —1).
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1.2 Derivacija inverznih i implicitno zadanih funkcija

Teorem. Neka su I,J C R otvoreni intervali i neka je f: I — J bijekcija, takva da je f
neprekidna na I i f~! neprekidna na J. Ako je f derivabilna u c € I i ako je f'(c) # 0,
onda je f~! derivabilna u d = f(c) € J i

1
f—l / d — )
() = 55
]
U Lebnizovoj notaciji:
dy _ 1
de 4z’
Yy

(¢) f(x) =Inzx
(d) f(z) = Arshz
Rjesenje.
(a) Neka je
g: (==, 2y = (=1,1), g(x) = sin.
272
Tada je

1 T T
(=11 = (—=, =
11 - (-5

pa je po teoremu o derivaciji inverzne funkcije
1 1 1 1

), 9 (y) = arcsiny

YY) = e = I S N— |
f'(f~"(y))  cos(aresiny) /1 —sin® (arcsiny) /1 — 42
(b) Neka je
T
=, = R = .
Tada je
_ ™ T _
g R=(=3,5), g ' (y) = arctgy
pa je po teoremu o derivaciji inverzne funkcije
_ 1 1 1 1
(f () = —

(=) oo (arciz ) 1+ tg? (arctgy) 1+ y?



1. DERIVACIJA 15

(c) Neka je
g: R — (0,400), g(x) = €.

Tada je
g 0,400) = R, g7'(y) = ny

pa je po teoremu o derivaciji inverzne funkcije

(d) Neka je
g: R—R, g(z) =shux.

Tada je
9 R—R, g7'(y) = Arshy

pa je po teoremu o derivaciji inverzne funkcije

1 1 1 1

TR T A T e ey VIR

A

Zadatak 1.11 Zadana je funkcija f: R — R, f(z) = x + . Pokazite da je f injekcija i
izracunajte (f~!)(2 + In2).

Rjesenje. f je zbroj dvije strogo rastuce funkcije pa je strogo rastuca iz ¢ega slijedi da
je injekcija. Ako je x = In2, onda je y = f(z) = In2 + 2 pa je po teoremu o derivaciji
inverzne funkcije

1 1 1 1

(Y2 = (V0) = Fry = T5w = TTaE = 5

Zadatak 1.12 Funkcija y = y(x) je zadana implicitno s

Izracunajte:
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Rjesenje.
d
2 .2
=25 —
Tty I
22 +2yy’ =0
,  —x
Yy =

(a) 2=0 = 0*+y(0)> =25 = y(0) = £5 pajey'(0) = ;5 = 0.

(b) 2=3 = 3F+y(0)2=25 = y(3) =+4 = y(3) = —4, zbog uvjeta y(3) < 0
pajey'(0) = =3 =1

A
Zadatak 1.13 Funkcija y = y(x) je zadana implicitno s
2y = 2 + siny.
[zracunajte y’.
Rjesenje.
d
2y = 2% +siny —
dx
2y = 2x + cosyy’
, 2
v = 2 —cosy
A

Zadatak 1.14 Funkcija y = y(z) je zadana implicitno s
4’y +y3—1=0.

Izracunajte y'(0).

Rjesenje.
3 2 3 . d
> +4r*y+y°—1=0 —
dx
322 4+ 4(2zy + 2%y) + 3%y =0
,  Szy — 32?
v = 3y? — 4a?

Iz jednadzbe nademo y(0) = 1 pa je y'(0) = 0.
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A
Zadatak 1.15 Pokazite da funkcija y = y(z) implicitno zadana s
y 1 2 2
tg = = =1
arctg — = 3 n (z° +y°)
zadovoljava jednakost
y(@—y)=z+y.
Rjesenje.
y 1 2 2 d
arctg = = —In (2" + —
retg— = 5In(z” +y°) I
1 yo—y 12z+42yy
FEOE N
y@—y)=z+y
A

Zadaci za vjezbu
1.16 Ako je xlny — ylnz = 1, izracunajte y'(1).
1.17 Ako je yg +a5 =1, izracunajte y’.

1.18 Izracunajte y'(0) ako je funkcija y = y(z) implicitno zadana jednadzbom

(a)

Iny + Yo
Yy
(b)
23y° +sinw - y* +cosx-y? +chr-y? +y—3e" = 0.
1.19 Izracunajte derivaciju funkcije y(x) implicitno zadane
(a) jednadzbom ye¥ = e®1 utocki z =0,y = 1,
(b) jednadzbom y*> ==z +In¥ wutockiz=1,y=1.
1.20 Funkcija f: R — R zadovoljava
/@ 4 2% f(z) —e® =0 zasvakiz € R.
Izracunajte f'i f” (tj. izrazite ih pomoc¢u f). Specijalno, koliko je f/(0) i f”(0)?
1.21 Funkcija f : R — R zadana je formulom
flx) =z 412>+
Pokazite da je f injekcija i da je 10 + e® € Ry, te odredite (f~1)(e® + 10).
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1.3 Derivacije viSeg reda

. .. .. ~ “1. . . . o n
n-tu derivaciju funkcije f oznacavamo s f™ ili u Leibnizovoj notaciji s ZTZ.

Zadatak 1.22 Nadite f”(x) ako je

(a) f(z) = (1+ 2?)arctgx
(b) f(x) =e"cosz

Rjesenje.

— 2x
(a) f"(z) =2arctgx + 1705

(b) f"(x) = —2€e"sinx

Zadatak 1.23 Neka je
fz) = z(20 — 1)'092(5 + 3)1093,

Izracunajte f(2000)(x) i f2007)(g)
Rjesenje. Opcenito, za polinom stupnja n

9(x) = apa™ + ap_ 12"+ .. F a1+ ag
vrijedi

d(@) = na,z" '+ (n—Dap_12" % 4 ... 2097 + a;
g'(r) = nn—1)a2" >+ (n—1)(n—2)a, 12" > +...2 lagx

g" V) = nn-1)---2-1-a, =nla,
gM (@) = 0, zak>n+1.

2006 . 21002 . 11003 — 21002

U ovom slucaju f je polinom 2006. stupnja i koeficijent uz z=°°° je 1

pa je
f(2006) (I) — 2006! - 21002
f(2007) (I) = 0.



1. DERIVACIJA

Zadatak 1.24 Neka je g: R — R dva puta derivabilna funkcija takva da je

91)=1,4¢'(1)=2 ¢"1) = -1.
Ako je f(z) = 23g(x), izracunajte f"(1).

Rjesenje.

flx) = 3a*g(x) + 2%y (x)
6xg(z) + 622¢' (z) + 2°¢" (x)
1) = 61 g(1)+ 612 /(1) + 1Pg"(1) = 17

)
s
I

Zadatak 1.25 Neka je f(z) = za a,b € R. Odredite f( zan € N.

ar + b’

Rjesenje. Dokazat ¢emo matematickom indukcijom da je

() () = (ZD"nla”
P = faz r
! -1 _ (=Dinat
baza f'(z) = @7 0= GaarpiT
korak Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi
() _ (=1)"nla"
P = faz + oy

Tada je po pretpostavci indukcije

= () -

Matematickom indukcijom se mogu pokazati i sljede¢e formule:

(a®)™ = a"In"a, za a >0

(sin )™ = sin(x + %)
(cos )™ = cos(z + %)

(sh :)3)(") _ shz n paran
chx n neparan

(ch :)3)(") _ chx n paran
shx n neparan

(ajm>(n) =mm-—1)---(m—n+1)a™" zameZ
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Zadatak 1.26 Odredite ™ (x) ako je
(a) f(z)=In(Bz+1)
1+
b =
(0) flx) = 1
(©) Flx) =
o2 —1
(d) f(z) = Pt
R )
Rjesenje.
_1\n—1 n—1)13"
(a) f'(x) = 227, F"(2) = Gty o f0) () = EH A0
(b) f(z) =% —1paje
fl(z) = (1—2x)27f”($) = (1%925)371?”,(@ = (3;222)47 R f(n)(x) = %
(¢) Rastavimo —'— na parcijalne razlomke :
1 A B 5
frd . —_ ]_
x?—1 x—1+x+1 /(@ )
1 = A(x+1)+B(zx—1)
0-z+1 = (A+B)x+ (A- D),
odakle dobijemo
A+B =0
A-B =1
pajeAz%iBz%. Sada je
(n) (n) (n)
f(”)(x) = 1 = 1 1 1 1
x?2—1 2 \zr—1 2 \z+1
1 (=Dl 1 (=)l (=1l 1 1
9 (. —1)ntl 2(z + 1)nt! - 9 (x —1)ntl (x4 1)t

(d) Dijelenjem polinoma z* +  polinomom =z
dr + 2 pa je

2+ (x+1)(2? — 2 —2) + 4o +2
= == 1
f(@) 22— —2 22— —2 v

—x — 2 dobijemo kvocijent x4 2 i ostatak

dx + 2
22— -2
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Rastavom na parcijalne razlomke dobijemo

dr + 2 A B 9
= . —x—-9
x?—x—2 :L’+1+x—2 /@ —z=2)

dr+2 = A(x+1)+B(zx—1)

0-z+1 = (A+B)x+ (B —-24),

iz cega slijedi
A+ B =
B—-2A = 2

pajeAzgiB:§.

Dakle, za n > 2 je

f(n)(x):<x+1+g 1,10 1 >(”):2(—1)”n!<( R )

3x4+1 " 3x-2 3 4+ 1)t (z—2)ntt
A
Zadatak 1.27 Odredite {299 ako je
(a) f(x) = cos?x + sin*x
(b) f(x) = sinx sin 2z sin 3x
Rjesenje.
(a) f(z) = (cos?z+sin’*z)? —2sin®zcos?w =1 —Lsin® 20 = 1 — 12204 = 34 2 cos4y,

FE9) (2) = 1 cos (4o + 2097 . 42009 = 42008 gjp 4.

(b) f(z) = (sinasin2z)sin 3z = £ (cos (x — 2x) — cos (x + 2x)) sin 3z = 1 (cos x sin 3z —

) 2
cos 3z sin 3x) = 1(sin (z + 3z) —sin (z — 3z)) — 1 sin 6z = ;(sin 4z + sin 2z — sin 6z)
pa je

f(2009) ([L’) _ i (SiIl (41, + 20(;97r) . 42009 + sin (21. + 20(;97r) . 92009 _ gin (6!13' + 20(;97r) i 62009) _
(479 cos 4z + 2299 cos 2z — 62°% cos 6x).

A

Za racunanje visih derivacija se ponekad koristi Leibnizova formula:

(w-0)™ =" <Z> uFy™=h),

k=0
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Zadatak 1.28 Odredite f () za
(8) f(x) = ate
(b) f(z) = 2%"shx

Rjesenje.
(a)

f™(z) = (2% %)™ = Leibnizova formula = Z (Z) (22) W) (e=2)(n=h)
k=0

= {(z®)® "prezivi’ za k = 0,1, 2}

= ()@ (e e (5 )@ o

-1
— x2€—2x . (_2)n +n- 2x€—2x . (_2)n—1 4 n<n2 ) . 26—2m . (_2>n—2
= (=2)" %% (42® + 4v +n(n — 1))
(b) f(z) = a?e" == = “"’252;_9”2 pa je za n > 3:
fM(z) = 1(xzem)(”) = Leibnizova formula = li " (22) ) (%) (n=k)
2 2 — k

= {(z®)® ’prezivi’ za k = 0,1,2}

1 -1
— 5 <x2e2m.2n+n.2xe2m_2n—1_'_n(n2 ).2€2m_2n—2)

= 2"73e¥(82% + 4dnx + n(n — 1)).

Zadatak 1.29 Odredite f(199(0) za

(a) f(z) = a3sinxcosz

1+z
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(a) f(z) =i23sin2z

n

1 n
3 o (M) — T eihni B 3Y(F) (g (n—k)
(2° sin 22)'"™ = Leibnizova formula = 5 E (k‘) (7)™ (sin 2x)

k=0

fw) =
(2*)®) "prezivi’ za k = 0,1,2, 3}

—1
(x?’ sin (217 + n_7r> 22" 4 - 322 sin (2:): + u) .on—l
n(n —1)

2 2
-2
+——= . 6xsin <2x + u) .on—2

I
N = A N =

> >
Ln =D =2) g <2x + @) : 2“—3>

3!

Za n =100 i x = 0 dobijemo

~100(100 — 1)(100 — 2)
B 3!

(100 — 3)7

£ (0) ;

-6 sin <0 + ) .2100-3 — 100.99.98-2°7,

(b)

(n)
) = Leibnizova formula

I

— Z (120) (1 + x)(k)((l _ x)—l/Z)(lOO—k)

k=0
= {(1+2)® ’prezivi’ za k = 0,1}
= (1+a2)((1—2)7/3) 1 £ 100((1 = 2) /%) = (x)

Izracunajmo ((1 — x)~/2)®).

(1= 2)2)® = (%) <_% _ 1) <_% (k- 1)) (L)1 — 2yt

1-3-5-(2k —1)

19711 1ge 19711 399

999 (1—x) 9100 /7(93_1)201'
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Racunanje derivacija viSseg reda pomocu diferencijalnih jednakosti

Ponekad nije tesko pronaéi neku jednostavnu diferencijalnu jednakost koju funkcija zado-
voljava. Zatim se na tu jednakost primijeni Leibnizov formula. Ovakav na¢in racunanja
se koristi kod racunanja derivacija viseg reda u nekoj unaprijed odredenoj tocki, npr.

F(0).
Zadatak 1.30 Neka je f(z) = e~ . Odredite F™(0).

Rjesenje. Pronadimo diferencijalnu jednakost koju zadovoljava y(z) = f(x):

z2

y = 67

M

y' = —xe T = -y
pa je trazena diferencijalna jednakost:
v +xy =0.
Primijenimo Leibnizovu formulu na dobivenu diferencijalnu jednakost

Y 4+ay=0 /Y zan>1

n—1
n E n—1 n—1—
k=0

y™ 2y 4 (n— 1)y =0

Uvrétavanjem z = 0 u zadnju jednakost dobijemo rekurzivnu relaciju za y™(0):
y™(0) +0+ (n = 1)y"=2(0) =0,

odakle je
y™(0) = —(n — 1)y™2(0), zan>2.

Imamo dva slucaja

e n=2k-—1
YD = 2k = 2y D(0) = (~(2k — 2)(~(2k — )y O(0) = ... -
= (k- 2) (k- 1) (-2) y () =0
—y(0)=0
o n =2k
0 = (k) = (0K D)k 0 =

= (=@k=1)(=(2k=3))--- (= 1)?/ () (—1)F(2k — 1.
o
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A
arcsin x
Zadatak 1.31 Neka je f(z) = . Odredite f@9(0) i f100)(0).
je f(o) = S F99(0) i 509 (0)
Rjesenje. Pronadimo diferencijalnu jednakost koju zadovoljava y(x) = f(x):
_arcsinz
v V1—a?
, 14y
A

pa je trazena diferencijalna jednakost:
(1—2%)y =1+ ay.

Primijenimo Leibnizovu formulu na dobivenu diferencijalnu jednakost, a zatim uvrstimo
=0

1—a2y =142y /Y zan>1

el n—1 el n—1
Z (1 _ I2)(k) (y/)(n—l—k) _ Z (l’)(k)y(n_l_k)
k N k
k=0 k) k=0
(n—1)(n—2)

(1—2®)y™ + (n—1)(—22)y" Y + 5 (—2)y"™ = 2y + (n — 1)y /.o

y™(0) = (n = 1)(n — 2)y"2(0) = (n —1)y"~2(0).

Dakle, vrijedi rekurzivna relacija:

y™(0) = (n —1)%y"2(0), zan > 2.

Rac¢unamo:
e n =299
y@ = (99— 1)%7(0) = (99 — 1)%(97 — )*y*(0) = ... =
= (99 —1)%(97 —1)>---(3—1)?y &—(8!!>7
=y (0)=1
e n =100
Y10 — (100 — 1)2%5*®)(0) = (100 — 1)2(98 — 1)2 (96)(0):...:
= (100 — 1)2(98 — 1)%--- (2 — 1)2 (0()
o=
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Zadaci za vjezbu

1.32 Dokazite da funkcija y(x) = €42 ;adovoljava jednakost:

y" — 13y — 12y = 0.

1.2

1.33 (a) Odredite f® za f(z) =

11—z
(b) Odredite f® za f(r) = xInw.

(c) Odredite f® za f(z) = T

T
isor
(b) Odredite f” za f(x) = z(sin (Inz) + cos (Inx)).

(b) Odredite f” za f(x) =

1.34 (a) Pokazite da funkcija y = C cos x4+ Cy sinzx, gdje su C; i Cy realne konstante
zadovoljava diferencijalnu jednadzbu:

y' +y=0.

(b) Pokazite da funkcija y = C}chx + Cyshz, gdje su C; i Cs realne konstante zado-
voljava diferencijalnu jednadzbu:

Yy —y=0.
1.35 Dokazite Leibnizovu formulu. (Uputa: matematickom indukcijom po n € N.)

1.36 Neka je f(z) = 2% shz. Odredite f ().

1.37 Neka je f(z) = . Odredite f™(z).

x
Vits
1.38 Neka je y(z) = arcsinz. Odredite 3™ (0). (Uputa: (1 — 22)y" = zy/.)

1.39 Neka je y(x) = cos (3arcsinz). Odredite y™(0). (Uputa: (1—22)y” —xy’+9y = 0.)

1.40 Izracunajte f199(0) i £1%D(0) ako je funkcija f zadana formulom:

(a) f(z) = (2sin2z)’
(b) f(z) = Arshz
() fz) = 2555
(d) f(z) = - emcier
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(e) flx) = /(1 —2x)?
1.41 Neka je f(z) = 2". Dokazite:

f1) ) (1)
T Y

f(1) + ="

1.42 Funkcija P : R — R zadana je formulom
P(:L’) _ e:cz . (e—xQ)(2006)
Dokazite da je P polinom, odredite mu stupanj i vodeéi koeficijent.

1.43 Dokazite da za svaki n € N i svaku n puta derivabilnu funkciju f vrijedi jednakost

()" - Fr ),

(Uputa: matematickom indukcijom po n € N.)
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1.4 Tangenta i normala

Ako funkcija f ima derivaciju u tocki xy, onda jednadzbe tangente i normale na graf
funkcije f u tocki (xo,y0) = (w0, f(20)) glase:

boviinnns y—vo = f'(x0)(x — x0)

Moo, y—yoz—m(x—xo)

Zadatak 1.44 Tockom T'(2,0) povucite tangentu na krivulju y = x?.

Rjesenje. Oznacimo diraliste s D(xg,y0) = D(xo, z3). Tada je jednadzba tangente

Iz uvjeta T' € t slijedi
0 — x5 = 4a3(2 — )

odakle dobijemo
$0:07y0:$é:0

8 . 8\
x0:§,y0:x0: g .

Stoga imamo dvije tangente kroz tocku T

ili

Zadatak 1.45 Dokazite da se tangente na krivulju

B 1+ 322
v= 3+ a2

povucene u tockama s ordinatom 1 sijeku u ishodistu.
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RjeSenje. Diraliste je tocka D(xg,1). Iz uvjeta D € I'y slijedi

1+ 322
1= 20— il = 1
3+ 1j
[zracunamo
, 16z
v = (34 22)?
i dobijemo jednadzbe tangenti:
(T y—1=¢y()(z—-1) = y=1z
ty. .. y—1=y'(-1)(z+1) = y=—x

odakle vidimo da se t; i t5 sijeku u ishodistu.

Zadatak 1.46 U proizvoljnoj tocki krivulje

a. a++vVa?— x?
y=—-In————— — Va? — 22
2 a—+a*—2a?

povucena je tangenta. Dokazite da odsjecak tangente izmedu osi ordinata i tocke diralista
ima konstantnu duljinu i odredite ju.

Rjesenje. Oznac¢imo diraliste s D(zq,yo). Derivacija 3/ je

, a2 — 2

Yy =-
z

pa je jednadzba tangente

242
tooo... y—yo=———(x — xo).
Zo

Tangenta sijece os ordinatu u tocki T'(0,yo + y/a? — x3) pa odsjecak tangente izmedu osi
ordinata i tocke diralista ima duljinu

d(D,T) = \/(560 —0)> + (%o — (o + 1/ a* — 28))* = al,

koja je konstantna.
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Zadatak 1.47 Odredite jednadzbu tangente i normale u tocki 7'(1, 1) na krivulju implic-
itno zadanu jednadzbom
2° +9° — 2ry = 0.

Rjesenje. Primijetimo da je 7" € I'y. Implicitnim deriviranjem dobijemo derivaciju:

, 2y —5at
Y Syt — 2
pajey'(l) = 212_5214; = —1. Jednadzbe tangente i normale su
[ y—1l=y()z—-1) = y=—-x+2
1
(N y—1=— (x—1) = y==
y'(1)

Zadatak 1.48 Pod kojim se kutem sijeku tangente na kruznicu
22492 +dr—2y—11=0
povucene tockom 7°(4,1)?

RjeSenje. Neka je o € [0, 5] kut izmedu tangenti. Sjetimo se da je kut izmedu pravaca
s koeficijentima smjera k; i ko dan formulom

arct Fi— ks
= ar —.
4 ST+ ik
Implicitnim deriviranjem dobijemo

,_ T+ 2

Neka je D(xg,yo) diraliste. Tada je jednadzba tangente u tocki D:

T+ 2
Yo — 1

(x — o).

Iz uvjeta T'€ t i D € I'y dobijemo zg = % iyo=1=% 47\/5. Dakle:

, zo + 2 2+2 2v/5
klzy(ﬂj‘o):— = — W = —
To+2 2+2 25

-1 3

k‘: / = — = —
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pa je
ki — k
p = arctg ‘117]{;1]; — arctg 4V/5.

Zadatak 1.49 Pokazite da se parabole

yP=4dx+4
y? = —12x + 36

sijeku pod pravim kutem.

Rjesenje. Kut izmedu krivulja se definira kao kut izmedu tangenti na te krivulje povucenim
u tockama presjeka. Odredimo prvo presjek krivulja:

dr4+4=—-120436 — =2 — y=+2V3.

Dakle, tocke presjeka su

Ti(2,2V3) i Ty(2,—2V/3).

Implicitnim deriviranjem dobijemo derivacije:

2
y=- 1 y= =)
) )
U tocki T7 vrijedi:
2 1 6
ki=92)= —=—"— i k=¢2)=—==—-V3
pa je ky - ko = —1 odakle zaklju¢ujemo da su tangente okomite. Analogno se izra¢una za

tocku Ts. Dakle, parabole se sijeku pod pravim kutem.

A

Zadatak 1.50 Za koje n € N krivulja y = arctg (nx) sijece os x pod kutem veéim od
89°7

Rjesenje. Vrijedi

, . on
Y T 1
pa je
/ 0 _
© = arctg ‘%‘ = arctg |y’ (0)| = arctgn.
Dakle,

@ > 89° <= arctgn > 89° <= n > tg89° x~ 57.28 <= n > 58.
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A

Zadatak 1.51 Uz koji parametar a € R krivulja y = az? dodiruje krivulju y = Inz?

Rjesenje. Krivulje se dodiruju u nekoj tocki ako imaju zajednicku tangentu u toj tocki.

Neka je D(xg,yo) diraliste. Iz uvjeta da se D nalazi na obje krivulje dobijemo

_ 2

Yo = Inxg

odakle je
arg = Inxg.

S druge strane, jer se tangente podudaraju, specijalno koeficijenti smjera moraju biti isti
pa je

2axy) = —.
Lo

Iz gornje dvije jednakosti dobijemo zy = /e pa je a = 2o :
0

Z

Zadatak 1.52 Odredite kut pod kojim se sijeku krivulje

Pyt —r=0
4y +2=0

Rjesenje. Odredimo presjek krivulja:
Pyt —r =2ty 42

odakle dobijemo jednadzbu
-2 -2 —-2=0

c¢ije je jedno rjesenje x = 2. Dijeljenjem te jednadzbe s x — 2 dobijemo jednadzbu
2’ +r+1=0
koja nema realnih rjesenja. Dakle, x = 2 i y = —+/6. Implicitinin deriviranjem dobijemo

,  1-=32> 21
=5

Y
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pa je
1-3.92? 11
]{j = /2 == ——
VYR =T e T s
2.9 4
by =y/(2) = — 2 =~
2=y(2) 3.(—v6)2 3936
Odavde je
11 4 .
3% | 3V 21/36
p = arctg 1 | = —
1+ 15 = 44 + (3/36)2

Zadatak 1.53 Nadite zajednicke tangente na krivulje
y=a>—6x+5

y = —x° — 4a.

Rjesenje. Stavimo f(z) = 2*> — 6z + 5 i g(z) = —2? — 4z te oznatimo s Di(c, f(c)) i
Ds(d, g(d)) diralista tangenti na krivulje. Jednadzbe tangenti su

tyeeenns y=f'(c)r+ f(c) —cf'(c)
fo.oon.. y =g (d)z+ g(d) —dg'(d)

Tangente se moraju podudarati pa mora vrijediti:

fle)y=g(d) 1 f(x)=cf(x)=g(d)—dg'(d)

pa dobijemo sustav

f'(e) =g'(d)
g(d) — f(c
o = 20 =1
—c
odnosno
2c—6=—-2d—4
—d? _ _ 2 _
90— 6 — d® —4d — ¢ + 6¢ 5.
d—c
Rjesavanjem gornjeg sustava slijedi d; = —1,¢; = 21 dy = 2,9 = —1, odakle dobijemo
trazene tangente:
too.... y=—2x+1
to.o.... y=—-8r+4
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Zadaci za vjezbu

1.54 Nadite sve pravce koji prolaze kroz ishodiste i sijeku hiperbolu zy = a? pod pravim
kutem.

1.55 Zadana je krivulja
r—4

r—2

y =
Pokazite da su tangente na tu krivulju u tockama presjeka s koordinatnim osima paralelne.

1.56 Odredite opcenitu formulu za jednadzbu tangente na krivulju implicitno zadanu s

(f - 930)2 (?/ - y0)2
2 + P2 = 1.

1.57 Odredite sve vrijednosti parametra b € R za koje je pravac y = = + b tangenta
krivulje
x

:a?—|—4'

Y

1.58 Na krivulji y = ﬁ nadite tocku u kojoj je tangenta paralelna s osi apscisa.
1.59 Pokazite da se krivulje familija

y? = 4a®> — dax, a >0
y? =4 + 4bx, b >0

sijeku pod pravim kutem.
1.60 Pokazite da parabola
y=a(r—a1)(x —x2), a # 0,21 < x9
presijeca os apscisa u dvije tocke pod jednakim kutem.

1.61 Pod kojim se kutem sijeku krivulje:

(b) y =sinz iy = cosx?
1.62 Uz koje uvjete na koeficijente a, b, c € R je os apscisa tangenta na krivulju

y = ax® + bx + ¢?
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1.63 Nadite pravac koji je tangenta na krivulju
y=a"—22° - 327 + 52 +6
u barem dvije tocke.
1.64 Dana je krivulja y = zer .
(a) Nadite jednadzbu tangente na tu krivulju u tocki s apscisom a > 0.
(b) Sto se dogada s tangentom kada a — 400?
1.65 Nadite zajednicke tangente na krivulje

y+at=—4
? +y? =4

1.66 Odredite kut pod kojim se krivulje
v =3 +2+1=0

ry? —1=0

sijeku u prvom kvadrantu.
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1.5 L’Hopitalovo pravilo

Teorem. (L’Hoépitalovo pravilo) Neka je I C R otvoreni interval (konacan ili beskonacan),
¢ € I (moze biti i ¢ = oo u sluéaju beskonacnog intervala I) i neka su f,g: I — R deriv-

abilne funkcije.

1. Ako je lim f(z) = limg(z) =0, ¢’'(xz) # 0 za sve x € [ i ako postoji lim

Tr—cC r—cC

onda vrijedi

f(z) f'(x)

lim —= = lim

z—c g x) r—cC g’(x) ’

2. Akojelim f(z) = o0, lim g(z) = fo0, ¢'(z) # 0zasve x € [ i ako postoji lim

u R, onda vrijedi

lim @ = lim S'@)

e g@) e (@)

Zadatak 1.67 Izracunajte

sin x

z—0 g

z—0

Rjesenje
(a) 1 sinx 0 Lt | Ccos T _
Vo —\o) T T

f’(m) u R
w—e g'(z)

a—c g'(z)
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1
(¢) lim ze™® = lim i (E) Hgim = =0
x—+00 z—+o0o €% o0 x—+o00 €%
@ tim T SAES ooy gy, e o4 ooy, S0
T—-+00 222 — 1 N o0 - T—+00 4x o o0 B z—+o00 4 =T

arcsin x (

1
O\ vu, Viese . cos’zx
(f) lnr(l]arcsmx ctgr = (0-00) = ilir(l] e 6) = ili% 1= iﬁ%ﬁ =1
@ () 3= 2
im —=(—) = lim £ = 1m—:
r—+00 \/_ o0 r— 400 # z—+00 \/_
A
Zadatak 1.68 Moze li se primijeniti L’Hopitalovo pravilo na
im 2T smg:7
z—+o0 T + sin T
RjesSenje. Ne mozemo primijeniti L’Hopitalovo pravilo, jer limes
. (z+sinx) . l+coszx
hrn — Y = S —
z—too (x —sinz)’  @—+oo 1 —cosx
ne postoji, jer je za x, = 5 +2nm iy, = 2n+ )7
. 1+ cosz, . 1+0
lim —— = lim —— =1,
n—too 1 —cosw, n—otool—0
1 n . 14+ (—1
lim LT _ g, 1D
n—+too 1 —cosy, n—o+tool—(—1)
Medutim, .
i 1+ =
lim 27508 s ]
z—+too x —sinx  z—doo ] — S
JAN

Zadatak 1.69 Izracunajte

1 1
(a) lim ( — —)
=0 \sinz

ot ()
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: T
(C) xli%l-l- .

. 1
@) By e

(e) lim(1 —z)% 3

r—1

(f) lim (1+2%)7

r——+00

Rjesenje.

(a) hm( 1 -1) zlimm:(g) v Locose

z—0 \sinx z—0 xsing z—0 8inx + x cos T

0 H ,. sin x
=(=] = lim - =0
0 z—0 CcOSZT + cosx + xsinx

_ ) 1—- L
) tim (b L) g E oD 0 g R
z—0\In(xr+1) =z =0 xln(x+1) 0 a—0In (z+1) + -4

. x 0\ vu,. 1 1
= lim == = lim = —
2=0(x+1)In(z+1)+=x 0 e—0ln(x+1)+14+1 2

(c¢) Neka je y(x) = 2®. Tada je Iny(z) = zlnz pa je

. ‘ . Inz 00\ L'H ;. : _
S o) = Jg e = 0-09) = g 5 = () i 2 -
= lim (—z) = 0.

z—0+

Zbog neprekidnosti dobijemo

lim y(z) = lim e y(@) = elime—oiIny(@) — 0 — 1,
z—0+ rz—0+

(d) Neka je y(z) = z=. Tada je Iny(z) = 7 pa je

. . Inz  foo\vLH , i

lim y(e) = lim =° = (Z) = 1m 2 =0,

Lty = I mm=0) =LAy =0
Zbog neprekidnosti dobijemo

lim y(z) = lim M¥®) = elime—recny(@) — 0 — 7
x——+00 z—1

(e) Neka je y(z) = (1 — 2)°2”. Tada je Iny(z) = cos ZzIn (1 — ) pa je

. . 7T . In (1 — [L’) o0\ L’'H
glcl_)rr%lny(:)s) = glcl_)rr%cos §xln(1 —x)=(0-00) = il—%f = (g) =
COS EZC
-1
T 2 ctg Zxcos Tx 0\ 1
— lim ——= _ 2 i 28279 <_) L
el cos? Zz (_ Sin gl‘ ) %) T @=1 -1 0
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Zbog neprekidnosti dobijemo

lim y(z) = lim M¥(®) = elime—1ny(@) — 0 — 7

rz—1 r—1

(f) Neka je y(z) = (1 +22)+. Tada je Iny(z) = M pa je

In(1 + 22 : 2
lim Iny(z) = lm (1 +27) = (f) oy e
T—-+00 x—-+00 €T o0 z—4o00 1

Zbog neprekidnosti dobijemo

lim y(z) = lim e®v@) = elime—seclny(@) — o0 — 7

Tr——+00 r——+00

Zadatak 1.70 Izracunajte

arcsin x — arctgx

S R

(b) limInzIn(x — 1)

r—1
axr

() lim —, neN,a>0

r—4o00 M

Rjesenje.

(a) lim arcsin x — arctgx _ (9) LH L 11_962 - 1+1xz _ (9) LH
0

z—0 3 z—0 3372 0
T 2x
iy = T e 1
250 6x 2
In(z — 1 : o
(b) limInzln(x —1) = (00 - 0) = lim % = (E) " im z-1
el vl Inz 0 e=1 zln?z
_ —xln2:c_ 0\ Lt r 1112:1:—23:111:6%_
mliq r—1 \0/) wl—% 1 N
(c) lim c - (E) HH g 2 —wno gim £8 - oo
z—+oo " o0 z—+o0 N1 z—+oo  n)!
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Zadaci za vjezbu

1.71 Izracunajte

Inz

i
(&) wli% ctgx

3 =202 —x+2

b) li

(>xl—>r% 3 —Tr +6
h—1

(¢) lim —2

z—0]1 — cosx

(d) lim(1 — cosx) ctgx

z—0

1.72 Izracunajte

. T 1
(2) i:ffi(x_l‘m)

(b) lim AT

z—0

(c 1i111 —,neN
1 n
@ tim B2 ey
T——+00 €T

1.73 Izracunajte

: I
(a) wl_l&loo (cos ;)

(b) lim(sinz)"%”

z—0

. T +sin2x
(¢) lim ———
t—0 r —sinxT

1
(d) lim —"

z—1 sin Tx

1.74 Izracunajte

() lim T + arctgx
z—+oo 13 + 22 + 1

(b) i arcsin v/sin x
im-——
=0 \/2x — 22
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T—T

(¢) lim(r — ) tgg, neN

@ lim ln(l—l—x)—x—;—l—m

,neN
T—+00 er —cosx

1.75 Moze li se primijeniti L’Hopitalovo pravilo na

x%sin L

lim ——2%7
z—0 SInx

[zracunajte gornji limes.

1.76 Izracunajte

1 1
I -
(2) o0 <a¢ sin z x2>

(b) lim (g —arctgm) "

r——+00

(c) xl—lgloo (\/1 +221In $€f1 - x)
1
(d) lim <x —2%In <1 + —))
T——+00 €T
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1.6 Neprekidnost i derivabilnost

Neprekidnost funkcije f: I — R u tocki ¢ otvorenog intervala I C R mozemo karakter-
izirati na sljede¢e nacine:

e f je neprekidna u ¢ ako i samo ako ima limes u tocki ¢ i vrijedi

lim f(z) = f(c).

r—cC
e f je neprekidna u c ako i samo ako ima limese slijeva i zdesna u tocki ¢ i vrijedi

Jim () = £(0) = i f(@).

Zadatak 1.77 Odredite A € R takav da funkcija f: R — R

et +1, x>0
f(a?)—{ T+ <0

bude neprekidna. Je li f derivabilna na R?

Rjesenje. Racunamo:

lim f(z) = lim (x 4+ \) = A,

z—0— z—0—
oy S = ey =2

Da bi f bila neprekidna, mora vrijediti

lim f(x) = f(0) = lim f(z),

z—0— z—0+
tj.
A=2=2
odakle je A = 2.
Rac¢unamo
— 2—2

T 0) _ iy 24 —1

r—0— xr — z—0 x

i LSOy =2 (O

z—0+ z—0 z—0 T 0 z—0+ 1
iz ¢ega zakljucujemo da

f(z) — f(0)

lim
z—0 z—0
ne postoji pa f nije derivabilna u 0.
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A

Zadatak 1.78 Dodefinirajte funkciju f u 0 (ako je moguée) tako da dobijete neprekidnu
funkciju na (—1, +00), ako je

oz o) S =

(a) flz)=
Rjesenje.

(a) Da bi f bila neprekidna, mora vrijediti:

f(O):limf(x):limw: (9) L’ZHglci M:a

z—0 xz—0 x
pa definiramo f(0) := a.
(b) Ra¢unamo:

—X

dm f(@) = Jig == =1,
lim f(z)= lim T2

r—0+ z—04+ I

pa vidimo da lim,_¢ f(z) ne postoji pa f ne moze biti ni neprekidna u 0.
A

Definicija. Neka je £ € N. Funkcija f je klase C* na otvorenom intervalu I C R ako
% postoji na I neprekidna je na 1.

Pisemo f € C*(I).

Napomena. Vrijedi: f derivabilna u ¢ = f neprekidna u ¢

Zadatak 1.79 Neka je f: R — R

B arctgzx, || <1
f(:)s)—{ Zsgna + 2L jz) >1

Ispitajte:
(a) neprekidnost funkcije f,
(b) diferencijabilnost funkcije f. Je li f klase C' tamo gdje je diferencijabilna?
Rjesenje.
—rpd p<—1

f(x) =< arctgz, —1<z<1 .
%—l—m;l, x> 1
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(a) f je neprekidna na (—oo,—1), (—=1,1) i (1, 4+00).
Za x = —1 vrijedi
lim f(z)= li Tpr-l T
m = m _— —_ —_— =
x—}—l— t x—}—l— 4 2 4 ’
T
li = i tgr = ——
A, f(r) = I arctgr = =7
pa f ima prekid u —1.
Za x = 1 vrijedi
lim f(z) = li o T
Jim_fa) = lim arcigr = 7,
. . ™ x—1 s
) = i (T 75 ) = ]
pa je
. ) T
Jim f@) = T @) =5 = 5,
odakle slijedi da je f neprekidna u 1.
Dakle, f je neprekidna na (—oo, —1) U (1, 4+00).
(b)y e xe(—1,1) = f(x)=arctgr = f'(z) = ﬁ
o € (-00,—1) = fla)=—F+5 = fl2)=3
e re(ltoo) = (1) =7+ 5 = flz)=}
e r =—1 = u toj tocki f nije neprekidna pa ne moze biti ni derivabilna
e I =
_ top — T ,
limM:hm%: 9 H 1 :1’
e—1- -1 e—1-  x—1 0 a—1- 1422 2
— f(1 Tyl 7 1
TACI e (YRR el i SO
=1+ x—1 z—1+ rz—1 2

— f jederivabilnau 11 f'(1) = 3.
Dakle, f je derivabilna na (—oo, —1) U (—1, 4+00) i

1

9 r < —1
f(z) = ﬁ, —1<z<1 .
%, rx>1

Da bi provijerili je li f € C'({—o0, —1) U (=1, 400)), dovoljno je provjeriti da je f’

neprekidna funkcija na (—oo, —1) U (=1, +00):
/" je neprekidna na (—oo, —1), (—1,1) i (1, 4+00).
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Za r =1 vrijedi

1 1
. / o . _ =
xllﬂ_f(x)_ml_l_1+x2 5%
lim f'(x) = lim L_1
Mt e I R
1
/1 ——
=

Zadatak 1.80 Postoje li a,b € R takvi da je f € C1(R) ako je
1
= wp ezl
/(@) { ar®? +b, |z|<1 '

Rjesenje. Da bi f bila neprekidna na R treba vrijediti:

liny f(z) = (=) = lim f(a)

z——1—

Jim f(z) = £(1) = lim_ f(z),

odakle slijedi a + b = 1. f ¢e biti derivabilna na R ako vrijedi:
— f(—1 — f(-1
F@) = f=1) @) = f(1)

lim ————> =
z——1— r+1 z——1+ z+1

R R )
r—1— z+1 z—1+ z+1

odakle dobijemo (koristeéi uvjet a+b = 1) da mora vrijediti 2a = —11i tada je f'(—1) =1
if'(1)=—1. Sada iz

a+b=1
20 = —1

dobijemo a = —% i b = 3. Pokazimo da je f € C*(R). Vrijedi:

L
227

r<-—1
fl(z)=¢ —x, -1
x>

r<1,

1
229

SN
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odakle se vidi da je f’ neprekidna na R, jer je:

. / _ . i
An Sw=ln =t
. / _ . _ _
(=1 =1
i
lim f'(z) = lim & = 1
A fw) =y e =1
lim f'(z) = lim (—z) = —1
r—1+ z—14
) =-1

Zadatak 1.81 Neka je

[ a?sini) |z #£0
ﬂ@_{ 0, =0

Dokazite da je f diferencijabilna na R. Je li f € C1(R)?

Rjesenje. Za x # 0 je
1 1
f'(x) = 2xsin — — cos —.
x x

Jos$ raucnamo: ) )
— in-—20 1
lim f(z) - 10) _ oG = lim x sin — = 0,
z—0 x—0 T z—0 x

jer mozemo primijeniti teorem o sendvicu na
o1
0 < |zsin—| < |z|
x

kada x — 0. Stoga je f derivabilna na R i

N 2xsin%—cos%, x#0
f & CHR), jer
lim f'(z)

z—0

na postoji. Npr. za z, = ﬁ 1y, = m vrijedi

lim z; =0= lim y
k—-+o00 k——o00
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lim f(zx) = lim (—1)=-1

k——+o00 k—+o00
i = i 1=1.
Jm fye) = lim

Zadatak 1.82 Ispitajte neprekidnost i derivabilnost funkcije

f(z) = (Jz(z — 2)| — 3z + 6)*

Rjesenje. Funkcija f je neprekidna na R kao kompozicija neprekidnih funkcija. Vrijedi:

(22 = bx+6)%, <0
fllo) =4 (-2 —x+6)? 0<z<2 .
(22 —5x+6)%, x> 2

Ispitajmo derivabilnost funkcije f u tockama 0 i 2:

_ 2 _ 2 _ , 2 2 2 .
g S@ = FO) @524 6736 (0 pn . 2(2° — 574 6)(2r —5) _ 60
r—0— x—0 z—0— €T 0 z—0— 1
i @O (2t — w467 =36 0\ w22 x4 6)(=20 1)
z—0+ x—0 z—0+ T 0 r—0+ 1
— f nije derivabilna u 0

— f(2 —z? — 2 ; 2(—2% — —2r—1
i L0 7@ Em et 6720 (O un A=t —w6)(220-1)
r—2— xr— 2 T—2— €T 0 z—0— 1
fy J@ = FO) (@ =50 +6)7 =36 0\ un 20" —5r+6)(20-5)
r—2+  x — 2 a2+ T SN0/ as+ 1 N

= f je derivabilnau 21 f/(2) =0.
Dakle, f je derivabilna na (—oo,0) U (0, +00).

A

Zadatak 1.83 Neka je f diferencijabilna u nekoj okolini tocke ¢ i dva puta diferencija-
bilna u c¢. Dokazite:

}llli% f(C+h) _'_f(hcz_ h) - 2f(0> _ f”(C).
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Rjesenje.

lim fle+h)+ f(c—h)—2f(c) _ (9) LH Fle+h) -1+ fl(c—h)-(=1) _

h—0 h? 0 h—0 2h
o St D) D )~ fe—h)
b0 2h B
Ly [FEB=SO £ 1)

2 h—0 h —h

= 210+ "0 = £(e)

Zadatak 1.84 * Riemannova funkcija je funkcija f: R — R definirana sa

=3

, =10

0, xe R\Q
fr) =< 1 r=" meZ neN, M(m|n)=1 .

Dokazite da je f neprekidna na R\ Q i da ima prekid u svakoj racionalnoj tocki.
Rjesenje.

(a) c=2, meZ neN, M(m|,n)=1 = f(c)=1

n

Uzmimo neki € > 0 takav da je ¢ < % Tada

(Vo > 0)(Fzs e R\Q), |zs—c| <0 & |f(x5)—f(c)|:%25

pa f ima prekid u c.
(b) ¢=0

Uzmimo neki € > 0 takav da je e < 1. Tada

(96 > 0)(3zs € R\ Q), |25 —0] < 6 & | f(z5) = f(0)| = 1> =
=0 1

pa f ima prekid u 0.

() ceR\Q

Neka je € > 0 proizvoljan. Tada postoji nyg € N takav da je ¢ > % Definirajmo

A= {T:1§n<n0}ﬂ<c—1,c+l).
n
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Tada je A konacan skup, jer u intervalu (¢ —1, ¢+ 1) ima kona¢no mnogo razlomaka
s nazivnikom iz skupa {1,2,...,n9 — 1}. Tada je 6 := min{|c —p|: p € A} > 01
vrijedi

1 1
— S i
n o
<e€

xz%é@,\x—c|<6:>\f(x)—f(c)|: <e

reR\Q, [z —c| <d = |f(z) = f(e)] =0

A

Zadatak 1.85 Ispitajte neprekidnost i diferencijabilnost Dirichletove funkcije f: R — R

|1, z€Q
Rjesenje. Pokazimo da f ima prekid u svakoj tocki:
(a) ceQ
Uzmimo ¢ = % Tada

(6 > 0)(3rs € R\Q), |as — el <0 & | f(w) — f(c) | =1 >
=0 1

(b) ceR\Q

Uzmimo ¢ = 7 Tada

(Vo0 > 0)(3xs € Q), |xs—c| <0 & | flxs)— flc)|]=1>¢
—— <~

=1 0

Dakle f nije nigdje neprekidna pa ne moze biti ni diferencijabilna.

Zadatak 1.86 Ispitajte neprekidnost i diferencijabilnost funkcije f: R — R

oz, 2€Q

Rjesenje.

e neprekidnost

Tvrdimo da je f neprekidna samo u 0.
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e c=10
Neka je € > 0. Uzmimo 0 < § < . Tada je

reQlr—0[<d = |flx) = flo)| =lr—0[<d<e
re€R\Q, [z -0[<d = [f(z) - flc)| =10-0] <e

2

e ccQ c#0
Neka je € = % Tada
(V6 > 0)(3rs € R\ Q). | —c| <8 & [f(zs) — F(&)] = 0 — | =[e| > 9 =<
e ccR\Q
Uzmimo ¢ = %. Tada
¢ c
(%0 < 61%) (30 € @), lws—c| < 6 & |Fwn)—F€)] = lrs—0] = las] = lel—|e — 5] > 1D > ¢
—— 2

gdje smo iskoristili

o] < le = 5| + [zs] = |as| = |e| = |e — 5.

Zadaci za vjezbu

1.87 Odredite A € R takav da funkcija f: R — R
1—22 <0
f(x) = A, x=0
142, >0
bude neprekidna. Je li f diferencijabilna?

1.88 Ispitajte neprekidnost i derivabilnost funkcije f definirane s

4x — 8, r <3
f(x)—{ 22 —2x+1, x>3.

Jeli f € CY(R)?
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1.89 Ispitajte neprekidnost funkcije f definirane na [—1, 4+00) formulom

VEFT-L
f(z) = 1t
5, z=20.

U kojim tockama je f derivabilna, a u kojim neprekidno derivabilna?
1.90 Neka je f(z) = |z|3. Dokazite da je f € C*(R), ali da f”’(0) ne postoji.
1.91 Nekaje f: R—R

f(x) = arctg (v/3z), |z <1
B ﬁx+§sgnx—ﬁ lz| > 1

4 4
Ispitajte:
(a) neprekidnost funkcije f,

(b) diferencijabilnost funkcije f. Je li f klase C' tamo gdje je diferencijabilna?

1.92 Zadana ja funkcija f: R — R,

(x —a)?*(x—0)?% a<z<b

J(z) = { 0, inace

Je li f derivabilna? Je li f € CY(R)?

1.93 Neka je
atsint, x#0

fo={ " e

Dokazite da je f diferencijabilna na R. Je i f € C'(R)? Je li f € C*(R)? (Odgovori:
Da. Ne.)

1.94 Ispitajte neprekidnost i derivabilnost funkcije
f(z) = || + 32% + 3z + 1] + |2* + 2 — 6.

1.95 Zadana ja funkcija f: R — R,
1
) rzter, <0
Jeli feC*R)?

VAV
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Oznacimo:
f (c) = lim f(z) = f(c) = hlirg flet h})L — flo) . lieva derivacija funkcije f u tocki ¢
Tr—Cc— Tr — C —0—
“(c) = lim f(@) = /(o) = lim fleth) = flo) ., desna derivacija funkcije f u tocki ¢
a—ct T —¢C h—0+ h

1.96 Navedite primjer funkcije f neprekidne na [—1,1] za koju vrijedi
f0)=0, fL(0)=01if(0) =1
Skicirajte njen graf i zapisite formulu.
1.97 Skicirajte primjer grafa funkcije f neprekidne na [—2, 2], koja zadovoljava uvjete
f(=2)=1, f(0)=0, f(0)=0, fL(1)=—-1, fl(1)=11i f.(2)=—L

1.98 * Neka je f neprekidna na (a,b) te derivabilna na (a,c) i {c,b), za neki ¢ € (a, b).
Nadalje, neka postoje lim f'(z) i hm+ f'(x). Koriste¢i L’Hopitalovo pravilo dokazite

tvrdnje:

1. f'(c) postoji i vrijedi f' (¢) = lim f'(x),

r—Cc—

2. fi.(c) postoji i vrijedi f’ (c) = lim f'(z).

r—c+

U slucaju da jos vrijedi f’ (c) = f!(c), postoji cak f’(c) i f’ je neprekidna u c, tj. funkcija
f je neprekidno derivabilna u c.

1.99 Dokazite da za funkciju zadanu s

2 i 1
résine, x#0

ﬂ@:{o, =0

ne postoji lirr(l] f'(x) (niti jednostrani limesi), ali f ima derivaciju u 0. Dakle, ne mozemo

primijeniti postupak za ispitivanje derivabilnosti iz prethodnog zadatka.

1.100 Je li f definirana s

(x+1)3, >0

derivabilna u 07
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1.101 Za

odredite f’ (1), ako postoji.

VAV

U sljede¢im zadacima iskoristite sljedece teoreme:

Teorem. (Bolzano-Weierstrass) Neka je f realna funkcija koja je neprekidna na seg-
mentu [a,b]. Tada je i f([a,b]) = [c, d] segment.

Teorem. (Rolle) Neka je f realna funkcija koja je neprekidna na segmentu [a, b], difer-
encijabilna na intervalu (a,b) i neka je f(a) = f(b). Tada postoji ¢ € (a,b) takav da je
f'(c)=0.

Teorem. (Lagrangeov teorem srednje vrijednosti) Neka je f realna funkcija koja je
neprekidna na segmentu [a, b] i diferencijabilna na intervalu (a, b). Tada postoji ¢ € (a, b)
takav da je

1.102 * Neka je f: [a,b] — [a,b] neprekidna funkcija. Pokazite da f ima barem jednu
fiksnu tocku na [a, b], tj. da postoji ¢ € [a,b] takav da je f(c) = c.

[Uputa: Bolzano-Weierstrassov teorem.|

1.103 * Ako je f(x) = z(z — 1)(z — 2)(x — 3), pokazite da jednadzba f’(z) = 0 ima tri
realna rjesenja i nadite intervale u kojima se nalaze.

[Uputa: Rolleov teorem.]

1.104 * Koristeéi Rolleov teorem dokazite

Teorem. (Cauchyev teorem srednje vrijednosti) Neka su f i g realne funkcije koje su
neprekidne na segmentu [a, b] i diferencijabilne na intervalu (a, b). Tada postoji ¢ € (a, b)
takav da je

(f(b) = f(a))g'(c) = (g(b) — g(a)) f'(c).
Specijalno, ako je g(b) # g(a) i ¢'(c) # 0, tada je

[Uputa: Imitirajte dokaz Lagrangeovog teorema srednje vrijednosti.]
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1.105 * Neka je f: R — R n outa derivabilna funkcija takva da je f(0) = f/(0) =--- =
f=1(0) = 0. Pokazite da za svaki € R postoji 0 < 9 < 1 takav da je

J@) )

zm n!

[Uputa: Iskoristite Cauchyev teorem srednje vrijednosti.]

1.106 * Koriste¢i Cauchyev teorem srednje vrijednosti dokazite L’Hopitalovo pravilo:
Neka je I C R otvoreni interval i ¢ € I. Neka su f i g realne funkcije koje su derivabilne

na [ takve da je lim f(x) =0 = lim g(x), ¢'(x) # 0, za sve € I \ {c} i da postoji limes

/
lim f/(x). Tada postoji lim /()
—c g'(2) —e g(x)

i vrijedi

flx) . ['(@)

lim —~ = lim .
M) 2 gl)

1.107 * Pokazite da je Lagrangeov teorem srednje vrijednosti specijalni slu¢aj Cauchyevog
teorema srednje vrijednosti.

1.108 * Koristed¢i Lagrangeov teorem srednje vrijednosti dokazite sljede¢e nejednakosti:

1 1 1
(a) <In +x<—,zax>0
r+1 x x

— 1 1
(b) %<arctg<1+—)—arctg<l+—) <y—z,zal0<z<y<l
x Yy
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1.7 Pad i rast. Ekstremi

Neka je I C R otvoreni interval i f: [ — R derivabilna funkcija.

Monotonost funkcije f na intervalu I mozemo karakterizirati pomocu derivacije na sljedeci
nacin:

e frastenal <= f'(x) >0,Vrel

e fpadanal < f'(x)<0,Vzxel

Definiramo skup stacionarnih tocaka funkcije f sa
S:={xel: f'(x) =0}
Sljedeci kriterij daje karakterizaciju stroge monotonosti:

skup stacionarnih tocaka S ne sadrzi interval

e f strogo raste na [ <= i f'(x)>0,Vzel\S

skup stacionarnih toc¢aka S ne sadrzi interval

e f strogo pada na I <= ifl(z)<0,Veel\S

Nuzan uvjet za lokalni ekstrem je dan sljede¢im teoremom:

Teorem. (Fermat) Ako funkcija f: (a,b) — R ima lokalni ekstrem u ¢ € (a,b) i ako je
derivabilna u ¢, onda je f'(c) = 0.

Zadatak 1.109 Pokazite primjerom da obrat u gornjem teoremu ne mora vrijediti.

Zadatak 1.110 Odredite intervale rasta i pada te lokalne ekstreme funkcija:

() f@)=F - %
(b) f(#) = 55— 1gg:+ 16

(¢) f(x) =arctgz — %ln (1+ 2?)

Skicirajte grafove gornjih funkcija.

Vrijedi:

Teorem. (Bolzano-Weierstrass) Neka je f realna funkcija koja je neprekidna na seg-
mentu [a,b]. Tada je i f([a,b]) = [c, d] segment.

Dakle, ako je funkcija neprekidna na segmentu, onda ona na tom segmentu postize mini-
mum i maksimum.
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Zadatak 1.111 Odredite broj realnih rjesenja svake od sljede¢ih jednadzbi:

(a) 2" +2°+2°*-3=0,

(b) x4+ cosx—5=0

Neka je f: [a,b] — R neprekidna funkcija. Za toku ¢ € [a, b] kazemo da je kritiéna tocka
ako vrijedi nesto od sljedeceg:

e f nije derivabilna u ¢
e f je derivabilnauci f'(c) =0
ec=aqilic=b
Zadatak 1.112 Odredite globalne ekstreme funkcije
f:[-3,3] =R, f(x)=a*—4|z|.
Zadatak 1.113 Neka je f(x) = 2? + 823 + 1622, Odredite f([—5, —1]).

Zadatak 1.114 Odredite sliku funkcija:

(a) f: [-1,2] = R, f(z) =21 —2)*/?
(b) f: [-L1 =R, f(z) = |zle !
Zadatak 1.115 U ovisnosti o parametru a € R odredite broj nultocaka funkcije
f(z) =zlnz —a.
Zadatak 1.116 Dokazite nejednakosti:

3
xz .
(a) x—§<sm:)§<x,zax>0

2
(b) x—%<ln(1+x)<m,zax>0

(c) In(1+e )+ 2arctge” <, zax >0

Zadatak 1.117 Zica duljine [ > 0 je presje¢ena na dva dijela. Od jednog dijela se savije
kruznica, a od drugog rub kvadrata. Kako treba presjeci zicu da zbroj povrsina kruga i
kvadrata bude minimalan?

Zadatak 1.118 Dva hodnika sirine 320 cm i 135 c¢m se sijeku pod pravim kutem. Odred-
ite najvecu duljinu tankog nesavitljivog Stapa koji se moze prenijeti iz jednog hodnika u
drugi.

Zadatak 1.119 U krug radijusa 10 cm upisite jednakokracni trokut maksimalne povrsine.
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Zadaci za vjezbu

1.120 Odredite intervale rasta i pada te lokalne ekstreme funkcije zadane formulom:

(@) f(2) =2+ .

(b) f(x) = In(x* — 622 + 10) — 2 arctg(x® — 3).
1.121 Odredite sliku funkcija:

(a) f: [5.2] =R, f(z) =22%— 92 + 122

272

2
(b) f: [-5.5] > R, f(@) =

1.122 U ovisnosti o parametru a € R odredite broj nultocaka funkcije
flx)=¢"—z—a.
1.123 Dokazite nejednakosti:

3

(a) tgm>m+%,zasvak10<x<g

(b) 2zarctgz > In(1+ 2?), za svaki z > 0

2(x —1)

——~ . zasvakixz >1
r+1

(¢) Inx >

1
(d) 5z + — >6, zasvaki z >0,
x

2

(e) arctgz > arcsin ———, za svaki z > 0,
xre+

b b?—a?

—5ap za svake 0 < a < b,

a a

(2) (sinx+ L )%—F(COS{E—G— L )% 29{’/%, zasvakix€<0,g>.

1.124 Odredite globalne ekstreme funkcije:

;c2+6x+1
x

(@) f:[-2,—3] >R, fl@)=e =,

2 +1

(b) f:[L,5] =R, f(x):hlm.

29
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1.125 Rastavite broj 1 na dva nenegativna pribrojnika tako da im zbroj korijena bude
najveci.

1.126 U polukruznicu polumjera 1 upisan je trapez ¢ija osnovica je promjer polukruznice.
Odredite kut uz osnovicu trapeza tako da povrsina trapeza bude najveca.

1.127 Na krivulji ¥y = ch x nadite tocku najblizu pravcu y = %x.

1.128 U zemlji MathLand davno je uveden koordinatni sustav. Na obali rijeke y = 0
nalazi se grad A(—2,0), a dalje od obale je grad C(0,1). Odredite na kojem mjestu
treba izgraditi pristaniste B(b,0), —2 < b < 0 da bi transport od A do C preko B bio
najjeftiniji. Pritom je jos poznato da je cijena transporta kopnom dva puta veca nego
cijena transporta rijekom.

1.129 Odredite broj realnih rjeSenja jednadzbe (22 —3)e® = a (u ovisnosti o parametru
a €R).

2x — 1
1.130 Na krivuljuy = x 707 > 1 povucite tangentu takvu da povrsina pravokutnog
x JR—

trokuta omedenog tom tangentom i koordinatnim osima bude minimalna. Kolika je naj-
manja vrijednost te povrsine?

1.131 U elipsu b*2% + ay? = a?b? upisite pravokutnik najveée povrsine.

1.132 Tangenta elipse b?z% + a?y? = a?b? sijece koordinatne osi u totkama A i B.
Pokazite da je
|AB| > a+b.

1.133 U kuglu radijusa 10 cm upiSite stozac maksimalnog volumena.

1.134 Odredite a € R takav da minumum funkcije f(z) = 42® 4+ 4az + a* — 2a na
segmentu [0, 2] bude 1.

1.135 Iz kruga je izrezan kruzni isjecak sa sredisnjim kutem «. Odaberite kut « tako
da volumen stosca, ¢iji se plast dobije savijanjem izrezanog dijela bude najvedi.

1.136 U kocku duljine stranice a upiSite valjak maksimalnog volumena, tako da mu
prostorna dijagonala kocke prolazi sredistem.

1.137 (a) Pokazite da za x > 0 vrijedi

¥ —ar+a—1<0,kadaje0<a<1
¥ —ar+a—1>0kadajea<0ilia>1

(b) Koristeéi (a) dokazite Youngove nejednakosti:
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Zaa,b>01ip,q#0,1, 5 + ¢ =1 vrijedi:
1ppi/a < & b ;
a’Phb’1 < —+ — kadajep > 1
b q
Vpplfg < @, b -
a’Pb’1 > —+ — kadajep <1
P q
1.138 * (Snellov zakon loma svjetlosti) Po tzv. Fermatovom principu zraka svjetlosti
od jedne do druge tocke putuje tako da je vrijeme putovanja najmanje moguée. Ako neki

medij ima istu strukturu u svakom svom dijelu, onda je putanja zrake svjetlosti pravac.
Pretpostavite da imate dva takva medija, kao na sljedecoj slici:

Ay

C1
C2

(6%)

A

Ako su brzine svjetolsti u tim medijima c; i ¢9, pokazite da vrijedi Snellov zakon:

sin oy c1

sinag ¢y
1.139 * Posuda oblika valjka je postavljena na ravnu povrsinu. Na nekoj visini je
napravljen otvor iz kojeg istjece mlaz vode. Odredite visinu na koju treba staviti otvor
tako da mlaz dostigne najve¢i domet, ako znate da je prema Torricellijevom zakonu
brzina kojom voda istjeée dana fomulom +/2gh, gdje je h visina vode iznad otvora.
(g =9.81m/s?)

1.140 * Polinom P stupnja n s realnim koeficijentima zadovoljava P(z) > 0 za svaki
x € R. Dokazite da tada vrijedi i

P(z)+ P'(z) + P"(z) + ...+ P™(x) >0 zasvaki z € R.

[Uputa: Oznacimo lijevu stranu s f(z). Primijetite da je f(z) = P(x) + f'(x).]
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1.8 Asimptote. Konveksnost i konkavnost. Infleksija

Pravac y = b je horizontalna asimptota funkcije f ako je

lim f(z)=>0ili xkrlloof(x) =b.

Tr——00

Pravac y = ax + b je kosa asimptota funkcije f ako je

lim (f(z) — (ax+0b)) =01ili lim (f(z) — (ax+b)) =0.

r——00 T—+00
Tada je
a= lim /(@) ib= lim (f(x)— az).

r—+oo I r—+o00

Ako je a = 0, vidimo da je kosa asimptota zapravo horizontalna asimptota. Pravac z = a
je vertikalna asimptota funkcije f ako je

lim |f(z)] = +oo ili hm+ |f(z)] = +o0.

r—a—

Zadatak 1.141 Odredite asimptote funkcija

1
er —1
1

2 —1

Neka je I C R otvoreni interval i nekaje f: I — R funkcija. Kazemo da je

e [ (strogo) konveksna ako vrijedi
(<)
FUIT =Nz 4+ Axg) < (1= N)f(x1) + Af(x2), za sve x1,x9 € I, X € [0,1].
e f (strogo) konkavna ako vrijedi
>)
=Nz 4+ Axg) > (1= N)f(x1) + Af(x2), za sve x1,x9 € I, X € [0,1].

Konveksnost i konkavnost mozemo karakterizirati na sljedeé¢i nacin:

Neka je f: I — R dva puta derivabilna funkcija na I. Vrijedi

>)
e f je (strogo) konveksna na I <= f"(z) > 0, za sve x € I.
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(<)
e f je (strogo) konkavna na I <= f"(z) < 0, zasvez € I.
Tocka a € I je tocka infleksije funkcije f ako vrijedi nesto od sljedeceg:

e postoji & > 0 takav da je f strogo konveksna na (a — J,a) i strogo konkavna na
(a,a+6)

e postoji & > 0 takav da je f strogo konkavna na (a — d,a) i strogo konveksna na
(a,a+6)

Dakle, u slucéaju da je f dva puta derivabilna funkcija i ako u a f” mijenja predznak,
onda je u a tocka infleksije. Odavde vidimo da su “kandidati” za tocke infleksije nultocke
funkcije f”.

Zadatak 1.142 Odredite intervale konveksnosti i konkavnosti i tocke infleksije za funkciju
flx) =e".
Zadatak 1.143 Koliko najvise nultocaka moze imati strogo konveksna funkcija?

Zadatak 1.144 Neka je I C R otvoreni intervali f: I — R konveksna funkcija. Dokazite
da za zq,...,x, € I vrijedi:

f<x1+...—|—xn) @)t fea)

n

Zadatak 1.145 Dokazite nejednakosti:

(a) (xl—l—...—i—xn)pgx?—l—...—i—xﬁ
n

3V3
(b) sina +sin f 4 siny < T\[, gdje su «a, G i1 v kutevi trokuta
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Zadaci za vjezbu

1.146 Neka je f: I — R konveksna funkcija. Pokazite da je —f konkavna funkcija.

1.147 Odredite intervale konveksnosti i konkavnosti i tocke infleksije za funkcije

(b) f(z) = e~ 2z o+l

1

1.148 Dokazite da na grafu funkcije f(z) = xz—:_ 1
x

leze na jednom pravcu. Odredite jednadzbu tog pravca.

postoje tri tocke infleksije i da sve

1.149 Dokazite nejednakosti:

(a) tg1°+1tg2° + ... +tgdd® > 44- (V2 - 1)

(b) tg1°-tg2°-... -tg4d° < (V2 —-1)"

1.150 * Ako je konveksna funkcija f: R — R omedena, onda je f konstanta. Dokazite!
1.151 * Dokazite da ako za konveksnu funkciju f: R — R vrijedi

lim m: lim M:O,
T——00 r——+o00

onda je ona konstanta.

1.152 * Neka je f: (a,b) — R konveksna funkcija.

(a) Pokazite da za svaki x € (a,b) postoje lijeva i desna derivacija:

! T f(y)_f(x) / 1
o) = Jim =5 VAW = lim 25—

i da vrijedi f’ (x) < fi(z).

(b) Koristedi (a) pokazite da je f neprekidna funkcija.
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1.9 Isptivanje toka funkcije

Kod ispitivanja toka funkcije koristimo sljedec¢i postupak:

1. Naéi prirodno podruéje definicije.

2. Ispitati simetrije funkcije: parnost/neparnost, periodi¢nost.

3. Ispitati neprekidnost funkcije i nac¢i tocke prekida, ako postoje.
4. Naci nultocke funkcije i podrucja stalnog predznaka.

5. Nadi intervale monotonosti i tocke lokalnih ekstrema.

6. Nadi intervale konveksnosti i konkavnosti te tocke infleksije.

7. Naci asimptote.

8. Skicirati graf funkcije.

Zadatak 1.153 Ispitajte tok funkcije

Zadatak 1.155 Ispitajte tok funkcije
f(x) =In(cosx).
Zadatak 1.156 Ispitajte tok funkcije

o 1—2a?
f(ﬂf) = arcsin m
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Zadaci za vjezbu

1.157

1.158

1.159

1.160

1.161

1.162

1.163

1.164

1.165

1.166

Ispitajte tok i skicirajte graf funkcije:

Ispitajte tok i skicirajte graf funkcije:

flx) = (2 +2)e ™.

Ispitajte tok i skicirajte graf funkcije:
1—Inzx
J(w) = l1+Inz’

Ispitajte tok i skicirajte graf funkcije:

flr)=vV8+x—8—u.

Ispitajte tok i skicirajte graf funkcije:

flx) = %2 +Inzx.

Ispitajte tok i skicirajte graf funkcije:

f(x) = 2t

8=

Ispitajte tok i skicirajte graf funkcije:
fz) =2 e 1-Va? =1
Ispitajte tok i skicirajte graf funkcije:
f(z) =x +sinzx.
Ispitajte tok i skicirajte graf funkcije:
f(x) = zsinz.

Ispitajte tok i skicirajte graf funkcije:

f(x):g;—m(“””_?’)z.

Tz —2
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Integral

2.1 Neodredeni i odredeni integral

Definicija. Neka je I C R otvoreni interval i f: I — R funkcija. Primitivna funkcija
funkcije f je funkcija F': I — R takva da je

F'(z) = f(z), zasvex € I.

Primjer. (a) Za f(x) =0 npr. imamo F(z) = 7.
(b) Za f(z) = 2° npr. imamo F(z) = & 4 7.

(c) Za f(x) = 5 npr. imamo F(x) = arctg z.

Napomena. (a) Ako je F primitivna funkcija od f, onda je i F'+ C primitivna funkcija
od f, zasve C' € R, jer je

(F(z)+C) =F'(z)+0= f(x).
(b) Ako su F'i G primitivne funkcije od f, onda je
(G(z) — F(2)) =G (z) — F'(x) = f(x) — f(x) =0, zasvex € ]
pa postoji C' € R takav da je G(x) — F(z) = C, tj. G(x) = F(z)+ C. Dakle, ¢cim znamo

jednu primitivnu funkciju F od f, onda znamo sve primitivne funkcije i one su oblika
F(x)+C,zaCeR

Definicija. Skup {F' + C: C € R} svih primitivnih funkcija od f zovemo neodredeni
integral ili antiderivacija od f i taj skup oznacavamo s

/f(a:)dx: F(z)+C.

65
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Zadatak 2.1 Izracunajte neodredene integrale:

(a) / 2dr  (b) ‘;—x (c) / dr (d) d—\;;

Rjesenje.
3
(a) /9:20[93:%—{—0

(b) d?x:ln\x|+0

T . 5"
(©) /5 do= o+ C

d 1 4 -
(d) y—é:/m_4d:c:§xz+6'

A

Definicija. Neka je f: [a,b] — R ogranic¢ena funkcija. Ako je f Riemann-integrabilna,
b

onda realni broj / f(z) dx zovemo odredeni integral.

Teorem. Neka je I C R otoreni interval i f: I — R neprekidna funkcija. Ako je c € T
onda je s

F:I—R, F(x):/f(t)dt, xel

definirana primitivna funkcija od f.

Teorem. Neka je I C R otvoreni interval i f: I — R neprekidna funkcija. Ako je F
primitivna funkcija od f, onda za svaki segment [a,b] C I vrijedi Newton-Leibnizova

formula:
b

/f(x)dx:F(b)—F(a) =: F(x)

Primjer.
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Zadatak 2.2 Izracunajte odredene integrale:

(a)

(4sin®z — 3 cos® x) /chx+

o
(MIE]
—

Rjesenje.

: H 1— p
(a) /2(4Sin2x— 3cos’x) dv = /2(7sin2x —3) dx = / (7 cos2r 3) dx
0 0

g

21

1 [ 7 2 2 7 sin2x|z 1 7 7 0
S - L 21 dy = 1z — < —(E_0)-<(0-0)="_.
2A T A(marx 7, T3 el T2 "0 30-0=7
1 1
dx hx — sh h h
(b) / :/ (chz = sha)(chz +sha) dx:/ (chz —shz) dx
0 chx—l—shx 0 chz +shz 0
1
/ e dr=—¢"| =1—¢!
0
ot 42 B ot — da® + 205 2
:17 + \/7 / ’ x4+ P de = (xl_sﬁ—élx%—i-Qx_lls) dx =
1 x5 1
%8 5 %84_2 15 %8 115+14395
160 b 8" h 42 91.93
A

Zadatak 2.3 Izracunajte integrale:

(a)/tgzxdx (b)jtg:cdx (C)/ﬁil

jus

1

!

Rjesenje.

.9 2
1—
(a) /tgzxdx:/&“dx:/ﬂdx
cos? x cos? x

o |

s
4

tgx dr = (pogadamo primitivnu funkciju)

1 1
In(cos0)) = —(In—= —Inl) = = In2.

© [

NG 2

P dx = (pogadamo primitivnu funkciju)
T

—1n 2.

2

£
b~

1
/ 5 da:—/ dr =tgx—z+C.
cos?x

s

= —In(cosz)|" =
0

—(In(

s
coSs —
4

)_

= 1ln(x2+1)‘l = l(ln2—lnl) =
2 0o 2 B
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0

2 {x}d:c—/ZL:cJ(w—L Dae= [l a des [ el L) s

2 -1

(z—|2]) da:+/ 2] (@ )da:—/__l(—2)-(:)s+2) d:v+/0(—1)-(9:+1) do+
1

2 -1

—+x) )

c\%\

. xdx—i—/ (w—1) da = —2(%+2x)

2.1.1 Integralne sume

Pretpostavimo da je f : [a,b] — R Riemann-integrabilna funkcija. Za svako n € N neka
je (z;)o<i<n pripadna ekvidistantna subdivizija segmenta [a, b], tj. neka je

b—a
n

h = te x;:=a+ih, za 0<i<n.

Nadalje, za n € Ni1 < i < n neka su &,; brojevi iz segmenta [x;_1,z;]. Pripadna
integralna suma S,, funkcije f je oblika

S = b3 flgn) =
=1

Tada je niz integralnih suma (.5,,),en 0od f konvergentan i vrijedi

lim S, — / f(z) da. (2.1)

n—oo

Ponekad je koristan i obratni proces. Naime, pretpostavimo da trebamo izracunati limes
nekog niza. Ukoliko uspijemo prepoznati da su ¢lanovi tog niza u stvari integralne sume
neke (Riemann integrabilne) funkcije, tada mozemo upotrijebiti formulu (11), kako bismo
nasli limes tog niza.

Kao ilustraciju navodimo sljedeci zadatak.

Zadatak 2.4 * Izracunajte limese:
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Rjesenje.

(a) Najprije primijetimo da je

Spim b = s (L —
" n+1 n+2 on n 1+ 142 1+2)°

Uocimo da je S, zapravo donja Darbouxova suma funkcije f : [0,1] — R definirane

formulom f(z) := 37, s obzirom na n-tu ekvidistantnu subdiviziju segmenta [0, 1]
2 n
o =0<2 i =—< 2y i=—< - <pi=—=1
n n n

Naime, funkcija f je strogo padajuca na [0, 1], pa je

1 1
m; ;= min z)= f(x;) = = — 1 <1< n.
min F@) = £(@) = =

Kako je f strogo padajuca na [0, 1], ona je i Riemann integrabilna na [0, 1], pa je
prema (1) niz (S, )nen konvergentan i vrijedi

1 1 1 U de 1
I b — ) = 1lim S, = ~ In(1 ‘ ~ 2.
i (gt g = dms = [ =) <

Sliéno kao u (a) dijelu zadatka, najprije primijetimo da je

1 1 1 1 1
e
4n? — 12 4n? —n?2 n 4—(Ly 4— (%)

Takoder uoc¢imo da je S,, zapravo gornja Darbouxova suma funkcije f : [0,1] — R

definirane formulom f(z) := —2—, s obzirom na n-tu ekvidistantnu subdiviziju

Vi
segmenta [0, 1]
1 2 n
To=0< =—<x9=—<- - <x,, =—=1
n n n
Naime, funkcija f je strogo rastuéa na [0, 1], pa je

. 1
M= max f(z)=f(z;) = NZ=r-a \/4 - (i

Kako je f strogo rasuca na [0, 1] ona je i Riemann integrabilna na [0, 1], pa je prema
) niz (S,)nen konvergentan i vrijedi

1< <n.

x |1 T

lim

1 1 'odx
— :limSn:/ ———— =arcsin—=| = —.
n—>oo<,/4n2_12 1/471[2_712) n—oo 0 1/4_:1:2 210 §)
A
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Zadaci za vjezbu

2.5 Izracunajte integrale:

(a)/gﬁdz (b)/(2x+5x)2d9§ (c)/mdx (d)/lfﬁ.

2.6 Izracunajte integrale:

8 4 ) 1/v2 y 100
(a) /(1 + V3 + Y7T) da (b)/ ;ﬁ dr (c) / ﬁ (d) /mm.
0 1 ~1/v2 0
2.7 Izracunajte limese:
n n 1942+ ... +n°
W Gy 0 T maz
2.8 Izracunajte limese:
) 1 2 2n —1
(a) Jl—%olﬁ—i_ﬁjL > ]
1 1 1
b) lim + +...+
(>n—>00[\/2n2—|—n—12 V2n2 + 2n — 22 V2n2 +n-n — n?

2.9 Izracunajte limese:

1. 12 2 22 n2
(a) lim v<1+5)n2(1+5)i2-..(1+ﬁ),ﬂ

n—oo

- n
b) li
(b) ninio; k2 + Akn + 5n?
2.10 Izracunajte

e® dx

O\H

koriste¢i integralne sume.
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2.2 Metoda supstitucije i metoda parcijalne integracije

Zadatak 2.11 Izracunajte integrale koriste¢i metodu supstitucije:

In2
(a) / v*(22° +4)'dw (D) / \/;ﬁdm.
0
RjeSenje.
st [ L2 [ 2y
In2 5
e’ | t=e"+1 Or—e'+1=2 B dt_ 3_
v O/de_[dt:exdx 1H2H61n2+1:3:|—!%—2ﬂ2—2(f—

v2)

Zadatak 2.12 Izracunajte integrale:

cos? zsin® z dx

(a)/cosﬁdx (b)/gx\/mdx (c)/ Y _dr ()

o\
ISIE]

— x+1
(e)/mdx (f)/sinl%’\/mdx (g)*/ﬂﬁdx.
) -7

Rjesenje.

(a) (a)/cos L dr = [t:ﬁ } :2/costdt:QSint+C:2sin\/E+C

dx
VT dt = 57
; 2_4 2+ . 1 /125
t=ax°— 2 0
2 _ = = — :—3/2 = —
(b) /x\/aj 4dx {dt:%dx ; 5} 2/\/1_fdt 5t 0 3
2 0

x t=vVz+1 z=1-1
(C> dr = __ _dz
Vil dt =

2atl 3
(x =2V +1+C

[GCR N}
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1

— t5 t?
cos? zsin® x dr = [t cost ng } = /t4(1—t2) dt = <— — —>

dt = —sinxz dx §H0 5 7

1

(d)

0

o\
[SIE]

0

35
t=ver—1 z=In(?+1 t?
(e)/\/ex—lda?:[ c zx_nzgdﬁ )]:2/ﬂ—dt:
Tt241 +1

dt
:2/dt_2/t2+1 =2t — 2arctgt + C = 2v/e* — 1 — 2arctgvVe* — 1+ C

s
2

2
= in2 2
(f) /sin2x\/1+sin2xdx: {t L+ sin®z ?T'_)é} :/ﬂdt:§t3/z
1

dt = 2sinz cos x dx 5

2

1

0
2
=2(2v2-1)
3
(2) / % dr = neparna funkcija na simetri¢noj domeni = 0
cos

—T

Zadatak 2.13 Neka je f: [—a,a] — R Riemann-integrabilna funkcija.

(a) Ako je f neparna, dokazite da je

(b) Ako je f parna, dokazite da je

/af(x) dz:2/af(:):) dz.

Rjesenje.

—dx a— —a

(a) Vrijedi / fx)da = Ht::_x _aHa] = / F(=t)dt = — / £(t) dt, odakle je

2 [ f(z)dz =0 pa slijedi tvrdnja.

—a
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o [ [ from- (57, 150 -
/f dt+/f da:—/f dt+/f dx_2/f

A

Zadatak 2.14 Neka je f: R — R neprekidna periodi¢na funkcija s periodom 7 > 0.
Dokazite da za sve a € R vrijedi

a+1

/f d:c—/f

a
Rjesenje. Stavimo m := [——‘, gdje je sa [-| oznacena funkcija "najmanje cijelo”. Tada

je a < mt < a+ 7. Naime, iz nejednakosti
r<[z]<zx+1, VreR,
slijedi

a a a

a:<—>7§m7': ’7——‘T< <—+1>T:a+7
T T

paje a < mr < a+ 7. Sada racunamo

a-+T1

/f da:—/f )dz + m f()dx—{t—f”df mr > (m —1>T}:

a+T7T+—a

/f d:c+/(m RGRIE /(:1 F()dt =
P B N L

A

Zadatak 2.15 * Izracunajte integral:

14107
/ max {|sin x|, | cos x|} dz.
1
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Rjesenje. Funkcija x — max {|sinz|, | cosz|} je periodi¢na s periodom 7/2 pa je
1+107 107
/ max{\sinx\,\cosx\}dx:/ max {|sinz|, | cos x|} dx =
1 0

:20/2 max {|sinz|, | cosz|} dx = 20 (/4 cosxdx+/2 sin:cdx) =
0 0 %

oo (£+£)_20\/§

k]

= 20(sinz| —cosz

0

ENE]

Vrijede formule parcijalne integracije:

/u(x) V'(x) de = u(x)v(z) — /u'(x)v(x) dx (2.2)

Ponekad se gornje formule zapisuju kao

/udv:uv—/vdu
b b

b
/udvzuv —/Udu.

a a

Zadatak 2.16 Izracunajte integrale koriste¢i metodu parcijalne integracije:

(a)/xemdx /ln—xdx

Rjesenje.

(a) /xexdzz{u:xx du:g'r:|:xex—/exdl’:€x($—1)+c

dv=e"dx v=c¢e

2 2
dx In2 1

_1—|—ln2
2

1 - Sy Inz|?
(b)/ﬂdw%zv_hg i i}:—ﬂ

2 — 2
z 2 U= 111’ 2 T

1
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A
Zadatak 2.17 Izracunajte integrale:
1 3
(a)/ln(1+z2) dx (b)/ex sin z dx (c)/lnxda: (d)/arctga:da:.
0 0
Rjesenje.
: 1 (1_|_ 2) d 2zdx 1 ; 2 2d
2 _|uw=n T U=T5e | 2y| _ [ rar
(a) /ln(l—l—x)dm [dv:dx v } xln(l—i—x)o /1+x2
0 X X 0
dz ! ™
:ln2—2/dx+2/ 5 =In2—2+2arctger| =In2-2+ -
0 0 b 0 ’
3 ‘ g g x 3
(b) [ e*sinzde=| 0 SNT T ESTAN _ rging| — [ e coszdr =
dv=¢e"dr v=e 0
0
u=cosx du=—sinxdx 52 z / z -
= | dv = eod . =e"" —e"cosx| — [ e'sinwdr =
v=e"dr v=e 0
0
3 3
w/2
:e”/2+1—/e””sinxdx — /emsinxdxze 2+1
0 0
uw=Inx duy = & dx
(c) /lnxaﬁ— {dv:dzdx v }—zlnx—/x?—zlnx—ijC’
| u=arctgr du= ngrl B rdr
(d) /arctgxdx— [dv:dxdz v = rarctgx o i
1 [ d(2?) 1 5
—xarctg:c—§/x2+1 —xarctgx—iln(x +1)+C
A

Napomena. Promotrimo sljedeé¢i primjer

/e:”sh:cdx: [u:shx du:chxdx} :e:”shx—/e:”chxdx

dv=e"dx v=2¢e"

_ w=chz du=shzdx —"sha— (e®che — [ e*shade
dv=e"dr v=¢€"
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= ¢e"(shx — chx) +/exshxdat

Dakle, imamo
/e””shxdx:e:”(shx—ch:c)+/emshxdaj. (2.3)

Ako s lijeve i desne strane gornje jednakosti oduzmemo / e’ shx dx dobit ¢emo da je
e*(shx — chx) =0, tj. sha = chx §to je ocito kontradikcija. U ¢emu je problem?

Problem je nastupio pri doslovnoj interpretaciji formule (B37]). Naime, neka je I otvoren
interval i f : I — R funkcija koja ima primitivnu funkciju F' : I — R. Neodredeni integral

/f(:z) dx funkcije f je po definiciji klasa ekvivalencije F(z) + C' := [F]. funkcije F
po relaciji ~, gdje je ~ definirana na skupu D(I) svih derivabilnih funkcija na I s

G~H =G =H<+= (G-H)=0<= (3ceR)(Vz € I)(G(x) — H(z) = ¢).

Eksplicitno,

/f(x)dz =F(x)+C={x— F(x)+c: ceR}.
Zbog toga bi formulu (B31]) preciznije trebali zapisati u sljede¢em obliku

/u(x)v'(:c) dr = (u(zx)v(z) + C) — /u'(z)v(:c) dr.
Dakle, jednakost (23)) je jednakost klasa ekvivalencija (tj. jednakost pripadnih skupova),
pa jedino Sto iz nje mozemo zakljuciti je

e’(she —chz) +C=0+C, tj.

{r —€e°(shz —chz)+c: ceR}={x+—c: ceR}.

Odavde specijalno slijedi da postoji konstanta ¢ € R takva da je e*(shz — chz) = ¢, za
sve z € R. Direktnim ra¢unom mozemo provjeriti da je to uistinu tako, te da je trazena
kosnstanta ¢ = —1.
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Zadaci za vjezbu

2.18 Izracunajte integrale:

et +1
et 4+ x

()/(31’ 2+ )P — 2+ a—9) d (b)/

(©) / Pt de (d) /0 VTS

e

2.19 Izracunajte integrale:

Inz T . . o reMer T
/—dm /coszxdx (c)/e sin” x dx (d)/mdm

2.20 Izracunajte integrale:

1

a)jx%/mdm (b)/x—gdx (c)/esmlnxdx

a0+ 223 +1 x
0

dx dx
d d
()/sinm ()/cosx
2.21 Izracunajte integrale:

(a)/sin?)xsinf):cdx (b)/ (ln_m)z dx (c)/sinln:cdx (d)/(x4+3x) cosx dx

i

2.22 Izracunajte integrale:

(a) /arcsin2a:d:)3 (b) /xzmdx (c) /arctg Vrdr  (d) /x2 arccos T dx

2.23 Izracunajte integrale:

1
(a) / arcs;n 1+ 22 / arctg m dx (c) / e’ sin x sin 3z dz
x 1-— xz

2.24 Izracunajte integrale:

V14 22 d dx arctg\/r 1
1+ 22 * rlnzxlnlnz

1 14z dx otlng
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2.25 Neka je f: R — R neprekidna funkcija. Dokazite sljede¢e jednakosti:

b b

(a) /f(a+b—x)d:r:/f(x)da?

a

(b) 72f(sm) dz = 72f(cosx) dx
(c) jxf(sinx) dz = g/f(sinx) dx

2.26 Izracunajte
rsinx
———dx.
/ 1+ cos?x

2.27 Izracunajte

2.28 Dokazite

e a
lim =

—— = 1.
t—-too 277

b
2.29 Odredite sve neprekidne funkcije f: [a,b] — [0, +00) takve da je /f(x) dr = 0.

a
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2.3 Integrali racionalnih funkcija

Zadatak 2.30 Izracunajte integrale:

(a)/i (b)/i (c)/ﬂdx, P2 —4q<0.

z? + a? z? — a? 2+ px +q
Rjesenje.

()/ e ! e t=4 1/ dt Larctet + C
a _ = — _ = a = — = —alIcC =
2?2 + a? a? (&)24_1 dt = a) t2+1 o 08

1
- ar(:tgE +C
a a

1
(b) Rastavimo izraz 5 ha parcijalne razlomke:
—a
1 1 A B 1 1
= = = A=—, B=——
22—a®> (r—a)(x+a) x—a+m+a 2a’ 2a
Dakle,
dz 1 dz 1 dz 1 1
/1’2—a2 Qa/x—a 2a ] x+a 2a nlz—al 2a nle+af +
iln r—a +C
2¢ |r+a
Ar + B Az + B = P op=t—070
(C>/de:/ x2+ dp — t=x+4+5 v=t—5 | _
2+ px + ¢ (z+2)" +¢q-2 dt = dx
Alt—%)+ B tdt A dt
BVEIES TP IR S
t24q— 5 t24+q-5& 2 tP+q—5
arctg —-
A p? Ap -2
= —1In(# - = B——/)——* =
1
+2
arctg 2
A A —e2
= St pr )+ (B~ )T 0
2 2 q_ﬁ
1

Zadatak 2.31 Izracunajte integrale:
dx x3dx 203 + 3% + 1 — 1
_ b) | —— d
(a)/x3—2x2+x ()/x2+x+1 (C)/ (22 4 2z + 2)? v

(d)/;&ﬂ(lo_%gw) dx (e)/ﬂdx.

ebr — 10e3 + 12 1+sintz
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Rjesenje.

(a) Rastav na parcijalne razlomke:

1 1 A B
= = + ¢ — A=1,B=-1,C=1
3 — 222+ x

(z —1)?

x(z —1)2
dx 1
~Infa|~Injo 1| - ——=+C =
/x3—2x2+x / /x—l / (x —1)2 oz —Infz —1] 1+C

In

x—l :):—1

(b)/ x3dx / m 1 p x? +/ dx x? N
2?2+x+1 24+x+1 2 24+ar+1 2

d 2 1 T+ 3 2 2 2 1
/ 1$2 3:x__$+ arctg 32+C:x——x+—arctg vt +C
(e+3)+1 2

(c) Rastav na parcijalne razlomke:

203 + 32 + 2 — 1 Ax+b Cx+ D
= — A=2B=-1C=
(22 + 2z + 2)? x2+2x+2+(x2+2x+2)2 ’ ’
—1, D=1, paje

/2x3+3x2+x—1d / 2z — 1 q +/ —x+1 J
€Tr = D =
(22 + 22 + 2)2 2r2c+2 0 ) @r2ero2™
_/ 2z — 1 dx—l—/ —r+1 do — t=z+1 z=t—-11|
) (w+1)2+1 (x+1)2+1)2 " | dt=dx -
2t —3 —t + 2 2tdt dt tdt dt
= dt+ | ———dt = | =——— — 2 =
/t2+1 /(t2+1)2 / t 3/t2+1 /<t2+1)2+ /(t2+1)2

dt
In(t?+1)—3arctgt + ——— +2 [ ——— =

n (1 + 1) — 3arctg +2(t2+1)+ e (%)
Jos treba izracunati:

/ dt / 1+t -1 / dt / t2dt t2dt
—— = | ———dt = — :arctgt—/iz
(124 1)2 (124 1)2 t2+1 (124 1)2 (124 1)2

vt du = di tgt— 1/—t g A —
= arc _—— = arc —
dv=@iE V= ~g@ STy 2 By TR
L tgt + C 1 tot + t +C .
—arc = —arc - a ie
2 & 2 & 2(t2+1) » pa )
1 t 2t + 1
)= (Er Dmsats gyt g HO S D g

2r + 3
2(x% + 22+ 2)

37(10 — 2e3 = 1 10 — 2¢ 1 5—t
(d)/ e e”) dr = t=e 35 :—/—dt:—/idt:
26 — 10e3* + 12 dt = 3e>* dt 3] 2t2—-10t+ 12 3) t2-5t+6
(*)
Rastav na parcijalne razlomke:
5—t 5—t A N B 4 3 B 2
t2—-5t+6 (t—2)(t—3) t—2 t-—3 57 B

2arctgt +C = 1In (2% + 27 +2) +

—2arctg(z+ 1)+ C
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2 dt 1 2
S e T T T -
/ L - R
1 (63”—1)2
1 & =
|t—2|3+C |e3~"f—2|3+0
(e) CcoS X do — t=sinz B dt — (4)
© ltsiniz ° | dt=cosadr |~ | T+60

Vrijedi:
1= (2 +1)2 =22 = (2 + V2t + 1)(#* — V2t + 1), odakle slijedi rastav na
parcijalne razlomke:

1~ At+B + Ct+D o 1 B—lC— 1 D_1
1+t4 t2+\/_t+1 \ft+1 2/2’ 2’ 22’ 2
/ B t+f 1 t—v2

1+t4 2{ t2+\/_t+1 92 ) e Vat+1

/ 2 + /2 gt 1 V2dt

4\f t2+\ft+1 41V2 )] 2+ V241

/ 2t — /2 e L Vv2dt
4f 2 — \/_t+1 42 ] 22—Vt +1

In(#* + V2t +1) + L et L
:—Il ——alcC —

13 2y T T

L, (12— V2t +1) + L arct lt_72+0
— ——=In (" — ——=arc =

44/2 22 & %

1 1t2+\/§t+1+ 1
= n
44/2 —V2+1 22
1 sm 20 4+42sinz + 1

= +
C4\/§ sinz —/2sinz + 1 2\/7

(arctg (vV2t + 1) — arctg (V2 — 1)) +C =

(arctg (V2sinz + 1) — arctg (V2sinz — 1))—1—
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Zadaci za vjezbu

2.32 Izracunajte integrale:

xdx 23dx dx
(a)/x2+x+1 (b)/x2+2x+4 (C)/x4+4a¢2+3

2.33 Izracunajte integrale:

(@/W (b)/;&dﬁl (C)/%

2.34 Izracunajte integrale:

2.35 Izracunajte integrale:

dx 2+t —2 rt —1
(a)/(x3+x+1)3 (b)/:c4—4m2+4dx (C)/m(x4—5)(x5+5x+1) d
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2.4 Integrali iracionalnih funkcija

Osnovna ideja pri racunanju integrala iracionale funkcije je naé¢i pogodnu supstituciju
(ukoliko je to moguce) kojom bi se taj integral sveo na integral neke racionalne funkcije.

Zadatak 2.36 Izracunajte integrale:

0 3
11—+ 1 1
()/ v v _da (c)/ T g
1+ Vo +1 V225 — x4 V2210 — r—1
Rjesenje.

0 1
1—vz+1 t=Vr+l=a=1t—1 0—1 5 — 8
(a) dzx = =6

1+ ¥r+1 T de = 665 dt —1—0 1+t2dt:
—1 0

[dijelimo polinome : —t8—|—t5:(1—t—t2+t3+t4—t6)(1+t2)—i—(t—1)]

1 1

dt 2 ¢

6 [(1—t—t*+t+t* %) dt 6/ / :6(t———— —
/( Tt + 1+ t2 7 3ttt
0
ot 3
3—7)‘ +31n1+t2) —6arctgt) :—+31 n2- 2L

VT VT
\/2x5—x4+x\4/2x10—x9dx:/$2(\/2x—1j\72$2— /x2 <\/2 —l—\/? )

_ 4 1 _1_4 3 2
t V2 =2 t —4/t dt = 4/t dt = 4 /(t—l)dwr/i
4t3dt t2 t+1 t+1
- 4t+ln|1+t\+C—2\/2——— 1/2——+1n<1+\/2——>—|—0

V2 V2
—V34+2vV2+2- —1 ‘ = 3+2\/§+21n\/§2_1—21n(\/§—1).

H)

Napomena. Prethodni zadatak mozemo lako poopciti. Neka je R racionalna funkcija i
neka su myq, ..., my cijeli brojevi te ny,...,n; prirodni brojevi. Stavimo

N = NZV{nl, c. ,nk}.



84 2. INTEGRAL

Ako su a,b,c,d € R takvi da je ad — bc # 0, tada integral oblika

( R AN L {ax+b mk)d

cx +d o cx +d

mozemo svesti na integral racionalne funkcije koriste¢i supstituciju
P lax +b
' cx +d
Zadatak 2.37 Izracunajte integrale:

(a) /3 VO—z2dz  (b) / Vitatdr  (c) ]Zm(lx.

Rjesenje.

3
3
(a) /\/9 — 22 dz = [podintegralna funkcija je parna| = 2/ V9 —22dx =
0
23

3 3
[x:331nt:>t:arcs1n§ 2:0 } :3/\/9(1—sinzt)costdt:9/0082tdt
0 0

dxr = 3costdt g

[SIE]

O
0 2

%
in 2t
:g/(1+cos2t)dt:9<t+812 )‘

z=sht=1t¢=Arshz

(b) /v1+x2da7 = [dx:chtdt ] = /v1+sh2tchtdt = /Ch2tdt =
1/(Cth—l—l)alt:%<Sh22t—|—t)jLC':%(x\/1+a:2—l—Arshx>—I—C.

Arch 2

) 4
(c) /\/ 2?2 — 4dz = [podintegralna funkcija je parnal = / Va2 —4ddx =
24 2

4—>Arch2}_2 4(ch?t —1)shtdt =4 / sh 2t dt

Arch 2
szcht:Mf:Arch% 2—0
dr = 2shtdt
0

Arch?2
h?2 Arch 2
2 / (ch2t—1)dt:2<82t—t> — 4v/3 —2Arch?2.
0
0
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Napomena. Prethodni zadatak mozemo lako generalizirati. Neka je R racionalna funkcija.

(1) Integral tipa

/R(x, VE? —a?)dx, k>0

supstitucijom

x =ksint odnosno x = ktht

svodimo na integral trigonometrijskih odnosno hiperbolnih funkcija.

(2) integral tipa

/ R,V ¥ ) dz, k>0

supstitucijom
xr=ktgt odnosno x = ksht

svodimo na integral trigonometrijskih odnosno hiperbolnih funkcija.

(3) integral tipa
/R(x, VE2— k%) dx, k>0
supstitucijom

r=—— odnosno x = kcht,
cost

svodimo na integral trigonometrijskih odnosno hiperbolnih funkcija.

Opcenito, integral oblika

/ R(z,Vaz? + bx + ¢) dz,

svodimo na jedan od tri prethodno navedena tipa integrala koristec¢i supstituciju
t + b
=+ —.
2a

Zadatak 2.38 Izracunajte integrale:

1
or +4

2V —a2d b/—d.

(a)O/a?\/x % dx (b) 5o 5:)3

Rjesenje.
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/ r, N 1\ t=r—3=>r=t+; 0— —3
2 _ 2 — 2 /2 _ _Z — -T2 - 2 T2 | =
(a) /x Vo —z?dx /x 1 x 2) dx {dt:dx 1 }
0

3
t —sms:>s—arcsm2t 0—0 1 )
{dt L cos 5 ds 1z } :§/(sm s+ 1) cos® s ds
2 2
0
1 %‘22 g1+ 2 1 %1 in 4 %1+ 2
sin® 2s cos 2s — sin4s cos 25
0 0 0 0
B 5%
128"
(b) 5 + 4 5r +4 [t—:)j+1:>x—t—1} 5t — 1 d
Val+2z+5 V(x4 1)2 dr = dt \/t2
tdt
— — =5 [ (V2 +4 ) dt — —5vt2+4——Arsh—+
N \/t?— [ 7= 2
1
C:5\/x2+2x+5——Arshx+ +C.

2
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Zadaci za vjezbu

2.39 Izracunajte integrale:

(a) / I 3zdr () 1\/?5; © [ Y2l

2.40 Izracunajte integrale:

T dx 1 1+ 2z
a>/ Dl By (‘3)/1_29;\/1—29:“

2.41 Izracunajte integrale:

dz 5 2+
@ ) w1 “”/V?‘f‘“"d”’ (C)/x+\/2+—x

2.42 Izracunajte integrale:

x—l

16 Bz — 1) 1)5 + 14
a)/ arctg\/vz — 1dx / V(e (w+ 1)+ dx
1 (x+1)5+ 1422

(c)/ln(\/l—x+\/1+x)dm
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2.5 Integrali trigonometrijskih i hiperbolnih funkcija

Zadatak 2.43 Izracunajte integrale:

s

(a) / sin? z cos® x dx (b) / sin z cos® x dx (c) / sh3z dx (d) / cos® z dx.

0

Rjesenje.

(a)

. 9 3 | t=sinx _ 201 42 _ﬁ_ﬁ _sin3x_
/smxcosxd:ﬁ—{dtzcoszdx = [t(1 t)dt_3 5_|_C_

x
sin®
C
5 +
; ; %1 22 sin® 2 1 ;
/sin4xcoszxdx:/sin2 x(sin z cos ) dx:/ C;S a?_sm4 L dr = §/sin2 20 dor—
0 0 0 0
5
1 3 2v2 -2
gfsin22xc082xdx:...:%
0
T G B NS
SELAT =1 —shadr | 3 -3 e
Oznacimo I,, = /cos"mdx. Tada je
V' du=—(n—1)cos" ?sinzdx

= cos" ! rsinz+

u = cosx"”
I, = [ cos"zdx = .
dv=cosxdr v=sinz

(n —1) [ cos" 2zsin*xdr = cos” ' asinz + (n — 1)1,_y — (n — 1)1, pa vrijedi

—1 1
rekurzivna relacija: I, = n—- n_o + —cos" T rsinz.
n n
Sadaje[oz/dx:x+0
1 cosrsinx x coszsinz
L= = [y 4 5T T T COSTIMT |
2= 3 o+ 5 5 + 5 +
I 3[ N cos’rsinz 3w N 3coszsine +cos3xsinx+c
Y 4 B 8 4
I 5[ N cos®rsinz  bx N 5cos xsin N 5 cos® xsin x N cos® r sin x Lo
676 6 " 16 48 24 6

Napomena. Neka je R racionalna funkcija.
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(a) Za racunanje integrala oblika / R(sinx, cosx) dx se koristi univerzalna supsti-

tucija:
; tx ) 2t
=tg— sing = ——
&3 1+ £
2dt 1—¢
dx:m cosT = e
r = 2arctgt
Provjerimo supstituciju:
J 2dt
r=-—-7
1+1¢2
) 9 g T z 2tg3 2t
sinz = 2sin — cos — = =
2 2 14+tg*rg 1412
x 2 2 1—¢2
—9%2c0s2 2 - 1= — = =" _ 1=
cos T cos” 5 1+tg2§ P e

(b) Za racunanje integrala oblika / R(shx,chx)dx se koristi univerzalna supstitu-

cija:
x 2t
J 2dt 1+ ¢
= — C =
T T
xr = 2Artht
Provjerimo supstituciju:
2dt
dr = ——
1—1¢2 ot
r T th < 2t
hx =2sh—-ch—- = 2 —
N G A
x 2 2 1+ ¢
hz =2ch’> +1=—"——+1= 1=
R T T A e a2

Zadatak 2.44 Izracunajte integral koriste¢i univerzalne supstitucije:

dx dx
(a)/(2+cosx)sinx (b)/1+28h:)3—|—3chx'

Rjesenje.
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dx x 1 2dt
(a) @+ cosz)sinz = [univerzalna supstitucija ¢ = tg ] — ti) pw: _
T 1
1+ ¢ dt tdt
dt = [rast 1 lomk 1 t
/ 5 3) [rastav na parcijalne razlomke | / / i |t|+
1 1 1
gln(t2+3)+0— 1n\t(t2+3)|+(}:§1n\tg§+3tg§|+g
1 2dt
/ = [univerzalna supstitucija ¢ = th E] = / . =
1+28hx+3chx 2 (142725 +3135) 112
dt x
/2t2+4t+4 /(t+1)2+1 = arctgt+ 140 = arctg (th§+1> +c
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Zadaci za vjezbu

2.45 Izracunajte integrale:

d
(a)/sin4xcos5xdx (b)/thx dx (c) (z(/):iz—2i

2.46 Izracunajte integrale:

(a) / dx (H) / dx (©) sinx dx
% | Snz—smna sin (x 4 a) sin (x + b) V2sinx + cosx

2.47 Izracunajte integrale:

0 p w/3 p w/4 p
x x x
b —_— d
(2) / cosx +2sinz + 3 ( )/ sin? = cos x (c) / costx .
—7/4 w/4 0

2.48 Izracunajte integrale:

2 2

dx dx dx
_ —_—d
(a)/5—4cosa? (b)/Qsinx—cosx+5 (C)/Sin4m+cos4x .
0 0
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2.6 Nepravi integrali

Definicija. Neka je f : [a, +00) — R funkcija koja je Riemann integrabilna na svakom
podsegmentu |a, €] od [a, +00). Ako postoji konacan limes

13
lim / f(z) da (2.4)

E——+o0

onda se taj limes zove nepravi integral funkcije f na [a,400) i oznacava s

—+00

f(z) da. (2.5)

a

Takoder kazemo da nepravi integral (Z3) konvergira. Ako limes u (£4) ne postoji u R,
onda kazemo da nepravi integral (Z0) divergira.
Analogno definiramo pojam nepravog integrala za funkciju f : (—o0,a] — R:

/_(; f(z)dx = gli)r_noo /: f(x)dx.

Ako je f : R — R funkcija koja je Riemann integrabilna na svakom segmentu, tada

definiramo
“+o0

+00 f(z)dx = /_c f(z)dx + f(x)dz (ceR), (2.6)

ukoliko oba neprava integrala s desne od ([Z0) konvergiraju.

Napomena. Lako se pokaze da je definicija (26) dobra, tj. da ne ovisi o izboru tocke
ce R

Zadatak 2.49 Izracunajte neprave integrale:

W 1 oo o ey @f

b il e et . PTG IR
RjeSenje.
— 1 _ . ‘:l. oe T
(a)/o 14 a2 5_1’2100 o 1422 g_l)grnooarc gIo £—l>£rnooar &¢ 2
400

o [ [l et T [0
= 1am —_— = — _
rln®z  t—too J, zln’a dt = d?x E—Iné g—too J; 13

i 1 [m¢ I 1 1 1
= lim |—=— = lim |z - —== | ==
e\ 202 ) | e—too \ 2 2In?¢ 2
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© Foo dz _ ¢ dz | x=cht=1t=Archz aw Archa | _
D) a1 i), 2T =1 | de=shzds ¢ — Arch¢
Arch ¢

lim —
§—=+ JArcha ch? tSht

2 _
th(Archa)) = 1 — “Tl

@ /+°° dz B /+°°_ dz B /—3 de . /+°° dz
o 22462 +13 ) (43244 ) (x+32+4 ), (x+3)2+4

lim - du + lim /77 du lim 1act :)3+3‘—3
i S i ———— = lim —ar
¢——o0Je (43)2+4 notoo J 3 (x+3)2 44 o—c0?2 579 3

Arch¢ Shtdt ' /Arch§ dt o tht
_— = 1
§—=+0 JAarcha ch?t &+

= lim (th(Arch¢) —

Archt b—+o0

+ lim 1act L3y lim 1act c+3 + lim 1act n+s 7T+
im —ar =1l ——arctg —— i —arctg —— | = —
oo 2 OB Ty T T2 T ) T AR (2 T 1
m_T
42
JAN
Napomena. Postojanje limesa
3
lim x)dx. 2.7
Jdm [ s) 2.7
+00
opc¢enito ne povlaci konvergenciju nepravog integrala f(z)dz.
3 3
Npr. za sve £ > 0 imamo / xdxr = 0, pa je stoga i glim xdr = 0. S druge strane za
¢ DR
13 52 13 +o00
¢ > 0 imamo / rdr = 5 pa je 5ligrn xdxr = +o00. Dakle, nepravi integral / xdx
0 —TJo 0
“+oo
divergira, pa onda ne postoji ni / rdr.
+00
S druge strane, ako nepravi integral f(z) dx konvergira, tada limes (7)) postoji i
vrijedi B
+oo
dr = lim
[ fwyde = Jim / e
Limes () zove se glavna vrijednost integrala funkcije f i oznacava s
+oo
V.P. f(x)dx

O njemu cete vise ¢uti na kompleksnoj analizi.
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+oo
Definicija. Za nepravi integral / f(x) dr kazemo da apsolutno konvergira, ako

[ s

konvergira nepravi integral

Teorem. Apsolutna konvergencija povlaci obi¢nu konvergenciju, tj. ako nepravi integral
+o0o

(x) dx apsolutno konvergira, tada on i konvergira.

Napomena. Obrat prethodnog teorema opcéenito ne vrijedi. Naime, moze se pokazati

da nepravi integral
T gina
dz
1 x

konvergira, ali da ne konvergira apsolutno.

Teorem. (Usporedni kriterij) Neka su f,g : [a,+00) — [0,+00) dvije nenegativne
funkcije koje su Riemann integrabilne na svakom segmentu [a, b], a < b. Pretpostavimo
da vrijedi

f(z) <g(x), V€ la,+00).

“+oo
(a) Ako nepravi integral / g(x) dx konvergira, onda konvergira i nepravi integral

+oo

f(z)dz.

+o0o +o00o
(b) Ako nepravi integral (x) dzx divergira, onda divergira i nepravi integral / g(x)dx.

a

Korolar. (Granié¢ni kriterij) Neka su f, g : [a, +00) — R, dvije pozitivne funkcije koje
su Riemann integrabilne na svakom segmentu [a, b], b < a. Pretpostavimo da u R postoji
limes

+0o0o
(a) Ako nepravi integral / g(x) dx konvergira i ako je ¢ € [0,400), tada i nepravi

—+00

integral (x) dz konvergira.

+o00
(b) Ako nepravi integral / g(x)dz divergira i ako je ¢ € (0,400], tada i nepravi

+oo
integral (x) dx divergira.
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Zadatak 2.50 U ovisnosti o parametru p > 0 ispitajte konvergenciju nepravog integrala

+ood
/ f, gdje je a > 0.
e

“+oo
o e C e .. X . .. . .
Rjesenje. Po definiciji, nepravi integral / - konvergira ako postoji konacan limes
x
a

$dx
L:= lim —.
E—+oo [, aP

Promatramo slucajeve.

b
d
(i) Ako je p =1, onda je / % =Inb—Ina. Stoga je

. $da .
L= lim — = lim (In{ —Ina) = +o0,

E—+oc0 J, @ §—+o0

00 d
pa nepravi integral / — divergira.

a x

¢4 1-p ¢ 1

(ii) Ako je p # 1, onda je ) x_f = f_p =7 _p(gl—l’ —a'"P). Stoga je

$ dx 1

L= lim — = —— . lim ("7 —qa'"?
E—+o0 a P 1_p §—>+oo(£ )

= al—p

T Zap> 1.

+oo
Dakle, nepravi integral / —f konvergira za p > 1, a divergira za 0 < p < 1.
e T

{+oo zap <1

Zadatak 2.51 Ispitajte konvergenciju nepravih integrala

(a)

T rsing T3 4 ginx +oo 1 Foo rdx
——d b —d tg —d d - .
RV v 0 . & v (C)/l aree 4 ( )/1 1+ 22sin®z
Rjesenje.

, . o xsina ,
(a) Tvrdimo da nepravi integral / ——— dx konvergira apsolutno.
1

x> +4
Zaista, kako je
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o dx
te kako nepravi integral / \/—73 konvergira (p = %), iz grani¢nog kriterija slijedi
1 x
d "tgl/+oo TdT 4 koder konvergi
a nepravi integra ———— takoder konvergira.
1 Vad +4
Iz nejednakosti
| sin | x
< , Vx>0,
VIt +4 7 Vab +4
3 . o wdr Lo
dokazane konvergencije nepravog integrala ———— i usporednog kriterija sli-

1 Vb +4

dx konvergira apsolutno.

T rsinx

1 \/$5—|—4

jedi da nepravi integral

[z nejednakosti
3+ sinx 2

> —, Vzell +o0),
Vi VR 11, Fo0)
. . . T dx N .
divergencije nepravog integrala —= (p = 3) 1 usporednog kriterija slijedi da

Ve

T 3 + sin
1Y gz takoder divergira.

nepravi integral

Kako je
. aurctgl
L= hrf — =1,

+o0o
te kako nepravi integral / — divergira, prema grani¢nom kriteriju zakljucujemo
x
+o00 1 !
da integral / arctg — dx takoder divergira.
1 x

Iz nejednakosti
x x

1
>—, Vrell 4oo
14+ a2sinz — 1+22 " x [ )
. g : T da . L
divergencije nepravog integrala — (p = 1) i usporednog kriterija, slijedi da
1 Xz

+0o0
nepravi integral / —————— dx takoder divergira.
1 1+ 2a%sin“x

A

Definicija. Neka je f : [a,b) — R (ne nuzno ogranicena) funkcija koja je Riemann
integrabilna na svakom podsegmentu [a, ] od [a,b). Ako postoji konacan limes

13
lim / f(z) da, (2.8)

E—b—
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onda se taj limes zove nepravi integral funkcije f na [a,b) i oznacava s

—b

f(z)d. (2.9)

a

Takoder kazemo da nepravi integral (Z9) konvergira. Ako limes u (28) ne postoji u R,
onda kazemo da nepravi integral (Z9) divergira.
Analogno definiramo pojam nepravog integrala za funkciju f : (a,b] — R:

b b
/m_ f(x)dx = 51_igl+/5 f(x)dx.

Ako je f: (a,b) — R funkcija koja je Riemann integrabilna na svakom podsegmentu od
(a,b), tada definiramo

—b

- f(z)dx = /i f(z)dx + f(z)dr (a<c<b), (2.10)

ukoliko oba neprava integrala s desne od (ZI0) konvergiraju.
Napomena. (a) Lako se pokaze da definicija (ZI0) ne ovisi o izboru tocke a < ¢ < b.

(b) Ako je f: [a,b] — R Riemann integrabilna funkcija, tada je

—b b
flaydo = [ fa)do,

Sto pokazuje da je u tom slucaju nepravi integral jednak ”obi¢nom” Riemannovom inte-
gralu funkcije f na [a,b].

(c) Za nepravi integral na ograni¢enom podrucju vrijede analogni teoremi kao i za nepravi
integral na neograni¢enom podruéju.

Zadatak 2.52 Izracunajte neprave integrale

xdx 3 . —3
I b/ ctg rV/sin x dx c/ tg x dx.
O AT © Viss

—1

(a)

Rjesenje.
(a) = xde _ lim ¢ rdax | x =sint = z = arcsint 0+ 0 _
o V1—a22 e1-J, VI—g2 | de=costdt £ arcsiné |
arcsin & arcsin &
lim sintdt = lim (— cost) = lim (1 — cosarcsin{) = lim (1 —
e~1- Jg £—1- 0 £—1- £=1-
V1-€)=1.
3 3 = si i
(b) / ctg zV/sinz dz lim (sinx)‘g coszdr = | - on¥ i’_) arcsin g
0 E-0+ J¢ dt =coszdr 5 —1
1 1 S
52%1"1‘ i §t_§ it = 52%1-‘1- <3 . té) arcsin £ - 3511%14-(1 ~ Varesin 5) =3
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(d) Uzmimo 0 < € < 7 i stavimo

1. :/2 Vigaxdr.
0

_>7

Po definiciji je Vitgrdr = hm+ I.. Koristedi supstituciju t = Z — x, imamo
0 e=0
I. = t=5-2 0=35 t ——x dm— \/ct xdx.
o dt= —d:): T—ere g &
Neka je

7\'_

J. = /5 (Vtgr + ctgz) dr

B sinx+cosx sinz + cosx
Tada je J. = \/_/ dx
: e \/sinxcosx \/1— (1 — 2sinz cosz)

_\/—/ sin x + cos x do — {u—smx—cosx €+ sine — cose
— _ . s .
V1= (sinz — cos )2 du = (cosw +sinz)dr 5 — &> cose —sine
cose—sine d
u . :

V2 = = 2v/2 arcsin(cos e — sine).

sine—cos e —u
Stoga je

lim J. = lim (2\/§arcsin(cosa — sina)) =2V2. = =2m.

s
e—0+ e—0+ 2
Kako je

J5:2Ia—/ \/tg:):ala:—/2 Vetgxde,
0 3¢

€ 2
te kako je lim / vigrdr =01 lim / vetgrdr =0, to je
e—0+ 0 e—0+ 1_5

1 T
\/t d—l I. == lim J. = —.
i grdr im 5 m Je 7
A
Zadatak 2.53 U ovisnosti o parametru p > 0 ispitajte konvergenciju nepravog
integrala
“d
/ —I, gdje je a > 0.
0 xP
e I~ .. ¢ dx . . §
Rjesenje. Po definiciji, nepravi integral — konvergira ako postoji konacan
0— L
limes a g
L= lm [ £
£E—0+ ¢ xP

Promatramo slucajeve.
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ad a
(i) Akojep=1,ondajeza 0 < ¢ < a/ i zlnx}6 =1Ina —In&. Stoga je
I3 x

a

L = lim ' fim (Ina —In¢) = 400,
=0+ Jo &0+

a

pa nepravi integral / — divergira.
x

0+—
“d 1-p |a 1
(ii) Akojep # 1, ondajeza 0 < & < a : a:_f — f_p = 1_p(al_p _ gy,
Stoga je
L == hm ' d—x —_ L hm (al—p o gl—p) _ _'_1(3? za p > 1
£-0+ Je P 1 —pe—o+ alTp za0<p<l.

a

x
Dakle, nepravi integral / — konvergira za 0 < p < 1, a divergira za p > 1.
x

0+—
A

Zadatak 2.54 Ispitajte konvergenciju nepravih integrala

2 d —1 CoS 1 s d —3 2 1
(a) / ar (b) Pl g, (c) > Vrdr () / 7+ du
1 Inx o V(l—x)3 0 1 —cosx 1 |22 — 4z + 3|

Rjesenje.

(a) Uzmimo0 < e < 1. Tadaje/

Zd_x_ t=rv—-1=ao=t+1 14+ecr—cec|
1+€11’15L’_ B

de = dt 2+ 1

Loodt : :
—— . Iz nejednakosti
. In(t+1)

In(t+1)<t, Vt>0

/1 dt - 1 @
. In(t+1) .t
1

d
kako je 0 < € < 1 bio proizvoljan, te kako nepravi integral / i divergira, iz

0«+—

slijedi

2

dx
usporednog kriterija slijedi da nepravi integral / —— takoder divergira.
1~ 11T

(b) Uzmimo 0 < ¢ < 1. Kako je

cos1 ‘gl, Vo # 1,
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imamo

\cos— e dr [t=1-z 01 e
)3 o VA-—xz)p |dt=—dz l—ecw—e ]| J V3

1

dt
Kako je 0 < € < 1 bio proizvoljan, te kako nepravi integral /
(]4— \/t73
—1 cos—

0 \/1—$

iz usporednog kriterija slijedi da nepravi integral ————— dx apsolutno

konvergira, pa stoga i konvergira.

Uzmimo 0 < € < 7. Iz nejednakosti

sine <z, V>0,

slijedi

1—cos’x N .y ) m

l—cosx=———<1—cos“x=sin“z <z, Vre(0 =l

1+ cosx 2

jer je 1 +cosxz > 1, za sve x € (0, 5. Stoga je
> Jrde - 2 rde [T dx

. 1l—cosx . a2 . Va3

Kako je 0 < & < 7 bio proizvoljan, te kako nepravi integral / dlverglra

: \/zd
(p = 2), iz usporednog kriterija slijedi da nepravi integral / Q takoder

0 1 —cosz
divergira.

Tvrdimo da nepravi integral konvergira. Dokazimo da oba neprava integrala

2 2 +1 -3 :p+1
— /|22 4x—|—3 SRRVAL 4x—|—3

konvergiraju. Ocjenjujemo:

v vl < L Vz e (1,2]
= ) X ) )
V02 =4z +3]  J(z-1)@B-2) Vz-1
jer je
2?2+ 1 )
< -=5, Vre(l,?2.
vV3—x 1 (1.2]
Slicno bismo dobili i ocjenu
241 | 10
v = v Vo € [2,3).

V2 —4r+3  Jz-1)B-x) S~ B



2. INTEGRAL 101

Uzmimo proizvoljne 0 < ¢,0 < 1. Zbog prethodnih nejednakosti imamo

2 2 1 2 _ o 1
x + dx<5/ dzx _[t z—1 1+5»—>5} dt

1+a\/|l’2—4$+3| 1+a\/$_1_ dr = dt 21 B € %7

te
3-6 2 36 a0 1
Tl <0 L:{t_?’ vzl ]zlo/ﬁ.
2 22 — 4z + 3| s V3—1 de=—dt 3—0—0 s Vit
1
Kako su 0 < £, < 1 bili proizvoljni, te kako nepravi integral / % konvergira
0—

(p= %), iz usporednog kriterija slijedi da oba neprava integrala

2 | ) —3 2+ 1
der 1 dx
1— \/|2? — 4z + 3 2 /|22 —4x + 3]

takoder konvergiraju.
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Zadaci za vjezbu

2.55 Izracunajte neprave integrale:

(a)/o T e (0P + 1) da (10)/_0:0(1+d$>2 © | m\/%dx.

2.56 Ispitajte konvergenciju nepravih integrala

(a) Foo dz (b) +oo cosx2-1nxdx )/+°° sinxd$
e V1i+zlnz e A(r+1)3 1 x .

2.57 Odredite parametar o € R za kojeg nepravi integral

/—i-oo T Q
(2 - )dx
0 2+4 3x+2

konvergira, te za taj « izracunajte gornji integral.

2.58 Neka je f : [a,+00) — [0,400) neprekidna nenegativna funkcija. Pretpostavimo

da nepravi integral
+0o0o

f(x)dx

konvergira.

(a) Mora li nuzno vrijediti hIJP f(z) =07

(b) Ako je f uniformno neprekidna na [a, +00), dokazite da je lim f(z) = 0.

T—+00

2.59 Izracunajte neprave integrale:

jus

—1 —b 5
(a)/o ,/iidx orl \/(m_‘g(b_x), (a < b) (c)/@_ln(sinx)dm.

2.60 Ispitajte konvergenciju nepravih integrala

jus

dx = dx T T -1
O Fam ® | == ©f Fte ow

o
T ~—
-+
o
8
=4
—_
+
=
Q
IS
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2.7 Primjene odredenih integrala

2.7.1 Racunanje povrsina

Potsina lika omedenog pravcima x = a i = b te krivuljama y = f(z) i y = g(x) je

b
P= [ 1f@) - (o)l ds
Zadatak 2.61 Odredite povrsinu lika oomedjenog krivuljama:
y=4—2> iy=a®— 2.

RjesSenje. Prvo pronademo presjek krivulja:
f—a?=2*-2r = (@+D)(2-2)=0 = 2 =—1, 1, =2.

Stoga iz slike vidimo da je

p:/((4_x2)—(x2—2a7)d1’:...:9.

A
Zadatak 2.62 Odredite povrsinu lika oomedjenog krivuljom
y=a>—x—6,
osi apscisom i pravcima r = —3 1 x = —2.
Rjesenje. Iz slike se vidi da je
-2 1 2 19
P:/(x2+x—2—0)dx+/(0—(xz—x—6))dx+/(x2+x—2—0)dx:...:E.
-3 -2 1
A

U polarnim koordinatama krivulju zadajemo s

r=flg), ¢ €la, ]

Tada je povrSina sektora jednaka

(f())* .

s

I
DO =
P
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Zadatak 2.63 Izracunajte povrsinu omedenu prvim i drugm zavojem Arhimedove spi-
rale:
r=ayp, gdjejea > 0.

Rjesenje.
47 2
1 2 1 2 23
P:§ (ay) dap—§ (ap) dp =...=8a"7".
27 0
A
Zadatak 2.64 Odredite povrsinu Bernoullijeve lemniskate:
(2% +y*)* = a’(2* — y?).
Rjesenje. Koristedi formule za prijelaz iz pravokutnih koordinata u polarne,
X =TCcosp
Y = rsinp,
dobijemo
(22 +y*)? = (r*cos® o + r?sin® p)* = 1!
a*(x? — y?) = a*r?*(cos® psin® p) = a*r? cos 2,

pa je jednadzba lemniskate u polarnim koordinatama

r? = a’ cos 2¢.

s 3 5r m
20 > 0, el0,—-|U|—,—]U[—,2
cos2¢ 2 0, zap € [0, JU [, -] U [, 27]

Iz slike vidimo da je

w/4

1
P:4-§/a2cos2godg0:...:a2.
0
A

U parametarskim koordinatama krivulju zadajemo s:

x = z(t)
{y:yw,teﬁhm.

Tada je povrsina omedena krivuljom

t = (x(t), y(1))
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i pravcima z = x(t1) i z = z(t2) da na formulom:
to

p— / y(B)i(t) dt,

t1

(derivacija po t).

adje je - = —
Zadatak 2.65 Odredite parametarsku jednadzbu elipse
2 2
St =1
i izracunajte joj povrsinu.
Rjesenje.
{4 ey tep,

Iz slike vidimo da je

ol

0==x(t;) =acost; = t; =
a=x(ty) = acosty = ty =0

pa je
0 0
P=1 / y(t)x(t)dt =4 / bsint(—asint)dt = ... = abr.
w/2 w/2
A

2.7.2 Racunanje duljine luka krivulje

Ako je y = f(z), onda je duljina luka krivulje koja je dio grafa funkcije y = f(z) izmedu

tocaka (a, f(a)) 1 (b, f(b)), gdje je a < b jednaka

zzjfﬁT@%m

Zadatak 2.66 Odredite duljinu astroide
23 4y = 23,

gdje je a > 0.



106

2. INTEGRAL

Rjesenje. Implicitnim deriviranjem dobijemo

2213 4 y2/3 _ 23 e

2 i
57 T3

2
_y_1/3 . y/ — O

pa je

U polarnim koordinatama je duljina luka krivulje

’l“:f(QO), pE [O‘>ﬁ]

dana formulom
B

| = / VIPET R do,

67

tj. krace
B

:/\/r2+7'"2d<p.

«

Zadatak 2.67 Odredite ukupnu duljinu kardioide

=a(l+cosyp), gdjejea > 0.

Rjesenje Sa slike vidimo da je

l—2/\/r2 dg0—2/\/a2 1+ cos )2 + a?sin? <pd<p—8a/sm§dgo—8a

0
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Duljina krivulje zadana parametarskim koordinatama

{ v =2z(t) |t E [t to]

y =y(t)

je dana s

= [ VG@FT GO dr

Zadatak 2.68 Odredite duljinu jednog svoda cikloide

{ x = a(t — sint)

y = a(l — cost) » L€ 1027, adjejea>0.

Rjesenje.

2 2
l:/\/x'2+yzdt:/\/az(l—cost)2+a2sin2tdt
0 0

2 2
t
:a/\/2(1—cost)dt:2a/sin§dt:...:8a.
0 0

2.7.3 Racunanje volumena i oplosja rotacijskih tijela
Ako dio krivulje y = f(z), « € [a, b] rotira oko:

e 1-0si, onda je volumen nastalog rotacijskog tijela dan formulom:
b
V,=m / f(a)? da

e y-osi, onda je volumen nastalog rotacijskog tijela dan formulom:

b

V, = QW/xf(x)dx

a

Zadatak 2.69 Odredite volumen kugle radijusa r > 0.
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Rjesenje. Kuglu radijusa r dobijemo ako zarotiramo krivulju y = v/r2 — 22, x € [—r, 7]
oko z-o0si pa je volumen kugle

T T T

3 T
Ve :W/y2d[£:ﬂ'/(7“2—£E2)d$:2ﬂ'/(7’2—$2)d£lf:77'(7“21'— x_)
—r —r 0 k 0
3
4
=27(r® — %) = §r37r
A
Zadatak 2.70 Odredite volumen torusa nastalog rotacijom kruznice
(r — R)? + 9 =1r?
oko y-osi.
Rjesenje. Iz slike se vidi da je
V=V-V :W/(R+ \/ 12 —y2)2dy—7r/(R— V2 —y?)? dy
:27TR/\/7"2—y2dy: ...=2Rm-r’rn
JAN

Ako dio krivulje y = f(z), x € [a, b] rotira oko z-o0si, onda je povrsina nastale rotacijske

plohe dana formulom:
b

Ve = 27T/f(l’)\/1 + (f"(z))? dx.

a

Zadatak 2.71 Nadite oplosje kugle radijusa r > 0.

Rjesenje. Kuglu radijusa r dobijemo ako zarotiramo krivulju y = v/r2 — 22, x € [—r, 7]
oko z-osi pa je oplosje kugle

T

r -9 2
Sx:27r/_T\/r2—x2\/1+ (ﬁ) dzz%r/rdx:élrzw

T
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Ako krivulja zadana u polarnim koordinatama
r=f(e), ¢ € o, B,
rotira oko polarne osi, onda je volumen dobivenog tijela jednak
5 B
7T .
V= E/f(go)‘g sin p dp.
Zadatak 2.72 Izracunajte volumen tijela koji nastaje rotacijom krivulje
r = asin2p
oko polarne osi.
Rjesenje.
. s 3T
sin2p >0, za ¢ € [0, 5] U [, 7]
w/2
2T . 3 .
V=2V=2. 3 (asin 2p)° sin ¢ dp
0
32 /2 32 !
:Tﬂa?’/o sin4<pcossgodg0:%a3/0 t4(1—t2)dt:...:ma
JAN

Ako krivulja zadana u polarnim koordinatama

r=f(p), ¢ € [a,p],

rotira oko polarne osi, onda je oplosje dobivenog rotacijskog tijela jednak

B

S=on / £(@) sin o/ F@2 T (F(@)) de.

«

Zadatak 2.73 Odredite povrsinu koja nastaje rotacijom kardioide
r=a(l+cosyp)

oko polarne osi.
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Rjesenje.

S = 27r/a(1 + cos @) sin p/a2(1 + cos p)? + a?(—sin @)2 dy
0

™

= 2\/§7m2/(1+cos<p)3/2singpdg0:... = —a‘m
0

Ako parametarski zadana krivulja

{ v =ax(t) e [t b

y =y(t)

rotira oko

e 1-0si, onda je volumen nastalog rotacijskog tijela dan formulom:

to

w:w/mwawﬁ

t1

e y-osi, onda je volumen nastalog rotacijskog tijela dan formulom:

to

V= [ a2

t1

Zadatak 2.74 Izracunajte volumen elipsoida nastalog rotacijom elipse

{ T =acost
y = bsint
oko z-osi.
Rjesenje. Iz slike vidimo da je
—a=ux(t) =acosty = t;=—7

a=x(ty) =acosty = ty=m

pa je

™ ™

4
Ve = ﬂ/(b sint)?(—asint) dt = ab27r/sin3t dt = ... = gab27r.

—T —T
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A

Napomena. Ako je a = b = r, onda je elipsoid zapravo kugla radijusa r pa je njen
volumen jednak %r?’ﬂ. Ako parametarski zadana krivulja

x = x(t)

rotira oko

e 1-0si, onda je oplosje nastalog rotacijskog tijela dan formulom:

t2

S, = 2r / y()/EOR + (50)2 dt

t1

e y-o0si, onda je oploqv sje nastalog rotacijskog tijela dan formulom:

t2

5, = 2x [ «(t) /GO + GO d

t1

Zadatak 2.75 Izracunajte oplosje tijela koje nastaje rotacijom astoride

{ x = acos’t

y = asin®t ’ t € 0,27]

Rjesenje. Sa slike se vidi da je

w/2
S, =221 / asin® t\/(?)a cos?t(—sint))2 + (3asin®t cost)? dt

[e=]

w/2
1 1

= 12a°w / sintcost dt = 12a27r/ stds = 12&27r7rf =
0 5, 5

0
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Zadaci za vjezbu
2.76 Odredite povrsinu lika omedenog parabolom
y=—a>+4x -3
i njenim tangentama povucenim u tockama A(0, —3) i B(3,0).
(Rj. )
2.77 Nadite povrsinu izmedu krivulja
y=2-12° iy’ =2
R} 32)
2.78 Nadite povrsinu izmedu krivulja
1 _ x?
= 1 = —.
YTrrae2 YT
(Rj. 5 — 1)
2.79 Izracunajte povrsinu omedenu “ruzom s 3 latice”:
r =asin3p, gdjejea > 0.
(Rj. o3™
2.80 Izracunajte povrsinu omedenu kardioidom:
r=a(l+cosyp), gdjejea>0.
(Rj. 2o7)
2.81 Odredite povrsinu omedenu jednim lukom cikloide
x = a(t —sint) .
> .
{ y = a(l — cost) ’ t>0, gdjejea>0
1 osi apscisa.
(Rj. 3a%m)

2.82 Nadite duljinu luka krivulje

y = lIncosz,

za x € [0,a], gdje je a € (0,5).
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(). §in )

2.83 Odredite duljinu prvog zavoja Arhimedove spirale

r=ayp, gdjejea > 0.
(Rj. amy/1+ 472 + ¢ In(27 + V1 + 472))
2.84 Izracunajte duljinu prvog zavoja logaritamske spirale
y=-e?, pel0,2n].
(Rj. V2(e2™ — 1))
2.85 Odredite parametarsku jednadzbu astroide
23 23 = g2/
i izracunajte joj diljinu.
(Rj. 8a)

2.86 Izracunajte duljinu luka parabole y = %2 od tocke (0,0) do tocke (2,2).

R} 3(2VE+1n(2+V5))

2.87 Odredite povrsinu omedenog krivuljama y = arcsinx i y = arccosx te osi ap-
scisa.(Uputa: integrirajte po varijabli y)

(Rj. VZ—1)

2.88 Odrete povrsinu lika koji se nalazi unutar krunice r = 3 cos g, ali izvan kardioide
r =1+ cos .

(Rj. m)

2.89 Odrete povrsinu lika koji se nalazi unutar krunice r = 3 cosp i unutar kardioide
r =1+ cos .

®Rj- )

2.90 Odredite volumen tijela koje nastaje rotacijom lika omedenog krivuljom y = sin z,
x € [0,7] i z-osi oko y-osi.

(Rj. 272)
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2.91 Odredite volumen tijela koje nastaje rotacijom lika omedenog krivuljom y = 2% i
pravcem y = 1 oko osi y.

(Rj. 2F)

2.92 Odredite volumen rotacijskog paraboloida koji nastaje rotacijom lika omedenog
krivuljom x = y? i pravcem x = a, za a > 0 oko z-osi.

(Rj. 57)
2.93 Odredite volumen tijela nastalog rotacijom kardioide
r=a(l+ cosyp)
oko polarne osi.

(Rj. §ma”)

2.94 Izracunajte povrsinu plohe koja nastaje rotacijom dijela krivulje y = %3 odz =0
do z =1 oko osi y.

(Rj- 5(V2+1n(1+v2)))



Red

3.1 Osnovna svojstva

Definicija. Red je uredeni par ((an),(S,)) niza (a,) i niza (S,) parcijalnih suma
definiranih sa

3

S, = ag.
k=1
Red oznacavamo sa Y a,. Kazemo da red » a,, konvergira ako konvergira niz pripadnih

parcijalnih suma (S,,), ¢iji limes zovemo suma reda i pisemo
o
E a, := lim S,,.
n
n=1

Ako niz parcijalnih suma reda nije konvergentan, onda kazemo da red divergira.

Primjer.

(a) Nekajeq € R% Red Z q" zovemo geometrijski red i on konvergira za g € (—1, 1).
n=0
Zaista,
n 1— n+1 1 n+1 1
S, = ¢ = T _ _ 4 — , kada n — +oo0.
— l=q¢ 1-q¢ 1-q 1-—gq

Dakle,
Sl
n=0 1- q

o 1

net1 > = too. Clanove

1
(b) Red Z — zovemo harmonijski red i on divergira, tocnije >
n
n=1
niza parcijalnih suma harmonijskog reda se ponekad oznacavaju s (H,) i zovu se

115
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harmonijski brojevi. Moze se pokazati da je

"1
lim(H, —Inn) = lim(> L~ nn) =5~ 057721,

k=1

v se zove Euler-Mascheronijeva konstanta.

Teorem. (Nuzni uvjet konvergencije reda) Ako red ) a, konvergira, onda je
lima,, = 0. [ |

Napomena.

= 1
(a) Obrat u prethodnom teoremu ne vrijedi. Npr. harmonijski red Zq"— divergira,
n

n=1

1
ali je lim — = 0.
non

(b) Ako niz (a,) nije konvergentan ili ako je lima,, # 0, onda iz gornjeg teorema slijedi

da red ) a, divergira.
Primjer. Geometrijski red > 7 divergira za |q| > 1;

e za ¢ < —1 niz (¢") nije konvergentan,
e zag=1jelim¢" =1,

e za ¢ > 1 jelimq" = 400,

jer ni u jednom od ovih slicajeva nije zadovoljen nuzni uvjet konvergencije reda.

Zadatak 3.1 Ispitajte konvergenciju redova i odredite im sumu ako konvergiraju:

-1 <. 4-5n
— b

(a>n2::1n(n+1) ( )nz:;n(n—l)(n—Q)
N 2

(c) Z(—l)n (d) Z T gdje jem € N
n=1 n=m

Rjesenje.
(a) Rastavom na parcijalne razlomke je
1 1 3

nn+1) n n+1
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pa je
u 1 " /1 1
= 2 ) (E_k J
o k1) +
IR AT A 11\ 1
N 2 2 3 n n+1) n+1
Stoga je
) i 1
lim S, = lim (1 — —) =1
n n n
a je red konvergentan i f: # =1
b & “—~ n(n+1) N

(b) Rastavom na parcijalne razlomke je

4 —5n 2 1 1

nn—Dn—=2) n n-1 n-2

pajezan >3

_53 2, 1 3 _2’l1+’l 1 _3" 1
" ko k-1 k—=2) k k—1 k—2
k=3 k=3 k=3 k=3
n n—1 n—2
1 1 1
—9 - - _3 -
PRI, -
k=3 k=2 k=1
n—2 n—2 n—2
1 2 2 1 1 1 3 1
—9 - 24z — —3_-2_3 -
Z k * n—1 n 2 * k * n—1 2 k
k=3 k=3 k=3
2 2 1 1 3
—n_1+—+§+n_1—3—§ﬁ—4, kada n — +o00.
Dakle, red je konvergentan i )~ . m = —4

(¢) lim,(—1)" ne postoji (niz ima 2 gomilista: -1 i 1) pa nije zadovoljen nuzni uvjet
konvergencije = red je divergentan
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Zadaci za vjezbu

3.2 Ispitajte konvergenciju redova i odredite im sumu ako konvergiraju:

(1)t (b) Z 2n+1

f— onl — n*(n+1)?
— 2n — . .

() Z T (d) Zsm na, gdje je o € (0, )
n=2

n=1

3.3 Ispitajte konvergenciju redova i odredite im sumu ako konvergiraju:

(a) Zln <1 + %) (b) Z(% — "Wa), gdjejea>0

n=1 n=1

[e.e]

(c) g {’/n1—+1 (d) ; arctg #

n=1

(e)i(\/n+2—2\/n+1+\/ﬁ)

n=1
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3.2 Kriteriji konvergencije reda

3.2.1 Leibnizov kriterij

Teorem. (Leibnizov kriterij) Neka je (a,) niz pozitivnih realnih brojeva takvih da
e postoji m € N takav da je a,11 < a,, za sve n > m,

e lima, =0.

tada red ) (—1)"a, konvergira. |

Zadatak 3.4 Ispitajte konvergenciju redova

@Y (-1t iy

n=1

Rjesenje.
1
a) a, =tg—
(a) an =tg NG
Vrijedi:
COpg < Qpy Zan > 1,

- lima, =limtg — =0,

NG

Leibnizov kriterij = red konvergira

1
(b) an = n—Inn
Vrijedi:
f(.i(}) = x—%nx

r—1

fi(a) = -

m<0, zax > 1

Dakle, f je strogo padajuéa na [1,+o0) pa je a, = f(n) > f(n+1) = ay41, za
sven >1
1 .1

- lima, = lim = lim — =0,

1
n n—Inn ln%

Leibnizov kriterij = red konvergira
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Definicija. Kazemo da red ) a, apsolutno konvergira ako konvergira red »_ |a,|.
Teorem. Apsolutno konvergentan red je konvergentan. ]
Definicija. Ako red Y a, konvergira, ali red _ |a,| divergira, onda kazemo da red } a,,

uvjetno konvergira.

Zadatak 3.5 Ispitajte apsolutnu i uvjetnu konvergenciju redova

W mY O G

n

Rjesenje.

o

= (—1)" 1
(a) Red Z (=1) konvergira po Leibnizovom kriteriju, dok je red Z — harmonijski
n=1 n

n
n=1

pa divergira. Dakle, zadani red je uvjetno konvergentan.

=1 ~/1\" 1 1
(b) Z i <—) = ——— pared apsolutno konvergira (pa onda i konvergira).

e el
(&

5 ne postoji, jer pripadni niz ima dva gomilista —% i %. Dakle, nije
n n —
zadovoljen nuzni uvjet konvergencije pa red divergira.

3.2.2 D’Alembertov kriterij

Teorem. (D’Alembertov kriterij) Neka je (a,) niz kompleksnih brojeva.

(i) Ako postoje m € Niq € (0,1) takvi da je

Ap+1

<gq, Vn > m,

Qn
tada red Y a, apsolutno konvergira.
(ii) Ako postoje m € N takav da je

Ap41
Qp,

>1, Vn>m,

tada red Y a, divergira. u
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Korolar. Neka je (a,) niz kompleksnih brojeva takav da postoji
L =lim [,
n Qy,
Tada:
e L <1 = red ) a, apsolutno konvergira
e [ >1 (mozeilL =400) = red ) a, divergira
e L =1 = nema odluke ]
Primjer.
(a) Red
> ot
“—~ n(n+1)

konvergira, ali
1

lim |22 | = Ji D0
" n n(n+1)
(b) Red
> !
n=1 n
divergira, ali
1
lim | 224 | = Jim 2L = 1
n Qp, n >

Zadatak 3.6 Ispitajte konvergenciju redova:

2 (n!)? = nl .2.5-8...-(3n—1
<a>2§zn)>! UO); ©>_ 7 5-9 : !

a agn+1 £415-9-...(4n—3)

Rjesenje.
(a)

((n+1)!)?
Gni1 _ @@FD) (n+1)° 1

= - <1
an E;T'L); (2n+2)(2n+1) Ty

D’Alembertov kriterij = red konvergira
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(n+1)! n 1
U1 3a¥igd 2 1+ 5
= =n+1)——=(n+1 — +o00 > 1
Qn 27?—i-1 ( )2n+1 +1 ( )2 + 2%
D’Alembertov kriterij = red divergira
()
2:5:8-...-(3n—1)(3n+2)
Upy1  159..-(An—3)-(dnt1) _ 3N+ 2 . 3 <1
ap 258..Bn-1) 4n 41 4
15-9-...-(4n+1)

D’Alembertov kriterij = red konvergira

3.2.3 Cauchyev kriterij

Teorem. (Cauchyev kriterij) Neka je (a,) niz kompleksnih brojeva.

(i) Ako postoje m € Nigq € (0,1) takvi da je
Vian| < q, ¥n > m,

tada red Y a, apsolutno konvergira.

(ii) Ako postoje m € N takav da je
Vlan| > 1, Vn > m,

tada red Y a, divergira.

Korolar. Neka je (a,) niz kompleksnih brojeva takav da postoji

L =lim {/|a,|.

Tada:

e L <1 = red ) a, apsolutno konvergira

e L>1(mozeilL =+400) = red ) a, divergira
e =1 = nema odluke |

Napomena. Ako D’Alembertov kriterij daje odluku, onda odluku daje i Cauchyev

kriterij. Drugim rije¢ima, Cauchyev kriterij je jaci.
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Zadatak 3.7 Ispitajte konvergenciju redova:

ST wEL()T esny

n=1

Rjesenje.

(a)

fonl =

1 n -2
n—1\""|" n—1\""" 2 \ 2 .

— — 1— —e ‘<1
n+1 n+1 n+1

Cauchyev kriterij = red konvergira

(b)
o L
W ]_ n - " ]_ n - 1 1+1 " €>1
—= JR— = — _— — — — —
" 2" \n+1 2\n+1 2 n 2

Cauchyev kriterij = red divergira

()

—— =lim
V2 noV2
In2zx—1 2
. € = L’Hospital . e2n—1 1
= lim = lim

T—+00 \/5 T——+00 \/5 2

Cauchyev kriterij = red konvergira

In2n—1
v2n—1
lim {/|a,| = lim n c
n n

Napomena. Ako je za neki ¢ € (0,1)
limsup {/|a.| < g,

onda za 0 < e < % po definiciji limesa superiora postoji m € N takav da je

1
\”/\an\§q+£<¥<1

pa red apsolutno konvergira po Cauchyevom kriteriju. Slicno se pokaze da ako vrijedi

Ap+1

lim sup
n

<q,

n

onda red takoder apsolutno konvergira.
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Zadatak 3.8 Ispitajte konvergenciju reda

E Qn,

ako je
[ 2tk n=2k—1
T -3, n=2k - 1

RjesSenje. Primijetimo da se ne moze primijeniti Lebnizov kriterij, jer pripadni niz nije
strogo padajudi.

Niz ({/]a,|) ima 2 konvergentna podniza:
1—k 1
o 27l |02k—1| = 92%-1 — 273

1 1 1
pa je limsup {/|a,| = max{272,37'} = 272 = 7 < 1, odakle zaklju¢ujemo da red

n
apsolutno konvergira.

3.2.4 Integralni kriterij konvergencije reda
Teorem. (Cauchy) Neka je f: [a,+00) — [0, +00) neprekidna i padajuéa funkcija, gdje
je a > 0. Tada

+o0o
red n) konvergira <= nepravi integral x) dr konvergira .
g g g

Zadatak 3.9 Ispitajte konvergenciju redova

=1 > Inn
b —.
(a);nlnn ( ); n?
Rjesenje.
(a) f(2) = sz
, Inz+1
- fl(r) = ————<0,zax>2 = f padana [2,+00)

221n%x
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r Inr

o0
-/f(x)dx: fim dx _[tzlnx 2»—>1n2}: lim @:
2

rotoo | zlnx dt:df’ r—lnr 00 t
2 In2
Inr
= lim In¢t|] = lim (Inlnr —Inln2) = 40
r——+00 In2 r——+00

integralni kriterij = red divergira

— 2zl 1
-f’(x):w<0 — ln:)s>§ — 1> /e
s
—> f pada na [2,+00)

Inr

+o0o
rl —
: /f(:)s)dx: lim ”dxz[t Iz 2Hln2]= lim /te_tdt:
2

r——400 2 [L’z dt = d?x T = lIl’f’ r——400
In2
Inr

Inr
u=-=t du = dt ) _ _
:[dv:e_tdt v:—e_t}:rkgloo(_wt +/6tdt):
In2
In2
) Inr In2 1 1 1+In2
= lim (—— +— ——4 ) =

r—+00 T 2 T 2 2

integralni kriterij = red konvergira

Zadatak 3.10 Ispitajte konvergenciju Dirichletovog reda

u ovisnosti o parametru p > 0.

Rjesenje. f(z) = %
flz) =

/

<0,zaxz>1 = f padana [1,+00)

_xf”—i-l

+o0 +o0o
d

/ f(z)dx = / —f konvergira za p > 1, a divergira za p < 1
x

1 1

o
integralni kriterij — g - konvergira za p > 1, a divergira za p < 1.
n

n=1

A

Napomena. Ako stavimo p = 1, onda je ovo jos jedan dokaz da harmonijski red
divergira.
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3.2.5 Usporedni kriterij

Teorem. Neka su ) a, i) b, redovi s pozitivnim ¢lanovima i neka postoje m € N i

K > 0 takvi da je
a, < K -b,, Yn>m.

(a) Ako > b, konvergira, onda konvergira i > a,, i vrijedi
S S
n=1 n=1

(b) Ako > a, divergira, onda divergira i )_ b,. n
Korolar. Neka su > a, 1> b, redovi s pozitivnim ¢lanovima i neka postoji

L= limZ—" € [0, +00).

(a) Ako je L € [0,400) i ako red > b, konvergira, onda konvergira i red ) a,,.

(b) Ako je L € (0,400] i ako red ) b, divergira, onda divergira i red > a,.

Zadatak 3.11 Ispitajte konvergenciju redova:
1

1 Inn
(@)Y 53— O ©2 5
(d)> (In(n+1) — Inn) (€)Y sin(vn? +1—v/n?) ()Y arctg2™
(g)z 2n +vn? +1

n2

Rjesenje.

=
(a) 111£n T =3

> % divergira = red divergira po usporednom kriteriju

Inn n n _ 1
(b> n3+n+1 S n3+n+1 S n3 - n27 Za n Z 1

> # konvergira = red konvergira po usporednom kriteriju

(c) 4w <k, zan>1

n2n — 2n7
> 5= konvergira = red konvergira po usporednom kriteriju
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(d) >(n(n+1)—Inn) =>In(1+2)
o I+ ) _ .

n =

n
> % divergira = red divergira po usporednom kriteriju

3 N 3 _ n3+1_n3 o 1
() Vni+1—vn = Ve T ey
li SRV VD) g VT

" 1 1
n3/2 1/1/,;3_’_1_’_\/”3
> # konvergira = red konvergira po usporednom kriteriju

n

tg 2"
(f) lim% —1

n
> 27" konvergira = red konvergira po usporednom kriteriju

2n+vn2+1 1

g) lim—2—— —lim{/2+4/14+ = =3
1 2
n 372 n n

3" V/1n3/? konvergira = red konvergira po usporednom kriteriju
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Zadaci za vjezbu

3.12 Ispitajte konvergenciju redova

s L 2n? C n 1
@ D DB ey

(Rj. (a) K, (b) K)

3.13 Ispitajte konvergenciju redova:

o 1 > n - n!
(a) ; ol (b) ; B0 (c) 2 n
(d)ifﬁl ( )i (2n— 1! 1
2 YT e
[e.e] an
f >0
( ); (1+a)(l+a)- - (1+am) (a>0)
()Y (V2 - V2)(V2 - V2) - (V2 - "V2)
n=1
(Rj. (2) K, () K, () K, () K, (¢) K, () K, () K)
3.14 Ispitajte konvergenciju redova:
=, ncos? T > 1 - 1
— 3 b _— —1)"tg——=
(a)nz:; 2n ( )nz::lnlnnln(lnn) (©) nz::l( ) gn\/ﬁ
=~ 1 1 1 —  n?
in —sh — f
(d) ; e (e) ; sin — sh — cosn (f) ; (o)
= 1
(g); 7

(Rj. (a) K, (b) D, (c) K, (d) D, (e) K, (f) K, (g) D)

3.15 Ispitajte uvjetnu i apsolutnu konvergenciju redova:

(-1
W2 ey

W3 (@)Y (sin sinn)"
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3.16 Pretpostavimo da je > a, konvergentni red s pozitivnim ¢lanovima. Koji od
sljede¢ih redova nuzno konvergiraju? (U svakom podzadatku ili dokazite da novi red
mora konvergirati ili nadite primjer reda > a, za kojeg novi red divergira.)

()Y =" > ﬁ ©Y sha,
(d)Zan sinn (e)z \/:LL_H (f)z \/C;z

3.17 Neka je > a, apsolutno konvergentan konvergentan red. Dokazite da je tada kon-
vergentan i red Y a2. Vrijedi li obrat?

3.18 Neka je > a, konvergentan red takav da postoji m € N takav da je
ap > Api1 >0, YN > m.

Dokazite da je limna, = 0.

3.19 Neka je (a,) pozitivan strogo padajuéi niz. Dokazite Cauchyev kondenzacijski test:

o o0
E a, konvergira <= E 2"agn konvergira
n=1 n=1

3.20 Nekasu ) a, i) b, divergentni redovi. Moze li red > (a,, —b,,) biti konvergentan?
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3.3 Redovi potencija i Taylorovi redovi

Definicija. Red potencija oko tocke ¢ € R je red oblika

Zan(x —o)", (3.1)

gdje je (a,)nez, niz realnih brojeva. Kod redova potencija je uobicajeno da indeksi n
osim prirodnih brojeva ukljucuju i 0.

U daljnjem ¢emo sa Z oznacavati skup svih x € R za koje red realnih brojeva Z an(x—c)"
konvergira. Z je neprazan skup, jer red potencija (BJl) konvergira za x = ¢ i suma mu je ay.

Definicija. Za niz funkcija f, : I — R, n € Z,, definiranih na intervalu I kazemo da
konvergira lokalno uniformno na I ako niz (f,)nez, konvergira uniformno na svakom
podsegmentu J C [.

Teorem. (Prvi Abelov teorem) Ako red potencija (Bl konvergira za o # ¢, onda taj
red konvergira apsolutno i lokalno uniformno na ¢itavom otvorenom intervalu (c—r, c+7),
gdje je r:=|a —¢|.

Iz provg Abelovog teorema slijedi da je Z interval simetrican s obzirom na tocku c. Taj
interval zovemo interval konvergencije reda potencija (B1]).

Radijus konvergencije R reda potencija (Bl) definiramo kao polovicu duljine intervala
TI. Preciznije,

R:=sup{lc—a|: a€Z}€]0,+x].

O tome hoce li red ([BJ]) konvergirati u rubovima intervala Z (tj. u tockama c— R ic+ R)
ovist ¢e o samom redu.

Rezimirajmo,

Korolar. Neka je (B red potencija oko tocke ¢ € R i neka je R njegov radijus konver-
gencije. Tada vrijedi

(a) Red (B konvergira apsolutno i lokalno uniformno na intervalu (¢ — R, c+ R).

(b) Red (BIl) divergira za sve z € R za koje je |z —¢| > R.

Sljededi teorem nam daje jednostavnu formulu za racunanje radijusa konvergencije reda

B&).
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Teorem. Neka je (B red potencija oko tocke ¢ € R i R njegov radijus konvergencije.
Tada vrijedi tzv. Cauchy-Hadamardova formula:

1

~ limsup,, o, {/an|’

R (3.2)

pri ¢emu dogovorno uzimamo R := 0 ukoliko je limsup,,_ . ¥/|a,| = +00, a R := +0oc0
ukoliko je lim sup,,_ ., ¥/|a,| = 0.

Primjer.

(a)

Promotrimo geometrijski red

> . (3.3)

Ovdjejec=01ia, =1, zasven € Z,, pa je prema Cauchy-Hadamardovoj formuli

EB2)
1 1

limsup,_ . /]a,] limsup, . V1

Stoga red (B3)) konvergira apslolutno i lokalno uniformno na intervalu (—1, 1) prema

R =1

funkciji © — ——, tj. vrijedi
11—z

1—2’

= 1
Zx": Ve € (—1,1).
n=0

Kako u rubnim tockama intervala (—1, 1) red (B3) ne konvergira (opéi ¢lan ne tezi
prema 0), zakljucujemo da je njegov interval konvergencije Z = (—1, 1).

Promotrimo red potencija

n+1
- . —1)" .
Ovdjejec=11ia, = ,zasven € Zy, paje
n+1
1 1
R pu— ; p— p— 1’
lim SUDPy;, 00 n\/ |a7l| lim SUP;, oo s TLLH

jer je limsup Vn+1 = lim Vn+1 = 1. Stoga red ([B4) konvergira apslolutno

i lokalno uniformno na intervalu (0,2). Provjerimo konvergenciju reda B4 i u
rubnim tockama intervala (0, 2).

Za x = 0 rije¢ je o redu

1
Zn—i—l’

n=1
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koji divergira (usporedni kriterij sa harmonijskim redom).

Za x = 2 rije¢ je o redu

— (=D)"
;n—i—l’

koji konvergira prema Leibnizovom kriteriju.

Dakle, interval konvergencije reda potencija [B4) je Z = (0, 2].

a . .
Napomena. Ukoliko postoji limes lim || € [0, +00], tada postoji limes lim,, ... {/|a,| €
n—oo (Ln
[0, +00] i vrijedi
a
lim |[— = lim /]an].
n—oo n n—oo
U tom slucaju je
I Qn, 1 1
im = = ,
o0 [ lntl llmn—>oo a2+1 hmn—>oo n\/ |a'n|

pa radijus konvergencije R reda potencija Z a,(x—c)" mozemo rac¢unati koriste¢i formulu

R = lim fn

n—oo

(3.5)

Ap+1

Zadatak 3.21 Odredite radijus konvergencije i intervale konvergencije redova potencija

n!)? 24+ (=1 \" ="
O G- 0 (5] e oS e

Rjesenje.
(a) za n € Z; stavimo (nl)” Tada je
z vimo a,, := :
* (2n)! )
12 |
an_ (n!)*(2n + 2)! _ (2n+1)(2n + 2) .
ant1 (n+1)12(2n)! (n+1)2

kada n — oco. Prema (B) radijus konvergencije reda potencija

3 g;); (z —1)" (3.6)

jednak je R = 4. Stoga red (B) konvergira apsolutno i lokalno uniformno na
intervalu (—3,5). U rubnim toc¢kama intervala (—3,5) rije¢ je o redovima

Sl e e YIS o),
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divergiraju, jer je

(n!)24n
(zn)' Z 1, VnEZ.,.,

pa specijalno nije zadovoljen nuzan uvjet za konvergenciju reda.

Dakle, interval konvergencije reda potencija (B.6) je interval Z = (—3,5).

Prema Cauchy-Hadamardovoj formuli (B2) za radijus konvergencije R reda poten-

cija
2+ (=)™ \" n
vrijedi
1 24+ (—1)" 3
5= lilrrln_)solip Yan| = liglsogp ﬁ —

4
pa je R = —. Stoga red potencija (B1) konvergira apsolutno i lokalno uniformno na
10 2

intervalu <—§, _§> U rubnim tockama intervala <_§’ _§> rijec je o redovima

4 2+ (=)™ \" 10 4 24+ (=)™ \" 2
S VU (s L S — ) ¢ s e - _Z
>.(=1) <3 5+ (_1)n+1> ( 3 ) te D (3 5+ (—1)H (z 3)’
koji divergiraju, budué¢i da nije ispunjen nuzan uvjet za konvergenciju reda:

, 4 24 (=" \"
ey (357 ) =1

10 2
Dakle, interval konvergencije reda potencija B1) je Z = <—?, —§>

|
Zan € Z; stavimo a, := —. Tada je
n

Y

an (n+1)n" n" (1 1 )n 1

= | n+1 = n = - -
any1 nl(n—+1) (n+1) n+1 e

kada n — oco. Prema (B) radijus konvergencije reda potencija

n

Z %x" (3.8)

1
jednak je R = -, pa red potencija ([B.8) konvergira apsolutno i lokalno uniformno
e
11

1
na intervalu (——, —). U rubnim tockama intervala (——, —) rijec¢ je o redovima
e e e e

Z (_61“>;nn (= _%) te Z eZ:z! (= %)




134

3. RED

Zan € Zy stavimo

Tada je
bn—i—l o (1 + %)n
b, e
pa je niz (b, )nez+ strogo padajué. Nadalje, nejednakosti
2 2 48

z—%<ln(1+x)<x—?—l—§, Vo > 0,

<1l, VneZ,,

dobivamo

1 but1) (IT+5m\ 1 1 1
_%<ln<bn>—ln<f =nln 1+5 —-1< 2n+3n2’ Vn € N,

by 1+2)"
o<ttt A+2)" -2+ wnen. (3.9)
" e
Iteriranjem nejednakosti (B3) dobivamo
ble_%H” <bpi < ble% Shor iz e_%H", Vn € N, (3.10)

1
gdje je H,, := 1+§+- - -4 — n-ti harmonijski broj. Prema Cauchyjevom integralnom
n

1 .
kriteriju red E — Je konvergentan 1 njegovu sumu oznacimo sa C'. Kako je b =
n

e~ !, iz (BI0) dobivamo

1 C
et cp < = et yp e N (3.11)
e e
Kako je
n+1 nq
ln(1+n):/ —I<Hn§1—|—/—x:1+lnn, Vn €N,
1 i 1 X
imamo 1 1 ]
_1ig
— —=<e 2" < , VneN,
Ve vn T vn+1
pa iz nejednakosti ([BITl) slijedi
1 1 C 1
— <y < — - ———, VYneN. 3.12
Ve Voo " e Ut " (3.12)

= Z(—l)”bn konvergira
L an divergira

1
(usporedni kriterij s redom Z 7) Dakle, interval konvergencije reda potencija
n

Napokon, iz (BI2) slijedi lim b, = 0, pa red Z : ]

(Leibnizov kriterij). Takoder, (BI2) povlaci da red Z

e"n!
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A

Ako je (B]) red potencija sa radijusom konvergencije R, iz Cauchy-Hadamardove formule
slijedi da redovi potencija

> nan(z - o), (3.13)

Z an (z — )"t (3.14)

n+1
imaju radijus konvergencije takoder jednak R. Za red potencija (BI3) kazemo da je
dobiven iz reda (Bl deriviranjem ¢lan po ¢lan, a za red potencija (BI4) kazemo da
je dobiven iz reda ([BJ]) integriranjem ¢lan po ¢lan.

Teorem. Neka red potencija Z a,(x — ¢)" ima radijus konvergencije R > 0 i stavimo
J = {(c— R,c+ R). Tada je funkcija f : J — R definirana s

f(x) = Zan(x — )"

derivabilna na J i vrijedi

f(z) = Znan(x —o)" 'l vreJ. (3.15)
n=1
Nadalje, vrijedi
! _ = an n+1
c f(t)dt—;n+1(x—c) , VzeJ. (3.16)

Korolar. Neka je f definirana kao u prethodnom teoremu. Funkcija f je klase C*(J)
i za svako m € Z, vrijedi

f(z) = i L)'an(x —o)" " VzeJ.

— (n—m
Odavde za z = ¢ dobivamo
(m)
am:f (), Ym € Z,.
m!

Definicija. Neka je f: I — R funkcija klase C*°(I) definirana na otvorenom intervalu
I C Rineka je c € I. Red potencija

™) (¢
T(f,c] =) / ,( )(x—c)”

n




136 3. RED

zovemo Taylorov red funkcije f oko tocke c.

Ako je ¢ = 0, onda se Taylorov red T'[f, 0] zove Maclaurinov red od f i oznacava s T'[f].
Dakle,

(n)
Tif) = Tlf,0) = 3 fo)x".

n

Opéenito Taylorov red T'[f, c] funkcije f € C*°(I) moze divergirati za svako z # ¢, odnosno
konvergirati prema nekoj drugoj funkciji.

Primjer. Neka je f : R — R funkcija definirana formulom

0 zax <0
f(z) '_{ e"s zax>0

Tvrdimo da je f € C*°(R). Kako je li:%lJrf(:c) = 0, f je neprekidna u 0. Nadalje, f je

ocito klase C* na skupu R \ {0}. Dokazimo da postoje sve n-te derivacije f(0), da su
sve funkcije f™ neprekdine u 0 i da vrijedi

f™0)=0, VneZ,. (3.17)
Dovoljno je dokazati da vrijedi
- f(R)
hli,r& = 0, VneZ,. (3.18)

Naime, iz ([BI8) ¢e tada slijediti da je za svako n € Z, funkcija f™ derivabilna u 0, pa
stoga i neprekidna u 0.

Podsjetimo se da za svaki polinom p stupnja degp > 0 vrijedi

im 28 g (3.19)

z—+o00 et

sto se moze jednostavno dokazati primijenjujuéi L’Hospitalovo pravilo (degp + 1)-puta.
Indukcijom dokazimo da za sve n € Z, postoji polinom p,, takav da vrijedi

(@) = po(a N f(x), Vo >0. (3.20)
Za n = 0 tvrdnja je trivijalna. Pretpostavimo da ([B20) vrijedi za neko n € N. Tada je

d

F ) = pala ) f()] = (8, ol (@) = b (e @), Ve > 0.

gdje je pny1 polinom definiran s p,11(z) 1= 2% (pa(x) — pa(x)’).
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Stoga je

o T TN ] ()
o A VYA - S

gdje zadnja jednakost slijedi iz (BI9). Time smo dokazali tvrdnju (BI7), paje f € C°(R).

) (0
Tvrdimo da Maclaurinov red T'[f] = Z / '( )

n!
otvorenom intevralu I oko 0. Pretpostavimo suprotno. Tada mozemo naci 6 > 0 takav

da vrijedi

2" od f ne konvergira prema f ni na kojem

X £
f) =3 nfo)xn, Va € (5, 6). (3.21)

Prema dokazanom je f™(0) = 0, za sve n € Z,. Iz B2 slijedi f(x) = 0, za sve
x € (=9,9), sto je kontradikcija s ¢injenicom da je f(z) > 0, za sve x > 0.

Definicija. Za funkciju f € C*°(I) definiranu na otvorenom intervalu I C R kazemo da
je analiticka u tocki c € I, ako njen Taylorov red

(e
1. =3 oy

n

ima radijus konvergencije R > 0 i ako postoji 0 < 0 < R takav da vrijedi

() (¢
f ()(

n!

fla)=T[f.cJ(z)=>_ z—c), VYrelc—dc+d6)NI.

Ukoliko je f analiticka u svakoj tocki ¢ € I, onda kazemo da je f analiticka na I. Skup
svih analitickih funkcija na I oznacavamo s C*¥(1).

Napomena. Skup svih analitickih funkcija C¥(I) je dosta ”siromasniji” od skupa svih
funkcija klase C°°(I). Npr. u prethodnom primjeru smo vidjeli da za funkciju f: R — R

definiranu s
0 zax <0
)= { e"s zax>0

vrijedi f € C®(R), ali da f nije analiticka u tocki 0. Stovise, moze se dokazati da postoji
funkcija f € C*°(R) ¢iji Taylorov red T'[f, ¢] ima radijus konvergencije jednak 0, za svaku
tocku c € R.

Teorem. Neka je Z a,(x—c)" red potencije sa radijusom konvergencije R > 0 i stavimo
J :=(c— R,c+ R). Tada je funkcija f : J — R definirana s

fl@)=> an(x—o"



138 3. RED

analiticka na ¢itavom intervalu J. Stovise, za svako o € J Taylorov red

(") (o
:Zf n'( )(:L'—Oé)n

ima radijus konvergencije p > R — |c — «| i vrijedi

2 4(n) (o
f) =Tl =3 T D a0y e @ pat).

n=0

Korolar. Neka je f: I — R funkcija definirana na otvorenom intervalu I C R. Ako je
f analiticka u tocki ¢ € I tada postoji otvoreni interval J oko ¢ sadrzan u I takav da je
f analiticka na J.

Sljededi teorem daje nuzne i dovoljne uvjete da bi funkcija f € C°°(I) bila analiticka na I.

Teorem. Neka je f € C(I), gdje je I C R otvoren interval. Tada je f € C¥(I) ako i
samo ako za svaki ¢ € I postoji 0 > 0 i konstante C' > 0 i r > 0 takve da za sve n € Z,
vrijedi

!
fP (@) < 0=, VreJ:=(c—dc+d)nl. (3.22)
r
U tom slucaju vrijedi
f(z) = Zf (x—¢c)", YexeJNn{c—rc+r). (3.23)
n=0 :

Korolar. Neka je f € C*(1I), gdje je I otvoren interval. Ako za za svaki ¢ € I postoje
0>01iC >0 takvi da za sve n € Z, vrijedi

If™(e)| <C VzeJ:=(—0dc+6) NI, (3.24)

tada je f € C¥(I) i vrijedi

f(z) = i v i (x—¢c)", Vxeld (3.25)

n=0

Zadatak 3.22 Dokazite da je funkcija f : R — R analiticka na R i odredite njen Maclau-
rinov red T'[f], ako je

(a)f(x) :=¢€" (b)f(z) :=sinx (¢)f(z) :==cha.

Rjesenje. Kako bi dokazali da je f € C*¥(R), dovoljno je dokazati da Maclaurinov red
T[f] od f konvergira prema f u svakoj tocki x € R.
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(a) Imamo f((x) = f(x) = e, zasve n € Z, i v € R . Specijalno je f™(0) = 1, za
sve n € Z,, pa je sa

:L..n
T[f] = Z )
dan Maclaurinov red funkcije f.
Dokazimo da je T'[f](z) = f(x), za sve x € R. Uzmimo proizvoljni zy € R i neka je
d > |xo|. Tada je za sve n € N
fMW(z)=e" <€’ =C, Vre(=40).

Iz prethodnog korolara slijedi T'[f](x) = f(x), za sve x € (—0d,0), pa je specijalno
i T[f](x0) = f(xg) = e™. Kako je g € R bio proizvoljan, zaklju¢ujemo da je
T[f](z) = f(x), za sve x € R. Stoga je f € C*(R) i vrijedi

e} n

650:2%’ Vr € R.

n=0
(b) Imamo f™(x) = sin <:E + %) za sve n € Z; i x € R. Specijalno je

0 akon =0,2(mod4)
f™(0) = 1 akon =1(mod4)
—1 akon =3(mod4)

pa je sa
x2n+1

T(f] = Z(—l)"m

dan Maclaurinov red od f. Dokazimo da je T[f](z) = f(z), za sve z € R. Kako za
sve n € Zy vrijedi

FO@) = lsin(z+ ) | <1=C, VieR,

iz. prethodnog korolara slijedi T'[f](x) = f(z), za sve © € R. Stoga je f € C¥(R) i

vrijedi
. e . l.2n+1
SIN T = Z(—]_) m, \V/l' c R.
n=0

(c) Za svako n € Z; i x € R imamo

)y J chz ako2|n
/ (I)_{shx ako 2t n

Specijalno je

1 ako2|n
M) (0) =
F0) { 0 ako2fn
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pa je sa
2n

Tif =Y (;Cn)!

dan Maclaurinov red od f. Dokazimo da je T[f](x) = f(z), za sve x € R. Uzmimo
proizvoljan zy € R i neka je § > |zo|. Tada za sve n € Z, vrijedi

£ ()] < cha < chd = C, Va € (~5,0).

Iz prethodnog korolara slijedi T[f](x) = f(x), za sve x € (—0,0), pa je specijalno
i T[fl(xo) = f(xo) = chxy. Kako je g € R bio proizvoljan, zaklju¢ujemo da je
T[fl(x) = f(x), za sve x € R. Stoga je f € C*(R) i vrijedi

2n

=z
ch:B:Z(Qn)!, Vr € R.

n=0

Slicno bismo pokazali da su funkcije z +— cosz i x +— shz analiticke na R i da vrijedi

> 2n & 2n+1

W T , B x
cosx—Z(—l) o) i th_Zi(Qn—l—l)!’ VreR

Napomena. Primijetimo da Maclaurinov red svake od spomenutih funkcija
- .
r— e’ xw+sinx, xw cosx, x+shx, xz~—chx

konvergira prema pripadnoj funkciji za sve z € R. To ne mora nuzno vrijediti za svaku
funkciju f € C¥(R). Npr. funkcija f : R — R definirana formulom

ima radijus konvergencije R = 1. Potpuno objasnjenje tog fenomena dobit ¢ete na kom-
pleksnoj analizi.

Teorem. Neka su f,g € C¥(I) analiticke funkcije na otvorenom intervalu I i neka su
cel, d>0ie>0 takvi da vrijedi

f(x) Izan(:c—(:)", Ve e Jy:=(c—0d,c+0)NI,
n=0

g(x) = bu(x—c)", Vo€ pi=(c—ect+e)nl,
n=0
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gdje su

f™(e)
n!

Stavimo J := J; N Jy. Tada vrijedi

i b, =29 wnez.

Ay —

(a) Funkcija af + (B¢ je analiticka na J za sve a, § € R i vrijedi

(af + Bg)(x) = Z(aan + Bb,)(x — )", Vx e J.

n=0

(b) Funkcija f - g je analiticka na J i vrijedi
(f-9)@) =) elz—0)", Vel
n=0
gdje su koeficijenti ¢, dani s

n
Cp = Zakbn_k, Vn € Z,.
k=0

(3.26)

(3.27)

Teorem. (Drugi Abelov teorem) Pretpostavimo da red potencija Z a,x" konvergira

prema L za neko r € R\ {0}. Tada

(a) Red potencija Z a,x" konvergira
— uniformno na [0, 7], ako je r > 0,

— uniformno na [r, 0], ako jer <0

(b) Vrijedi

o
— xlir}ﬂl_Zanx” =L, ako jer >0,
n=0

— lim Zanzcn =L, akojer <O0.
n=0

T—r+

Zadatak 3.23 Funkciju f razvijte u Maclaurinov red T[f] ako je

22

(a)f(x):=e" 2 (b)f(x) :=sin*x (¢)f(z) :==In(1+x)

(d)f(x) = arctgx (e)f(z) == In(1 + z + 2?) () f(2) = ——s

Odredite interval konvergencije Z reda T'[f] i ispitajte vrijedi i f(x) = T[f](x), za sve

rel.
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Rjesenje.
(a) Kako je
em:ioir:, Ve € R,
to je . n_ .
e = Zo (_if) _ ZO(_ )n;% . VzeR.
Dakle, ! : .
Tl =Y (15—
njegov interval konvergencije je Z = R i vrijedi f(z) = T[f](z), za sve x € R.
(b) Imamo
sin? x = ﬂ, Vr € R.
Kako je .
cosT = ;(—1)"(2:)‘, Vr € R,
to je :
sin? x = %(1 —cos2x) = %;(—1)"‘1 ((2;72)2? = ;(—1)"%, Vo e R.
Dakle, —
n T
T[f] = ;(—1) @

njegov interval konvergencije je Z = R i vrijedi f(z) = T[f](z), za sve x € R.
(c) Krenimo od reda Z(—l)"t". Njegov radijus konvergencije je R =1 i vrijedi
= nyn 1
> (=t = Vi e (—1,1).

14+t

n=0

Iz (BIG) slijedi

Z(—w;i _ /0 (Z(—l)”t”) it — wld—jt —In(l42), Voe(—11).

In(L4a) =Y (-1)" = = Z(—w—l%, V€ (—1,1).
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Radijus konvergencije reda T'[f] = E (—1)"_1—x jednak je 1, jer je dobiven iz reda
n
n>1

Z(—l)":p" integriranjem ¢lan po ¢lan.

Provjerimo konvergenciju reda 7[f] u rubnim tockama intervala (—1,1).

—Z%

n>1

Za x = —1 rijec je o redu

1
koji divergira, jer harmonijski red Z — divergira
n

n>1

Za x =1 rije¢ je o redu

n>1
koji konvergira prema Leibnizovom kriteriju.

Dakle, interval konvergencije reda T'[f] je interval Z = (—1, 1].

1
Ostaje jos provjeriti vrijedi li Z(—l)"_lg =T[f](1) = f(1) = In2. No to slijedi

n>1
iz drugog Abelovog teoerema, buduéi da je
i(—m—ll = lim i(—l)n—lx—n = lim In(1+2z)=In2.
n

r—1— n r—1—
n=1 n=1

Sve zajedno imamo:
n— z"
T = -

njegov interval konvergencije je Z = (—1,1] i vrijedi f(z) = T[f](z), za sve x € Z.
Krenimo od reda Z(—l)”t2". Njegov radijus konvergencije je R = 1 i vrijedi

1
> (= = o e (—1,1).

n=0

Iz (I6) slijedi
0 2+l x 0 T g
z%( ) 1 /0 (Z( V't )dt /0 e arctgz, Vr e (—1,1)

n= n=0

Dakle, imamo

Vo e (—1,1).
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2n+1

2n+1

Radijus konvergencije reda T'[f] = Z(—l)" jednak je 1, jer je dobiven iz
reda Z(—l)":)ﬂ" integriranjem ¢lan po clan.
Provjerimo konvergenciju reda 7[f] u rubnim tockama intervala (—1,1).

Za x = —11x =1 rijec je redom o redovima

a1 : n 1
Z(_l)n 2n+1 ' Z(_l) 2n+1

koji konvergiraju prema Leibnizovom kriteriju.

Dakle, interval konvergencije reda T'[f] je interval Z = [—1, 1].

Pozivajuéi se na drugi Abelov teorem, zakljucujemo da vrijedi

S b 1 - C 2t . ™
;(—1) m = xl}l_q+nz:%(—1) o+ 1 = xl}{fh_ arctg x = arctg(—1) = 0
e L1 . o0 gt . -
;(_1) 1l xlg{l_nz:%(_l) ol xllgh arctg z = arctg 1 = T

Dakle,
L2+
T =S (=1)"
1= Y1
njegov interval konvergencije je Z = [—1, 1] i vrijedi f(z) = T[f](z), za sve x € Z.

(e) Za x # 1 imamo

1— 3
ltota?="2
11—z
pa je
2 1—a’ 3
In(l+z+27)=In =In(l—-2°)—In(l —z), Vo<l
-z
Prema (c) je
o0 xn
In(1 =) ()=, Vvze(-1,1
W14a) = D Ve (L)
pa je
m1-2) = -3 % & W)= -3 " vee(-11)
nl—z)=—>» — i In(l—-z°)=->» — re (—1,1).
n:ln n=1 n’ 7

Prema [B20) je

In(l+z+2") =n(l—2%) —In(l —2) =) aua", Ve (-11),

n=1



3. RED 145

gdje su koeficijenti a,, dani s

L ako3tn

n

_2
0 = { = ako 3 |n, (3.28)

| =
. T n -1 .. . .
1, pa je R = (limsup {/|a,|)”" = 1. Dokazimo da red T[f] konvergira i u rubnim

Odredimo radijus konvergencije R reda T[f] = Z apz"™. Ocito je limsup,,_, . {

n—oo

tockama intervala (—1,1).

Za x = 1 rijeC je o redu Zan. Za n € N stavimo S,, := Zan. Zelimo dokazati
k=1
da je niz (S, )nen konvergentan. Kako je lim a, = 0, dovoljno je dokazati da je

n—oo

podniz (S5, )nen konvergentan. Za n € N imamo

1 1 2 4
Gon—2 ot T o = g T T T 30 3n(3n - (30 —2)

Stoga je
- 4
Sy = ., VneN.
5 ,; 3n(3n— )(3n—2)"
4
Kako red Z G = D=2 konvergira (granicni kriterij s Z n~?), zakljuéujemo

da postoji lim S3,. Dakle, red Z ay, je uistinu konvergentan. Iz drugog Abelovog

teorema slijedi

Zan— hm_Zan:c = hm In(1+z + 2%) = In3.

n=1 el
Sliéno bismo pokazali da red T'[f] konvergira i za = = —1, te da je
Zl( 1)"ay, xl}ghzlana: xllghln(l—kxjtx )=Inl=0.

Sve zajedno imamo:
= E anx",

gdje su koeficijenti a,, dani s (B28), njegov interval konvergencije je Z = [—1,1] i
vrijedi f(z) = T[f](x), za sve x € .

(f) Imamo
1 1 x?

(14 22)2 T 1422 (1+ 22)?’

Vz € R. (3.29)
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1 . T

m 1x»—>m. Imamo

Odredimo Maclaurinove redove funkcija x +—

1 > o
1+ 22 = Z(_xz)n = Z(—l)n$2n, Vo e (—1,1).
n=0 n=0

Prema [BI0) je

x 1d 1 1d > wom| 1 o . -
pr R G (D—l) v ) — 5> (1))

n=0

:Z(—l)"+1nx2n_1, Vr € (—1,1).
n=1

Stoga je
SL’2 T i( 1)n+1 2n v G( 11>
722:;(;-722: — nr-, xr —1, .
(1+ 22) (1+22)2

o e} [e.e]

ﬁ = (1" = (—1)" g™ =) (—1)"(1+n)2™, Vo e (-1,1).

n= n=1 n=0

Radijus konvergencije reda T'[f] = Z(—l)"(l +n)2*" je jednak 1. Nadalje, kako red T[]
u rubnim tockama intervala (—1, 1) divergira, njegov interval konvergencije je Z = (—1, 1).
Sve zajedno, imamo

Tif] =Y ()" +n)a™,

njegov interval konvergencije je Z = (—1,1) i vrijedi f(z) = T[f](x), za sve x € Z.

A
Zadatak 3.24 Funkciju f razvijte Taylorov red T'[f, ¢] oko tocke ¢, ako je
@)f@) = 5 fx)g, =2 D)= gt e= 4 (Of0)=S, e=1
RjeSenje.
(a) Stavimo y := z + 2. Tada je z = y — 2, pa je
1 1 1 1 (3.30)

O =
—~
—_
Wl
N—
[N}

(I—22 1-(y-2° (B-y?
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Kako je
1 o
1—:Zt, Vt € (—1,1)
n=0
prema (B1H) je
1 d (1 d (=, =
(1—t)2:E(—1—t)_dt<;t> ;n—l—l , Vte(-1,1)
Stoga je
1 = Yy\" n+1 ,
— = m+)(5) =Yy We(-3.3)
(_g) n=0 n=0
Iz (B30) slijedi
1 I &ntl, ~=n+l
(TS > Y :ng@m) Vo € (—5,1)
n=0 n=0
Dakle,

Tif, -2 =Y 2;21 (z +2)".

(b) Stavimo y := xz+4. Tada je x = y — 4. Rastavom na parcijalne razlomke dobivamo

r+3 x+3 2 1 2 1 21 11
22 +3x+2 (z+1)(x+2) z+1 242 y-3 y—2  31-Y4 21-¥
(3.31)
Kako je
1 o
—— =) " Vte (1,1
— ; € (-1,1),
to je
1 N\ =1,
— =2 (5) =X v Wwe(-33)
Y (V) L
1-Y= (—) =5 oy, 2,2
5 nZ:O 5 nZ:oQ"y Vy € (-2,2)
z (B30) i (B28) slijedi
T+ 3 2«1 , 11, /(1 2\ ,

=/ 1 2 .
= <2n+1 ~ 3n+1) (z+4)", Vre(-2,2).
0

n=

Dakle,

T(f, 4] = <2n1+1 — 3n2+1) (z+4)".
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(c) Stavimo y :=x — 1. Tada je x =y + 1. pa je

em:e“l:e-ey:ag —:E —y", Yy eR
n! n!
n=0 n=0

Teorem. Za svako a € R funkcija f: (—1,400) — R definirana formulom
f(a?) = (1 + 1’)0‘ _ ealn(l-}-x)

je analiticka na (—1, +o0). Njen Macalaurinov red je tzv. binomni red i dan je s

T =) <z) a", (3.32)

n>0

gdje su <a) tzv. binomni koeficijenti i dani su s
n

<a>::1 : (a) _alo=) oot

0 n n!
Radijus konvergencije reda (B32) jednak je 1 i vrijedi
Tf)(x) = f(2), Ve (~1,1). (3.33)

Napomena. Istaknimo neke binomne koeficijente koji se ¢esto javljaju:

()=o) o
(}) = o = i () o
(3) = o = S () .




3. RED 149

Zadatak 3.25 Funkciju f razvijte u Maclaurinov red T[f], ako je

() f(x) = VIta (0) f(z) = \/11—W (0)f(x) := Arshz.

Rjesenje.
(a) Iz (B32) 1 (B3D) slijedi

Vitr=(1+4z)2 = f (%)x" =1+ f (=) (2" a 2)9:" Vo e (—1,1)
B B n)" n - 22n-1 ’ o
n=1

n—1
n=0

Dakle,

J% = (1+y)7% = 2 (:})y" = g (_4?” <2n) y", Wy e (-1,1)
Stoga je
\/11—W =(1—da) = g% (_4}1)” (2:) (—4a2)" = nio (2;;) P Vre (-2,
Dakle,
1171 = 5 ()
(c) Iz B32) i B30) slijedi

) 2 <—n%)t2n _ io 1 (2:)% e

Prema (GEI8) je
e [t (S5 () )
) 2 Ty (2:) T vee LD

Dakle,

n

Tifl=2. 4n52_n1r 1) (2n) .
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Zadatak 3.26 Izracunajte sume redova

2L (=1) ! L (=1)"-n “n?4dn+1 = ) (2n — )
b A LT
(a);n(n—i—l) ( ); (2n 1 1)! (C); 3 ; @2n)ll
Rjesenje.
(a) Definirajmo funkciju f : [—1,1] — R formulom
3.37
; n(n+1) ( )
1
Kako red Z —— konvergira, f je dobro definirana funkcija. Trebamo izracunati
= n(n+1)
e n+1
Z (-1 f(=1).
n(n —I— 1)
n=1
Prema [BI0) je
Fy =2 iL —iﬁ Wt (—1,1) (3.38)
Cdt “— n(n+1) _nzln’ T '

[stim argumentom dobivamo

f(t) = jt (Z ) Zt” L= —, Vi e (—1,1).
Iz B3D) i B3Y) slijedi f(0) = f'(0) = 0. Stoga je
P =) -0 = [ Fd= [ di= -t -y, e -1,
te

fo) = f /f dy—/0< In(1 - )) dy
L

—In( du:%
dv—dy v=y

z T ydy

0 0o 1—u

| = -y

—xln(l—x)—/ox (ﬁ—l) dy=—zln(l—z)+In(l —z)+=z
=(1—-2)In(1 —2)+2, Vre(-11).

Prema drugom Abelovom teoremu je

S UV fe= i f@)= dim [l —2)+ () + 2

n(n+1) z——1+ z——1+

=2mn2-1.
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(b)

Definirajmo funkciju f : R — R formulom
'_ — (=1)"-n 2n+1
J(w) = ; @n+ 11"

Prema D’Alembertovom kriteriju f je dobro definirana funkcija. Trebamo izra¢unati

oo

(—1)"
Yooy = S,
“— (2n+1)!
Za x € R imamo
—_ — (=) o1 _ L — ()" [2n+1) —1] o1 _ L — (=1)" 2n+1
Jx) = Z(2n+1)x 2; EES _2;(2n)!x
G VT I o N G D APTE o S G ) Ee
22 nr1t T 2; 2n) " 2;(2n+1)'$
%(m cosx — sin ).
Stoga je
Z 2n+1 (1):§(C081—81H1).

n=0
Definirajmo funkciju f : (—1,1) — R formulom

o0

fx) = Z:(n2 +4n + 1)z"

n=0

Primijetimo da je f dobro definirana funkcija. Naime, prema Cauchy-Hadamardovoj
formuli (B2) radijus konvergencije reda potencija jednak 1. Trebamo izracunati

°°n+4n+1 1
S = (3)

n=0

Iz

Z Vo e (—1,1) (3.39)
te (BI3) slijedi

1 d [ 1 d .
m:%<l—x):da:< ) ZW o Vel
n=0

Stoga je

an Ve e (—1,1). (3.40)
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Ako deriviramo jednakost (B:40) i ponovo iskoristimo (BIH), imamo

1+=z d .
(1—@3:35<Hi§3) dx<§:m{> E:” . Voe(-11).

=0

Odavde slijedi

1+:L"
a = Zn Vo e (—1,1). (3.41)

2 (T, (), (@) te (20 sifed
= in%" —I—4in:ﬂ" +ix"
n=0 =0 n=0

z(l+x) 4 1

= , Vre(—1,1).
0—op T a—ag 1= "ELY
Napokon,
= n?+ 4n +1 1
> 1()-
n=0
—1)"(2n — !
(d) Najprije primijetimo da je red Z ) (é 7;" ) konvergentan. Zaista, definira-
n)!!
jmo niz (a,)nen S
(2n — 1!
Ay 1=
(2n!)

i provjerimo jesu li ispunjeni uvjeti Leibnizovog kriterija.

— Niz (an)nen je o€ito padajué niz.

— Takoder vrijedi i lim a, = 0. To slijedi iz nejednakosti

n—oo

— 1\l
(2n-1! _ 1

)l = Jn’

koja se lako pokaze indukcijom.

Vn e N

Dakle, dani red je usitinu konvergentan. Iz prvog Abelovog teorema slijedi da je
funkcija
- —1
Z 2n — D! L p2n
2n I

n=1

dobro definirana na intervalu (—1,1]. Prema (B32) , B33) i (B30) je
1 _ 2\-1 _ S 3 "(2n— DN o,
/71+x2_(1+$)2_z< ) _1+Z inl v
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Dakle,
1
flz) = foqfaé'__l’ Ve e (—1,1).
Iz drugog Abelovog teorema slijedi
- "(2n — 1) 1 1
=f(1)=1 1 —-1)=—-1
> I = s = i s = i (1) =
A
Zadatak 3.27 Izracunajte f°%)(0) ako je
2
@f@)=cosc?)  Of@) =T (@) =L
Rjesenje.
(a) Kako je
0 2n
cosT = ;(—1)"( Ik Vr e R
to je
0 4in
_ 2 _ n L
f(z) = cosa® = ;(—1) ) Vx € R.
S . : . —1)502 1
Buduéi da je 2008 = 4 - 502, koeficijent uz 22°%® jedank je asgos ::(2~5L2ﬂ = 001
Stoga je
2008!
f2°%8(0) = 2008! - aggs = Tood]
(b) Kako je
e’ 22222 e Vr € R
to je
5 OO l.3n+1
=xe ¥ = -1 Vo € R.
o) = = S v
1669
Buduéi da je 2008 = 3 - 669 + 1, koeficijent uz 2°%® jednak je asws = —EE%T—-—
) !
—@ Dakle

2008!

2008 — |. — _
f (0) 2008! a2008 669! .




154 3. RED

L (1—2%)"2 = > <_5>(—1)“:c“ =1+) %x% Vo € (—1,1),

n=0 n=1
to je
2 00
x 2 (2n =D 5
e =1+ ——z"", Vz e (—-1,1).
V1—a? ; (2n)! < )
o . 2008 - : 2005!!
Buduéi da je 2008 = 2-1003 + 2, koeficijent uz 2*"° jednak je agpos = 200611° Dakle,
2008! - 2005!!
J*(0) = 2008! - aso0s = ——5=— = 2008 - 2007 - 2005!!”.

Zadatak 3.28 * Izracunajte sumu reda

0!+4!+ 8! +12!+
40 8 121 16!

RjesSenje. Primijetimo da je opéi ¢lan a,, (n € Z,) gornjeg reda oblika

4n)! 1
R C I

An+1))!  (dn+1)(dn+2)4n+3)(4n+4)
Kako je (k+1)(k+2)—k(k+3)=2,(k+3)—k=31(k+2)—(k+1) =1, Vk € Ntoje

1 1 1 1+1 1 1 1
6 4dn+1 2 4n+2 2 4n+3 6 4n+4’

Vn € Z.

Qn

Primijetimo da je

1
L 4:/ e de, V1< <4, neZy,
4n—|—] 0
te da red polinoma
= 1 In 1 4n+1 1 An+2 1 An+3
> (g - g e g - )

uniformno konvergira na segmentu [0, 1] prema funkeciji

(1— =)

1@ = i)

Naime, za proizvoljno m € Ni z € [0, 1] imamo

m—1 1

[ ant2 L 4n+3> (1 —x)? _
<6$ TR 6" 6(l+a2)1+a2)|

=0

3
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1

6

(1—2'™)(1 — z)? (1—x)?

(14+22)(1+x) (14 2)(1+ 2?)

x4m<1 _ Z’)2

1
(1t =

gy g @1y L _dey
6 ~ 6\2m+1 (2m+1)2 — 6\3/ (2m+1)%

pri éemu nejednakost (A) vrijedi zato §to funkcija z +— (1 — z)%2*™ postize maksimum
2 4m 1
na [0, 1] u tocki zy := anj_ 7 52 iznosom (%) GmE e Kako zadnja nejed-
1

nakost ne ovisi o izboru z € [0, 1], te kako je lim = 0, zakljucujemo da je

m—oo (2m + 1)2
konvergencija reda uniformna.
Napokon, ra¢unamo:

o o

B G 1 N S 11 )_
n = 6 dn+1 2 dn+2 2 dn+3 6 dn+d)

n=0 n=0
S|
1 4n 1 An+1 1 An+2 1 An+3
;/o <6x — 3% —|—§x — g7 )dx:

= /1 1 1 1
[ Red polinoma Z <6x4" - §x4n+1 + §x4”+2 - 6x4”+3> uniformno konvergira
n=0

(1—x)

6(1+2)(1+22) pa suma i integral komutiraju.]

na [0, 1] prema funkciji « +—

/lf:<1x4n_1x4n+1+1x4n+2_1x4n+3) dle/l (1—x)? o
0 = \6 2 2 6 6 Jo (14+2)(1+2?)

L[ty 2 z+1 1 11 | | T
Z - dr = = In(1 (1 2)—— tgz| = -m2—Z.
6/0 <1+x 1+x2> v=ghl+o)] =G+ —gactgr| =72 -

A

Koliko je zapravo klasa analitickih funkcija C¥(7) istaknuta medu funkcijama klase C>°(1),
zorno docarava sljedeéi teorem:

Teorem. (Teorem o jedinstvenosti analiticke funkcije) Neka su f,g € C¥(I) dvije
analiticke funkcije definirane na otvorenom intervalu /. Pretpostavimo da postoji kon-
vergentni i injektivni niz (a,)n,eny u I takav da vrijedi o := lim a, € I, te

fla,) =g(a,), Vn€N.

Tada je f = g, tj. vrijedi
flz)=g(z), Veel
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Zadatak 3.29 * Postoji li analiticka funkcija f € C¥(I) defininrana na nekom otvorenom
intervalu I oko 0 takva da vrijedi

1 1+ (-1 1
f(-):L, za sve n € N takve da je — € I?
n

n n3

Rjesenje. Pretpostavimo da takva funkcija f postoji. Tada postoji ny € N takav da je
% € I, za sve n > ng. Zan € N Stavimo

1
ap = ——.
2(ng+mn)+1
Primijetimo da je (a,),eny konvergentan i injektivan niz u I s lim a, = 0 € I. Iz pret-
postavke zadatka slijedi
1 -1 2(no+n)+1
flan) = + (=1) =0, VneNl.

2(ng +n) + 12
Teorem o jednistvenosti analiticke funkcije povlaci
f(z) =0, Vxel,

Sto je kontradikcija s ¢injenicom da je 2ng € I i

f( L ):L—UMZL#O_

2no 20, 4nd
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Zadaci za vjezbu

3.30 Odredite radijus konvergencije i interval konvergencije redova potencija
s (z+1)"
2n2 n! b (n —9\n
(a) Z v ( )Z 5n)! (z=2) (c) ; nln(n!)

Tz — 1)" (=1)"n?
(@> ﬁ () <1 + %) " (£)) (@2V2-1)"a"

n>1 n>1

—~

3.31 Funkciju f razvijte u Taylorov red T[f,c| oko tocke ¢, odredite njegov interval
konvergencije, te izracunajte f%%)(c) ako je

(a)f(x) = % c=0 () f(z) = %m%, c=0 (O)f(x) =In(z®+2—6), c=2
(d)f(z) :=sin*z +cos'z, c=1 (e)f(z):= co;x’ c=1 () f(x) = ($2i 1)3, c=0
3.32 Dokazite da je s

sy i= 30 T e

n=1

dobro definirana funkcija f : [—1,1] — R i odredite eksplicitnu formulu od f.

3.33 Izracunajte sume redova

— (-1)" — (=1 —~3"(n+1
(a)zn2(+ n)—2 (b>zn<(2n)— 1) <C)Z (n'—i_ :

; np1 (2n+1)° = = = (n+1)(n+2)(n+3)
(d) ;(—1) @ty (e) ; 2 3n (£) ;:0 on '

3.34 Nadite sve analiticke funkcije f € C*(R) za koje Maclaurinov red T[f] konvergira
uniformno prema f na ¢itavom R.

3.35 Dokazite da je s

f(a) = i oS 73227

n=0 €

dobro definirana funkcija f : R — R . Nadalje dokazite da je f € C*(R), te da Maclau-
rinov red T'[f] od f divergira za sve x # 0.

3.36 Postoji li analiticka funkcija f € C¥(R) za koju vrijedi

O{x eER: fM(z) =0} =R.?
n=0
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