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Poglavlje 1

Osnovne o normiranim prostorima

Tokom ¢itavog kolegija F ¢e oznacavati polje realnih brojeva R ili kompleknih brojeva C.

1.1 Vektorski prostori

Definicija 1.1.1. Vektorski prostor nad poljem F je skup X koji je AbelovaE] grupa s obzirom na
operaciju zbrajanja
+: X x X — X, (x,y) —z+y

i na kojem je definirana operacija mnozenja elementima polja F
FxX—X (A, z) = Az,
koja je distributivna s obzirom na obje operacije zbrajanja
Mz +y) =z + My i AN+ pwz =z + py V\ueF, z,ye X,
ima svojstvo kvaziasocijativnosti
(Ap)x = A(px) VA pueF, xeX,

te jedinica 1 polja F je neutralna
lx== Vz € X.

Ako je X vektorski prostor nad poljem F, tada elemente od X obi¢no zovemo vektori, a elemente
od F skalari.

Definicija 1.1.2. Neka je X vektorski prostor nad poljem F. Za neprazan podskup Y od X kazemo da
je potprostor od X i piSemo Y < X, ako je Y sam vektorski prostor nad istim poljem s obzirom na iste
operacije.

Napomena 1.1.3. Neka je X vektorski prostor nad poljem F.

(a) Neprazan podskup Y od X je potprostor od X ako i samo ako vrijedi

Ae+puy ey VauelF, x,yeY.

(b) Presjek proizvoljne familije potprostora od X je potprostor od X.
Definicija 1.1.4. Neka je X vektorski prostor nad poljem F i neka je S proizvoljan podskup od X.

e Linearna ljuska od S je najmanji potprostor [S] od X koji sadrzi skup S, tj. [S] je presjek svih
potprostora od X koji sadrze S. Ako je [S] = X, tada kazemo da S razapinje X.

!Niels Henrik Abel (1802.-1829.), norveski matematicar
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e Za vektor x € X kazemo da je linearna kombinacija vektora iz skupa S ako postoji konacéno
mnogo vektora zy,...,x, iz S te skalari Ay,..., A\, € F takvi da je

rT=MNz1+ ...+ A\Zn.
U tom slucaju za x kazemo i da je linearna kombinacija vektora z1,...,z,.

e Za S kazemo da je linearno nezavisan ako x ¢ [S'\ {z}] za sve z € S. U protivhom za S kazemo
da je linearno zavisan.

Napomena 1.1.5.
(a) [S] je to¢no skup svih linearnih kombinacija vektora iz S.
(b) S je linearno nezavisan ako i samo ako za svaki konac¢an podskup {z1,...,z,} vektora iz S iz
Mz + ...+ iz, =0
slijedi Ay = ... =X, =0.

Definicija 1.1.6. Neka je X vektorski prostor nad poljem F. Za svaki linearno nezavisan podskup B od
X koji razapinje X kazemo da je algebarska ili HamelovaE] baza za X.

Napomena 1.1.7. Podskup B od X je algebarska baza za X ako i samo ako svaki vektor iz X mozemo na
jedinstven nacin prikazati kao linearnu kombinaciju vektora iz B, tj. za svaki x € X postoji jedinstvena
funkcija ¢, : B — F s kona¢nim nosac¢em (tj. ¢ poprima samo kona¢no mnogo vrijednosti razlic¢itih od

0) takva da je
x = Z ©z(b)b.
beB

Definicija 1.1.8. Za vektorski prostor X nad poljem [ kazemo da je konaénodimenzionalan ako je X
razapet s nekim svojim kona¢nim podskupom. U protivnom za X kazemo da je beskonaénodimenzionalan.

U kona¢nodimenzionalnom slu¢aju se pojam algebarske baze podudara sa standardnim pojmom baze.
Kao sto znamo iz elementarne linearne algebre, ako je X kona¢nodimenzionalni vektorski prostor nad
poljem T, tada:

(i) X ima konaénu bazu.
(ii) Svake dvije baze za X imaju jednako mnogo elemenata. Taj broj se zove dimenzija od V.
(iii) Svaki linearno nezavisan podskup od X je sadrzan u nekoj bazi za X.
(iv) Svaki podskup od X koji razapinje X sadrzi neku bazu za X.
Analogni rezultati vrijede i u beskona¢nodimenzionalnom slucaju:
Teorem 1.1.9. Neka je X wvektorski prostor nad poljem F. Tada vrijedi:
(i) Postoji barem jedna algebarska baza za X .
(ii) Svake dvije algebarske baze za X su ekvipotentne.
(iii) Svaki linearno nezavisan podskup od X je sadrian u nekoj algebarskoj bazi za X .

(iv) Svaki podskup od X koji razapinje X sadrzi neku algebarsku bazu za X.

2Georg Hamel (1877.-1954.), njemacki matematicar
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U beskona¢nodimenzionalnom slu¢aju Teorem se ne moze dokazati bez koristenja neke varijante
Aksioma izbora (obi¢no se dokazuje koriStenjem njemu ekvivalentne Zornove leme). Stovise, moze se
pokazati da je tvrdnja (i) Teorema zapravo ekvivalentna s Aksiomom izbora. Pristjetimo se, aksiom
izbora i Zornova lema se obi¢no izricu u sljedecoj formi (vidjeti [11]):

Aksiom izbora (AC)

Ako je {X; : 1 € I} neprazna familija nepraznih u parovima disjunktinih skupova, tada postoji skup X
koji sadrzi toéno jedan element svakog skupa X;, tj. X N A; je jednoclan skup za sve i € I.

Zornova] lema

Neka je X neprazan parcijalno ureden skup sa svojstvom da svaki neprazan lanac uw X ima gornju (donju)
medu u X. Tada X ima barem jedan maksimalni (minimalni) element.

Aksiom izbora je dugo vremena bio predmet mnogih kritika, no danas ga veéina matematicara koristi
bez ikakve zadrske. Njegova glavna kritika je vezana uz njegovu nekonstruktivnost, tj. on nam samo
garantira egzisteniciju nekog skupa s nekim odgovarajué¢im svojstvom, dok nam s druge strane ne daje
nikakav algoritam kako takav skup konstruirati. Druga kritika je vezana uz ¢injenicu da se pomocu njega
mogu dokazati mnoge neintuitivne (i naoko kontroverzne) tvrdnje kao npr. slavni Banach-TarskijevEHﬂ
paradoks, koji ukratko (i malo neformalno) kaze da se jediniéna kugla u R® moze particionirati na
konaéno mnogo dijelova od kojih se koristeéi samo kruta gibanja (rotacije i translacije) mogu sastaviti
dvije kugle identi¢ne pocetnoj. Iako se na prvi pogled Banach-Tarskijev paradoks moze ¢initi kontra-
diktornim (pogotovo ako nemamo iskustva s teorijom mjere), on je "legitiman” teorem teorije ZFC
(Zermelo—Fraenkelovaﬂm teorija skupova s Aksiomom izbora). Mi éemo u nekoliko navrata tokom ovog
kursa esencijalno koristiti Aksiom izbora (Zornovu lemu).

Tvrdnja (ii) Teorema nam opravdava sljedecu definiciju:

Definicija 1.1.10. Ako je X vektorski prostor nad poljem F, onda je (algebarska) dimenzija od X
kardinalni broj neke (pa onda i svake) algebarske baze za X. Kao i u kona¢nodimenzionalnom slu¢aju,
dimenziju od X ozna¢avamo s dim X.

1.2 Normirani, metricki i topoloski prostori

Definicija 1.2.1. Neka je X vektorski prostor nad poljem F. Polunorma na X je funkcija ||- || : X — R
koja koja zadovoljava sljedeca svojstva:

(N1) ||z|| > 0 za sve x € X (nenegativnost),

(N2) ||Az|| = |Al||z| za sve A € F iz € X (apsolutna homogenost),
(N3) ||z +y| < |lz|| + ||ly|| za sve 2,y € X (nejednakost trokuta).
Ako dodatno vrijedi

(N4) ||z|| = 0 ako i samo ako = = 0 (strogost),

onda kazemo da je || - || norma na X, a par (X, | - ||) (ili samo za X ako se norma | - || podrazumijeva)
kazemo da je normiran prostor.

Ako je || - || polunorma na X, onda iz (N2) za A = 0 dobivamo ||0|| = 0, a iz (N2) i (N3) dobivamo
Jall < e =yl + iyl i lgll < lle — gl + ], odnosno nejednakost

Nzl =yl < le =yl Va,ye X. (1.1)

3Max August Zorn (1906.-1993.), njemacki matematicar

4Stefan Banach (1892.-1945.), poljski matematicar

5 Alfred Tarski (1901.-1983.), poljsko-americki logi¢ar i matematicar
SErnst Zermelo (1871.-1953.), njemacki logi¢ar i matematicar
“Abraham Fraenkel (1891-1965.), njemacko-izraelski matematicar
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Primjer 1.2.2.

(a)

Kao sto smo vidjeli na DIFRAF-u (vidjeti [19]), na vektorskom prostoru F" (n € N) je istaknuta
sljedeca familija normi

(€1, &nllp = (Z |€k|p>p (p=1),
k=1

te
H(é.h s agn)HOO = maX{‘gk‘ 1<k< n}
Normirani prostor (F”, || - ||,) takoder oznacavamo s /5.
Opéenitije, ako su (X1, || - ||x,),- -, (Xn, || - ||x,,) normirani prostori nad F, onda i njihov kartezijev

produkt X; x --- x X,, postaje normiran prostor nad F uz operacije po komponentama i norme

1
n »
(@1, zn)llp = <Z IkaIIQk) (p=>1),
k=1

te
|(z1,...,2n) |00 == max{|lzx|x, : 1 <k <n}.
Pritom za x = (z1,...,2,) € X1 X -+ X X, vrijedi
n P 1
[2]loo < [lll, < (Z H$H§0> =7 |2 - (1.2)
k=1

Za 1 < p < oo normiran prostor (Xi X -+ X X, || - [|p) ¢emo oznacavati s @), ., Xi 1 zvati
(vanjska) (P-direktna suma normiranih prostora (X1, |/x;),- -, (Xn, || |x,)- Za n =2 obi¢no

pisemo X @, Xo.

Oznac¢imo s FYN vektorski prostor svih nizova (&k)r u I, uz operacije po tockama. Neka su redom
o0, Co i ¢ potprostori od FY definirani na sljedeéi nacin:

coo = {x = (&) : & # 0 za konaéno mnogo k € N},
Ccy = {1‘ = (ék)k : lim fk = 0},
k—o0

c:= {x = (&g : lim & postoji} :
k—o0

Ocito je cop C ¢ C c.

Nadalje, za 1 < p < 0o definiramo podskup 7 C FN na sljedeéi nacin:

= {x =&k Y _ Il < 00}-
=1

Ocito je £P zatvoren s obzirom an operaciju mnozenja skalarom. Nadalje, koristeéi specijalni slucaj
Minkowskijeve nejednakostilﬂ vidimo i da je ¢P zatvoren s obzirom na zbrajanje, tako da je fP
potprostor od FY, te

3=

1€k )llp == (Z \&el”) (1<p<oo),
k=1

8Hermann Minkowski (1864.-1909.), njemacki matematicar
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definira normu na #P. Prostor £°°, kao i njegove potprostore cg i ¢, opskrbljujemo s normom

1€k )k lloo := sup{|&k| : k& € N}.
Sve zajedno, za 1 < p < ¢ < oo imamo sljedece inkluzije potprostora
coo CP CliCcgCecCl™
i sve te inkluzije su striktne. Nadalje, za sve x € ? vrijedi
[2]loo < [lzllg < ]l (1.3)

(vratit éemo se na to kasnije, no u meduvremenu pokusajte sve te tvrdnje provjeriti za DZ). Takoder
primijetimo da je cog je beskonac¢nodimenzionalan pa isto vrijedi i za sve njegove nadprostore.
Naime, za svaki n € N definirajmo niz e,, ¢ija je n-ta vrijednost jednaka 1, a sve preostale 0. Tada
je {en : n € N} algebarska baza za cgg, tako da je dim oy = R.

Opéenitije, neka je (X, F, u) prostor mjere. Na vektorskom prostoru svih izmjerivih funkcija f :
X — F definirali smo relaciju ~ tako da je f ~ g ako je f(z) = g(z) za gotovo sve € X. Pripadne
klase ekvivalencije [f]~ i dalje (malo neprecizno) oznac¢avamo s f, te ih smatramo funkcijama. Jasno
je da takav skup ima strukturu vektorskog prostora nad F (kvocijentni prostor). Za 1 < p < oo
definiramo LP(X, F, u) (ili samo L kada su F i u jasni iz konteksta) kao skup svih (klasa) izmjerivih

funkcija f : X — F za koje je
1P du < oc
X

Tada je LP vektorski prostor nad F, te je s

1l = </X If!”du>p

definirana norma na LP. Pripadna nejednakost trokuta || f+g|l, < || |+ gllp je upravo standardna
verzija Minkowskijeve nejednakosti. Nadalje, definiramo L*° kao skup svih esencijalno omedenih
funkcija f : X — F, sto znaci da postoji konstanta M > 0 takva da je |f(z)| < M za gotovo sve
z € X. Tada je L™ vektorski prostor nad F te je s

| flloo :=1inf{M > 0: |f(x)] < M za gotovo sve z € X}

definirana norma na L*°. Sve zajedno, (LP, || - ||,) je normiran prostor za sve 1 < p < oo (za detalje
vidjeti [32]).

Posebno, ako uzmemo X = N, F = P(N) te za p mjeru prebrojavanja, dobivamo upravo "male”
(P-prostore, tj. LP(N, P(N), u) = ¢P.

Sliéno, na funkcijskom prostoru C([a, b]) neprekidnih funkcija f : [a,b] — F (s obzirom na operacije
po tockama) definiramo familiju normi

1fllp = (/ablf(t)\pdtf (1<p<o0),

te
[flloo := max{[f(t)] : t € [a,b]}.
Ocito je za sve f € C([a,b]),

1l = (/ab\f(mpdt)’l’ < (/b LI dt)i — (b= )% |l (1.4)
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Napomena 1.2.3.
(a) Oznaku || - || opravdava ¢injenica da je ||2|o = limp_oo [|2]|p-

(b) Na analogan na¢in smo mogli definirati || - ||, za 0 < p < 1, no tada || - ||, neée biti norma, jer ne
zadovoljava nejednakost trokuta/Minkowskog. Provjerite!

Definicija 1.2.4. Za dvije norme || - || i || - ||’ na vektorskom prostoru X kazemo da su ekvivalentne
ako postoje konstante m, M > 0 tako da vrijedi

mfz] < [z < Mz|| Vze X
U tom slucaju pisemo || - || ~ || - ||".

Lako se provjeri da je ~ relacija ekvivalencije na skupu svih normi na X.

Primger 1.2.5. Ako su Xj, ..., X, normirani prostori, tada su prema (|1.2]), sve norme || - ||, (1 <p < o0)
na X7 x --- x X, medusobno ekvivalentne.

Napomena 1.2.6. Na DIFRAF-u smo naucili da su svake dvije norme na F"™ ekvivalentne. Ta se tvrdnja
lako moze poopéiti na proizvoljne kona¢nodimenzionalne vektorske prostore. Naime, neka je X vektorski
prostor nad F konac¢ne dimenzije n i neka su || - || i -]/ dvije norme na X. Koriste¢i neku fiksiranu bazu
B={bi,...,b,} za X, na F" definiramo

n n /
€0 &l =D &bl 1 € &l = || Y &rbr
k=1 k=1
Tada su || - ||gn 1 || - || norme na F™ pa su stoga ekvivalentne. S obzirom da se svaki element iz X moze
prikazati kao linearna kombinacija vektora iz B, zaklju¢ujemo i da su pocetne norme || - || i - |’ na X

ekvivalentne. Dakle, na konacnodimenzionalnom vektorskom prostoru su svake dvije norme ekvivalentne.
Ta tvrdnja viSe ne vrijedi na beskona¢nodimenzionalnim prostorima.

Primgjer 1.2.7. Promotrimo prostor cog s normama || - ||, i || - |leo. 1z (1.4) znamo da je ||z|o < ||z, za
sve £ € cgp. S druge strane, ne postoji konstanta M > 0 takva da je ||z, < M|z||o za sve z € cpo.
Naime, za n € N neka je x, niz koji na prvih n-mjesta ima 1, a na ostalima 0. Tada je ||zn|lcc = 11
ally = /2. Dakle || - lp 7 || - oo 2 coo.

Takoder pokazimo da norme || - ||, i || - [|so nisu ekvivalentne niti u funkcijskom prostoru C([0, 1]). Iz
(1.3) znamo da je || f|l, < || flloc za f € C([0,1]). S druge strane, ne postoji konstanta M > 0 takva da
je [[flloo < M| fl|p za sve f € C([0,1]). Naime, promotrimo niz funkcija (fx)r u C([0,1]) definiran s

v 1
At ::{ (—2K2t + 2k)», te [01, 1]
Oa te <E’ 1]

Kako za sve k € N vrijedi || fxlloo = (2k)Y7 i || fill, = 1, zakljucujemo || - ||, # || - |loo na C([0, 1]).
Stovise, ¢injenica da su svake dvije norme ekvivalentne karakterizira konaénodimenzionalne vektorske

prostore:

Propozicija 1.2.8. Vektorski prostor X je konacnodimenzionalan ako ¢ samo ako su svake dvije norme
na X ekvivalentne.

Dokaz. Prema Napomeni ako je dim X < Ny, onda su svake dvije norme na X ekvivalentne.
Obratno, pretpostavimo da je dim X > ¥, i fiksirajmo neku algebarsku bazu B za X (egzistenciju
garantira Teorem [1.1.9). Tada za svaki x € X postoji jedinstvena funkcija ¢, : B — F s kona¢nim

nosac¢em takva da je
xr = Z ©x(b)b.

beB
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Koristeéi bazu B definiramo norme || - || i || - || (analogone normi || - || 1 || - [|1) na X na sljedeéi nacin

2] = max{]o(0)] : beBY 1 2l =Y lea (D).
beB

Zan € N neka je B,, proizvoljan n-clani podskup od B. Tada za vektor z, :=  ;,c5 bimamo [|zg,[ =1
i|lzp,||' = n. S obzirom da je B beskonacan skup, zaklju¢ujemo da || - || £ || - ||'. O

*
% *

Definicija 1.2.9. Neka je X neprazan skup. Metrika na X je funkcija d : X x X — R koja zadovoljava
sljedeca svojstva:

(M1) d(x,y) > 0 za sve x,y € X (nenegativnost);

(M2) d(z,y) = d(y,z) za sve x,y € X (simetri¢nost);

(M3) d(z,y) = 0 ako i samo ako x = y (strogost);

(M4) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) za sve z,y,z € X (nejednakost trokuta).

U tom slucaju za par (X,d) (ili samo za X ako se metrika d podrazumijeva) kazemo da je metricki
prostor.

Elemente metrickog prostora obi¢no nazivamo tocke.

Primger 1.2.10.

(a) Svaki normiran prostor X postaje metricki uz metriku
d(z,y) =z -yl (z,y € X).
Za tu metriku d kazemo da je metrika inducirana iz norme || - ||.
(b) Na svakom nepraznom skupu mozemo definirati diskretnu metriku d: X x X — R s

d(z,y) 0 akox=y
T,y) =
Y 1 ako x #y.

Kazemo i da je (X, d) diskretan metricki prostor.

Napomena 1.2.11. Neka je A neprazan podskup metrickog prostora (X, d). Tada restrikcija dg := d|ax4 :
A x A — R ocito zadovoljava aksiome (M1)-(M4), tako da je d4 metrika na A koju zovemo relativna
metrika, a metricki prostor (A, d4) zovemo potprostor od (X, d). Udaljenost dviju tocaka iz A jednaka
je bez obzira gledamo li na njih kao na tocke iz A ili X, pa ¢emo i metriku d4 takoder oznacavati s d.

Definicija 1.2.12. Neka je X metricki prostor.
e Neka sux € X ir>0. Za skup
K(z,r):={y e X : d(z,y) <r}

kazemo da je otvorena kugla sa sredistem u z radijusa r. Analogno, za skup

K(z,r):={y€ X : d(z,y) <r}

kazemo da je zatvorena kugla sa sredistem u x radijusa r.

e Za skup U C X kazemo da je otvoren, ako za svaki x € U postoji r > 0 takav da je K(x,r) CU.
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e Za skup C C X kazemo da je zatvoren ako je njegov komplement C° = X \ C otvoren.

Primger 1.2.13. (a) Svaka otvorena kugla metrickog prostora X je otvoren skup. Analogno, svaka
zatvorena kugla u X je zatvoren skup.

(b) Svaki kona¢an skup u metrickom prostoru je zatvoren.

(¢) U normiranom prostoru X jedini skupovi koji su istovremeno otvoreni i zatvoreni su () i X. Argu-
ment je isti kao i za F" (konveksnost = povezanost putevima = povezanost).

(d) U diskretnom metrickom prostoru je svaki njegov podskup istovremeno otvoren i zatvoren.
Definicija 1.2.14. Neka je X metricki prostor.
e Za podskup A C X kazemo da je ogranicen ako je njegov dijametar
diam A := sup{d(z,y) : z,y € A}
konacan.

e Za funkciju f : S — X, gdje je S neki skup, kazemo da je ograniCena ako je njena slika f(5)
ogranicen skup u X.

Primijetimo da je A C X ograni¢en ako i samo ako je A sadrzan u nekoj kugli u X. Ako je X
normiran prostor, tada je dovoljno promatrati kugle s centrom u 0, tako da je A ogranic¢en ako i samo
ako postoji M > 0 takav da je ||z|| < M za sve z € A.

Napomena 1.2.15. Neka je X metricki prostor. Oznac¢imo s T familiju svih otvorenih skupova u X. Tada
vrijedi:

(T1) X,0eT.
(T2) Familija 7 je zatvorena na proizvoljne unije.
(T3) Familija 7 je zatvorena na konacne presjeke.

Koristeé¢i De Morganovaﬂ pravila, dobivamo analogne tvrdnje i za familiju zatvorenih skupova C u X,
dakle: X, € C, te je familija C zatvorena na proizvoljne presjeke i kona¢ne unije.

Definicija 1.2.16. Neka je X skupi7 C P(X) familija podskupova od X koja zadovoljava svojstva T1,
T2 i T3. Tada kazemo da je 7 topologija na X, a par (X,7T) zovemo topoloski prostor. Elemente
familije 7 zovemo otvoreni skupovi a njihove komplemente zatvoreni skupovi. Nadalje, okolina
tocke x € X je svaki podskup V C X takavdajex e U CV zaneki U € T.

Napomena 1.2.17. (a) Kao sto znamo s DIFRAF-a, apstraktno okruzenje topoloskih prostora dovoljno
je za definiciju konvergencije niza, limesa te neprekidnosti funkcije.

(b) Ako je topologija U topoloskog prostora X inducirana nekom metrikom d, onda kazemo da je X
metrizabilan. Opceniti topoloski prostori ne moraju biti metrizabilni. Npr. za proizvoljan skup
X stavimo T; := {0, X}. Tada je T; ocito topologija na X koja se zove indiskretna (trivijalna)
topologija. Ako X ima barem dva elementa, tada topologija 7; nije metrizabilna. Naime, jednoc¢lani
skupovi u (X, 7;) nisu zatvoreni.

(c) Na svakom skupu X mozemo promatrati najveéu mogucu topologiju Ty = P(X) (partitivni skup
od X). Dakle svi skupovi u X su otvoreni s obzirom na 7;. Ta se topologija zove diskretna
topologija. Primijetimo da je ona inducirana iz diskretne metrike.

° Augustus De Morgan (1806.-1871.), britanski matematicar i logicar
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(d) Na analogan nacin kao u Definiciji definirali bismo ekvivalenciju metrika na skupu X i pokazali

da je to relacija ekvivalencije. Dakle, dvije metrike d i d’ na X su ekvivalentne ako postoje
konstante m, M > 0 tako da vrijedi

md(z,y) < d'(x,y) < Md(z,y) Vz,ye X.

Primijetimo da ekvivalentne metrike induciraju istu topologiju na X. Obrat opcenito ne vrijedi.
Npr. na F” metrike d(z,y) := ||z — y|| i d'(z,y) := min{1, ||z — y||} induciraju istu topologiju, ali
nisu ekvivalentne s obzirom da je F™ ogranic¢en s obzirom na d'.

S druge strane, ako je X vektorski prostor, tada dvije norme || - || i || - ||’ na X koje induciraju iste
topologije moraju biti ekvivalentne. Zaista jer je || - ||’-kugla K’(0,1) otvorena s obzirom na || - ||,
postoji r > 0 takav da je K(0,7) C K’(0,1). Za proizvoljan x € X \ {0} stavimo y := ﬁ Tada
je lyll = & < rpaje |ly|’ <1, odnosno [|lz||' < Z|z|. Obratnu varijantu nejednakosti dobivamo
zamjenom uloga normi.

Definicija 1.2.18. Za proizvoljan podskup A topoloskog prostora X definiramo sljedeée skupove:

e Interior od A, Int A:=J{U : U C A, U otvoren u X},

e Zatvaraé od A, A:={C: C 2 A, C zatvoren u X},

e Rubod 4,04:=ANX\ A,

e Derivat od A4, A?:={x € X : An(U\ {z}) # 0 za svaku okolinu U od z}.

Nadalje, tocke iz A4 (ako postoje) se zovu gomilidta skupa A, a tocke iz A\ A? (ako postoje) izolirane
tocke skupa A.

Napomena 1.2.19. Neka je X topoloski prostori A C X.

(a) Int A je otvoren skup i to je najveéi otvoren skup u X koji je sadrzan u skupu A. Skup A je otvoren

(b)

(c)

(d)
()

ako i samo ako je Int A = A.

A je zatvoren skup i to je najmanji zatvoren skup u X koji sadrzi skup A. Skup A je zatvoren ako
i samo ako je A = A. Nadalje, za x € X imamo x € A ako i samo ako za svaku okolinu U od z
vrijedi U N A # ().

Operatori interora i zatvara¢a su medusobno dualni, u smislu da je IntA = X \ (X \ A) i A =
X\ Int(X \ A).

DA je zavoren skup u X i imamo A = Int AUJA, Int ANOA = (), tako da je 0A = A\ Int A.

Vrijedi A = AU A%, Nadalje, ako je X metrizabilan, onda je € A% ako i samo ako svaka okolina
U od z sadrzi beskonaéno mnogo elemenata od A. U tom slu¢aju je A? zatvoren skup u X.

Napomena 1.2.20.

(a)

Za (nuzno zatvoren) podskup C' topologkog prosotra X kazemo da je savrsen ako je C% = C. Ako
je X normiran prostor, primijetimo da su sve zatvorene kugle F(w, r) u X savrSeni skupovi. Zaista,
stavimo C := K (x,r). Jer je C zatvoren skup, imamo C? C C. Obratno, neka je y € C'i e > 0.
Ako jey # z neka je 0 <t <min{l, -} iy := (1 —t)y+tr. Tadajey € K(y,e)NCiy #y. Ako
je y = z fiksirajmo proizvoljan zp € X norme 1, te za 0 < s < min{r,e} stavimo zs := = + sxo.
Tada je x5 € K(z,e)NC iz # x.

U svakom metrickom prostoru X trivijalno vrijedi K(z,7) C K(z,r). Ta inkluzija mozZe biti
striktna. Na primjer, ako je X diskretan metricki prostor s barem dvije razli¢ite tocke, tada je
{z} = K(2,1) & K(,1) = X za sve x € X. S druge strane, prema (a), u svakom normiranom

prostoru X uvijek vrijedi jednakost K (x,r) = K(z,r).
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Definicija 1.2.21. Neka je (X, T) topoloski prostor i A C X. Za podskup B od A kazemo da je otvoren
u A ako postoji otvoren skup U € T takav da je B=ANU. Familija Ty :={UNA: U € T} otvorenih
skupova u A definira topologiju na A koja se zove relativna topologija na A.

Napomena 1.2.22. Neka je B C A C X. Ako je A otvoren (zatvoren) u X, onda je B otvoren (zatvoren)
u A ako i samo ako je B otvoren (zatvoren) u X.

*
* *

Definicija 1.2.23. Neka je X topoloski prostor.
e Niz u X je svaka funkcija = : N — X. Oznacavamo ga s (zx)ken ili (g)g-

e Podniz niza (zp)ren je svaka funkcija oblika y = z o p, pri ¢emu je p : N — N strogo rastuca
funkcija. Dakle,

Y1 = Tp1) = Tp1r Y2 = Tp(2) = Tpasy - -

Definicija 1.2.24. Za niz (zx)ken u topoloskom prostoru X kazemo da je konvergentan ako postoji
tocka xg € X takva da svaka okolina U od x( sadrzi sve osim eventualno kona¢no mnogo ¢lanova niza
(k) keN, odnosno ako postoji ko € N takav da je xp € U za sve k > kg. U tom slucaju pisemo

T — Tg ili lim zp = zq
k—o0

i bilo koju tocku zp s tim svojstvom zovemo limes niza. Takoder kazemo da niz (zj)reny konvergira
prema x.

Napomena 1.2.25.

(a) Ako je X metricki prostor, tada niz (xg)reny u X konvergira prema xy € X ako i samo ako vrijedi

(Ve > 0) (Fko € N) (Vk > ko) (d(zk, x0) < €).

(b) Konvergentni nizovi u metrickim prostorima imaju jedinstven limes. Naime, ako bi bilo z; — = i
z, — 2’ te  # 2/, onda bi za € := 1d(z,2') > 0 medusobno disjunktne kugle K (z,¢) i K(z/,¢)
sadrzavale sve osim kona¢no mnogo ¢lanova niza.

Prethodna tvrdnja viSe ne vrijedi u opéenitim topoloskim prostorima. Npr. za proizvoljan skup X
uzmimo indiskretnu topologiju 7; = {0, X }. Primijetimo da je s obzirom na tu topologiju svaki niz
u X konvergentan i svaka tocka iz X mu je limes. Posebno, ako X ima barem dvije razli¢ite tocke,
niti jedan (konvergentan) niz u topoloskom prostoru (X, 7;) neée imati jedinstven limes.

U metrickim prostorima je uz konvergentne nizove usko vezan sljedeéi pojam:

Definicija 1.2.26. Za niz (zx)ken u metrickom prostoru X kazemo da je CauchyjevEU] niz ako vrijedi
(Ve > 0) (ko € N) (Vk, 1 > ko) (d(zg, x1) < €).
Napomena 1.2.27. Neka je X metricki prostor.

(a) Svaki konvergentan niz u X je Cauchyjev. Obrat opéenito ne vrijedi. Npr. niz (zg)gen, s opéim
¢lanom xp, = %, je Cauchyjev niz u metrickom prostoru X = (0, +o00) C R koji ne konvergira u X.

(b) Svaki Cauchyjev niz u X je ogranicen.

(¢) Ako neki podniz Cauchyjevog niza u X konvergira prema zy € X onda i originalni niz konvergira
prema x.

10 Augustin-Louis Cauchy (1789.-1857.), francuski matematicar, inzenjer i fizicar
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*
% *

Definicija 1.2.28. Neka su X i Y topologki prostori. Za funkciju f : X — Y kazemo da je neprekidna
u tocki zyp € X ako za svaku okolinu V' tocke f(zg) postoji okolina U tocke xg takva da je f(U) C V.
Ako je f neprekidna u svim tockama iz X, onda kazemo da je f neprekidna (na X).

Napomena 1.2.29. Ako su (X,dx) i (Y,dy) metricki prostori, tada je funkcija f : X — Y neprekidna u
tocki xg € X ako i samo ako vrijedi

(Ve > 0) (30 >0) (Vo € X) (dx(x,z0) <0 = dy(f(x), f(z0)) < &).

Ubuducée éemo umjesto dx i dy pisati samo d, te éemo iz konteksta podrazumijevati o kojim je metrikama
tocno rijec.
Uz neprekidne funkcije na metrickim prostorima usko su vezana i sljede¢a dva pojma.

Definicija 1.2.30. Neka su X i Y metricki prostorii f: X — Y funkcija.

e Kazemo da je f uniformno neprekidna ako vrijedi

(Ve >0) (30 > 0) (Vz,y € X) (d(z,y) <d = d(f(x), f(y)) < e).

e Kazemo da je f Lipschitzovﬂ (ili Lipschitz-neprekidna) ako postoji konstanta L > 0 takva
da vrijedi
d(f(z), f(y)) < L-d(z,y)  Vr,yeX. (1.5)

Napomena 1.2.31. Ocito je svaka uniformno neprekidna funkcija neprekidna. Takoder, svaka Lipschitzova
funkcija je uniformno neprekidna. Naime, neka je L neka konstanta kao u (1.5). Mozemo pretpostaviti
da je L > 0. Za dani € > 0 stavimo § := 7. Tada za sve z,y € X takve da je d(z,y) < ¢ imamo

d(f(x), f(y)) < L-d(z,y) < L- % —e.

Dakle, za funkcije izmedu metrickih prostora vrijede sljedece implikacije:
Lipschitzovost = uniformna neprekidnost = neprekidnost.

Obrati opéenito ne vrijede. Npr. neka su f, g : R — R funkcije definirane s f(z) = 2% i g(x) = /|=|.
Tada je f neprekidna, ali nije uniformno neprekidna, dok je g uniformno neprekidna, ali nije Lipschitzova.

Propozicija 1.2.32. Neka su X, Y i Z topoloski prostori, te f: X =Y ig:Y — Z funkcije. Ako je
f neprekidna u xy € X i g neprekidna u f(xg) € Y tada je kompozicija go f : X — Z neprekidna u xg.
Posebno, kompozicija neprekidnih funkcija je neprekidna funkcija.

Dokaz. Neka je W C Z proizvoljna okolina tocke g(f(xg)). Jer je g neprekidna u f(z), postoji okolina
V CY od f(x) takva da je g(V)) C W. Jer je f neprekidna u xg, postoji okolina U C X od f(zp) takva
da je f(U) C V. Tada je (go f)(U) = g(f(U)) S g(V) CW. m

Lako je vidjeti i da je na metrickim prostorima kompozicija uniformno (Lipschitz) neprekidnih funkcija
uniformno (Lipschitz) neprekidna funkcija (DZ).

Napomena 1.2.33. Za Lipschitzovu funkciju f : X — Y izmedu metrickih prostora X i Y definiramo
Ly:=inf{L>0:d(f(x), f(y)) < Ld(z,y) Yo,y € X}.
Tada je L = Ly najmanja konstanta za koju vrijedi (1.5)) i zovemo ju Lipschitzova konstanta od f.

Nadalje, vrijedi
Lf:sup{W: x,yeX,x;éy}.

" Rudolf Lipschitz (1832.-1903.), njemacki matematicar
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Zaista, oznac¢imo gornji supremum s 7. Iz definicije od L slijedi da za svaki z,y € X, x # y imamo

d(f(2), 1(y))
dwy) =

pa uzimanjem supremuma dobivamo r < L.
S druge strane, iz definicije supremuma slijedi da za svaki z,y € X, x # y vrijedi

d(f(x), f(y))

<r.
d(z,y)

Kako za x = y imamo d(z,y) = 0 (kao i obratno), gornja nejednakost je ekvivalentna s

d(f(x), f(y)) <rd(z,y)  Va,y€ X.

Dakle, f zadovoljava (1.5 za L = r. Iz definicije od Ly sada slijedi Ly < r.

Primjer 1.2.34. Neka je X normiran prostor.
(a) Prema (L.1)), norma || - || je Lipschitzova funkcija na X.
(b) Operacija zbrajanja X @&, X — X, (z,y) — = +y, je Lipschitzova funkcija (1 < p < 00). Naime,

zbog ekvivalencije svih p-normi na kona¢nom kartezijevom produktu normiranih prostora (Primjer
1.2.2)) tvrdnju je dovoljno dokazati za normu || - [|;. Tada za sve (z1,y1), (z2,y2) € X x X imamo

lz1+y1 — (w2 +y2) || < [lvr — 22l + |ly1 — vell = (21, 91) — (w2, 92) |1

(c) Operacija mnozenja skalarom, F &, X — X, (\,z) — Az, je Lipschitzova funkcija na svakom
ogranic¢enom podskupu S od F @, X (1 < p < 00). Zaista, jer je S ogranicen u p-normi, on je
ogranic¢en i u l-normi pa postoji M > 0 takav da je |\ + ||z|| = ||(A\, z)|1 < M za sve (\,x) € S.
Tada za sve (A, x), (i, y) € S imamo

Az — pyl| < [[Az = Ayl + Ay — pyll = Ml = yll + [yll[A = pl
< M(IA = pl+ llz = yl) = MIIA ) = (1, 9) -

Posebno, operacija mnozenja skalarom je globalno neprekidna (odnosno neprekidna na ¢itavoj svojoj
domeni F x X). S druge strane, ona nije globalno uniformno neprekidna, pa stoga niti globalno
Lipschitzova (DZ).

Definicija 1.2.35. Neka je X metricki prostor. Za A C X definiramo funkciju d(-, A) : X - R s
d(xz,A) :=inf{d(z,y) : ye€ A}.

Za x € X vrijednost d(z, A) zovemo udaljenost tocke x do skupa A.

Propozicija 1.2.36. Neka je X metricki prostor i A C X.

(i) Funkcija d(-, A) je Lipschitzova na X.

(ii) Vrijedi

|
I

{reX : d(z,A) =0}

k—o00

= { lim xp : (zr)ken niz u A koji konvergira u X} .
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Dokaz. (i). Neka su x,y € X proizvoljne tocke. Tada za svako a € A imamo d(z,A) < d(z,a) <
d(z,y)+d(y,a), odakle slijedi d(x, A) < d(z,y)+d(y, A), odnosno d(x, A) —d(y, A) < d(z,y). Zamijenom
uloga toc¢aka x i y dobivamo i d(y, A) — d(x, A) < d(y,x) = d(x,y). Dakle,

|d($7A)_d(y7A)’ éd(l'vy) Za Sve x,yGX.

(ii). Za = € X imamo d(x, A) = 0 ako i samo ako za svaki € > 0 postoji a € A takav da je d(z,a) < ¢,
odnosno ako i samo ako K(z,e) N A # (). Prema Napomeni to je ekvivalentno s z € A.

Nadalje, ako je d(x, A) = 0, onda za svaki k € N postoji ap € A takav da je d(ag,z) < % Dakle,
(ar)r je niz u A i ax — x. Ako je pak (ag)r niz u A koji konvergira prema nekom x € X, onda za svaki
e > 0 postoji kg € N takav da je d(ag,x) < € za sve k > kg. Posebno, d(z,A) < d(x,ax,) < €. Dakle,
d(xz,A) =0. O

Napomena 1.2.37. Koriste¢i Propoziciju [1.2.36]lako vidimo da je zatvara¢ svakog potprostora Y normi-
ranog prostora X i sam potprostor od X. Zaista, ako su y1,y2 € Y te A, Ao € F, tada je

d(\ A Y) = inf ||\ A — < inf [|A — inf ||\ —
(My1 + A2y, Y) yngH 11 + A2yo y||_yH€1Y|| 191 y|!+yuelyll 22 — Y|

= inf [[Ary1 — Myl + inf Aoz — Aoyl = [A1|d(y1,Y) + [A2]d(y2,Y) = 0.
yey yey

Dakle, A\iy1 + Aoyo € Y.

Sli¢no kao §to smo naucili na DIFRAF-u, za funkcije izmedu opcenitih topoloskih prostora vrijede
sljedece karakterizacije neprekidnosti.

Teorem 1.2.38. Neka su X 1Y topoloski prostori. Za funkciju f : X — 'Y promotrimo sljedeée tvrdngje:
(i) f je neprekidna na X.
(i) Za svaki otvoren podskup V odY je f=*(V) otvoren podskup od X.
(iii) Za svaki podskup A C X vrijedi f(A) C f(A).
(iv) Za svaki zatvoren podskup C od Y je f~1(C) zatvoren podskup od X .
(v) Za svaki konvergentan niz (zx)ken v X vrigedi limg oo f(2x) = f(limg_y00 g ).

Tada su tvrdnje (i), (ii), (iii) i (iv) ekvivalentne te povlace (v). Nadalje, ako je prostor X metrizabilan,
tada je i turdnja (v) ekvivalentna s preostalim.

Dokaz. (i) == (ii). Neka je V C Y otvoren skup. Ako je z € f~1(V), tako da je f(z) € V, iz
neprekidnosti od f u x dobivamo otvorenu okolinu U, C X od z takvu da je f(U,) € V. Dakle,
reU, C fAYV)paje fFH(V) = Uzeffl(\/) U,. Zaklju¢ujemo da je skup f~(V) otvoren kao unija
otvorenih skupova.

(i) = (iii). Za A C X stavimo B := f(A). Jer je B zatvoren u Y, prema pretpostavci je
skup f~H(B¢) = (f~1(B))¢ otvoren u X. Stoga je f~1(B) je zatvoren u X. Jer je A C f~1(B), slijedi
AC f71(B) = f~1(B), odnosno f(A) C B = f(A).

(iii) = (iv). Neka je C zatvoren podskup od Y. Prema pretpostavci za A := f~1(C) dobivamo
f(A) C f(A) C C = C. Dakle, A C f~1(C) = A. Kako je trivijalno A C A, zakljuéujemo A = A,
odnosno A = f~1(C) je zatvoren podskup od X.

(iv) = (i). Neka je 29 € X i V otvorena okolina od f(z¢). Jer je V¢ zatvoren u Y, f~1(V¢) =
(f~X(V))¢ je zatvoren u X. Stoga je U := f~1(V) otvorena okolina od z¢ i f(U) C V. Dakle, f je
neprekidna u zg.

Time smo dokazali ekvivalenciju tvrdnji (i), (ii), (iii) i (iv).
(i) = (v). Neka je (zg)ren konvergentan niz u X s limesom zg. Ako je V otvorena okolina
od f(xg), tada je prema pretpostavci f~(V) otvorena okolina tocke xg. Jer xp — xg, postoji kg € N
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takav da je zp € f~1(V) za sve k > kg, odnosno f(zy) € V za sve k > kq. Zbog proizvoljnosti od V/
zakljucujemo f(zx) — f(zo).

Pretpostavimo sada da je prostor X metrizabilan.

(v) = (iii). Neka je A C X. Ako je yo € f(A), tada postoji zg € A takav da je yo = f(z0). Prema
Propoziciji postoji niz (g )ken u A takav da z — 9. Tada je, prema pretpostavcei, (f(xg))r niz u
f(A) takav da f(xg) — f(xo). Posebno, svaka okolina od f(xz¢) sije¢e skup f(A), pajeyo = f(zo) € f(A).
Dakle, f(A) C f(A). O

Definicija 1.2.39. Neka su X i Y topoloski prostori.

f~1:Y — X takoder neprekidan.
e Kazemo da su prostori X i Y homeomorfni ako postoji (barem jedan) homeomorfizam f : X — Y.
Napomena 1.2.40.
(a) Ocito je kompozicija homeomorfizama homeomorfizam.

(b) Prema Teoremul|l.2.38| neprekidna bijekcija f : X — Y je homeomorfizam ako i samo je f otvoreno
preslikavanje, tj. za svaki otvoren skup U u X je skup f(U) otvoren u Y.

(¢) Relacija ”biti homeomorfan” je relacija ekvivalencije na klasi svih topoloskih prostora. S topoloskog
stanovista homeomorfni prostori se obi¢no identificiraju.

Primger 1.2.41. Neka je X normiran prostor.
(a) Svaka translacija x — z + 2o je homeomorfizam od X (s inverzom x — x — ).
(b) Za svaki A € F\ {0}, preslikavanje z + Az je homeomorfizam od X (s inverzom z + ¥).

(c) Svake dvije otvorene kugle u X su homeomorfne. Stovise, svaka od njih je homeomorfna Gitavom
prostoru X. Naime, za xg € X i r > 0 otvorena kugla K(zg,r) je homeomorfna s K(0,1), preko
homeomorfizma z — *=*0. Nadalje, K (0, 1) je homeomorfna s X preko homeomorfizma z — ﬁ

(za DZ dokazite da je to preslikavanje zaista homeomorfizam s K(0,1) na X).

1.3 Potpunost u metrickim i normiranim prostorima

Napomena 1.3.1. Kao $to znamo, Bolzano—WeierstrassovF—_Z}H teorem za nizove u F” garantira da
svaki ograni¢en niz u F" (s obzirom na proizvoljnu normu) ima konvergentan podniz. Analognu tvrdnju
lako mozemo poopditi na proizvoljne kona¢nodimenzionalne normirane prostore, koristeéi neku konkretnu
bazu (sli¢no kao u Napomeni m provesti za DZ). Dakle, svaki ograni¢en niz u konaénodimenzionalnom
normiranom prostoru ima konvergentan podniz.

S druge strane, za beskona¢nodimenzionalne normirane prostore analogna tvrdnja vise ne vrijedi.

Primger 1.3.2. Promotrimo prostor cgg. Za n € N neka je e, niz koji na n-tom mjestu ima 1, a na
ostalima 0. Tada je za sve n € N, |len|loc = 11 ||len, — em|loo = 1 za m # n. Posebno, (ey,), je ogranicen
niz u cgp koji nema Cauchyjev, pa stoga niti konvergentan podniz.

Definicija 1.3.3.

e Za metricki prostor X kazemo da je potpun ako svaki Cauchyjev niz u X konvergira s limesom u
X. U tom slucaju i za pripadnu metriku na X kazemo da je potpuna.

12Bernard Bolzano (1781.-1848.), bohemijski matematicar, logicar, filozof, teolog i sveéenik
13Karl Weierstrass (1815.-1897.), njemacki matematicar, poznat kao ”ocem moderne analize”
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e Za topologki prostor X kazemo da je potpuno metrizabilan ako je topologija od X inducirana
iz neke potpune metrike na X.

e Potpuni normirani prostori zovu se Banachovi.

Napomena 1.3.4. Primijetimo da je topoloski prostor potpuno metrizabilan ako i samo ako je homeomor-
fan nekom potpunom metrickom prostoru.

Posebno, svaka otvorena kugla u Banachovom prostoru je X je potpuno metrizabilna (Primjer,
iako sama nije potpuna (s obzirom na normu). Primjerice, za proizvoljan jedini¢ni vektor xzy € X, niz
(k) ken s opéim clanom xj, = kLHa:O je Cauchyjev niz u K(0, 1) koji ne konvergira u K(0,1).

Primjer 1.3.5. Prostor F" je (s obzirom na proizvoljnu normu) Banachov prostor. Naime, ako je (&)g
proizvoljan Cauchyjev niz u F”, tada je on ograni¢en pa prema Bolzano-Weierstrassovom teoremu za
nizove ima konvergentan podniz s limesom &y. Tada i sam niz konvergira prema &p.

Opcenitije, svaki konacnodimenzionalan normiran prostor je Banachov. Argument je slican kao i

prije, koristimo neku fiksnu bazu prostora i ¢injenicu da je F™ potpun (formalan dokaz provedite za DZ).

Primgjer 1.3.6. Neka je X topologki prostor. Oznacimo s Cy(X) potprostor od F¥ koji se sastoji od svih
ogranic¢enih neprekidnih funkcija f : X — F. Prostor Cy(X) opskrbljujemo s normom

[flloo = sup{[f(2)| : z € X}.

Tvrdimo da je Cy(X) Banachov prostor. Zaista, neka je (fx)ren Cauchyjev niz u Cp(X). Ako je z € X
proizvoljna tocka, tada iz

|fr(@) = fil)| < | fe — fill o (k,1EN) (1.6)
slijedi da je (fx(z))r Cauchyjev niz u F. Jer je polje F potpuno, postoji

flw) = lim fiz).

Na taj nac¢in dolazimo do funkcije f : X — F. Tvrdimo da || fx — fllcc — 01 daje f € Cp(X).

Zaista, za fiksan € > 0 izaberimo kg € N takav da je || fx — filloo < € za sve k,l > ko. 1z dobivamo
da je |fx(z) — fi(x)| < € za sve k,l > ko i z € X. Odavde zakljucujemo da je |fx(x) — f(z)| < € za sve
k>koixe X. Dakle, ||fr — flloo — 0. Nadalje, ako je M > 0 takav da je |fr,(z)] < M za sve z € X,
onda je |f(x)| < |fxo(x)| + |f(x) — fu,(x)| < M + €, §to pokazuje da je funkcija f ogranicena.

Preostaje dokazati neprekidnost funkcije f. Fiksirajmo stoga zp € X ie > 0. Bududéida || fx — f|lcc —
0, postoji k € N takav da za sve v € X vrijedi |fr(z) — f(x)| < 5. Jer je fr neprekidna u zg, postoji
otvorena okolina U C X tocke wg takva da za sve x € U vrijedi |fx(x) — fr(z0)| < §. Tada zasve x € U
imamo

|f(z) = f(@o)| < [f(x) — fr(@)] + [fr(x) — fr(zo)| + [fr(z0) — f(0)]

<ttito=e
3 3 3 7

Posebno, jer je svaka neprekidna funkcija na segmentu ograni¢ena, C([a,b]) = Cy([a,b]) je Banachov
prostor uz || ||oo. Takoder je i £*° = Cy(N) Banachov prostor (N smo opskrbili s diskretnom topologijom).

Napomena 1.3.7. Topologija na Cp(X) inducirana normom || - ||s zove se topologija uniformne ko-
nvergencije, a konvergencija u toj normi se zove uniformna konvergencija.

Primjer 1.3.8. Lako se provjeri da su ¢g i ¢ zatvoreni potprostori od £°° pa su stoga Banachovi prostori.

Primger 1.3.9. Neka je (X, F, u) prostor mjere. Tada je LP(X, F, u) Banachov prostor za sve 1 < p < o0
(vidjeti [32]). Posebno, svi fP-prostori su Banachovi (alternativni argument dat ¢emo u Napomeni [1.9.6]).

S druge strane, mnogi beskona¢nodimenzionalni normirani prostori nisu Banachovi.

Primger 1.3.10. (a) Jednostavan primjer nepotpunog normiranog prostora je (coo, || - ||c). Zaista, za
k € N neka je xp := (1, %, ey %,0,0, .. ) Tada je (x)ken niz u coo koji konvergira prema zg :=

(1, %, cel %, . ) € ¢o \ coo. Posebno (zy)ren je Cauchyjev niz u cyo koji ne konvergira u cgp.
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Kao drugi primjer, promotrimo potprostor C*([a,b]) realnog prostora C([a,b]) koji se sastoji od
svih funkcija klase C!. Tvrdimo da C1([a, b]) nije potpun s obzirom na | - |. Radi jednostavnosti
notacije uzmimo npr. [a,b] = [-1,1]. Za k € N neka je fr : [-1,1] — R funkcija definirana

s fe(t) == (/2 + k% Tada je (fx)r niz u C1([-1,1]) koji uniformno konvergira prema funkciji

f(t) := [t|. Naime, za svaki k € N imamo ||f; — fllc < £. Jer f ¢ C'([—1,1]) zakljuéujemo da
prostor C*([—1,1]) nije potpun s obzirom na normu || - ||s.

S druge strane, C'*([a, b]) postaje Banachov prostor s obzirom na (za taj prostor prirodniju) normu

1 £ller = 11flloo + 11 Mo

Zaista, neka je (fix)ren Cauchyjev niz u C1([a,b]) s obzirom na normu || - |o1. Tada su oba niza
(fi)ken 1 (f1)ken Cauchyjeva u (C([a,b]),] - |lso), P& zbog potpunosti tog prostora postoje f,g €
C([a, b)) takve da || fr — flloo — 01 || f — glloc — 0. Tvrdimo da je f € C'([a,d]) i da je f’ = g (tako
da onda || fr — f|lcr — 0). Zaista, za = € [a,b] i k € N prema Newton-Leibnizovoj formuli imamo

fila) = fula) + [ o (L.7)

Iz || f — flloo = O svakako slijedi fz(z) — f(2), aiz || f, — g]loc — O slijedi

/ax () dt — /j g(t) dt.

Stoga, prelaskom na limes u ((1.7)) dobivamo

Jer je = € [a, b] bio proizvoljan, zaklju¢ujemo da je f € C([a,b]) i f' = g.

Funkcijski prostor C([a, b]) nije potpun niti u jednoj p-normi, gdje je 1 < p < oo. Radi jednostav-
nosti notacije uzmimo npr. [a,b] = [—1,1]. Za svaki k € N neka je fr € C([—1,1]) po dijelovima
afina funkcija definirana s

1, -1<t<0
fu) =4 1—kt, 0<t< ¢
0, L <<

Kako za proizvoljne k,l € N, [ > k imamo

I~ flly = (/0 (1) —fl<t>|ﬂ°dt>; < (;)

zakljucujemo da je (fi)ren Cauchyjev niz u (C([0,1]), | -||). Pretpostavimo da niz ( fi)r u p-normi
konvergira prema funkciji f € C(]—1,1]). Iz

0 0
/ If(t)—llpdtZ/_llf(t)—fk(t)lpdté I~ fll

-1

i|lf = fellp = 0 zakljuéujemo da je f(t) = 1 za —1 < ¢ < 0. Sli¢no, za proizvoljan 0 < ¢ < 1
izaberimo kg € N takav da je % < e. Tada je za sve k > ko

1 1
/ P dt = / ) = fu®Pde < |1 — fill

paiz || f — fxllp — 0 i proizvoljnosti 0 < ¢ < 1 slijedi da je f(t) =0za 0 <t < 1. Time smo dobili
kontradikciju s pretpostavkom da je f neprekidna.
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Propozicija 1.3.11. Neka je X metricki prostor i A C X.
(i) Ako je A potpun, tada je A zatvoren u X.
(ii) Ako je X potpun i A zatvoren, onda je A potpun.
Posebno, podskup potpunog metrickog prostora je zatvoren ako i samo ako je potpun.

Dokaz. (i). Pretpostavimo da je A potpun i neka je (zp)ren niz u A koji konvergira prema limesu zp € X.
Slijedi da je on i Cauchyjev niz u A. Zbog potpunosti od A niz konvergira u A, a zbog jedinstvenosti
limesa konvergira bas prema zg. Zaklju¢ujemo xg € A, pa je skup A zatvoren (Propozicija|l1.2.36)).

(ii). Pretpostavimo da je X potpun te da je A C X zatvoren. Neka je (zj)ren Cauchyjev niz u A.
Tada je (z)ken Cauchyjev u X, a kako je X potpun, slijedi da niz konvergira u X. Jer je A zatvoren,
slijedi da mu je limes u A, pa je A potpun. O

Iz Primjera i Propozicije [1.3.11]| direktno dobivamo sljedeé¢u ¢injenicu:
Propozicija 1.3.12. Svaki konacnodimenzionalan potprostor normiranog prostora je zatvoren.

Primjer pokazuje da beskona¢nodimenzionalni potprostori normiranog prostora ne moraju biti
zatvoreni. Stovise, vrijedi:

Propozicija 1.3.13. Normiran prostor X je konacnodimenzionalan ako i samo ako je svaki njegov
potprostor zatvoren.

Dokaz. Prema prethodnoj diskusiji dovoljno je dokazati da svaki beskonac¢nodimenzionalan normiran
prostor X sadrzi potprostor koji nije zatvoren. Fiksirajmo xg € X \ {0} te neka je £ = {z} : k € N}
proizvoljan prebrojiv linearno nezavisan skup u X takav da z¢ ¢ [£] (vidjeti Teorem. Bez smanjenja
opcenitosti mozemo pretpostaviti da su svi zx norme 1 (u protivnom ih normiramo). Tada je i skup

x

{xo +2k . keN }
k

linearno nezavisan. Stoga je potprostor Y od X generiran tim skupom algebarske dimenzije Ry i xg ¢ Y.

S druge strane,

Y91:0+x—kk—>xo (k — 00),
tako da Y nije zatvoren. O

Teorem 1.3.14 (Cantorov@ teorem). Neka je X potpun metricki prostor i neka je (Ck)ren niz ne-
praznih zatvorenih podskupova u X takav da vrijedi Cxy1 C Ck za sve k € N 4 limg_,, diam(Cy) = 0.
Tada je presjek C := ey Ck jednoclan.

Dokaz. Uzmimo z,y € C. Onda jeix,y € Cy, za sve k € N i stoga 0 < d(z,y) < diam(Cy) za sve k € N.
Jer diam(C%) — 0 slijedi d(x,y) = 0, odnosno z = y. Dakle, C je najvise jednoclan.

Ostaje dokazati da je C neprazan. U tu svrhu za svaki k € N izaberimo neki x; € Cy. Jer je niz
(Ck)rken padajud, slijedi d(xgyi, xr) < diam(Cy) za sve k,l € N. Kako diam(C}) — 0, zaklju¢ujemo da je
(zk)ken Cauchyjev niz u X. Jer je X potpun, on konvergira prema nekom z € X. Tvrdimo da je x € C.
Zaista, za svaki k € Nim > k imamo z,, € Ci. Stoga z = limj_,oc 2 € Cf. Jer su svi C} zatvoreni,
zakljuCujemo x € C}, za sve k € N, odnosno z € C. O

*
* *

Definicija 1.3.15. Neka je (x)gen niz u normiranom prostoru X.

e Kazemo da red ) ;- z; konvergira prema vektoru zy € X ako vrijedi lim,, o S, = z0, gdje
je (Sp)nen niz parcijalnih suma niza (xg)gen, ti. Sn = > peq 2k (n € N).

' Georg Cantor (1845.-1918.) njemacki matematicar i utemeljitelj teorije skupova
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e Kazemo da je red Y -, z1, apsolutno konvergentan ako je > ;2 ||ax| < co.
Istaknimo sljedeéi koristan kriterij potpunosti normiranih prostora.

Teorem 1.3.16. Normiran prostor X je potpun ako i samo ako svaki apsolutno konvergentan red u X
konvergira u X .

Dokaz. Pretpostavimo da je X potpun i neka je Y 7° ; z; apsolutno konvergentan red u X. Tada je niz
parcijalnih suma reda Y o ||zx|| Cauchyjev pazae > 0 postoji ko € N takav da za sve m > k > ko vrijedi
> i Izl < e. Tada za niz (Sy)nen parcijalnih suma od (2x)ken imamo || Sy, — Skl = [| 274, 14 24 <
> ik lzjll < e zasve m >k > ko Zakljucujemo da je niz (S, )nen Cauchyjev pa zbog potpunosti od
X red Y 72, oy, konvergira u X.

Obratno, pretpostavimo da svaki apsolutno konvergentan red u X konvergira u X. Neka je (zj)ken
proizvoljan Cauchyjev niz u X. Koristeéi induktivni argument dobivamo strogo rastuéi niz prirodnih
brojeva (pr)ren takav da za sve k € N vrijedi

1 L
|Tm — zn|| < o" ¢im je m,n > pg.
Stavimo z,, := 0 tako da je
k
Tpy = Z(xpj - xqu)’ keN.
j=1

Prema konstrukciji je ||z, — xp, || < 2]%1 za sve j > 2, odakle slijedi da je red > 72, (zp;, — v, ;)
apsolutno konvergentan. Prema pretpostavci, on je konvergentan, odnosno podniz (xp, )ken konvergira
prema nekom vektoru x € X. S obzirom da je pocetni niz (xj)reny Cauchyjev, zakljuéujemo da zp — x

(Napomena |1.2.27)) O

1.4 Baireov teorem o kategoriji i posljedice
Definicija 1.4.1. Za podskup A topoloskog prostora X kazemo da je:
e gust u X, ako je A = X;
e nigdje gust u X ako je X \ A gust u X;
e prve kategorije u X, ako se A moze prikazati kao prebrojiva unija nigdje gustih skupova;
e druge kategorije u X, ako A nije prve kategorije;
e rezidualan u X, ako je njegov komplement A° skup prve kategorije u X.
Napomena 1.4.2. Neka je X topoloski prostor.

(a) Koristedi jednakost Int A = X \ A€ za svaki A C X), lako moZzemo ustanoviti da vrijede sljedeéi
odnosi izmedu svojstva danog skupa i njegovog komplementas:

Svojstvo skupa A | Svojstvo komplementa A€
otvoren zatvoren
rezidualan prve kategorije
gust ima prazan interior
ima gust interior nigdje gust

Posebno, A C X je nigdje gust u X ako i samo ako je Int A = (), odnosno rezidualan u X ako i
samo ako se A moze napisati kao prebrojiv presjek skupova s gustim interiorima.
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(b) Svaki podskup nigdje gustog skupa je nigdje gust skup. Takoder, konacna unija nigdje gustih
skupova je nigdje gust skup.

(¢) Rub svakog otvorenog ili zatvorenog skupa je nigdje gust skup.

(d) Svaki podskup skupa prve kategorije je skup prve kategorije. Analogno, svaki nadskup skupa druge
kategorije (rezidualnog skupa) je skup druge kategorije (rezidualan skup). Nadalje, prebrojiva unija
skupova prve kategorije je skup prve kategorije. Analogno, prebrojiv presjek rezidualnih skupova
je rezidualan skup.

Primjer 1.4.3.

(a) Svaki konacan podskup A savrienog metrickog prostora X (X¢ = X) je nigdje gust skup. Posebno,
prebrojivi skupovi u savr§enom metrickom prostoru su skupovi prve kategorije.

(b) Oba skupa Q i R\ Q su gusta u R. Pritom je Q prve kategorije, dok je R\ Q rezidualan u R.

(c¢) Svaki potprostor Y normiranog prostora X je ili gust ili nigdje gust u X. Zaista, pretpostavimo
daje U :=1IntY # () i neka je yg € U. Jer je translacija z — x — yp homeomorfizam od X, te je Y
potprostor od X (Primjer i N apomena, zakljuéujemo da je —yo + U otvorena okolina
0 koja je citava sadrzana u Y. Posebno, —yo + U sadrzi neku kuglu s centrom u 0, odakle slijedi
X =U,~or(—yo+U) CY. Dakle, Y = X.

Sljededi primjer istovremeno pokazuje da nigdje gusti podskupovi mogu biti savrSeni i neprebrojivi.

Primjer 1.4.4. Neka je C tzv. Cantorov skup. Njega mozemo dobiti na sljede¢i nac¢in: Uzmimo segment

[0,1] u R, te iz njega izbacimo njegovu otvorenu srednju treéinu (tj. interval (%, %)) Ostatak nazovimo
s Cp; dakle Cy = [0, 3] U [2,1]. Zatim, iz svakog od ta dva segmenta iz C; izbacimo njihove otvorene

srednje treéine i ostatak nazovimo s Co. Postupak nastavljamo induktivno. Ako je Cj, unija 2¥ segmenata,
duljine 3% koji ostaju u k-tom koraku, tada je

C:= ﬂ(]k

keN

Ocito je C zatvoren podskup od R (kao presjek zatvorenih skupova C}). Takoder, buduéi da svaki skup
Cy, ne sadrzi otvoreni interval duljine veée od 3%, slijedi da C ne moze sadrzavati niti jedan otvoreni

interval. Dakle, C je nigdje gust skup u R.

Pokazimo sada da je C' savrSen podskup od R. Neka je x € C proizvoljna tocka. Tada je x € Cj, za
sve k € N. Posebno, z lezi u nekom od 2* segmenata od C}, duljine 3% Neka je xj bilo koja rubna tocka
tog segmenta koja je razlicita od z, tako da je 0 < |z — x| < 3% Nadalje, buduéi da sve rubne tocke
segmenata od C leze u C, imamo z; € C. Na taj nac¢in dolazimo do niza tocaka (zj)reny u C, ¢ije su
sve vrijednosti razli¢ite od x i koji konvergira prema z. Dakle 2 € C¢, odakle slijedi da je C' savrsen.

Dokazimo i da je C kardinalnosti ¢ = 2%0. To mozemo najbrze vidjeti ako primijetimo da se Cantorov
skup C sastoji tocno od onih brojeva x iz segmenta [0, 1] ¢iji prikaz u bazi 3 ne sadrzi znamenku 1, tj.
x =372 5k, s a; € {0,2}. Bududi da je svaki takav prikaz jedinstven, preslikavanje (ag)ren = D 5= 5¢
definira bijekciju sa skupa {0, 2} svih nizova sastavljenih od brojeva 0 i 2 na skup C. Dakle, card(C) =
card({0,2}Y) = .

Definicija 1.4.5. Za topologki prostor X kazemo da je Baireovﬁ prostor ako je svaki neprazan otvoren
skup u X skup druge kategorije u X.
Propozicija 1.4.6. Za topoloski prostor X su sljedece tvrdnje ekvivalentne:

(i) X je Baireov prostor.

15René-Louis Baire (1874.-1932.), francuski matematicar
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(ii) Ako je (Up)ren niz otvorenih gustih podskupova od X, tada je njihov presjek (\en Uk gust u X.
(ii3) Svaki rezidualan skup v X je gust u X.

(iv) Ako je (Fy)ren niz zatvorenih podskupova od X takav da je X = \Jucn F, tada je otvoren skup
Uren Int Fi gust u X.

Dokaz. (i) = (ii). Pretpostavimo da je X Baireov prostor, ali da postoji prebrojiva familija otvorenih
gustih podskupova (Ag)ren u X ciji presjek A := (1), Ax nije gust u X. Tada postoji neprazan otvoren
podskup U u X takav da je ANU = . Odavde slijedi da je X = (ANU)® = A°U U, pa je onda

C
U=XNU=ANU = (ﬂ Ak> nU = J;n0).
keN keN
Bududi da je svaki skup Aj N U nigdje gust, slijedi da je U prve kategorije u X. No to je jedino moguce
ako je U = (), sto je kontradikcija s izborom skupa U.

(i) = (iii). Neka je A C X rezidualan skup. Prema Napomeni imamo A = ey Ak, za neki
niz (Ag)ren podskupova od X sa svojstvom da su svi Int A; gusti u X. Prema pretpostavci je presjek
C :=pey Int Ay, gust u X. Jer je C C A, zakljucujemo i da je A gust u X.

(i) == (iv). Neka je (Fy)ren niz zatvorenih skupova u X takav da je |Jpcy Fr = X. Trebamo
dokazati da je skup U := |J,cn Int Fj, gust u X. Zaista, jer su svi skupovi 0F}, nigdje gusti i zatvoreni u
X, njihovi komplementi (0F%)¢ su otvoreni i gusti X. Slijedi da je skup O := [, cn(0F})¢ rezidualan pa
je prema pretpostavci gust u X. 1z

US=X\U= (U Fk> \ (UIntFk> c | JFE\mt ) = | 0F = 0°

keN keN keN keN

vidimo da je O C U. Jer je O gust u X, zaklju¢ujemo da je i U gust u X, ¢ime je tvrdnja dokazana.
(iv) = (i). Pretpostavimo da vrijedi (iv), ali da X nije Baireov prostor. Tada postoji neprazan
otvoren skup U u X koji je prve kategorije. Neka je (Aj)ren niz nigdje gustih skupova u X takvih da je
U = Upen Ak Tada je -
X=UUAjUAUA3U---

prebrojiva unija zatvorenih skupova. Buduéi da je Int A;, = 0) za sve k € N, iz pretpostavke slijedi da je
Int(U®) = Int(U®) UInt A; UInt Ag UInt Az U - - -

gust skup u X. Kako je Int(U®) C U¢, slijedi da je i U® gust skup u X. Posebno, U N U® # (), §to je
nemoguce. Dakle, X je Baireov prostor. O

Sada smo spremni dokazati sljede¢i fundamentalni rezultat.

Teorem 1.4.7 (Baireov teorem o kategoriji). Svaki potpuno metrizablini topoloski prostor X je
Baireov prostor.

Dokaz. Neka je d metrika na X koja inducira topologiju na X i s obzirom na koju je X potpun metricki
prostor. Prema Propoziciji dovoljno je dokazati da je za proizvoljan niz gustih otvorenih skupova

(Ug)ken u X njihov presjek
A= U

gust skup u X. Drugim rije¢ima, za proizvoljne z € X i r > 0 trebamo provjeriti da je K(x,r) N A # (.
Buduéi da je Uy gust otvoren podskup od X, postoje z1 € X i 0 < ry <1 takvi da vrijedi

K(z1,7) C K(z,7)NU;.
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Sliéno, bududi da je Uy gust otvoren podskup od X, postoje 0 € X 10 < rg < % takvi da je

K(wg,rg) C K(wl,rl) N Us.

Koristeéi induktivni argument, dolazimo do niza (zg)geny u X i niza (rg)ren realnih brojeva, za koje
vrijedi
1 .
0<r, < Z i K(zky1,75611) C K(zg, 1) N Uy za sve k € N.
Za k € N stavimo C}, := F(mk,rk.). Tada je (Ck)ren padajuéi niz zatvorenih nepraznih podskupova od
X. Izdiam Cy < 2rp < % za sve k € N slijedi limg_,, diam Cy = 0. Prema Cantorovom teoremu (Teorem

1.3.14) postoji y € (pey Ck. Ocito y € K(z,r) N A, ¢ime je dokaz teorema zavrsen. O

Napomena 1.4.8. U raznim matematickim disciplinama za svojstva koja vrijede na ”tipi¢nim”, odnosno
na ”gotovo svim”, primjerima smatramo da su genericka svojstva. Tako se npr. u prostorima mjere pod
generickim svojstvima smatraju ona svojstva koja vrijede gotovo svuda (tj. na komplementima skupova
mjere 0), dok se u Baireovim prostorima (posebno potpuno metrizabilnim prostorima) pod generickima
svojstvima smatraju ona svojstva koja vrijede na rezidualnim skupovima. Preciznije, genericki element
Baireovog prostora X ima svojstvo P ako je skup {x € X : P(x)} rezidualan u X. Odgovarajuéi
dualan pojam generickom svojstvu je zanemarivo svojstvo. Dakle, u kontekstu Baireovih prostora,
zanemariva svojstva su ona svojstva koja vrijede samo na skupovima prve kategorije.

Svojstvo Prostori mjere Baireovi prostori

zanemarivo | ispunjeno na skupu mjere 0 | ispunjeno na skupu prve kategorije
genericko ispunjeno gotovo svuda ispunjeno na rezidualnom skupu

Kao sto familija skupova mjere nula ¢ini o-ideal, tako i familija F svih skupova prve kategorije u
topoloskom prostoru ¢ini o-ideal. Drugim rije¢ima, vrijedi:

o ) e F;

e akoje Ac FiBC A, tadajei B € F;

e ako je (Ap)ren niz skupova u F, tada je i (J,cn Ax € F.

Sljedeéi primjer pokazuje da genericka svojstva u jednom smislu mogu biti zanemariva u drugom

smislu:

Primger 1.4.9. Poredajmo sve racionalne brojeve u niz (g, )nen. Za sve m,n € N stavimo

1 .
Tmmn ‘= W 1 Rm,n = <Qn — Tmn, Qn + Tm,n>-

Tada je

R:= () | Rnn

meNneN

rezidualan skup (kao prebrojv presjek otvorenih gustih skupova (J,cry Rimn). S druge strane, skup R je
Lebesgueove mjere 0. Zaista, buduéi da je Lebesgueova mjera (kao i svaka mjera) neprekidna odozgo i
subaditivna, dobivamo

. e e 2 , 1
0 < A(R) = g@(%z%m,n) < M@A(RW— n;gnwz_jl2m+n = lim o =0,

pa je A(R) = 0.

Za dodatne informacije oko dualnosti izmedu koncepata mjere i kategorije zainteresiranog Citatelja
upucujemo na [35].
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Napomena 1.4.10. Neka je ZF Zermelo-Fraenkelova teorija skupova (bez Aksioma izbora AC). Jedna od
bitno slabijih varijanti AC, a koja je u analizi ¢esto dovoljna da bi se dokazala veéina zeljenih rezultata,
je sljedeéi aksiom:

Aksiom zavisnog izbora (DC)

Ako je S proizvoljan neprazan skup i R C S x S potpuna binarna relacija (tj. za svaki x € S postoji
y € S takav da je xRy), tada postoji niz (xx)ken w S takav da vrijedi xpRriiq za sve k € N.

Analizom dokaza Baireovog teorema o kategoriji (BCT u daljnjem) nije tesko ustanoviti da je BCT te-
orem sistema ZF+DC. Moze se dokazati da vrijedi i obrat, odnosno da je DC teorem sistema ZF+BCT.
Ukratko, BCT je ekvivalentan s DC. Takoder napomenimo da je DC striktno ja¢i od Aksioma prebroji-
vog izbora AC,, (koji postulira da za svaki prebrojiv indeksni skup I i svaku nepraznu familiju nepraznih
u parovima disjunktinih skupova {X;};c; postoji skup X koji sadrzi toéno jedan element svakog skupa
X,;). Zainteresiranog ¢itatelja upuéujemo na [24] i pripadne reference.

*
* *

Sada ¢emo dati neke primjene Baireovog teorema o kategoriji. Krec¢emo sa sljede¢om jednostavnom
posljedicom:

Korolar 1.4.11. Svaki savrsen podskup potpuno metrizabilnog prostora X je neprebrojiv.

Dokaz. Neka je d metrika na X s obzirom na koju je X potpun metricki prostor Ako je A savrsen podskup
od X, onda je on zatvoren u X, pa je prema Propoziciji (A, d) potpun (i o¢ito savrsen) metricki
prostor. Ako je 0 : N — A neka bijekcija, tada je A = (J,cn{o(n)}. No to je u izravnoj kontradikeiji s
BCT (primijenjenog na A), jer su jednoé¢lani skupovi u A nigdje gusti. O]

Napomena 1.4.12. Primijetimo da nam Korolar [1.4.11] daje alternativni dokaz poznatih Cinjenica da je
svaki pravi interval u R neprebrojiv, kao i da je Cantorov skup neprebrojiv (Primjer |1.4.4]).

Korolar 1.4.13. Swvaki beskonacnodimenzionalni Banachov prostor X ima neprebrojivu algebarsku di-
menziju, tj. dim X > Ng.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji Banachov prostor X takav da je dim X = Ry. To znaci
da X ima prebrojivu algebarsku bazu B = {b1,bs,...}. Za svaki k € N neka je X} potprostor od X
razapet vektorima by, ..., b;. Kako je dim Xy = k < N, prema Propoziciji X} je zatvoren, pa je
stoga nigdje gust u X (Primjer . Jer je X = Jyeny X& 1 X je Banachov, dolazimo do kontradikcije
s BCT. O

Napomena 1.4.14. Kasnije ¢emo dokazati i znatno jacu tvrdnju od Korolara [1.4.13] koja kaze da za
beskona¢nodimenzionalne Banachove prostore X zapravo vrijedi dim X = card(X) (vidjeti Teorem [2.2.8)).
Posebno, u beskona¢nodimenzionalnom sluc¢aju uvijek vrijedi dim X > «.

Jedna od interesantnih funkcija f : R — R je tzv. Thomaeovﬂ funkcija (takoder poznata kao
Riemannovﬂ ili ”popcorn” funkcija). Ona je definirana s

61

f() 1 akojeng,pEZ,QENiM(pJ]):L
x) =
0, akojezeR\Q,

te ima svojstvo da ima prekid u svakoj racionalnoj tocki, dok je neprekidna u svim iracionalnim tockama.
Mozemo se pitati postoji li funkcija f : R — R s obratnim svojstvom, tj. koja je neprekidna u svim
racionalnim tockama, dok ima prekid u svim iracionalnim tockama? Kako bismo dali odgovor na to
pitanje, najprije uvedimo sljede¢e pojmove.

Definicija 1.4.15. Za podskup A topoloskog prostora X kazemo da je:

16Carl Johannes Thomae (1840.-1921.), njemacki matematicar
'"Bernhard Riemann (1826.-1866.), njemacki matematicar
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e [ -skup, ako se A moze napisati kao prebrojiva unija zatvorenih skupova,
e (G5-skup, ako se A moze napisati kao prebrojiv presjek otvorenih skupova.
Napomena 1.4.16. Neka je X topoloski prostor.
(a) AC X je Fy-skup ako i samo ako je njegov komplement A® Gs-skup.

(b) Familija F,-skupova je zatvorena s obzirom na formiranje prebrojivih unija i kona¢nih presjeka.
Analogno, familija Gs-skupova je zatvorena s obzirom na formiranje prebrojivih presjeka i kona¢nih
unija.

(c) Svaki Fi-skup A u X je prve kategorije ili ima neprazan interior. Zaista, neka je A = (Jpcy Fi,
gdje su Fy, zatvoreni podskupovi od X. Ako svi ti skupovi Fi imaju prazan interior, tada je A prve
kategorije. S druge strane, ako barem jedan od Fj-ova ima neprazan interior, onda svakako i A ima
neprazan interior.

(d) Svaki gust Gs-skup u X je rezidualan. Posebno, ako je X Baireov prostor, onda je prebrojiv presjek
gustih Gs-skupova u X gust Gs-skup (vidjeti Propoziciju [1.4.6]).

Propozicija 1.4.17. Neka je X metrizabilan topoloski prostor.
(a) Svaki zatvoren podskup od X je Gs-skup.
(b) Svaki otvoren podskup od X je F,-skup.

Dokaz. Dovoljno je dokazati (a). Neka je d metrika koja inducira topologiju na X. Ako je A C X
zatvoren, tada prema Propoziciji [1.2.36] imamo

A= ﬂ{xGX:d(x,A)<:L}.
neN

Bududi da je funkcija  +— d(z, A) neprekidna na X, svaki od skupova oblika {x € X : d(z,A) < A}
(A > 0) je otvoren u X. O

Neka je sada X = R. Tada je Q (kao i svaki prebrojiv podskup od R) F,-skup. Odavde odmah
zakljucujemo da je R\ Q Gs-skup. Obrat ne vrijedi:

Propozicija 1.4.18. R\ Q nije F,-skup, pa stoga Q nije Gs-skup.

Dokaz. Pretpostavimo da je R\ Q F,-skup. Kako je Int(R\ Q) = 0 (jer je Q gust u R), prema (c)
djelu Napomene [1.4.16, R\ Q je skup prve kategorije. Jer je Q skup prve kategorije, slijedi i da je
R=QU (R\ Q) skup prve kategorije. No to je u kontradikeciji s BCT. O

Uvedimo sljedeéu kvantitativnu mjeru (ne)prekidnosti neke funkeije:

Definicija 1.4.19. Neka je f : X — Y funkcija izmedu metrickih prostora X i Y. Za svaku tocku
g € X definiramo oscilaciju od f u zg s

wp(0) = inf diam f(K (x0,€)) = inf sup{d(f(2), (")) : 2,4’ € K(zo, )}
€ &€
Napomena 1.4.20. Primijetimo da je f neprekidna u tocki zo € X ako i samo ako je wy(xg) = 0.
Lema 1.4.21. Za sve A > 0, skup
O(f,\) ={r e X : wy(x) <A}

je otvoren u X.
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Dokaz. Neka je xg € O(f,A). Tada je wy(xo) < A pa postoji € > 0 takav da je
diam [ (K (z0,€)) = sup{d(f(x), (') : @' € K(0,€)} < A

Uzmimo sada proizvoljnu tocku x; € K(xg,¢) i izaberimo § > 0 takav da je K(z1,0) C K(xo,¢e) (npr.
0 =e—d(zp,21)). Tada je

wr(zr) < diam f(K(21,6)) = sup{d(f(z), f(z)) : z,2’ € K(21,6)}
< sup{d(f(z), f(2") : z,2’" € K(x0,¢)} <A,
sto pokazuje K (xg,e) C O(f, ). O

Propozicija 1.4.22. Neka je f : X = Y funkcija izmedu metrickih prostora X 1Y . Tada vrijedi
(a) Skup svih to¢aka u kojima je f neprekidna je Gs-skup.
(b) Skup svih tocaka u kojima f ima prekid je F,-skup.

Dokaz. Dovoljno je dokazati samo jednu tvrdnju; npr. dokazimo (a). Oznac¢imo s C(f) skup svih tocaka
x € X u kojima je f neprekidna. Tada je prema Napomeni [1.4.20)

ciH=) {xeX wp(z) < :L} =N O(f,%).

neN neN

Prema Lemi [1.4.21| svi skupovi O(f, %) su otvoreni, tako da je C' Gs-skup. O

Kao direktnu posljedicu Propozicija i dobivamo:

Korolar 1.4.23. Ne postoji funkcija f : R — R koja je neprekidna u svim racionalnim brojevima i koja
ima prekid u svim iracionalnim brojevima.

Vecina neprekidnih realnih funkcija realne varijable koje smo susreli tokom studija su bile ili svugdje
derivabilne, ili u najgorem slucaju nisu bile derivabilne u konaé¢no ili prebrojivo mnogo toc¢aka (kao npr.
funkcija f(x) = |z|). S druge strane, postoje neprekidne funkcije koje nisu nigdje derivabilne. Prvi
primjer takve funkcije je nasao Weierstrasslﬂ 1872. godine. Ona je originalno definirana kao Fourierovﬁ
red

f(z) = Z a" cos(b"mx), (1.8)
n=0

gdje je 0 < a < 1, b neparan prirodan broj i ab > 1 + 37 /2. Funkcija je u literaturi poznata pod
imenom Weierstrassova funkcija. Sada se mozemo pitati koliko su derivabilne funkcije na R (ili na
nekom intervalu u R) zastupljene unutar svih neprekidnih funkcija. Odgovor na to pitanje nam se na
prvi pogled moze ¢initi iznenadujué. Naime vrijedi:

Teorem 1.4.24. Genericka neprekidna funkcija f : [a,b] — R nije nigdje derivabilna. Drugim rije¢ima,
skup svih neprekidnih realnih funkcija na segmentu [a,b] koje nisu nigdje derivabilne ¢ine rezidualan skup
u funkcijskom prostoru (C(la, b)), || - ||oc)-

Radi jednostavnosti notacije, mi ¢emo dokaz Teorema |1.4.24] dokazati za segment [0, 1]. Kre¢emo sa
sljede¢im pomoé¢nim tvrdnjama:

Lema 1.4.25. Neka je X topoloski prostor i (fi)ren niz funkcija fr, : X — F koji uniformno konvergira
prema funkciji f : X — F. Ako je f neprekidna u tocki xo € X, tada za svaki niz (vi)gen v X, iz
xp — g sligedi fr(xr) — f(zo).

18Karl Weierstrass (1815.-1897.), njemacki matematicar, poznat kao ”otac moderne analize”
19 Joseph Fourier (1768.-1830.), francuski matematicar i fizicar
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Dokaz. Fiksirajmo € > 0. Bududi da niz (fi)reny konvergira uniformno prema f, postoji k1 € N takav
da vrijedi |frx(x) — f(z)| < e/2 zasve k > ki i sve x € X. S druge strane, buduéi da je f neprekidna u
xo, prema Teoremu postoji k2 € N takav da vrijedi |f(zr) — f(z0)| < €/2 za sve k > ky. Stavimo
ko := max{ki, ka2}. Tada za sve k > ko imamo

[Fulan) = Flao)| < |filww) = o)+ |fan) = Fo)l < 5 +5 =<

O]

Lema 1.4.26. Skup svih Lipschitzovih funkcija f :[0,1] — R je uniformno gust potprostor od C([0,1]).

Dokaz. Tvrdnja direktno slijedi iz Weierstrassovog aproksimacijskog teorema da su polinomi uniformno
gusti u C([a,b]) (a polinomi, kao i sve funkcije klase C* na segmentu, su Lipschitzove funkcije).

Prezentirat ¢emo alternativni (i direktniji) dokaz tvrdnje. Neka je f € C([0,1]). Jer je f neprekidna
funkcija na segmentu, ona je uniformno neprekidna, pa za € > 0 postoji n € N takav da za sve z,y € [0, 1]
iz |z — y| < L slijedi |f(z) — f(y)| < e. Neka je g : [0,1] — R neprekidna po dijelovima linearna funkcija
takva da je g(£) = f(£) za sve 0 < k < n. Tvrdimo da je g Lipschitzova i || f — g|je < €.

Zaista, za svaki 1 < k < n oznac¢imo s Ly, koeficijent smjera (linearne) restrikcije od g na podsegment
(=L k] tako da je g(x) — g(y) = Li(z —y) za x,y € [E=1, ], Ako je L := max{|L1],...,|Ln|}, onda je

jasno da vrijedi |g(z) — g(y)| < L|z — y| za sve x,y € [0,1]. Dakle, g je Lipschitzova.

Nadalje, za proizvoljan z € [0, 1] izaberimo 1 < k < n takav da je z € [E=1, £]. Kako je ([, £]) C
f([%,%]) (jer je f meprekidna), postoji y € [%,g] takav da je g(z) = f(y). Slijedi |f(z) — g(x)| =
|f(z) — f(y)| < e. Kako je z € [0, 1] bio proizvoljan, zaklju¢ujemo || f — ¢|/c < €. O

Lema 1.4.27. Za svakin € N, n > 2, stavimo

1 1
Ay = {f € C([0,1]) : postoji x € [0,1— n] takav da |f(z + h) — f(x)| <nh zasve 0 < h < n}

B, = {f € C([0,1]) : postoji = € [;,1] takav da |f(z — h) — f(x)] < nh zasve 0 < h < ;}

Tada su svi skupovi Ay, i By, zatvoreni @ nigdje gusti u funkcijskom prostoru (C([0,1]),] - |leo)-

Dokaz. Mi éemo tvrdnju pokazati samo za skupove A,, buduéi da je dokaz za skupove B, analogan.
Fiksirajmo n € N.

Dokazimo zatvorenost skupa A,. Neka je (fx)ren niz u A, koji uniformno konvergira prema nekoj
funkeiji f € C([0,1]). Za svaki k € N izaberimo neki zj, € [0, 1—21] takav da je | fx(zx+h) — fi (k)| < nh za
sve 0 < h < % Tada, prema Bolzano-Weierstrassovom teoremu za nizove, postoji podniz od (x)ren koji
konvergira prema nekoj tocki zp € [0,1— %] Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da xp — xg.
Iz Leme [1.4.25 slijedi da fi(zg + h) = f(zo + h) i fe(zk) — f(zo). Onda je i |f(zo+ h) — f(z0)] < nh
zasve 0 < h < % Dakle, f € A, odakle zaklju¢ujemo da je A,, zatvoren podskup od C([0,1]).

Sada dokazimo da je svaki skup A, nigdje gust u C([0,1]), odnosno da je Int 4, = 0 (jer je A,

zatvoren). Zbog Leme dovoljno je dokazati da se u svakoj okolini proizvoljne Lipschitzove funkcije
f € C([0,1]) nalazi neka funkcija f; € C([0,1]) \ A,.
Fiksirajmo stoga Lipschitzovu funkciju f € C([0,1]). Za e > 01 k € N neka je g : R — R ”cik-cak”
funkcija takva da je 5(%) = (=1)e zasve j € Z i § je linearna na svakom segmentu oblika [%, %]
Stavimo g := gl[p,1;)- Tada za sve x € [0, 1) mozemo naci dovoljno mali § > 0 takav da za sve 0 < h < §
vrijedi |g(z + h) — g(x)| = 2ekh. Definirajmo funkciju f; := f +g. Ocito je || f1 — flloo = [|9]lcc = €, tako
da je f1 € K(f,2¢). S druge strane, ako s L ozna¢imo Lipschitzovu konstantu od f, onda za proizvoljnu
tocku z € [0,1) i sve 0 < h < 4 imamo

2¢kh — Lh < |g(x +h) — g(@)| —[f(z +h) — f(z)| < [(g(z + ) — g(x)) = (f(z +h) — f(z))]
= |filx+h) = fi(z)]

Posebno, ako izaberemo k € N takav da je k > %, dobivamo |fi(z + h) — fi(z)| > nh. Dakle, fi ¢ Ay,
Sto pokazuje K (f,2¢) ¢ A,. Zbog proizvoljnosti od f ie > 0, zaklju¢ujemo da je Int A, = 0. O
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Dokaz teorema[I.4.24 Oznacimo s D skup svih funkcija f € C([0, 1]) koje su derivabilne u barem jednoj
tocki x € [0, 1]. Koristeéi iste oznake kao u Lemi [1.4.27] imamo

)

Prema Lemi [1.4.27 svi skupovi A4, i B, su nigdje gusti u C([0,1]), pa je (Ur—s An) U (Ur—y By) skup
prve kategorije u C([0,1]). Tada je i D skup prve kategorije, kao podskup skupa prve kategorije, odakle
zakljuéujemo da je skup C([0,1]) \ D rezidualan. O

Kao direktnu posljedicu Teorema [1.4.24] BCT i Propozicije dobivamo:

Korolar 1.4.28. Skup svih neprekidnih funkcija f € C([a,b]) koje nisu nigdje derivabilne ¢ini gust
podskup od (C([a,b]), || - |co)-

1.5 Kompaktnost u metrickim i normiranim prostorima

Definicija 1.5.1. Neka je X topoloski prostor.
e Pokrivac skupa A C X je bilo koja familija podskupova od X,
U={U;:iel,U; C X},
takva da vrijedi A C (J;c; Us.
e Ako su svi elementi U; pokrivaca U otvoreni skupovi, tada govorimo o otvorenom pokrivacu.
e Potpokrivaé¢ pokrivaca U skupa A je podfamilija U’ C U koja je i sama pokriva¢ od A (tj. unija
skupova iz U’ je i dalje nadskup od A).
Definicija 1.5.2. Neka je X topoloski prostor. Za podskup A C X kazemo da je kompaktan ako se

svaki otvoreni pokriva¢ od A moze reducirati na konac¢an potpokriva¢. Posebno, ako je A = X kompaktan,
onda kazemo da je X kompaktan prostor.

Napomena 1.5.3. Diretktno iz definicija kompaktnosti i relativne topologije (Definicija [1.2.21]) slijedi da
je podskup A topoloskog prostora X kompaktan ako i samo je A, kao topoloski prostor s obzirom na
relativnu topologiju, kompaktan prostor.

Odmah istaknimo sljedeée dvije jednostavne ¢injenice.
Propozicija 1.5.4. Svaki zatvoreni podskup A kompaktnog prostora X je i sam kompaktan.
Dokaz. Neka je {U; : i € I} otvoreni pokriva¢ skupa A. Dodavanjem otvorenog skupa A° dobivamo
otvoreni pokrivac¢ za X, koji prema pretpostavci ima konacan potpokriva¢. Taj se potpokrivac sastoji od
nekih U;,, ..., U;, i mozda A°. Jer je A°N A = (), zakljuéujemo da U;,, ..., U;, pokrivaju A. O
Propozicija 1.5.5. Neka su X i Y topoloski prostori i f : X — Y neprekidna funkcija. Ako je A C X
kompaktan skup u X, onda je f(A) kompaktan skup u'Y .

Posebno, kompaktnost je topoloska invarijanta, tj. ako su topoloski prostori X i Y homeomorfni,
onda je X kompaktan ako i samo ako je'Y kompaktan.

Dokaz. Neka je A C X kompaktan i {V; : i € I} otvoren pokrivac od f(A), tako da je f(A) C U, Vi-
Tada je

AC ) crt (U V) =Jrto.
icl iel
Jer je f neprekidna, svi skupovi f~1(V;) su otvoreni u X (Teorem [1.2.38)). Stoga je {f~1(Vi) : i € I}
otvoreni pokriva¢ od A. Kako je A kompaktan, postoji kona¢no mnogo i1,...,ix € I tako da je

Agf_l(‘/;l)U...Uf_l(Vik):f_l(VilU”'UVik) = f(A)gVHUUVzk
Zakljucujemo da je f(A) kompaktan skup. O
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Alternativnu (i éesto prakti¢nu) formulaciju kompaktnosti mozemo dati u terminima zatvorenih sku-
pova.

Definicija 1.5.6. Za familiju skupova F = {F; : i € I} kazemo da ima svojstvo kona¢nih presjeka
ako svaka njena konacna podfamilija {F;,, ..., F;, } C F ima neprazan presjek, tj. F;, N--- N F;, # 0.

Propozicija 1.5.7. Topoloski prostor X je kompaktan ako i samo ako za svaku familiju F zatvorenih
skupova u X sa svojstvom konacnih presjeka vrijedi (e r C # 0.

Dokaz. Za proizvoljnu familiju A podskupova od X promotrimo familiju komplemenata
Ac:={X\A: Aec A}.
Tada ocito vrijedi:

1. A je familija otvorenih podskupova od X ako i samo ako je A, familija zatvorenih podskupova od
X.

2. A je pokriva¢ od X ako i samo ako je nBeAc B =.

3. Kona¢na podfamilija {A;,...,A4,} od A pokriva X ako i samo ako je presjek odgovarajuée podfa-
milije komplemenata {X \ A;,..., X \ 4,} od A, prazan.

)

Stoga, tvrdnja da je prostor X kompaktan je prema kontrapoziciji ekvivalentna tvrdnji ”za svaku
familiju U otvorenih podskupova od X, ako nikoja kona¢na podfamilija od I/ ne pokriva X tada niti U ne
pokriva X”. To je pak prema 1.-3. ekvivalentno tvrdnji ”za svaku familiju F zatvorenih podskupova od
X, ako je presjek svake kona¢ne podfamilije od F neprazan, tada je i presjek ¢itave familije F neprazan”.
Time smo dokazali propoziciju. ]

*
* *

Napomena 1.5.8. Na DIFRAF-u smo dokazali fundamentalni Heine—Borelov@@ teorem koji karakte-
rizira kompaktne skupove u F” kao njegove zatvorene i ograni¢ene podskupove. Ta se tvrdnja lako moze
poopéiti i na sve konaénodimenzionalne normirane prostore (provedite dokaz za DZ).

Jedna implikacija uvijek vrijedi u svim metri¢kim prostorima; svaki kompaktan podskup metrickog
prostora X je zatvoren i ogranicen.

Zaista, ako je A C X kompaktan, tada je za proizvoljan x € X, rastuca familija kugala {K(x,k) :
k € N} otvoreni pokriva¢ za X, pa posebno i za A. Stoga, prema pretpostavci postoji k € N takav da je
A C K(z,k), odnosno A je ogranicen.

Kako bismo dokazali zatvorenost od A, pretpostavimo da postoji o € A%\ A. Za k € N stavimo
Up :={z € A: d(z,20) > £}. Onda je o¢ito {Uy : k € N} (prebrojiv) otvoren pokriva¢ od A. Prema
pretpostavci, ve¢ konaéno mnogo skupova Uy, pokriva A, tako da postoji n € N takav da je d(x,zg) > %

za sve x € A. Time smo dobili kontradikciju s pretpostavkom da je zo € A%. Dakle, A4 C A, odnosno A
je zatvoren.

U beskona¢nodimenzionalnim normiranim prostorima zatvorenost i ogranicenost vise nije dovoljna
garancija za kompaktnost.

Primjer 1.5.9. Jedini¢na kugla/sfera u prostoru cop nije kompaktna. Naime, veé¢ smo primijetili da
kanonski niz (ey)nen iz Primjera nema konvergentan podniz, iako je ||ep|lcoc = 1 za sve n € N.

Stovise, uskoro ¢emo vidjeti da Heine-Borelova karakterizacija kompaktnosti zapravo karakterizira
konaénodimenzionalne normirane prostore (Teorem |1.5.13)).

Definicija 1.5.10. Za podskup A metri¢kog prostora X kazemo da je totalno ograniéen ako za svaki
e > 0 postoji kona¢no mnogo tocaka x1,...,x; € X tako da vrijedi A C U§:1 K(zj,¢).

2Fduard Heine (1821.-1881.), njemacki matematicar
# Emile Borel (1871.-1956.), francuski matematicar i politicar
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Napomena 1.5.11.

(a) Ocito je svaki totalno ograni¢en podskup od X ogranicen, dok obrat ne vrijedi. Npr. skup {e, :
n € N} u ¢ je ogranicen, ali nije totalno ogranicen.

(b) Podskup A metrickog prostora X je totalno ograni¢en ako i samo za svaki e > 0 postoji kona¢no
mnogo tocaka ai,...,ar € A tako da vrijedi A C U?Zl K(aj,€). Zaista, pretpostavimo da je A
totalno ogranicen i neka je e > 0. Prema pretpostavci, postoji kona¢no mnogo toc¢aka z1, ...,z € X
tako da vrijedi A C U?:l K(xj,5). Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da vrijedi
ANK(z;,5) # 0 zasve 1 < j < k (u protivnom izbacimo kugle disjunktne s A), te neka je
aj € ANK(zj,5). Tada je K(xj,5) C K(aj,¢c) zasve 1 < j <k, tako da je A C U§:1 K(aj,e).
Obrat je trivijalan.

U metrickim prostorima imamo i sljedeéu korisnu karakterizaciju kompaktnosti.
Teorem 1.5.12. Neka je X metricki prostor i A C X. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:
(i) A je kompaktan skup.
(i) A je potpun i totalno ogranicen skup.
(iii) Svaki beskonacéan podskup od A ima barem jedno gomiliste u A.
(iv) Svaki niz u A ima konvergentan podniz s limesom u A.

Dokaz. (i) = (ii). Pretpostavimo da je A C X kompaktan. Za svaki ¢ > 0 familija kugala {K(z,¢) :
x € A} je otvoreni pokriva¢ od A, pa iz kompaktnosti od A slijedi da postoji konaéno mnogo toc¢aka
x1,...,0 € A tako da vrijedi A C U§:1 K(z;,€). Dakle, A je totalno ogranicen.

Nadalje, neka je (zx)ken proizvoljan Cauchyjev niz u A. Za svaki k € N neka je Fj zatvara¢ skupa
{zk, 211, ..} (prema Napomenama i je svejedno je uzimamo li zatvara¢ u X ili A, jer je A
zatvoren u X). Tada je (Fy)gen padajué niz zatvorenih podskupova od A, tako da familija {Fj : k € N}
svakako ima svojstvo konaénih presjeka. Jer je A kompaktan, iz Propozicije slijedi da postoji
T € ey Fr- Tada svaka kugla K (x,¢) sijece sve skupove Fy, tako da je zp € K(x,¢) za beskonacno
mnogo k € N. Posebno, za € = 1 izaberimo proizvoljan p; € N tako da je d(xp,,x) < 1. Zatim, za ¢ = %
izaberimo p; < ps tako da je d(zp,,z) < % Induktivnim argumentom dobivamo podniz (z,, )ken od
(zk)ken takav da vrijedi d(zp,, ) < ¢ za sve k € N, tako da z,, — .

(i) = (iii). Pretpostavimo da je A potpun i totalno ogranic¢en skup, te neka je B C A beskonacan
podskup. Jer je A totalno ogranic¢en, prema Napomeni postoji konac¢an podskup F C A takav
da vrijedi A C (U,cp K(x,1). Kako je B beskonacan, postoji tocka x1 € F takva da je BN K(z1,1)
beskonac¢an skup. Induktivno, pretpostavimo da smo za k € N izabrali tocke z1,...,z; € A tako da
je skup BN K(x1,1) N -+ N K (g, %) beskonacan. Tada analognim arugmentom kao u prvom koraku
izaberemo tocku w41 € A takvu da je skup BN K (21,1) N+ N K (vg, 1) N K (zp1, k%rl) beskonacan.
Za k € N neka je

_ — 1
Ey :zAﬂK(xl,l)ﬂ---ﬁK(mk,E).

Tada je (Ek)r padajuca familija nepraznih i zatvorenih podskupova od A, te diam(Ej) < % (tako da
diam(E})) — 0). Jer je A potpun, prema Cantorovom teoremu (Teorem [1.3.14)) postoji tocka a € A takva
da je a € Ej, za sve k € N. Napokon, za proizvoljan k € Niy € BN K(x1,1)N--- N K(xy, %) imamo
d(a,y) < d(a,zy) + d(zg,y) < %, sto pokazuje da je a gomiliste skupa B.

(ili) == (iv). Pretpostavimo da svaki beskonac¢an podskup od A ima barem jedno gomiliste, te
neka je (zp)ren proizvoljan niz u A. Ako je slika tog niza konaé¢na, tada je tvrdnja trivijalna (s obzirom
da u tom slucaju niz ima konstantan podniz). Stoga pretpostavimo da je {zj : k € N} beskonacan
podskup od A. Prema pretpostavci on ima gomiliSte u A; oznac¢imo ga s z. Tada je za sve n € N
presjek K(z,2) N {z) : k € N} beskonacan, pa sliénim argumentom kao u dokazu implikacije (i) =
(ii) dobivamo podniz od (x)ken koji konvergira prema x.
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(iv) = (i). Pretpostavimo da svaki niz u A ima konvergentan podniz s limesom u A i neka je
U = {U; : i € I} otvoreni pokriva¢ skupa A.

Twurdnja 1. Postoji 6 > 0 takav da za sve x € A postoji i € I takav da je K(x,0) C U;. (Bilo koji
takav broj § > 0 zove se Lebesgueov@ broj pokrivaca U).

Pretpostavimo da tvrdnja ne vrijedi. Tada za svaki k € N postoji neki z € A takav da vrijedi
K(xk, )N UF # 0 za sve i € I. Prema pretpostavci, niz (zx)gen ima konvergentan podniz s limesom
x € A. Izaberimo i € I takav da je z € U;. Jer je U; otvoren, postoji r > 0 takav da je K(z,r) C U;.
Nadalje, izaberimo k € N takav da je % < gid(z,m) < 5. Ako jey € K(xy, %), tako da je d(y,xp) < %,
onda je d(y,z) < d(y,xy) + d(xy,r) < § 4+ § = r. To pokazuje inkluziju K (zy, %) C K(x,r) C U, sto je
u kontradikciji s izborom xy.

Tvrdnja 2. A je totalno ogranicen skup.

Pretpostavimo suprotno. Tada prema Napomeni postoji € > 0 takav da za svaki konacan
podskup F od A vrijedi A € J,cp K(2,€). Posebno, za fiksirani z1 € A postoji z € A\ K(z1,¢).
Koristeéi induktivni argument dolazimo do niza (zy)ken, tako da vrijedi

k
vepr € A\ | |J E(zj,6) | VEeEN.
j=1

Tada ocito za sve m # k vrijedi d(zk, zy,) > €. Stoga niz (rx)ken ne moze imati konvergentan podniz,
Sto je u kontradikciji s pretpostavkom.

Kako bismo zavrsili dokaz implikacije (iv) = (i), izaberimo Lebesgueov broj § > 0 pokrivaca U.
Zatim izaberimon € Nizq,...,z, € A tako da vrijedi A C U;'L:1 K(z;,9). Po definiciji broja §, za svaki
1 < j < n postoji i; € I takav da je K(x;,0) C U;;. Tada je

n n
gU (25,9 gU

Dakle, {Uj,,...,U;,} je konacan potpokriva¢ od U. Kako je U bio proizvoljan, zaklju¢ujemo da je A
kompaktan. O

Notacija. Ako je X normiran prostor, u daljnjem ¢emo otvorenu i zatvorenu jedini¢nu kuglu K(0,1)
i K£(0,1) od X redom oznacavati s Kx i Bx, a jedini¢nu sferu {z € X : ||z|| = 1} sa Sx. Onda je za
reXir>0, K(z,r)=x+rKx, odnosno K(x,r) =z + rBx.

Teorem 1.5.13. Neka je X normiran prostor. Tada je ekvivalentno:
(i) X je konacnodimenzionalan.
(ii) Svaki zatvoren i ogranicen skup u X je kompaktan.
(iii) Svaka tocka x € X ima kompaktnu okolinu.
(iv) Postoji tocka x € X koja ima kompaktnu okolinu.
(v) Jediniéna sfera Sx je kompaktan skup u X.

U dokazu Teorema [1.5.13] koristit ¢emo sljede¢u korisnu pomoénu tvrdnju (tzv. Rieszova lema), koja
nam u opéenitim normiranim prostorima donekle omoguéuje da zaobidemo koncept ortogonalnosti (koji
je vezan za unitarne prostore).

Lema 1.5.14 (Rieszov lema). Neka jeY potprostor normiranog prostora X takav da'Y # X. Tada
za svaki 0 < r < 1 postoji x € Sx takav da je i d(z,Y) > r.

22Henri Lebesgue (1875.-1941.) francuski matematicar
ZYrigyes Riesz (1880.-1956.), madarski matematicar
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Dokaz. Jer je 0 € Y, najprije primijetimo da je svakako d(z,Y) <1 zasve x € Sx. Izaberimo vektor
r1 € X\ Y istavimo R := d(z1,Y). Primijetimo da je R > 0 (Propozicija [1.2.36)). Za € > 0 neka je
y1 € Y takav da je |ly1 — 21| < R +¢. Neka je

1 — U
ri=——.
1 =yl
Onda je z € Sx i vrijedi
. : Y1 1
d(x,Y) = inf ||y — z|| = inf ||y + — ‘
)= jap b=l = ot o+ -
_ Y n [ B x1 ‘ _ infyey [ly — 21| _ d(z1,Y)
veY | lzr — ol llzr =l fler — 1 — w1 21— |
- R
R+¢
Sada za dani 0 <r <1 preostaje izabrati ¢ > 0 tako da vrijedi 77 > 7. O

Napomena 1.5.15. Ako je potprostor Y konaénodimenzionalan, tada mozemo naéi = € Sx takav da je
d(z,Y) = 1. Naime, prema dokazu Rieszove leme, svaki trazeni vektor x nalazi se u prostoru Z :=
[Y U {z1}], pri ¢emu je z1 € X \ Y proizvoljan fiksiran vektor. Ako je Y kona¢nodimenzionalan, isto
vrijedi i Z. Stoga, za svaki k € N mozemo nadi zj, € Sz takav da je d(zy,Y) > 1 — +. Time dobivamo
niz (zx)ken u Sz, a kako je Sz kompaktna (jer je dimZ < ¥g) postoji konvergentan podniz (zp, )ien
s limesom z € Sz. Kako je |z, —y|| > 1 — i za sve y € Y i k € N, prelaskom na limes dobivamo
|t —yl| > 1zasvey eV, tako da je d(z,Y) = 1.

S druge strane, ako je potprostor Y beskona¢nodimenzionalan, tada ne mora postojati x € Sx takav
da je d(z,Y) = 1.

Primger 1.5.16. Promotrimo sljedeée potprostore realnog funkcijskog prostora (C([0,1]), ]| - ||co):

X ={feC(o,1]): f(1) =0} i Y:—{fEX:/O f(t)dt—O},

tako da je Y < X. Tvrdimo da vrijedi d(f,Y) < 1 za sve f € Sx. Kako bismo to dokazali, najprije
primijetimo da za sve f € X vrijedi

d(f,Y) = /01 (1) dt‘. (1.9)

(Za generalnu verziju te tvrdnje vidjeti Propoziciju M) Zaista, za proizvoljnu funkciju g € Y imamo

/01 (1) dt‘ _

Sto pokazuje )fol f(t) dt’ < d(f,Y). Obratno, za € > 0 izaberimo funkciju fo € X takvu da vrijedi

1
| —g(t))dt\ < 1If = gllo,

1
lfolloo <14+e i /0 fo(t)dt = 1.

Npr. ako je § := ﬁ (BSO 0 < & < 1), mozemo uzeti da je fy identicki jednaka 1 + € na intervalu [0, 4]

i da je fo linearna na intervalu [9,1]. Tada za proizvoljnu funkciju f € X za g := f — (fol ft) dt) fo

imamo g€ Y i
1
/ f(t)dt‘.
0

1 1
uf—gnoo:‘/ f(t)dt‘ <+ [ f(t)dt‘ ALY <(1+9)
0 0

Zbog proizvoljnosti € > 0 zakljucujemo d(f,Y) < ‘fol f(t) dt‘.
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Sada pretpostavimo da postoji funkcija f € Sx takva je d(f,Y) = 1. Prema (L.9)), to znaci da

istovremeno vrijedi
1
/ f(t) dt‘ =1.
0

Odavde slijedi 1 = ] 10 dt‘ < [MIf@®)]dt <1, tako da je [} £(£)]dt = 1, odnosno [(1—|f(#)]) dt = 0.
Jer je funkcija 1 — |f| nenegativna i neprekidna, zaklju¢ujemo da je f konstanta f = 11ili f = —1. U
svakom slucaju f(1) # 0, sto je kontradikcija s pretpostavkom da je f € X.

[fllo=1 i

Dokaz Teoremall.5.13 Implikacija (i) = (ii) slijedi iz prethodnog razmatranja, dok su implikacije (ii)
= (iii) i (iii) == (iv) trivijalane (ako je svaki zatvoren i ograni¢en skup u X kompaktan, onda je za
sve r € X, K(x,1) kompaktna okolina od x).

(iv) = (v). Pretpostavimo da je z € X tocka koja ima kompaktnu okolinu V. Tada postoji r > 0
takav da je K(z,r) € V. Prema Propoziciji K(x,7) je kompaktan skup, kao zatvoren podskup

kompaktnog skupa. Jer je Bx homeomorfna s K(z,r), slijedi i da je Bx kompaktan skup (Propozicija
1.5.5). Onda je i Sx kompaktan skup kao zatvoren podskup od Byx.

(v) = (i). Pretpostavimo da ne vrijedi (i), odnosno da je X beskona¢nodimenzionalan. Naj-
prije izaberimo proizvoljan vektor xy € Sx. Prema Napomeni [1.5.15| postoji z1 € Sx takav da je
d(z1,[{zo}]) > 1. Induktivnim argumentom dobivamo niz (z)reny u Sx takav da za sve k € N vrijedi

d(zg, [{x1,...,2k-1}]) > 1. Dakle, vrijedi ||z — x| > 1 za sve k # m. Time smo nasli niz u Sx koji
nema konvergentan podniz pa stoga Sx (odn. Bx) nije kompaktan skup (Teorem [1.5.12)). O
*
* *

Na kraju ovog odjeljka dokazat ¢emo i neka poopcéenja dobro nam poznatih tvrdnji o neprekidnim
funkcijama definiranim na kompaktnim podskupovima od F", kao i karakterizacije zatvaraca kompaktnih
skupova u metrickim prostorima koja ¢e nam trebati kod kompaktnih operatora.

Propozicija 1.5.17. Neka je X kompaktan topoloski prostor i Y metricki prostor. Tada je svaka nepre-
kidna funkcija f : X —'Y zatvoreno preslikavanje, tj. za svaki zatvoren podskup C' od X je f(C) zatvoren
podskup od Y .

Posebno, ako je f injektivna funkcija, tada je f homeomorfizam na svoju sliku.

Dokaz. Neka je C' zatvoren podskup od X. Jer je X kompaktan, C' je takoder kompaktan (Propozicija
, pa je prema Propoziciji f(C) kompaktan podskup od Y. Kako je Y metricki prostor, onda
je f(C) i zatvoren podskup od Y (Napomena [L.5.8). Dakle, f je zatvoreno preslikavanje.

Ako je f dodatno injektivna, tada trivijalno vrijedi (f~1)~%(C) = f(C) za svaki podskup C C X
(praslika od inverza), pa posebno i za sve zatvorene podskupove C' C X. Prema Teoremu i prvom
dijelu dokaza zaklju¢ujemo da je inverz f~' : f(X) — X takoder neprekidan. Dakle, f je homeomorfizam
na svoju sliku. O

Propozicija 1.5.18. Neka su X i Y metricki prostori. Ako je X kompaktan, tada je svaka neprekidna
funkcija f : X — 'Y ogranicena i uniformno neprekidna.

Dokaz. Ograni¢enost od f slijedi iz ¢injenice da je f(X) kompaktan skup (Propozicija [1.5.5).

Neka je e > 0. Jer je f neprekidna, za svaki ¢ € X postoji d. > 0 takav da vrijedi f(K(c,d.)) C
K(f(c),5). Kako je {K(c,d.) : ¢ € X} otvoreni pokriva¢ kompaktnog prostora X, on ima Lebsesugeov
broj 6 > 0 (vidjeti dokaz Teorema [I.5.12)). Tada za svaki par tocaka z,y € X iz d(z,y) < § slijedi da
postoji ¢ € X takav da je x,y € K(c,d.). Onda je f(z), f(y) € K(f(c),5), pa vrijedi

A(f (@), F(y)) < d(f(@), £(0)) +d(F(), (W) < 5 +5 =¢.

Dakle, f je uniformno neprekidna. O
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Definicija 1.5.19. Neka je X topoloski prostor. Za A C X kaZzemo da je relativno kompaktan ako
je njegov zatvara¢ A kompaktan.

Koristec¢i analogne argumente kao u dokazu Teorema [1.5.12 nije tesko dokazati sljedeéi rezultat (pro-
vedite dokaz za DZ).

Korolar 1.5.20. Neka je X metricki prostor i A C X. Promotrimo sljedece tvrdnje:
(i) A je relativno kompaktan.
(i) Svaki niz w A ima podniz koji konvergira u X .
(iii) Svaki niz u A ima Cauchyjev podniz.
(iv) A je totalno ogranicen skup.

Tada vrijedi: (i) < (ii), (i5i) < ()i (i)/(ii)) = (ii)/(iv). Nadalje, ako je X potpun, sve te
tordnje su medusobno ekvivalentne.

1.6 Ograniceni linearni operatori

Neka su X 1Y vektorski prostori nad nad istim poljem F. S L(X,Y’) oznacamo skup svih linearnih
operatora s X u Y. Kao $to znamo, L(X,Y") ima strukturu vektorskog prostora nad F uz operacije po
tockama:

(S+T)x:=Sx+ Tz, (AS)z := A(Sz), S,TeL(X,Y),NeF, z e X.
Jezgru linearnog operatora T' € L(X,Y') oznacavamo s ker T, a njegovu sliku s ran 7. Dakle
kerT=T'({0})={zcX:Te=0} i ranT=T(X)={Tz:zeX}

i to su redom potprostori od X i Y.
Ako je Y = X onda piSemo samo L(X), a ako je Y = F onda pisemo X#. Elementi od X# se zovu
linearni funkcionali na X, a prostor X# se zove algebarski dual od X.

Definicija 1.6.1. Neka su X i Y normirani prostori. Za linearni operator 7' € L(X,Y’) kazemo da je
ogranicen ako postoji konstanta L > 0 takva da vrijedi

|ITz|| < Lljz|  VaeX. (1.10)

Skup svih ogranicenih linearnih operatora s X u Y oznac¢avamo s B(X,Y). Ako je X =Y pisemo B(X).
Nadalje, skup svih ogranicenih linearnih funkcionala B(X, F) ozna¢avamo s X* i zovemo ga (neprekidni)
dual od X.

Napomena 1.6.2. (a) O¢cito je B(X,Y') potprostor od L(X,Y).

(b) Treba razlikovati svojstvo ogranic¢enosti linearnog operatora iz Deﬁnicijei svojstvo ogranicenosti
linearnog operatora kao funkcije (Sto po definiciji znaci da je slika ograni¢en podskup kodomene).
Naime, jer je slika ran T linearnog operatora 7' € L(X,Y) potprostor od Y, ranT" ¢e biti ogranic¢en
skup u Y ako i samo ako je ranT = {0}, odnosno ako i samo ako je T' nuloperator.

(c) Linearni operator 7' € L(X,Y’) je ograni¢en ako i samo ako ograni¢ene podskupove od X slika u
ograni¢ene podskupove od Y (otuda i dolazi naziv ”ograni¢en”). Zaista, ako je ||Tz| < Ll|jz| za
sve x € X 1S C X ogranicen skup, onda postoji M > 0 takav da je ||z|| < M za sve x € S.
Stoga je |[Tz| < L| x| < LM za sve x € S, odnosno T'(S) je ogranic¢en skup. Obratno, ako T'
slika ogranicene skupove u ograni¢ene skupove, onda je posebno T(Sx) ograni¢en skup u Y pa
postoji M > 0 takav da je ||Tz|| < M za sve z € Sx. Onda je za proizvoljan =z € X, = # 0,
| Tx|| = ||z||[|T (%) < M||z||, dok je za x = 0 trivijalno 70 = 0.

llzl
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Propozicija 1.6.3. Neka su X i Y normirani prostori. Za linearni operator T € L(X,Y) su sljedece
tordnje ekvivalentne:

(i) T je ogranicen.

(i) T je Lipschitz-neprekidan.

(iii) T je uniformno neprekidan.

(iv) T je (globalno) neprekidan.

(v) Postoji tocka xo € X u kojoj je T neprekidan.

Dokaz. Implikacije (ii) = (ili) = (iv) = (v) su trivijalne.
(i) = (ii). Neka je L > 0 tako da vrijedi | Tz| < L||z|| za sve x € X. Jer je T linearan, onda za
sve 7,y € X vrijedi [Tz — Ty|| = ||T(z — y)|| < L||z — y||. Dakle, T' je Lipschitz-neprekidan i Ly < L.
(v) = (i). Pretpostavimo da je 7" neprekidan u nekoj tocki zo € X. Tvrdimo da je onda T
neprekidan i u 0. Zaista, ako je V' okolina od 0 = T0, onda je V + Tz okolina od Tz (vidjeti Primjer
1.2.41)) pa zbog neprekidnosti od T' u g postoji okolina U od zg takva da je T(U) C V + T'zp. Onda je
U — z( okolina od 0 i

T(U - iL'o) = T(U) — T(.Q;‘()) - (V + T:L'o) —Txg=1V.

Nadalje, jer T' neprekidan u 0 (i 70 = 0) za ¢ = 1 dobivamo ¢ > 0 takav da je | Tz| < 1, ¢im je ||z|| < 4.
Tada za proizvoljan x € X, x # 0 imamo

2 0 =« 2
i . < 2l
el =3 | (5 - ) et < 30

Dakle, T je ogranicen. O
Za linearne funkcionale imamo i dodatan kriterij ograni¢enosti.

Propozicija 1.6.4. Neka je X normiran prostor. Linearni funkcional ¢ € X# je ogranicen ako i samo
ako mu je jezgra zatvoren potprostor od X.

Dokaz. Ako je ¢ ogranicen, onda je on neprekidan (Propozicija [1.6.3)), pa je stoga kerp = f~1({0})
zatvoren potprostor od X (Teorem [1.2.38]).

Pretpostavimo sada da ¢ nije ograni¢en. Posebno, ¢ nije nulfunkcional, pa postoji zp € X \ ker .
Jer ¢ nije ogranicen, ¢(Sx) je neogranic¢en skup u F (Napomena[1.6.2)), pa postoji niz vektora (zj)ken u
Sx takav da je |p(xg)| > k za sve k € N. Definirajmo novi niz (yg)rey u X s

Zo
Yk = X0 — L( )xk
o(z)
Tada je yx € ker p za sve k € N iy, — xg ¢ ker . Dakle, ker ¢ nije zatvorena. O

Napomena 1.6.5. Primijetimo da iz dokaza Propozicije slijedi da je jezgra svakog neograni¢enog
linearnog funkcionala na X (pravi) gust potprostor od X.

Propozicija 1.6.6. Neka su X 1Y normirani prostori.
(i) Ako je X konacnodimenzionalan, onda je svaki linearni operator T € L(X,Y") ogranicen.
(ii) Ako je X beskonacnodimenzionalan, tada postoji injektivan neogranicen linearni operator T € L(X).

(iii) Ako je X beskonacénodimenzionalan i Y # {0}, tada postoji neogranicen linearni operator T €
L(X,Y). Posebno, neprekidni dual X* je pravi potprostor algebarskog duala X7 .
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Dokaz. (i). Neka je {b1,...,b,} baza za X. Za svaki x € X neka je ¢, : {1,...,n} — F jedinstvena
funkcija takva da je z = >_}_, ¢ (k)by. Tada je s

2] =D lu (k)
k=1

definirana norma na X. Jer je X kona¢nodimenzionalan, norme || - || i || - || su ekvivalentne. Posebno,
postoji M > 0 takav da je |z|| < M]||z|| za sve x € X. Za linearni operator T : X — Y stavimo
L := max{|Tby|,...,||Tb,||}. Tada je za sve x € X,

S

< ML|a|.

ITz|| = k)Tby|| < Z |oa (B)| Tk || < Li||’

Dakle, T je ogranicen.

Sada pretpostavimo da je dim X > X. Neka je B algebarska baza X (Teorem (L. . Bez smanjenja
opéenitosti mozemo prespostaviti da su svi vektori iz B norme 1 (u protivnom ih norm1ramo). Izaberimo
proizvoljan prebrojiv podskup C = {b1,b2,...} od B.

(ii). Definirajmo T': B — X s

Tby:=kb, (keN) i Tb=b WbeB\C,

te na jednoznac¢an nac¢in (po linearnosti) prosirimo 7' do linearnog operatora 7' € L(X). Ocito je T
injektivan, a jer je by € Sx 1 [|Tbx| = k||bk|| = k za sve k € N zaklju¢ujemo da T nije ogranicen.

(iii). Pretpostavimo da Y # {0} i fiksirajmo vektor yo € Sy. Definirajmo T': B — Y s
Ty =kyo (K€EN) i Th=0 VbeB\C,

te na jednoznacan nacin prosirimo 7' do linearnog operatora T € L(X,Y). Jer je by € Sx i ||Tbx| =
kllyol| = k za sve k € N zaklju¢ujemo da T' nije ogranicen. O

Napomena 1.6.7. 1z tvrdnje (ii) Propozicije m posebno slijedi da zatvorenost jezgre linearnog opera-
tora izmedu beskona¢nodimenzionalnih normiranih prostora opéenito nije dovoljna garancija za njegovu
ogranicenost (kao §to to je to slucaj za linearne funkcionale, prema Propoziciji |1.6.4]).

Propozicija 1.6.8. Neka su X i Y normirani prostori.
(i) ZaT € B(X,Y) definiramo
|IT|| :=inf{L > 0: ||Tz| < L|jz||Vx € X}

Tada je ||T|| Lipschitzova konstanta od T (tj. Ly = ||T||) i vrijedi

||| = sup ||Tz|| = sup ||Tz| = sup ||Tz]. (1.11)
r€Bx rESx €K x
(ii) || - || definira normu na vektorskom prostoru B(X,Y), koja se zove operatorska norma.

(iii) Ako je Y Banachov prostor onda je i B(X,Y) (uz operatorsku normu) Banachov prostor. Posebno,
neprekidni dual X* je uvijek Banachov prostor.

(iv) Ako je Y Banachov prostor i Xg < X gust potprostor od X, tada se svaki T € B(Xo,Y) na
jedinstven nacin i bez poveéanja norme prosiruje do operatora T € B(X,Y) (dakle T|x, = T i
17l = 17l)-
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Dokaz. (i). Iz definicije od ||T|| slijedi
[Tzl < Tz} VoeX. (1.12)

Onda za sve x,y € X vrijedi ||Tz — Tyl = |[T(z — v)|| < ||IT||||x — y||, odakle dobivamo Ly < ||T||.
Obratno, iz definicije Lipschitzove konstante Ly slijedi ||Tx —Ty|| < Lp||lx —y|| za sve z,y € X. Posebno
za y = 0 dobivamo ||Tz| < Lrl||z|| za sve z € X, odnosno ||T|| < Ly. Dakle Ly = ||T||, pa je prema

Napomeni [1.2.33]1 (1.12])

Ter—Ty
17l = LT_S“"{”rx—yHH”“X”y}‘“p{H <H:v—yH>H ”6“”}

= sup |[Tzf| < Sup [T < [T
reEB

r€Sx

Time smo pokazali prve dvije jednakosti u (1.11]). Napokon, ako je (x)ren niz u By takav da || Txg| —
IT||. Za k € N stavimo y; = kiﬂxk Onda je (yx)ren niz u Kx i ||Tyil = ﬁHTka — |||, sto
pokazuje sup,¢ ., [|Tx| = ||T7.

(ii). Provjeravamo svojstva norme. Nenegativnost je trivijalna.
Strogost. Ocito je ||0]| = 0. Za T € B(X,Y) je ||T|| = 0 ako i samo ako je ||Tz| = 0 za sve ||z] = 1.
Onda jeizasvex € X,z #0, ||[Tz| = ||z||T (IIxH> || =0, pa je stoga T = 0.
Apsolutna homogenost. Za A € X imamo

AT = sup [[MTz)| = S ATz = [l Sup [Tl = AT

TESX

Nejednakost trokuta. Za Ty, Ty € B(X,Y) imamo

1Ty + Tal| = sup [|The + Tox| < sup (Tl + [ Toz]]) < sup [Ty]| + sup [To]|
z€S zes zes

rESx

T3]+ [IT2]]-

(iii). Pretpostavimo da je Y Banachov prostor. Neka je € > 0 i (T;)reny Cauchyjev niz u B(X,Y).
Tada postoji kg € N takav da vrijedi

|Te =Tl < 5, ¥kl > ko.

Tada je
€
1Tk = Thall < 1Tk = Tillllell < Sll2ll, Vo € X, k.12 ko, (1.13)

tako da je za svaki x € X, (Tx)ken Cauchyjev niz u Y. Jer je Y potpun, postoji

Tr:= lim Tz €Y.
k—o00

Na taj na¢in dolazimo do preslikavanja 7' : X — Y. Tvrdimo da je T' € B(X,Y) i da || Ty — T|| — O.
Linearnost od T je ocita. Naime, za xz,y € X i A, u € I iz neprekidnosti operacija zbrajanja i mnozenja
skalarom slijedi

T(Az + py) = lim Tp(Az + py) = lim (A\Tpz + pTry) = X lim Tpz + p lim Try
k—o0 k—oo k—o0 k—oo
=Tz + uTy.
Za proizvoljan x € Sx izaberimo [ > kg takav da je

Tz — Tiz| < g
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Tada prema (1.13)) za sve k > kg imamo
|Tex — Tx| < ||Trx — Tiz|| + | Tix — Tx|| < e,

iz ¢ega direktno slijedi
T, — T|| = sup ||(Tx — T)x| <e, Vk > ko.
€Sy
Posebno, T'— T}, € B(X,Y) (za k > ko), tako da jei T € B(X,Y) kao suma T = T}, + (T — T}, ) operatora
uB(X,Y), te | T, — T|| — 0.
(iv). Za z € X zbog gustoée od Xy u X postoji niz (zp)reny u Xo takav da zp — z. Jer je
T € B(Xy,Y), niz (Tzy)ken je Cauchyjev niz u Y pa zbog potpunosti od Y postoji

Tz := lim Tz, €Y.

k—o0

Tvrdimo da definicija od Tz ne ovisi o samom izboru niza (zj)ren. Zaista, neka je (yx)ren neki drugi
niz u Xy takav da yp — x. Onda zp — yr — 0 pa je stoga

0=T0=T ( lim (xp — yk)> = lim (Tzy — Tyx) = lim Txy — lim Tyg.
k—o00 k—o0 k—o0 k—o0
Tvrdimo da je s © + Tz definiran ograni¢en linearni operator s X u Y i |T|| = ||T||. Zaista, neka su

z,y € X i A\, u € F. Izaberimo nizove (z)ren 1 (yYk)ren takve da xp — = 1 yr — y. Onda Az + pyr —
Az + py, pa je

T(he+ py) = lim Ty + pyy) = lim (ATzg + pTyp) = AT + pTy.

Nadalje, o¢ito je ||T|| < ||T||. Obratno, za = € X neka je (zj)ren niz u Xo takav da 2 — x. Onda je
zbog neprekidnosti norme

Tz = || Jim Tayl| = lim |[Tay| < lim [ T[] = [T},
—00 k—o00 k—o0
sto pokazuje ||T|| < ||T|. Napokon, ako je T € B(X, Y') neko drugo prosirenje od 7', onda je (T—T)|x, =
0, pa je zbog gustote od Xy u X i neprekidnosti od T'— T nuzno T — T = 0. O

Mi éemo u daljnjem podrazumijevati da je prostor B(X,Y") opskrbljen s operatorskom normom.

Napomena 1.6.9.

(a) U ovom trenutku nije jasno da za beskonaénodimenzionalne normirane prostore X uvijek vrijedi
X* # {0}. Ta cinjenica ¢e slijediti iz Hahn-Banachovog teorema, kojeg ¢emo uskoro dokazati.

(b) Koriste¢i Hahn-Banachov teorem ¢emo takoder dokazati i obrat tvrdnje (iii) Propozicije[1.6.8] (Ko-
rolar , tako da je za X # {0}, Y Banachov prostor ako i samo ako je B(X,Y) Banachov
prostor.

Propozicija 1.6.10. Neka su X, Y i Z normirani prostori. Ako je T € B(X,Y), S € B(Y, Z), onda je
ST € B(X,Z) i ||ST|| < ||SINTI (submultiplikativnost operatorske norme).

Dokaz. Za sve z € X imamo

1(ST)z|| = [|S(Tx)[| < STl < [ISTIT N[,
odakle slijedi ST € B(X,Z) i ||ST| < [|S|||T] O
Definicija 1.6.11. Neka su X i Y normirani prostori.

e Za linearni operator T' € B(X,Y) kazemo da je izometrija ako vrijedi ||Tz| = ||z|| za sve z € X.
Ako je T pritom bijekcija, onda kazemo da je T izometricki izomorfizam s X na Y.
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e Za ogranicen bijektivni linearni operator T' € B(X,Y) ¢iji je inverz T—! € L(Y, X) takoder ogranicen

kazemo da je (topoloski) izomorfizam s X na Y.

e Kazemo da su normirani prostori X i Y (izometricki) izomorfni ako postoji (izometricki) izo-

morfizam 7' € B(X,Y’). Pritom pisemo:

X 2=2Y, akosu X iYizometricki izomorfni,
X ~Y, akosu X iY izomorfni.

Napomena 1.6.12. Neka su X i Y normirani prostori.

(a)

()

Neka je T' € B(X,Y) izometrija. Ocito je T" injekcija, ¢uva udaljenost (tj. [|[Tz — Ty|| = ||z — y||
za sve x,y € X) 1 ||T| = 1. Nadalje, ako je X Banachov prostor, onda je njena slika ran7T" potpun
pa stoga i zatvoren potprostor od Y (Propozicija|1.3.11]). Zaista, neka je (yr)reny Cauchyjev niz u
ranT. Onda za svaki k € N postoji (zbog injektivnosti jedinstven) xp € X takav da je Tz = yp.
Jer je ||z — x1]| = ||lyk — wil| za sve k,l € N, (2)ren je Cauchyjev niz u X pa zbog potpunosti od
X postoji zg := limg_,o z € X. Neprekidnost od T povlac¢i yp, — Txg € ranT.

Ako je T € B(X,Y) izometricki izomorfizam, onda je i inverz T—! € L(Y, X) izometrija (posebno
ograni¢en). Naime za y € Y imamo | T~ y|| = |T(T~'y)| = |lyl|.

Prema Propoziciji linearni operator 7' € L(X,Y) je homeomorfizam ako i samo ako je izomor-
fizam, odnosno ako i samo ako postoje konstante m, M > 0 takve da vrijedi

mllz|| <|[Tz| < Mllz|| Vo e X.

Naime, jer je T' bijekcija, nejednakost m|z|| < ||Tz| za sve 2 € X je ekvivalentna s | T y[| < L|y||
za sve y € Y. Posebno, ako je X Banachov prostor i Y ~ X, onda je i Y Banachov prostor (tj.
potpunost je invarijanta izomorfonosti).

Relacije ”izomorfnosti” odnosno ”izometricke izomorfnosti” su relacije ekvivalencije na klasi svih
normiranih prostora. O¢cito izometricka izomorfnost povlaci izomorfnost, dok obrat opéenito ne
vrijedi. Naime, svaka dva normirana prostora iste kona¢ne dimenzije su izomorfna (kao vektorski
prostori, pa onda i kao normirani prostori prema tvrdnji (i) Propozicije . Posebno, (2 ~ (°
(Primjer. S druge strane zan > 2, 2 % (5°, jer norma ||-||2 zadovoljava relaciju paralelograma,
dok ju norma || - || ne zadovoljava.

Unutar kategorije normiranih prostora (morfizmi su ograniceni linearni operatori) nemogudce je
razlikovati izometricki izomorfne normirane prostore, te se radi toga oni Cesto identificiraju.

Korolar 1.6.13. Neka je X normiran prostor i Y Banachov prostor. Ako je Xo < X gust potprostor od
X onda je B(Xo,Y) 2 B(X,Y). Posebno, Xj = X*.

Dokaz. Prema Propoziciji m (iv), preslikavanje T+ T je izometricki izomorfizam s B(Xp,Y) na
B(X,Y) (s inverzom S — S|x,)- O

Primgjer 1.6.14. Neka je K kompaktan metricki prostor. Promatramo Banachov prostor (C(K), | - ||c)

(a)

Za fiksiranu tocku x € K definirajmo d, : C(K) — F s §,(f) := f(x) (evaluacija z). Ocito je d,
linearno preslikavanje i |0.(f)| = |f(x)| < || fl|loo, tako da je 0, € C(K)* i ||0z]| < 1. Ako uzmemo
konstantnu funkciju f = 1, onda je oCito || f]lcc = 11 d.(f) = 1, tako da je ||0,| =1 za sve x € K.
Za z € K se funkcional §, takoder zove Diracov@ funkcional (mjera) u z.

24Paul Dirac (1902.-1984.), engleski matematicar i fizicar, jedan od utemeljitelja kvantne mehanike i elektrodinamike
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(b) Za fiksiranu funkciju g € C(K) neka je S : C(K) — C(K) operator mnozenja s g, tj. Sf := gf.
Ocito je S linearan. Za f € C(K) imamo

1S flloe = llgflloo < llgllooll £l

tako da je ||S|| < ||g|lec- Sli¢no kao u (a), ako uzmemo konstantnu funkciju f =1, onda je Sf =g,
tako da je [|S]| = [|gloo-

(¢c) Neka je F' : K — H neprekidna surjekcija, gdje je H neki drugi (nuzno kompaktan) topoloski
prostor i u € C'(K) takva da je |u(x)| = 1 za sve x € K. Definirajmo funkciju R: C(H) — C(K) s

Rf:=wu-(foF).
Ocito je R linearan operator. Za f € C'(H) imamo

1flloo = llulf o F)lloc = max fu(z) f(F(2))] = max | f(F(z))| = max|f(y)] = || fllo-

TeK

Dakle, ||Rf||co = ||f]lco, tako da je R izometrija. Nadalje, R je izometricki izomorfizam s C(H) na
C(K) ako i samo ako je F' homeomorfizam s K na H (dokazite za DZ).

Primgjer 1.6.15. Neka je [a,b] segment u R. Promatramo realan Banachov prostor (C([a,b]), | - ||ec)-

:/:f(t)dt

Tvrdimo da je V' ogranicen linearni operator. Zaista, linearnost od V slijedi iz linearnosti (Rieman-
novog) integrala. Nadalje, za f € C([a,b]) i « € [a, b] imamo

(a) Definirajmo funkciju V' : C([a, b)) — C([a,b]) s

x T b b
(Vf)(@)| = f(t)dt‘ﬁ/ f(t)ldté/ |f<t>rdts/ 1fllso dt < (b= a)|]loo-

Dakle, V je ogranicen i ||[V|| < b —a. Ako uzmemo konstantnu funkciju f = 1, onda je ocito
IV flloc = b — a, tako da je [|[V| = b — a.

Takoder primijetimo je ran V = {f € C([a,b]) : f(a) = 0}, tako da ran V nije zatvoren potprostor
od C([a,b]). Stovise, jer je C'([a, b]) uniformno gust u C([a, b]) (direktna posljedica Weierstrassovog
aproksimacijskog teorema ili Leme|1.4.26)), lako se provjeri da jeranV = {f € C([a,b]) : f(a) = 0}.

(b) Neka je K : [a,b] x [a,b] — R neprekidna funkcija. Za f € C([a,b]) definirajmo funkciju T'f :

[a,b] - R's
b
- / K(x,y)f(y) dy

Primijetimo da je T'f € C([a,b]). Ako je f = 0 tvrdnja je trivijalna, pa pretpostavimo da f # 0.
Za proizvoljne x1, x5 € [a, b] imamo

b
[(Tf) (1) = (Tf)(x2)| = /(K(:Ul,y) K(z2,y) dy' /\K x1,y) — K(z2,9)[|f(y)| dy

< (b= a)[[K(z1,-) = K(22,)|loo || flloo-

Jer je K neprekidna na kompaktnom skupu [a, b] x [a, b], ona je uniformno neprekidna (Propozicija
1.5.18)), pa stoga za ¢ > 0 postoji § > 0 takav da vrijedi

(9o, o) € fa b)) (Ionm) = (o)l <0 = 1K ormn) = Kloam] < = )
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Posebno, ako je |1 — x2| < 0, onda iz gornje nejednakosti dobivamo |T'f(z1) — T'f(z2)| < €, ¢ime
smo pokazali (uniformnu) neprekidnost funkcije 7'f.
Nadalje, s T': C([a, b]) = C([a,b]), f — T'f, je definiran ogranicen linearni operator. Linearnost od

T ponovno slijedi iz linearnosti (Riemannovog) integrala. Nadalje, ako s M ozna¢imo maksimum
funkcije |K| na [a,b] X [a,b], za f € C([a,b]) i x € [a,b] imamo

b b
Tf(z)| = / K(z,y)f(y) dy‘ S/ (K (z, )| f (y)| dy < M(b— a)l|f]loo;

tako da je ||T|| < M (b — a) (za DZ pokusajte izracunati ||T]|).
Operator T se obi¢no zove integralni operator, a funkcija K jezgra od 1. Kasnije ¢emo provesti

detaljniju analizu operatora T' (na razli¢itim funkcijskim prostorima).

Primger 1.6.16. Neka je C'([a, b]) potprostor realnog Banachovog prostora C([a, b]) koji se sastoji od svih
funkcija klase C'. Promatramo operator deriviranja

D :C%[a,b)) = C([a,b]),  Df:=f".

(a) Operator D nije ograniéen s obzirom na normu || - || na C*([a,b]). Naime, za svaki k € N neka je
fx(z) := sin(kz). Za dovoljno velike k € N je || x|l = 1, dok je s druge strane || f} |« = k.

(b) S druge strane, ako prostor C([a, b]) opskrbimo s prirodnijom i potpunom normom

I£ller = 1flloe + 1 lloc

(vidjeti Primjer [1.3.10] (b)), tada operator deriviranja D trivijalno postaje ograni¢en. Naime,
1D flloo = 1lf oo < I £1]-

Napomena 1.6.17. Ako je normiran prostor X kona¢nodimenzionalan i T € L(X,Y) = B(X,Y) (Propo-
zicija , tada se zbog kompaktnosti jedni¢ne sfere Sx supremum u ([1.11)) po Sx postize, odnosno
postoji x € Sx takav da je || Tx| = T

Sljedeéi primjer pokazuje da to oéenito ne vrijedi ako X nije kona¢nodimenzionalan.

Primgjer 1.6.18. Neka je (A;)ken ogranic¢en niz u F. Stavimo M := suppcy |Ax| 1 pretpostavimo da je
|[Ak| < M za sve k € N. Za 1 < p < 0o neka je linearni operator T : /P — (P definiran s

T(&1,82,83,...) == (M1, oo, N33, .. ).

Tada je za sve z = (£1,82,&3,...) € P, x # 0,

o0 o
1Tzl =D IPIEl? < MP Y (&P = MP |,
k=1 k=1

tako da je ||T'|]| < M, te ne postoji x € Sy takav da je ||[Tz| = M. S druge strane, za svaki kanonski
vektor ey, vrijedi || Texl|, = [Ak|, pa je stoga [|T|| = sup,eg,, [|Tz|, = M.

Sljedeé¢i primjer pokazuje da ogranicenost linearnog operatora na nekoj algebarskoj bazi ne mora
povlaciti njegovu (globalnu) ogranic¢enost.

Primgjer 1.6.19. Neka je B algebarska baza za prostor 2 koja sadrzi skup C svih kanonskih vektora ey.
Definirajmo linearni funkcional ¢ € (£2)* na bazi B s

pleg) =1 (keN) i eb)=0 VbeB\C.

Ocito je |o(x)| < ||z||2 za sve € B. S druge strane, za xj := % imamo ||z||2 = 11 ¢(z) = VEk
za sve k € N, tako da ¢ nije ogranicen.
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1.7 Kvocijentni prostor normiranog prostora

Neka je X vektorski prostor nad poljem F i Y < X njegov potprostor. Na X definiramo relaciju ~ s
T~y ako r—yeY.

Kao sto znamo (a i lako se provjeri), ~ je relacija ekvivalencije na X. Kvocijentni skup X/ ~ oznac¢avamo
s X/Y. Njegovi elementi su klase ekvivalencije

r+Y ={z+y:yeY} x e X.
Na X/Y uvodimo operacije zbrajanja i mnozenja skalarom na sljedeéi nacin
(21 +Y)+ (22 4+Y) := (x1 + x2) + Y, T, 29 € X
Mz +Y):=(\x)+Y, ANeF,zeX.

Lako se provjeri da su te operacije dobro definirane (tj. ne ovise o izboru reprezentanata klasa) i da uz
njih X/Y dobiva strukturu vektorskog prostora nad F kojeg zovemo kvocijentni prostor prostora X
po potprostoru Y. Nulvektor u X/Y je ocito klasa Y =y + Y,y €Y.

Dimenzija prostora X/Y se zove kodimenzija od Y. Ako je C algebarska baza za Y i B algebarska
baza za X koja sadrzi C (Teorem [I.1.9), onda je {b+Y : b € B\ C} algebarska baza za X/Y. Posebno,

dimY + dim(X/Y) = dim X. (1.14)
Prirodno preslikavanje
Qy:X—)X/Y, Qvx:=z+Y
je ocito linearno i zovemo ga kvocijentni operator s X na X/Y. Ocito je kerQy =Y iranQy = X/Y.

Nadalje, ako je Z vektorski prostor nad F i T € L(X, Z) takav da je Y C kerT', onda se T' linearno
faktorizira preko X /Y, tj. postoji jedinstven linearni operator T' € L(X/Y, Z) takav da sljedeéi dijagram

X T A
;>\\ //;z (1.15)
XY

komutira, odnosno vrijedi T = TQy. Ocito je ranT = ranT. B

Posebno, ako je Y = kerT', onda je T' injektivan jer je za x € X, 0 = TQyx = Tz ekvivalentno s
r €kerT =Y, odnosno s Qyr =Y = 0x/y. Stoga je u tom slucaju 7" izomorfizam vektorskih prostora
X/kerT iranT (Prvi teorem o izomorfizmu za vektorske prostore). Posljedi¢no,

dimranT = dim(X/ kerT)). (1.16)

Primijetimo da je ([1.16) u kona¢nodimenzionalnom slucaju (zajedno s (1.14]) za Y = ker T') upravo teorem
o rangu i defektu. Posebno, ako je ¢ € X7 linearni funkcional, onda je ¢ # 0 ako i samo ako mu je slika
polje F, odnosno ako i smo ako mu je jezgra kodimenzije 1.

Sada pretpostavimo da je X normiran prostor i ¥ < X njegov potprostor. Definiramo funkciju
- lxyy : X/Y = Rs
o+ Yy = d(,Y) = inf |1z + |
yey

Ona je dobro definirana, jer ako je x1 + Y = x9 + Y, tako da je x1 — 22 € Y, onda je
Y = inf ||z + y|| = inf ||zo + (1 — 22 + =inf |z;14+y||=|x1+ Y .
lv2 + Yllx/y = inf flzz +yll = inf flzz + (21 =22 +9)l| = 1nf [l21 + o]l = [l21 + Viix/y

Nadalje, da bi || - ||x/y bila norma na X/Y treba vrijediti ||z + Y| x/y =0 ako i samo ako jez +Y =Y
(nulvektor u X/Y), odnosno ako i samo ako je € Y. Da bi to vrijedilo, moramo dodatno pretpostaviti

da je potprostor Y zatvoren (Propozicija |1.2.36)).
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Propozicija 1.7.1. Neka je X normiran prostor i1 Y < X zatvoren potprostor.
(i) (X/Y, |l | x/v) je normiran prostor.

(ii) Za kvocijentni operator Qy vrijedi
Qy(Kx) = Kx/y. (1.17)

Posebno, Qy je ogranicen, ||Qy|| =1 (osim ako je Y = X, kada je Qy = 0), te je Qy otvoreno
preslikavange, tj. za svaki otvoren skup U u X, Q(U) je otvoren skup u X/Y .

(i4) Neka je Z normiran prostor i T € L(X, Z) takav da je Y C kerT'. Operator T' je ogranicen ako i
samo ako je operator T € L(X/Y, Z) iz (1.15)) ogranicen. Pritom vrijedi | T|| = |T||. Nadalje, T
je otvoreno preslikavanje ako © samo ako je T otvoreno preslikavanje.

Napomena 1.7.2. Ako su X i Z normirani prostori, primijetimo da je linearni operator T' € L(X, Z)
otvoreno preslikavanje ako i samo ako je 0 € Int T'(Kx ), odnosno ako i samo ako slika otvorene jedini¢ne
kugle u X po T sadrzi neku otvorenu kuglu u Z s centrom u 0. Zaista, pretpostavimo da je 0 € Int T'(Kx),
tako da postoji r > 0 takav da je rKz; C T(Kx). Ako je U C X otvoren skup, onda za svaki x € U
postoji r; > 0 takav da je x + r, Kx C U. Slijedi

T(U) C | (Te +rarkz) € | (Ta+ T (Kx) =T (U(OCJFT:EKX)) ()
zelU zeU zeU

tako da je T'(U) = U, ey (Tx + ro7Kz) otvoren skup kao unija otvorenih skupova. Obrat je trivijalan.
Nadalje, ocito je svako linearno otvoreno preslikavanje T' € L(X, Z) surjektivno, jer je slika ranT
otvoren potprostor od Z, tako da je ranT = Z.

Dokaz Propozicije[1.7.1. (i). Provjeravamo svojstva norme. Nenegativnost je trivijalna.

Strogost. Za x € X je prema Propoziciji d(z,Y) = ||z + Y| x/y =0 akoisamo akojex €Y =Y
(Y je zatvoren), odnosno ako i samo ako je z +Y =Y = Ox/y.

Apsolutna homogenost. Za X € F, A £ 01 x € X imamo

NG+ )l = I3+ Yy = inf e+l = inf e+ Al = AT inf [l +
= Wiz + Yllxv.

dok je za A = 0 tvrdnja tivijalna.
Nejednakost trokuta. Jer je Y potprostor od X, najprije primijetimo da za proizvoljan x € X imamo

lz+Ylx/y = ;Qxf/ lz+yll= inf |lz+ (y1+y2)l-

y1,92€Y |

Stoga, za x1,x2 € X imamo

[(x1 +Y) + (2 + Y)llx/v = (21 +22) + Y| x/v = yliygf@, |1 + 2 + (y1 + y2)||

IN

inf  (||x1 + + ||zo + = inf ||z + + inf ||z +
St (el + ez + ) = int o+l + inf [l + 0]

= |lz1 + Ylx/v + o2 + Y x/v-

(ii). Jer je 0 € Y, ocito je [|Qvz|x)y = d(z,Y) < ||z za sve x € X, tako da je Qy € B(X, X/Y) i
[Qy| < 1. Dakle, Qy(Kx) € Kx/y. Obratno, ako je Qyxr = x +Y € Ky y, tako da je d(z,Y) < 1,
onda postoji y € Y takav da je ||z +y|| < 1, odnosno z+y € Kx. Jer je Qy(x+y) = Qyx, zakljucujemo
Kx/y CQy(Kx). Iz i Napomene slijedi da je Qy otvoreno preslikavanje.

(iii). Pretpostavimo da je T ograni¢en. Prema ((1.17) je

[Tl = sup |T(@vz)ll = sup [|T(Qyx)| = sup |[Tz|| = [T

QyIEKX/y €K x €K x
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Ako je pak T ogranicen, onda je i T ogranic¢en kao kompozicija T = TQY ogranicenih operatora.
Nadalje, ako je T otvoreno preslikavanje, onda je prema TV(KX/Y) = T(QY(KX)) =T(Kx),

otvoren skup u Z, pa je stoga T otvoreno preslikavanje (Napomena . Obratno, ako je T otvoreno

preslikavanje, onda je i T" otvoreno preslikavanje kao kompozicija T = T'Q)y otvorenih preslikavanja. [

Koristeéi koncept kvocijentnog prostora lako mozemo dokazati sljedece tvrdnje. Prva je direktno
poopéenje Propozicije

Propozicija 1.7.3. Neka su X i Z normirani prostori i T € L(X,Z) linearni operator ¢ija je slika
konacnodimenzionalna. Tada je T ogranicen ako i samo ako je jezgra kerT' zatvoren potprostor od X.

Dokaz. Pretpostavimo da je Y := ker T' zatvoren potprostor od X. Onda je X/Y normiran prostor i
dim(X/Y) = dimranT < Xg. Prema Propoziciji operator T' € L(X/Y, Z) je ograni¢en. Stoga je i
T = QyT ogranicen kao kompozicija ograni¢enih operatora. Obrat je trivijalan. O

Propozicija 1.7.4. Neka je X normiran prostor i ¢ € X*. Tada vrijedi
lp(@)] = lloll - d(z, ker ) Vo € X.

Dokaz. Pretpostavimo da ¢ # 0 (tvrdnja je inace trivijalna). Jer je ¢ ogranic¢en, Y := ker ¢ je zatvoren
potprostor od X kodimenzije 1, ¢ : X/Y — F je izomorfizam jednodimenzionalnih prostora i ||@|| = ||¢||

(Propozicija [1.7.1). Neka je e € X takav da je Qye € Sxy i [p(Qye)| = |l¢|| (Napomena [1.6.17). Jer je
dim(X/Y) =1, za sve z € X postoji A € F takav da je Qy(z — Ae) = 0. Onda je |A| = ||Qy x| x/y i

[p(@)] = [P(Qvz)| = [#(Qy (Ae))| = [Mp(@ve)| = [Qvelx/y vl = dlz,Y) - o]
O

Napomena 1.7.5. Usporedite sada jednakost iz Propozicije s jednakosti ([1.9) iz Primjera[1.5.16

Prisjetimo se, ako je X vektorski prostor te Y i Z potprostori od X tada je njihova suma Y + Z
definirana kao najmanji potprostor od X koji sadrzi Y U Z. To je toéno skup {y + z: y € Y,z € Z}.
Suma je direktna ako je YNZ = {0}, sto je ekvivalentno time da se svaki vektor z € Y + Z na jedinstven
na¢in moze prikazati u obliku x =y + 2z zay € Y i 2 € Z. Direktnu sumu oznacavamo s Y + Z.

Propozicija 1.7.6. Neka je X normiran prostor i Y, Z < X njegovi potprostori. Ako jeY zatvoren i Z
konacnodimenzionalan, onda je njihova suma Y + Z zatvoren potprostor od X.

Dokaz. Slika Qy (Z) od Z po kvocijentnom operatoru Qy € B(X, X/Y) je kona¢nodimenzionalan, onda
i zatvoren potprostor od X/Y (Propozicija|l.3.12). Stogajei Y + Z = Q;I(Qy(Z)) zatvoren potpostor
od X. O

Sljedeé¢i primjer pokazuje da suma zatvorenih potprostora beskonac¢nodimenzionalnog normiranog
prostora opcenito ne mora biti zatvorena, ¢ak niti ako je suma direktna.

Primjer 1.7.7. Neka su Y, Z < (? definirani s

Vi={(&,62,8,...) €07 & =0Vk N} i Z:={(£1,6,8&,...) € 071 Loy = ko, Vk € N}

Lako se provjeri da su Y i Z zatvoreni. Nadalje, YNZ = {0} i Y +Z je gust potprostor od £2, jer sadrzi cog.
Ako bi Y + Z bio zatvoren, onda bi zbog gustoée bilo Y + Z = (2. Posebno, z := (%, %, %, L)EY +Z
pa postoje y € Y i z € Z takvi da je z = y+ z. Ako je z = (A1, A2, A3,...), onda je Ao = ﬁ i

Aof—1 = ﬁ za sve k € N. Posebno, limy_,o Ay # 0, tako da z ¢ £2, §to je kontradikcija.

Definicija 1.7.8. Za svojstvo (P) definirano u terminu kategorije normiranih prostora kazemo da je
svojstvo triju prostora (eng. three space property) ako za svaki normirani prostor X i njegov zatvoren
potprostor Y vrijedi da ako neka dva prostora od X, Y i X/Y zadovoljavaju svojstvo (P) onda i tredi
prostor zadovoljava (P).
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Propozicija 1.7.9. Potpunost je svojstvo triju prostora. Drugim rije¢im, ako je X normiran prostor i
Y < X zatvoren potprostor, tada je X Banachov ako i samo ako su'Y i X/Y Banachovi.

Dokaz. Pretpostavimo da je X Banachov i neka je (z1)ken niz u X takav da je > 72 [|Qy il x/y < oo
Za svaki k € N izaberimo y; € Y takav da je ||zr +yi|| < HQy:L‘kHX/y—i-%k. Tada je > 72 ||z +ykll < oo.
Jer je X potpun, prema Teoremu taj red konvergira u X i neka je x := Y o (z +yx) € X. Jer
je Qy neprekidan, slijedi Qyvz = Y ;2 Qv (xk + yk) = Y peq Qv k. Pozivajuéi se ponovno na Teorem
zakljucujemo da je X/Y Banachov.

Sada pretpostavimo da su prostori Y i X/Y Banachovi i neka je (zx)ken Cauchyjev niz u X. Onda je
i (Qyxk)ren Cauchyjev niz u X/Y (jer je Qy ogranicen). Zbog potpunosti od X/Y postoji z € X takav
da Qyxp — Qyz u X/Y, sto je ekvivalentno s d(zy — 2,Y) — 0. Za svaki k € N neka je y € Y takav
da je ||lxg — z + yil| < d(zk — 2,Y) + % Posebno, z — z +yr — 0, pa iz yx, = (v, — 2 + yx) + (2 — xx)
slijedi da je (yx)ren Cauchyjev niz u Y. Zbog potpunosti od Y postoji y := limj ,ooyr € Y. Onda
xp = (v — 2+ yr) + (2 — yx) — 2z — y, ¢ime je dokazana potpunost od X. O

1.8 Separabilnost

Definicija 1.8.1. Za topoloski prostor X kazemo da je separabilan ako X sadrzi prebrojiv gust pod-
skup.

Propozicija 1.8.2. Neka je X topoloski prostor.
(i) Ako je A C X separabilan podskup (s obzirom na relativnu topologiju), onda je i A separabilan.

(ii) Ako je X separabilan i f : X — Y neprekidna surjekcija, gdje je'Y neki drugi topoloski prostor,
onda je i Y separabilan (tj. neprekidna slika separabilnog prostora je separabilan prostor).

Dokaz. (i). Ako je C prebrojiv gust podskup od A onda je C takoder gust u A. Naime, ako je V neprazan
otvoren skup u A (relativna topologija), onda je V' = U N A za neki neprazan otvoren skup U u X. Onda
jeUNA#D, ajerjeCgustu A, UNA)NC#P. lzUNACV slijedi VNC 0.

(ii). Ako je C prebrojiv gust podskup od X, onda je prema Teoremu [1.2.38) Y = f(X) = f(C) C
f(C) CY, tako da je f(C) prebrojiv gust podskup od Y. O

Propozicija 1.8.3. Svaki podskup separabilnog metrickog prostora X je i sam separabilan.

Dokaz. Neka je C = {x} : k € N} gust podskup od X. Tada je familija kugala {K (g, =) : k,m € N}
prebrojiv otvoreni pokriva¢ od X. Ako je A neprazan podskup od X, za svaki par (k,m) € N x N
takav da A N K (x, %) # ) izaberimo neki ag,, € AN K(xy, %) Tada je C' := {aj .} prebrojiv gust
podskup od A. Naime, svaki € A je sadrzan u nekoj kugli K (xy, %) Jer je apm € K(zy, %) slijedi
d(.%, akz,m) < d(.l‘, xk) + d(xbakml) < % O

Propozicija 1.8.4. Svaki kompaktan metricki prostor X je separabilan.

Dokaz. Prema Teoremu [1.5.12] X je totalno ogranicen. Stoga za svaki k € N postoji n(k) € N i

Th1,- > Thpk) € X tako da je X = U?gﬁl)[((xk],%) Onda je ocito {zy; : k € N, 1 < j < n(k)}

prebrojiv gust podskup od X. O

Propozicija 1.8.5. Neka je X normiran prostor.

(i) Ako je A C X prebrojiv podskup, onda je zatvaraé linearne ljuske [A] separabilan potprostor od X .

(ii) Ako je {Xy : k € N} prebrojiva familija separabilnih potprostora od X, onda je i zatvaraé njihove
sume Y, X, separabilan potprostor od X .
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Dokaz. (i). Sve linearne kombinacije elemenata iz A s racionalnim koeficijentima (pri ¢emu ako je F = C
pod racionalnim brojem smatramo onaj kojemu su realni i imaginarni dio racionalni) ocito ¢ine prebrojiv
gust podskup od [A], pa stoga i od [A] (prema dokazu Propozicije [1.8.2).

(ii). Za svaki k € N neka je C} prebrojiv gust podskup od Xj. Onda je ocito skup svih konac¢nih
suma elemenata, iz | Jj,cy Cr prebrojiv gust podskup od ), Xy, pa stoga i od ), Xj. O]

Primgjer 1.8.6. (a) Svaki normiran prostor X dimenzije dim X < ¥ je separabilan. To slijedi direktno
iz. Propozicije [1.8.5

(b) Banachovi prostori ¢y, ¢ i #? za 1 < p < oo su separabilni. Naime, jer je dimcgyg = Ny (skup
kanonskih vektora ey, k € N je algebarska baza za cq), coo je gust separabilan potprostor od ¢ i
P za 1 < p < oo. Separabilnost od ¢ i 7 (1 < p < 00) sada slijedi iz Propozicije Neka je e
konstantan niz ¢iji su svi elementi jednaki 1. Onda je ¢ = ¢y + Fe, tako da je ¢ separabilan prema
Propoziciji [1.8.5]

(c¢) Banachov prostor (C([a,b]),] - |ls), gdje je [a,b] segement u R, je separabilan. Naime, prema
Weierstrassovom aproksimacijskom teoremu skup svih polinoma P|[a,b] restringiranih na [a, b] je
uniformno gust potprostor od C([a,b]). Jer je dim 7P|, 3 = Ro, P4 je separabilan, pa je stoga i
C([a,b]) = P|[q,4 separabilan (Propozicija .

Opéenitije, ako je K kompaktan metricki prostor, koriste¢i Stone-Weierstrassov teorem (koji je
generalizacija Weierstrassovog aproksimacijskog teorema) moze se pokazati da je (C(K),| - |loo)
separabilan Banachov prostor.

(d) Banachov prostor ¢*° nije separabilan. Naime, za svaki neprazan podskup S C N neka je xg
karakteristicna funkcija skupa S. Tada je xs € €°°, |[xsllcc =11 |IXs — X5’ lloc = 1 za sve neprazne
i razlicite podskupove S, 58" C N. Jer je

7o { Kl y): S € P\ 0}

familija medusobno disjunktnih otvorenih kugala u ¢*° i card(P(N)) = ¢, slijedi da je card(F) = c.
Stoga, ako je C' C £*° gust skup, onda svaka kugla K (xg, %) € F sadrzi barem jedan element xg € C.
Jer su te kugle medusobno disjunktne, preslikavanje K (xg, %) — xg je injekcija s F u C, tako da je
card(C) > card(F) = ¢. S druge strane, card(£*) = ¢ (jer je ¢ < card(f*) < card(FY) = M = ¢),
tako da je ¢ ujedno i najmanji kardinalni broj gustog skupa u £*°.

Propozicija 1.8.7. Za normirane prostore je separabilnost svojstvo triju prostora.

Dokaz. Neka je X normiran prostor, Y < X zatvoren potprostor i Qy € B(X, X/Y') kvocijentni operator.
Pretpostavimo da je X separabilan. Prema Propoziciji je onda i Y separabilan. Jer je X/Y =
Qy (X) 1 Qy je neprekidan, separabilnost od X/Y slijedi iz Propozicije m

Obratno, pretpostavimo da su Y i X/Y separabilni, te C1 i Cy redom prebrojivi skupovi u ¥ i X
takvi da je C7 gust u Y i Qy(Cs) gust u X/Y. Neka je xg € X i e > 0. Jer je Qy(C2) gust u X/Y,
postoji #1 € Cy takav da je d(xo — z1,Y) = [|Qy (w0 — 21)|[x/y < 5. Onda postoji y € Y takav da
je (o —=1) —y| < §. Jer je C1 gust u Y, postoji y1 € Cp takav da je |ly — y1]| < 5. Stoga je
lzo — (z1 + v1)| < ||lxo — 21 —y|| + ||y — y1|| < e. Time smo dokazali da je prebrojiv skup C1 + Co gust u
X, tako da je X separabilan. O

Napomena 1.8.8. Svaki separabilan metricki prostor X je kardinalnosti najvise ¢. Naime, ako je A
prebrojiv gust podskup od X, za svaki x € X postoji niz (ax(x))ren u A koji konvergira prema X.

Definirajmo funkciju f : X — AN s f(2) := (an(x))ren. Jer je limes konvergentnog niza u metrickom
prostoru jedinstven, f je injekcija. Dakle, card(X) < card(AN) = Ngo = 2% —
Posebno, ako je X netrivijalan separabilan normiran prostor, onda je card(X) = c¢. Naime, za

z € X\ {0} je Fx < X i card(Fz) = card(F) = ¢, $to pokazuje card(X) > ¢.
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1.9 Duali prostora nizova

Prisjetimo se da za 1 < p,q < oo kazemo da su medusobno konjugirani eksponenti ako vrijedi
+ % =1 (uz konvenciju ¢ = co ako je p = 1, kao i obratno).

Pretpostavimo da su 1 < p, ¢ < co medusobno konjugirani eksponenti. Onda je za x = (§)ken € P i
Yy = (Mk)ken € ¢4 prema Hélderovoﬂ nejednakosti z := (& )ren € £ i

1
P
1zl < [lzllpllyllq- (1.18)
Stoga svakom y € ¢? mozemo pridruziti preslikavanje ¢, : £ — F definirano s
oo
oy(x) = &k, w=(Gken €7,y = (m)ren € L.
k=1

Ocito je ¢y linearni funkcional na 7 te je prema ([1.18])

> &

k=1

oy ()] =

[ee]
<DLl = Nzl < lyllgllzlp-
k=1

Dakle, ¢, € (P)* i ||oy|l < |lyllq za sve y € £4. Na taj dolazimo do preslikavanja
B (), By =gy (1.19)
koje je ocito injektivan ogranicen linearni operator s £7 u (f7)* i ||®|| < 1. Stovise, vrijedi:

Teorem 1.9.1. Ako jel <p < 0 il < q < oo njemu konjugirani eksponent, tada je preslikavanje ® iz
(11.19) izometricki izomorfizam s €4 na (£P)*.
Dokaz. Za ¢ € (¢P)* definirajmo

U () == (plek))ren;

gdje je (ex)ren niz kanonskih vektora u cop C 2. Tvrdimo da je
Ylp)etd i |U(ellg <llell  Vee(®), (1.20)

tako da je s ¥ : ¢ — W(p) definiran (ocito linearni) ogranicen operator s (/£)* u ¢4 norme ||[¥| < 1.
Fiksirajmo stoga ¢ € (¢P)*.

Ako je p = 1 (tako da je ¢ = o0), onda ((1.20) slijedi direktno iz |p(ex)| < [l¢|lllex]li = |l¢]l za sve
ke N.

Sada pretpostavimo da je p > 1 (tako da je ¢ < oo). Definirajmo niz (n;)ren s

Nk = @(ex) VkeN.

Za svaki k € N izaberimo oy, € F takav da je |ag| = 11 agnr = |nk|, te definirajmo niz (2 )ren u coo C £7,

k
2= ajlng|" e
7j=1

Tada je
k

k k
p(zk) =Ygl g =Y ngl? =) e PImg PO = [zl
=1 j=1

=1

250tto Holder (1859.-1937.), njemacki matematicar
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Nadalje, jer je ¢ € ()" za k € N je |p(zk)| < [l¢|l||zkllp, iz Cega slijedi
1 1—1
q p

k k
lzill} = o(z0) = ()l < Delllanlly, = [ Dol | = DIl = [lzlp™ < el

Jer je k € N bio proizvoljan, slijedi (1.20) i u tom slucaju.
Ostatak dokaza provodimo za proizvoljan 1 < p < oco. Dokazimo da su ¢ i ¥ medusobno inverzna
preslikavanja. Za y = (nx)ken € ¢4 imamo

(Vo ®)(y) = W(py) = (pyler))r = (m)r =y, (1.21)

sto pokazuje ¥ o @ = Iye. Obratno, za ¢ € (P)* i x = (£ )ken € P imamo

(@0 W) (@)](x) = [2(¥())](2) = [R((w(er)))@) = Y Epler) = <Z §kek> =¢(z),  (1.22)
k=1 k=1

S j = L(gp)*- ) = ) 4
Sto pokazuje ® o W = [(yp)«. Napokon, jer je ||®|| <11 [[¥[| <1, za sve y € (7 slijedi

1yllg = (2 (y))llg < [I][I@[ylly <yl = 12l = [lyllq;

odnosno @ je izometrija. Istim argumentom (ili pozivom na Napomenu [1.6.12) zaklju¢ujemo da je ¥ =
d~! takoder izometrija, ¢ime je dokaz zavrsen. O

Napomena 1.9.2. O¢cito su p = ¢ = 2 medusobno konjugirani eksponenti, tako da iz Teorema [1.9.1
posebno slijedi (£2)* = 2. To nije slu¢ajno. Naime, £ je zapravo Hilbertov@ prostor (potpun unitarni
prostor), buduéi da je norma || - ||2 inducirana iz skalarnog produkta

((&k)ks (M) Z&mk

(tj. vrijedi ||(&x)kenl? = ((€k)ren, (Ex)ren) za sve (&k)ken € £2). Kasnije éemo dokazati da je svaki
Hilbertov prostor izometri¢ki izomorfan svom dualu.

Napomena 1.9.3. Ako je p = oo (tako da je ¢ = 1), onda nije tesko vidjeti da je preslikavanje ® definirano

s (1.19) takoder izometrija s £! u (£°°)*. Naime, neka je y = (p)reny € £'. Za svaki k € N izaberimo
ay € F takav da je |ax| = 11 agng = |nk|. Ako je x := (ak)ken, onda je x € Sy i

Iyl = Z\mc! Zaknk = [2W)](x) = [[W]()] < @)l = 12 < llyll-

k=1

S druge strane (unutar teorije ZFC), ® neée biti surjektivno. Naime, uskoro ¢emo dokazati Hahn-
Banachov teorem (koji je teorem teorije ZFC, ali ne i od ZF) koji ukratko kaze da ako je X normiran
prostor i Y < X, onda se se svaki ogranicen linearni funkcional na Y moze bez poveéanja norme prosiriti
do ogranicenog linearnog funkcionala na X (Teorem . Posebno, ako uzmemo X =/, Y =ci

wec,  w[(&ren] = lim & (1.23)
k—o0
(primijetimo da je ||w|| = 1), onda se prema Hahn-Banachovom teoremu w moze progiriti do w € (¢°°)*

(s ||@|| = 1). Pretpostavimo da postoji y = (nx)ren € ¢ takav da je ®(y) = ©. Onda je
e = [®(y)](ex) = w(er) = wlex) =0

za sve k € N. Dakle y = 0 pa onda i @ = ®(y) = 0, §to je kontradikcija, jer npr. za konstantan niz e € ¢
sa svim vrijednostima 1 imamo w(e) = w(e) = 1.

2David Hilbert (1862.-1943.), njemacki matematicar i jedan od najutjecajnijih matematicara 19. i 20. stoljeca
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Stovise, jedna od posljedica Hahn-Banachovog teorema je da je dual svakog neseparabilnog normira-

nog prostora takoder neseparabilan (Korolar [2.2.3)). Posebno, (£>°)* 2 ¢
Takoder napomenimo da je (£>°)* = ¢! konzistentno s teorijom ZF (8tovise, ®(¢') = (£*°)*), tj. postoji
model od ZF u kojemu je to zadovoljeno. Naravno, u takvom modelu ne moze vrijediti AC, jer bi onda

vrijedio i Hahn-Banachov teorem. Zainteresiranog ¢itatelja upuéujemo na [28] i pripadne reference.

Napomena 1.9.4. Teorem mozemo poopéiti na LP-prostore. Naime, neka je (X, F,u) o-konacan
prostor mjere. Ako je 1 < p < o i1l < g < oo njemu konjugirani eksponent, tada je preslikavanje
O LYX,F,pu) — LP(X,F,pu)* definirano s

B(9)](/) = /X fodu, ge Lt felr

izometricki izomorfizam (vidjeti npr. [15]).
Sljededi rezultat, u kojem opisujemo duale prostora ¢y i ¢, ujedno pokazuje da Banachovi prostori
mogu imati izometricki izomorfne duale, a da pritom sami nisu izometricki izomorfni.

Teorem 1.9.5. Vrijedi: ¢ = ¢* = (' ico % c.

Dokaz. Najprije dokazimo cf = (1. Neka je ® € B(¢!, (£*°)*) izometrija iz Napomene m (zap=o001i
q=1), te neka je ®y € B(¢!, ¢}) definirano s

Po(y) = P(Y)]co-

Jer je co < €, ocito je | Po(y)|| < |2(v)|| = |lyll1 za sve y € £1. Sliéno kao i prije, za ¢ € ¢} definiramo

() := (p(ex))ren-

Onda je U(p) € £1i ||U(p)|l1 < |l¢|l. Zaista, za svaki k € N izaberimo oy, € F takav da je |agx| = 1 i
=y

agp(er) (ex)|- Ako je
k

2k = Z aje; € Sco>

j=1

onda je

k k
Z lp(ex)| = Z@W(ek) = |e(zi)| < [lll,
j=1 j=1

odakle slijedi tvrdnja. Nadalje, preslikavanje ¥ : ¢ — ¢ je o¢ito linearno, a isti racun kao u i
(1.22) (uz supstituciju ® — ®¢) pokazuje Wo®g = [;1 i ®go ¥ = I+ (primijetimo da za z = ({k)ken € co
red 72 €rey konvergira prema z u ¢g). Dakle, ¥ = &5 pa kao i prije iz ||®o]| < 11 ||®5"] < 1 slijedi
da su P i @61 izometrije.

Sada dokazimo ¢* = ¢!, Neka je funkcional w € ¢* definiran kao u . Prema Napomeni ne
postoji y € ¢! takav da je w € ran ®(y)|. pa postupamo na sljedeéi nac¢in. Za (o, y) € F @1 ' definirajmo
preslikavanje @1 (a,y) : ¢ - F s

(@10, y)](2) = aw(z) + [2(y)](x) = & lim &+ &,
k=1
gdjejex = (&x)pen € ciy = (Mp)ren € 1. Ocito je @1 € L(F®1£, ¢*). Nadaljeza e € F, y = () pen € £
ix € c vrijedi
[@1(c, »)](@)] < |e|w(@)] + [[2(y)](2)| < lalllz]loc + [[yll1]lz]loo = [[(c, y)[1]|2]loo-

Za e > 0 neka je m € N takav da je 07 [m| = [[yllr < 2oie; [me| + §- Neka je € € F takav da je [£] = 1
iéa=|al, tezal <k <mneka je § € F takav da je | = 11 & = |nk|. Ako je

€T = (51752,-“’577’175’67"')7
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onda je z € S, i

oo
Zﬁk

k*m—&—l

@1 (0 )] (= |a|+2\nk|+g S >|a|+2m|
k=m+1

ZIaI+Z\nkI— Z !nkl—\aH?ZInk\ Zlnk\
k=1

k=m+1

> laf+lyll —e = [l(e,9)lh —e

Time smo pokazali da je ®; izometrija.
Dokazimo surjektivnost od ®; (tako da ¢e onda i <I>1_1 biti izometrija prema Napomeni [1.6.12)). Neka
je ¢ € ¢*. Prema prvom dijelu dokaza postoji jedinstven y = (n)ren € £ takav da je

Pleo(2) = [@o()](2) = D Cumn
k=1

zasve z = (Cx)keN € co. Oznacimo s e konstantan niz sa svim vrijednostima 1. Onda je za z = (§)ken € ¢,
r —w(x)e € ¢, tako da je

p(r) = p(z —w(@)e) + = (& — w(@)m) + w(z)p(e)
k=1

= <<P(€) -y Uk) w(z) + Z &Mk
k=1 k=1

odakle slijedi da je ¢ = ®1(a,y), gdje je a :=p(e) — > 72 nx € F.
Napokon, primijetimo da je F @ ¢! = ¢, preko izometri¢kog izomorfizma

()\, (51,52, .. )) = (/\,fl,fg, .. )

Preostaje dokazati da cg 22 ¢. U tu svrhu nadimo neke razli¢ite invarijante prostora c i c¢g.

Neka je, kao i prije, e = (1,1,...) € Se. Akojex = (£1,&2,...) € ctakavdaje |e—z|x = |le+2|lcc = 1.
Onda je svakako [§ — 1] < 11 |§ + 1] < 1 za sve k € N tako da je nuzno z = 0.

S druge strane, za svaki niz a = (aq,ag,...) € S postoji b € co \ {0} takav da je |la — bl =
la + blloo = 1. Naime, jer a, — 0 postoji ko € N takav da je |ox| < 1 za sve k > ko. Tada niz
b= (u1, 2, ...) € ¢y definiran s

{0, k < ko
HE =

% k> ko.

ocito zadovoljava trazene uvijete.

Sada lako zaklju¢imo da cy 2 ¢. Naime, pretpostavimo da postoji izometri¢ki izomorfizam T : ¢y — c.
Izaberimo a € S, takav da je T'a = e ineka je b € ¢\ {0} takav da je ||a —b||oc = ||a+b||cc = 1. Onda je
lle—=Tb|lcc = |le+Tb||cc =1, odakle slijedi b = 0. Jer je T" injektivan, mora biti b = 0; kontradikcija. [

Napomena 1.9.6. Direktna posljedica Teorema i i ¢injenice da su duali normiranih prostora
uvijek Banachovi prostori (Propozicija |1.6.8)) je da su P Banachovi prostori za sve 1 < p < oo (tvrdnja
koju smo lako mogli i direktno dokazati).

Napomena 1.9.7. Primijetimo da je cg potprostor kodimenzije 1 u ¢, kao jezgra ogranicenog linearnog
funkcionala w € ¢* definiranog s ([1.23]) (alternativno, ¢ = ¢y + Fe, gdje je e konstantan niz sa svim
vrijednostima 1). Nadalje, vrijedi ¢y ~ ¢. Naime, neka je T': ¢y — ¢ preslikavanje definirano s

T(éla&?v&?}v .. ) = (51 + 52551 + 53551 + 545 .- )

Lako se provjeri da je T ogranicen linearni operator i ||T|| <2, te da je sa S : ¢ — co,
S, 12,13, - ) == (m mg o — Hm g, — Hm oy, .. )
k—o0 k—oo k—o0

definiran ogranicen inverz od T' i ||S|| < 2. Provjerite!
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Napomena 1.9.8. Teorem takoder pokazuje da za normirane prostore X i Y iz X* = Y™* opcenito
ne slijedi X =2 Y. Takoder, iz X* = Y™ ne mora slijediti niti X ~ Y. Npr. neka je Y bilo koji pravi
gust potprostor Banachovog prostora X (kao npr. Y = cgo u X = ¢g). Jer je potpunost invarijanta od ~
(vidjeti Napomenu [L.6.12)), svakako Y % X. S druge strane, iz Korolara slijedi Y* =2 X*.

Takoder postoje i primjeri Banachovih prostora X i Y takvih da je X* =2 Y* i1 X 2 Y. Npr.
neka je ¢o(R) skup svih funkcija f : R — R takvih da je lim, ,o |f(z)| = 0. Lako se provjeri da je
¢o(R) neseparabilan (realan) Banachov prostor uz uobicajene operacije i normu || - ||oo. Ako stavimo
X :=C([0,1)) 1Y := C([0,1]) ®oo co(R), tada se moze pokazati da vrijedi X* = Y™*. S druge strane, X
je separabilan, dok je Y neseparabilan, tako da X £ Y.
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Poglavlje 2

Hahn-Banachov teorem i posljedice

2.1 Hahn-Banachov teorem

Definicija 2.1.1. Neka je X vektorski prostor. Za p : X — R kazemo da je sublinearna funkcija ako
vrijedi:

(i) p(Ax) = Ap(z) za sve realne skalare A > 012 € X (pozitivna homogenost),
(ii) p(z +y) < p(z)+p(y) za sve x,y € X (subaditivnost ili nejednakost trokuta).
Za svaku sublinearnu funkciju p : X — R o¢ito vrijedi p(0) = 0, te je p konveksna funkcija, tj.
p(1—t)z+ty) < (1 —t)p(z) +tply)  Va,y€ X, te[0,1]
Primjer 2.1.2.
(a) Svaka polunorma na vektorskom prostoru je o¢ito sublinearna funkcija.
(b) Svaki linearni funkcional na realnom vektorskom prostoru je sublinearna funkcija.

(¢) Neka je Z topoloski prostor. Na realnom Banachovom prostoru Cy(Z) (Primjer [1.3.6) je s

p(f)=sup f(t),  feC(Z)

tez
definirana sublinearna funkcija.

Teorem 2.1.3 (Hahn-BanachovE}E] teorem prosirenja). Neka je X realan vektorski prostor i p :
X — R sublinearna funkcija. Ako je V potprostor od X i @ € V# linearni funkcional takav da vrijedi

p(x) <p(z) VzeV,
onda se ¢ moZe prosiriti do linearnog funkcionala € X7 tako da vrijedi
o(z) < p(x) Ve e X.
Dokaz Teorema [2.1.3] oslanja se na nekoliko pomoénih rezultata.

Lema 2.1.4. Neka je X realan vektorski prostor. Sublinearna funkcija p : X — R je linearna ako i samo
ako vrijedi p(—x) = —p(x) za sve x € X.

'Hans Hahn (1879.-1934.), austrijski matematicar i filozof
2Stefan Banach (1892.-1945.), poljski matematicar
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Dokaz. Ako je p linearna, trivijalno je p(—z) = —p(z) za sve x € X.
Obratno, pretpostavimo da vrijedi p(—z) = —p(z) za sve z € X. Onda je o¢ito p homogena. Dokazimo
da je p aditivna. Koristeéi subaditivnost od p za sve x,y € X dobivamo

p(x) +p(y) = —(p(—2) + p(~y)) < —p(—2 —y) = p(z +y) < p(z) + p(y)-
O

Notacija. Za realan vektorski prostor X sa G x oznac¢avamo familiju svih sublinearnih funkcijap : X — R.
Na Gx definiramo relaciju parcijalnog uredaja s

p<gq ako  p(z) <q(z) VrelX.

Lema 2.1.5. Neka je X realan vektorski prostor i V < X. Ako sup € Sx i q € Gy takve da je q < p|y,
onda postoji r € Sx takva da jerly =q ir < p.

Dokaz. Definirajmor: X - R s

r(z):= ;g{f/(q(v) +p(x—v)), zelX.

Tvrdimo da r ima trazena svojstva. Najprije dokazimo da je r dobro definirana funkcija. Fiksirajmo
x € X ineka je v € V. Prema pretpostavci je ¢(—v) < p(—v), pa iz subaditivnosti od ¢ slijedi

0 <gq(v) +q(=v) <q(v) +p(=v) = —p(-v) < q(v).
Koristeéi pak subaditivnost od p imamo p(—v) < p(—z) + p(x — v), a jer je —p(—v) < q(v) slijedi
—p(=z) < —p(=v) +p(z —v) < q(v) + p(z —v).

Dakle, skup {g(v)+p(z—v) : v € V'} je ogranicen odozdo s —p(—x) pa je vrijednost r(x) dobro definirana
i r(2) > —p(—2).

Nadalje, jasno je da je r pozitivno homogena i da je r(z) < p(z) zasve x € X (jer je 0 € V). Dokazimo
da je r(xz) = q(x) za sve z € V. Neka je stoga z € V. Tada je za sve v € V,

q(z) < q(v) + q(z —v) < q(v) +p(z —v) < p(v) + p(z —v),
tako da je

g(z) < r(z) = inf (¢(v) +p(z —v)) < q(2) + p(z — ) = q(2).

Ostaje dokazati da je r subaditivna. Neka su x,y € X i ¢ > 0. Izaberimo v,w € V takve da je
@) +pa—v) <r@)+5 i q)+ply—w) <ry) + 5.
Jer su p i ¢ subaditivne, slijedi
qvt+w)+pr+y—(vtw)<r@@)+rly)+e = r@@+y) <rl@) +rly)+e
Proizvoljnost € > 0 daje r(z + y) < r(x) + r(y). O

Lema 2.1.6. Neka je X realan vektorski prostor. Tada za svaki p € Gx postoji minimalni q € Sx takav
da je q < p.

Dokaz. Stavimo
P:={re6&x:r<p}

Jer je p e P, P # (). Neka je £ = {r;};c; neprazan lanac u P. Za x € X definirajmo

r(x) = 12}' ri(x).
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Tvrdimo da je r dobro definirana sublinearna funkcija na X. Za ¢ € I i x € X iz subaditivnosti od
ri i < pslijedi —p(—z) < —ri(—z) < r;(x), tako da je vrijednost r(z) dobro definirana. Pozitivna
homogenost od r je ocita. Ako su z,y € X i e > 0 izaberimo i, j € I takve da je

€ : €
ri(x) <r(x)+ 3 i ri(y) <r(y) + 3
Jer je £ lanac u P, njegovi elementi r; i r; su usporedivi. Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti
da je r; < r;. Onda je

rx+y) <rjle+y) <rjlx)+rj(y) <ri(z)+rjly) <r(x)+rly) +e,

pa iz proizvoljnosti € > 0 slijedi subaditivnost od r. Iz definicije od r je jasno da je r donja meda za
lanac L. Stoga, prema Zornovoj lemi, P ima minimalni element; ozna¢imo ga s q.

Kako bismo zavrsili dokaz leme, ostaje argumentirati da je g zapravo minimalni element u G x. Zaista,
ako je qp € 6x i gy < g, onda je gy < p. Dakle, g9 € P i g9 < g, pa zbog minimalnosti od ¢ u P slijedi
q < qo, odnosno gy = q. ]

Lema 2.1.7. Neka je X realan vektorski prostor. Ako je q € &x minimalni element, onda je q linearni
funkcional na X.

Dokaz. Prema Lemi dovoljno je dokazati da za sve x € X vrijedi ¢(—x) = —q(z).
Fiksirajmo stoga x € X. Ako je x = 0 tvrdnja je trivijalna pa pretpostavimo = # 0. Neka je V := Rx
jednodimenzionalni potprostor od X razapet s x i definirajmo linearni funkcional ¢ : V" — R s

o(Az) := —Aq(—x), XeER.

Ako je A < 0, onda je zbog pozitivne homogenosti od ¢, p(Ax) = ¢((=\)(—z)) = ¢(Az). Ako je A > 0,
onda subaditivnost od ¢ daje 0 < g(A\z) + g(—Az), pa je

p(Ar) = —Aq(—z) = —q(=Az) < q(Ax) = o <gqlv.

Prema Lemi m postoji sublinearna funkcija r € &x takva da je r < ¢ i r|y = ¢. Minimalnost od ¢
implicira r = ¢, tako da je ¢ = ¢|y. Stoga je prema definiciji od ¢, —¢(—x) = ¢(lz) = p(z) = q(z),
odnosno ¢(—z) = —q(x). O

Dokaz Teorema[2.1.3. Prema Lemi postoji sublinearna funkcija r € Sy takva da je r|ly = ¢ i
r < p. Prema Lemi[2.1.6] postoji minimalna sublinearna funkcija ¢ € Sx takva da je ¢ < r. Prema Lemi
¢ je linearni funkcional. Ostaje dokazati @y = ¢. Iz ¢ <7 ir|y = ¢ slijedi ¢y < ¢. Stoga za
proizvoljan x € V imamo ¢(x) < ¢(z) i —p(z) = ¢(—x) < p(—z) = —p(x), odnosno ¢(z) = ¢(x). O

Korolar 2.1.8. Neka je X wvektorski prostor i p polunorma na X. Ako je V. < X potprostor od X i
© € V¥ linearni funkcional takav da vrijedi

lp(x)] <plz)  VzeV,
onda se ¢ moze prosiriti do linearnog funkcionala p € X# tako da vrijedi
[p()] <p(x)  VrelX.

Dokaz. Najprije pretpostavimo da je X realan prostor. Jer je oly < |¢|v| < p|lv, prema Teoremu m
postoji ¢ € X7 takav da je ¢(r) < p(x) za sve z € X. Onda je i —p(z) = ¢(—2) < p(—z) = p(x),
odnosno |¢(x)| < p(x) za sve z € X.

Sada pretpostavimo da je X kompleksan prostor. Neka su redom Xg i Vg vektorski prostori dobiveni
iz X i V restrikcijom operacije mnozenja skalarom na R. O¢ito je Vg < Xg. Definirajmo g : V — R s
©o(v) := Re(p(v)) i primijetimo da je ¢g linearni funkcional na Vg. Nadalje, imamo

lpo(v)] < o) < p(v)  YveV.
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Prema prvom dijelu dokaza postoji linearni funkcional ¢ € XEE takav da vrijedi
Qolv=p0 1 |Po(z)] <p(x) VzeX.

Definirajmo ¢ : X — C s
o(z) == po(x) —igo(ix), =€ X. (2.1)
JerjezaveV
¢o(iv) = Re(p(iv)) = Re(ip(v)) = —Im(p(v)),

slijedi

P(v) = ¢o(v) — igo(iv) = Re(p(v)) + iIm(p(v)) = ¢(v),
tako da je ¢ prosirenje od ¢ s V na X. Iz direktno slijedi da je ¢ aditivan i R-linearan, a ako u
umjesto x stavimo iz, dobivamo

¢(ix) = o(ix) + ido(x) = ip(x).

Dakle, ¢ je C-linearan, odnosno ¢ € X#. Preostaje dokazati da je |p(z)| < p(z) za sve z € X. Neka je
stoga x € X i izaberimo 6 € R takav da je ¢(e??z) = e?p(z) € R. Onda je e?$(x) = po(e?x), tako da je
()] = [ @(x)] = [@o(ex)| < p(ex) = |e”|p(z) = p(x)
zasve z € X. O

Za normirane prostore najcesé¢e se koristi sljedeé¢a varijanta Hahn-Banachovog teorema:

Teorem 2.1.9 (Hahn-Banachov teorem za normirane prostore). Neka je X normiran prostor i
Y < X. Ako je ¢ € Y* ogranicen linearni funkcional na'Y, onda se ¢ bez poveéanja norme moze prosiriti
do ogranic¢enog linearnog funkcionala ¢ € X*, odnosno ¢ly = ¢ i ||¢|| = ||¢l-

Dokaz. Definirajmo p: X — R s p(x) := ||¢||||z||. Primijetimo da je p polunorma na X (Stovise norma,
ako ¢ # 0) 1 |e(y)] < p(y) za sve y € Y. Prema Korolaru ¢ se moze prosiriti do linearnog
funkcionala ¢ € X7 tako da vrijedi |p(z)| < p(z) = |l¢|/||z| za sve z € X. Odavde vidimo da je ¢
ogranicen i [|¢]] < [|gl|. Jer je ¢ly = ¢ trivijalno je [|¢]| < [|¢], tako da je [|¢]] = [l¢l|. O

Napomena 2.1.10. Za bilo koje prosirenje ¢ od ¢ iz Teorema kazemo da je Hahn-Banachovo
prosirenje od . Ono opéenito ne mora biti jedinstveno.

2.2 Posljedice Hahn-Banachovog teorema

Korolar 2.2.1. Neka je X netrivijalan normiran prostor. Za svaki x € X postoji ¢ € Sx~ takav da je
Y(z) = ||x||. Posebno, X* # {0}, te za sve x € X wrijedi

= . 2.2
Izl = max fe(z)] (2.2)

Dokaz. Jer je X # {0} 1 ¢(0) = 0 za sve ¢ € X*, tvrdnju je dovoljno dokazati za x # 0. Definirajmo
Yo : Fz — F s ¢o(Az) := A|z|. Onda je ¢o(x) = ||z|| i |[¢o] = 1 pa preostaje primijeniti Teorem [2.1.3]
kako bismo dobili prosirenje 1) € Sx» od 1. Jednakost (2.2) slijedi iz

2]l = [¢(2)] < sup |p(z)] < [l].
PES X

Korolar 2.2.2. Neka je X normiran prostor 1Y < X.

(i) Ako Y nije gust u X, onda za svaki v € X \'Y postoji ¢ € Sx+ takav da je Y C kery i ¢(z) =
d(z,Y) > 0.
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(i) Vrijedi
Y = ﬂ ker . (2.3)

Y Cker ¢

(iii) Y je gust u X ako i samo ako za sve ¢ € Sx- U {0} iz ply = 0 slijedi ¢ = 0.

Dokaz. (i). Stavimo Z :=Y ineka je z € X \ Z. Onda je Qzx # 0 u kvocijentnom prostoru X/Z, gdje
je Qz € B(X, X/Z) kvocijentni operator. Prema Korolaru postoji ¢ € S(x/z)+ takav da je

o(Qzr) = ||Qzx||x/z = d(x, Z) = d(z,Y) > 0.

Tada je s ¢ := @ 0 Qz definiran trazeni funkcional (prema Propoziciji je llell = llell = 1).

(ii). Oznacimo presjek u sa Z. Ako je p € X* takav da je Y C ker o, onda je zbog zatvorenosti
jezgre ker ¢ takoder Y C ker . Stoga je Y C Z. Obratno, ako x € X \Y, onda prema (i) postoji ¢ € Sx~
takav da je Y Ckerp i p(z) > 0. Dakle, z ¢ Z.

(iii). Tvrdnja slijedi direktno iz (ii), jer je u tom slucaju Y = ker0 = X. O

Korolar 2.2.3. Neka je X normiran prostor. Ako je dual X* separabilan, onda je i X separabilan.

Dokaz. Ako je X* separabilan, onda je prema Propoziciji Sx+ takoder separabilan. Neka je stoga
{¢K : k € N} prebrojiv gust skup u Sx-. Tada za svaki k € N postoji x; € Sx takav da je |k (xg)| > %
Stavimo Y := [{x; : k € N}]. Prema Propoziciji m, Y je separabilan zatvoren potprostor od X.
Tvrdimo da je Y = X. Zaista, neka je ¢ € Sx+ U {0} takav da je Y C ker . Onda je p(zx) = 0 za sve
k € N, iz cega slijedi

1
5 S lew(@)l = l(ex — @)@l < llow — ¢l VkeN.

Gustoca skupa {py : k € N} u Sy« povlaci ¢ = 0, tako da je Y =Y = X prema Korolaru O

Napomena 2.2.4. Obrat Korolara opéenito ne vrijedi. Npr. prostor ¢! je separabilan, ali (£1)* = ¢
nije (vidjeti Teorem i Primjer [1.8.6]).

Prisjetimo se da smo za normirane prostore X i Y dokazali da iz potpunosti od Y slijedi i potpunost
od B(X,Y) (Propozicija|l.6.8)). Sada lako mozemo dokazati i obrat te tvrdnje.

Korolar 2.2.5. Neka su X i Y normirani prostori. Ako je B(X,Y) Banachov prostor i X # {0}, onda
je i Y Banachov prostor.

Dokaz. Neka je (yx)ren Cauchyjev niz u Y. Prema Korolaru za fiksiran xg € Sx postoji p € Sx=«
takav da je p(zg) = 1. Za svaki k € N definirajmo Ty, : X — Y s Trz = p(z)yr. Ocito je (Tk)ken

niz u B(X,Y), te vrijedi [Ty — Tif| < [lllllyx — will = llyx — will za sve k,I € N, tako da je (Tj)ken
Cauchyjev niz. Jer je B(X,Y) Banachov, postoji 7' € B(X,Y) takav da [T — 7| — 0. Onda i
llyx — Txol| = || Tkxo — Txol| — 0, odnosno yi — Txg. O

Propozicija 2.2.6. Neka je X beskonacnodimenzionalan normiran prostor. Tada postoje nizovi (xy)keN
u Sx 1 (pr)ken uw X* takvi da vrijedi @p(xj) = Ok; 2a sve k,j € N.

Dokaz. Trazene nizove konstruiramo induktivno. Neka je z1 € Sx proizvoljan. Prema Korolaru [2.2.]
postoji ¢1 € Sx takav da je p1(x1) = 1. Pretpostavimo da smo za n € N nasli z1,...,z, € Sx i
01, -.,0n € X* tako da vrijedi

or(xj) =0k  V1I<E,j<n.

Jer je dim X > W, postoji z € X \ [{z1,...,z,}]. Neka je
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Ocito je y # 01 pr(y) =0 za sve 1 < k < n. Stavimo

Tptl i= Y € Sx.
[yl

Ponovnom primjenom Korolara dobivamo ¢ € Sx« takav da je ¢(x,41) = 1. Stavimo

n

Pnt1 =@ — Z p(rr)pr € X
k=1

Onda je ppi1(xk) = @r(Xnt1) =0zasve 1 <k <nigpi1(tpt1) = o(Tps1) = 1. O

Definicija 2.2.7. Za nizove (zx)ken 1 (¢r)ken iz Propozicije kazemo da su medusobno biortogo-
nalni.

Sada mozemo dokazati najavljenu ¢injenicu da je algebarska dimenzija svakog beskona¢nodimenzionalnog
Banachovog prostora X jednaka card(X) (vidjeti Napomenu [1.4.14)).

Teorem 2.2.8. Neka je X beskonacénodimenzionalan Banachov prostor. Onda je dim X = card(X) > «c.

U dokazu Teorema koristit ¢emo sljede¢u pomoénu tvrdnju koja ukratko kaze da se svaki pre-
brojiv skup moze prikazati kao neprebrojiva unija gotovo disjunktnih skupova.

Lema 2.2.9. Neka je S prebrojiv skup. Tada postoji injekcija f : R — P(S) takva da je S =, cp f(r),
card(f(r)) =N za sve r € R i card(f(r) N f(s)) < Ng za sve r # s.

Dokaz. Tvrdnju je dovoljno dokazati za skup racionalnih brojeva S = Q. Neka je r € R. Jer je Q gust u
R, postoji strogo rastuéi niz racionalnih brojeva (gx(7))ren u Q koji konvergira prema r. Stavimo

{a1(r), q2(r), -}, reR\Q.

Na taj nacin dolazimo do injekcije f : R — P(Q) takve da je Q = J,cp f(r) i card(f(r)) = No za
sve r € R. Ostaje argumentirati da je card(f(r) N f(s)) < Ny za sve r # s. Zaista, ako je r # s

|r—s]

flr) = {{QI(T‘)aQQ(T),...}U (r}, reQ

ie:= > 0, onda se gotovo svi ¢lanovi nizova (qx(r))ken 1 (qr(s))reny redom nalaze u intervalima
(r—e,r4¢e)i(s—e,s+e). Jer su ti intervali medusobno disjunktni, mora biti card(f(r)N f(s)) < Np. O

Dokaz Teorema[2.2.8. Neka je X Banachov prostor i dimX > ¥y. Najprije dokazimo da X sadrzi
linearno nezavisan skup kardinaliteta ¢. Prema Propoziciji m postoje nizovi (g )keny U Sx 1 (Pk)ken U
X* takvi da vrijedi pg(xj) = 0 za sve k,j € N. Prema Lemi postoji injekcija f : R — P(N) takva
da je card(f(r)) = Rg za sve r € R i card(f(r) N f(s)) < Vg za sve r # s. Za r € R definiramo

by = Z %

kef(r)

Tada je b, dobro definirani element od X. Naime, jer je ||| = 1 za sve k € N, gornji red konvergira
aspolutno u X, pa onda i konvergira u X jer je X potpun (Teorem |1.3.16)). Tvrdimo da je

L:={b:reR}

linearno nezavisan podskup od X. To po definiciji zna¢i da je svaki njegov konac¢an podskup linearno
nezavisan. Neka je stoga {ri,...,r,} kona¢an podskup od R i ay,...,a, € F takvi da je

> ajb., =0. (2.4)
j=1
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Onda za svaki 1 < k < n postoji

p(k) € f(r) \ U fey)
J€{1,...,n}\{k}

Naime, akc? bi za neki/l S k § n bilo f(ry) C Uje.{17...7n}\{k} f(r;), onda bi bilo f(rk) C Ujeqt,.np\ (i} f(rj?ﬂ
f(r), $to je nemoguce, jer je card(f(ry)) = Vo i card(f(r;) N f(ry)) < Vo za sve j # k. Ako za fiksirani
1 <k <nna (2.4) djelujemo s ©p(k), dobivamo

823

0= Zaj(pp(k) (bévj) = O‘ksop(k)(bxk) = o0(k) = a;=0.
=1

Dakle, L je linearno nezavisan skup u X, tako da je dim X > card(£) = c.

Napokon, neka je B algebarska baza za X, tako da je dim X = card(B). Za proizvoljan neprazan skup
S ozna¢imo sa [S]<¥ familiju svih nepraznih kona¢nih podskupova od S. Ako je card(S) > Vg, ocito je
card([S]<¥) = card(S). Prema definiciji algebarske baze postoji surjekcija s [F x B]<“ na X. Dakle,

card(X) < card([F x B]<*) = card(F x B) = ¢ - dim X = max{c,dim X'}
= dim X,

jer je prema dokazanom dim X > c¢. Kako je trivijalno dim X < card(X), zaklju¢ujemo dim X =
card(X). O

2.3 Dual, bidual i refleksivnost

Definicija 2.3.1. Neka je X normiran prostor.

e Anihilator skupa A C X definiran je kao skup

At ={pe X*: ¢(x)=0Vz € A}.

e Predanihilator skupa B C X* definiran je kao skup

1B:={reX: ¢(x)=0Vpec B}

— L
Napomena 2.3.2. Ocito jeiL zatvoren potprostor od X* i At = [A]". Analogno, 1B je zatvoren
potprostor od X i 1B = +[B].

Propozicija 2.3.3. Neka je X normiran prostor i A C X. Tada je “(A+) = [A]. Posebno, ako je A
potprostor od X onda je +(AL) = A.

Dokaz. Ocito je +(A1) zatvoren potprostor od X koji sadrzi A, tako da je [A] C +(AL). Posebno, ako je
[A] = X onda je trivijalno +(A+) = [A]. Stoga pretpostavimo da [A] # X i neka je zo € X \ [A]. Prema
Korolaru postoji @ € Sx- takav da je [A] C ker ¢ i p(z0) = d(xg, [A]) > 0. Tada xq ¢ (A1) jer je
@ € AT i p(xg) # 0, tako da +(A+) C [A]. O

Napomena 2.3.4. Ako je dim X > Ny, opcenito je za B C X*, @ - (LB)L. Npr. ako je X = ¢y i ako
X* identificiramo s ¢! na standardan nacin (Teorem , onda je B := {(&)ken € €11 D02 & = 0}
zatvoren potprostor od X* i (+B)+ = X* (provijerite za DZ).

Kada uskoro uvedemo slabu* (ili w*) topologiju na X* (najslabija topologija na X* s obzirom na
koju su sve evaluacije X* 5 ¢ — ¢(x), x € X, neprekidne), onda koristeéi odgovarajuéu verziju Hahn-

Baachovog teorema nije tesko vidjeti da vrijedi (1 B)L = [B]" (w*-zatvarac od [B]).

Propozicija 2.3.5. Neka je X normiran prostor i1 Y < X njegov zatvoren potprostor.
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(i) Preslikavanje S : X*/Y+ — Y* definirano s
S(p+Y1) = oly, pe X"
je izometricki izomorfizam s X* Y+ na Y*.
(ii) Preslikavanje T : (X/Y)* — Y+ definirano s
T(@):=¢0Qy, $e(X/Y),
gdje je Qy € B(X, X/Y) kvocijentni operator, je izometricki izomorfizam s (X/Y)* na Y+.

Dokaz. (i). Najprije primijetimo da je preslikavanje S dobro definirano. Zaista, neka su ¢, € X* takvi
daje o + YL =4 + Y+ odnosno o —¢ € Y. Onda je (¢ —¢)(y) = 0 za sve y € Y, tako da je
¢ly = ¢]y. Linearnost i injektivnost od S su ocite. Nadalje, ako je ¢ € Y* i » € X* njegovo Hahn-
Banachovo prosirenje, onda je S(4+ Y ) = ¢, tako da je S surjektivno, te je inverz S~!: Y* — X*/Y+
dans S71(p) =p+ Y1t

Ostaje dokazati da je S izometrija. Za ¢ € X* i proizvoljan ¢ € Y je trivijalno (¢ + )|y = oly
tako da je

lelyll = sup [(¢+¥)(y)] < sup [(¢+ ) ()| = [le+ V.

yESy z€Sx
Odavde onda slijedi
< inf o+l = e+ Y xe yL
lely|l < ot le+ 9l = lle x

Takoder, jer je ¢ + Y+ = g;|; + Y+, dobivamo i

1 - 1 -
le + Y lxe/ve = llely + Y lix-)ve < llelvll = llelvl,

tako da je [|S(¢ + Y )| = llelyll = o+ Y x- v

(ii). Akoje ¢ € Y+, takodajeY C ker ¢, onda prema Propozicijimpostoji jedinstven ¢ € (X/Y)*
takav da je ¢ = p o Qy i ||¢]| = ||¢||. Drugim rije¢ima, to to¢no znaci da je preslikavanje 7" izometricki
izomorfizam s (X/Y)* na Y. O

Za normiran prostor X definiramo njegov (neprekidni) bidual s X** := (X*)*. Zax € X definiramo
funkciju £ : X* - F s
z(p) = p(x), e X™.

Ocito je Z linearni funkcional na X*. Nadalje, iz definicije operatorske norme i Korolara dobivamo

12l = sup |2(p)| = sup |p(z)| = [l].
pES x* pESxx*

Takoder, ocito je )\my = Ai4puyzasvex,y € X, A\, p € F. Drugim rije¢ima, kanonsko preslikavanje
Jx : X — X, Jxr =3
je linearna izometrija.

Definicija 2.3.6. Upotpunjenje normiranog prostora X je uredeni par (Y, ¢), gdje je Y Banachov
prostor i ¢ : X — Y linearna izometrija ¢ija je slika gusta u Y.

Teorem 2.3.7. Svaki normiran prostor X ima upotpunjenje, te je svako upotpunjenje od X jedinstveno
do na izometricki izomorfizam.
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Dokaz. Egzistencija. Neka je ¢ = Jx 1Y zatvarac slike ran Jx u X**. Jer je X** Banachov isto vrijedi i
za njegov zatvoren potprostor Y, tako da je ocito (Y, ¢) upotpunjenje od X.

Jedinstvenost. Pretpostavimo da su (Y1, ¢1) 1 (Y2, ¢2) dva upotpunjenja od X. Neka je ¢ : ran ¢y — Ya
preslikavanje definirano s ¥ := ¢9 o gbl_l. Ocito je 1 linearna izometrija (kao kompozcija linearnih izome-
trija) i rant = ran ¢o. Prema Propoziciji 1 se moze na jedinstven nacin prosiriti do ogranicenog
linearnog operatora ¢ € B(Y7, Y3). Operator v je izometrija, jer je njegova restrikcija na gust potprostor
ran ¢, od Y] izometrija. Nadalje, iz ran ¢o C rant C Ya, gustoée od ran ¢s u Ys i injenice da izometrije
definirane na Banachovim prostoru imaju zatvorenu sliku (Napomena , slijedi da je v surjekcija,
pa stoga izometricki izomorfizam s Y7 na Ys. O

Primgjer 2.3.8. Prostor cgp je o€ito gust u svakom P za 1 < p < oo, tako da je ¢ upotpunjenje od
(c00 || - |lp)- Analogno, ¢y je upotpunjenje od (coo, || - ||oo)-

Primjer 2.3.9. Koriste¢i Luzinovﬂ teorem moze se dokazati da je za 1 < p < oo, C([a,b]) gust potprostor
u LP([a,b], B, A), gdje je B Borelova o-algebra i A Lebesgueova mjera na [a,b] (vidjeti npr. [15]). Dakle,
LP(la,b], B, \) je upotpunjenje od (C([a,b]),] - |Ip)-

Propozicija 2.3.10. Neka su X i Y normirani prostori. Za T € B(X,Y) definiramo preslikavange
T :Y* =5 X* s
T*(¢) :==@oT, peY™

(1) T* € B(Y", X*) i [T = [|T[].
(ii) ker T = *(ranT*) i ker(T*) = (ranT)> .

(iii) Dijagram

X** T** Y**
komutira, tj. vrijedi T** o Jx = Jy o T, gdje je T** := (T™)* € B(X**,Y™*).

Dokaz. (i). Ocito je T* € B(Y*,X*). Zbog submultiplikativnosti operatorske norme je ||T*(p)| =
leo Tl < T[]l za sve ¢ € Y™, tako da je |T|| < ||T.
Obratno, za z € Sy prema Korolaru postoji ¢ € Sy~ takav da je o(Tz) = ||[Tz||. Onda je

[Tz| = o(Tx) = [T (0)](x) < 1T [l = T,

tako da je || < |[T*]|. Dakle, 7% = |IT]|.
(ii). Prema Korolaru za x € X vrijedi

zekerT < o(Tz)=0 VpeX* <— [T"(p)l(x)=0 Vpe X~
— zct(ranT).

Analogno, za 1 € Y* vrijedi
Y eker(T*) <= [T"W)(x)=0VeeX <<= ¢Tz)=0VerelX
— ¢ (ranT)",
(iii). Zaz € X i p € Y* imamo

[T (Jx2)](p) = [T*(@)](¢) = (@0 T*)(p) = &(p o T) = p(Tx) = T (yp)
= [Jy (Tz)]().

3Nikolai Luzin (1883.-1950.), sovjetski i ruski matematicar
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Definicija 2.3.11. Operator T* iz Propozicije |2.3.10| se zove dualni operator od T'.

Korolar 2.3.12. Neka su X @ Y mormirani prostori. Preslikavanje T +— T* je linearna izometrija s

B(X,Y) u B(Y*, X*).

Dokaz. Za S,T € B(X,Y) i A\,u € F ocito vrijedi (AS + uT)* = AS* + pT*. Preostaje primijeniti
Propoziciju O

Napomena 2.3.13. Primijetimo da pridruzivanje X ~» X*, T ~» T* definira kontravarijantni funktor s
kategorije normiranih prostora u kategoriju Banachovih prostora (s ogranicenim linearnim operatorima
kao morfizmima), tj. vrijedi (Ix)* = Ix+ i (ST)* =T*S* zasve T € B(X,Y) 1S € B(Y,Z) (gdje su X,
Y i Z normirani prostori).

Korolar 2.3.14. Neka su X i Y normirani prostori. Ako je T € B(X,Y) (izometricki) izomorfizam s
X naY, onda je i T* (izometricki) izomorfizam s Y* na X*, te vrijedi (T*)™' = (T—1)*.

Dokaz. 1z T~'T = Ix, TT~! = Iy i Napomene slijedi T*(T~1)* = Ix- i (T~Y)*T* = Iy+. Dakle,
operator T* je invertibilan i (T*)~! = (T~!)*. Posebno, jer je T izomorfizam, T~! je ogranicen, tako da
je onda i (T~1)* ogranicen, odnosno T* je izomorfizam.

Ako je T pritom izometrija, onda je T(Sx) = Sy, tako da za sve ¢ € Y* vrijedi

IT* ()l = sup [[T*(4)](z)| = sup [¢(Tz)| = sup |[¢(y)| = 1],

TESX TESx YyEeS
§to pokazuje izometri¢nost od T™. O

Napomena 2.3.15. Pretpostavimo da su prostori X i Y konac¢nodimenzionalni, redom s uredenim bazama
(e) = (e1,...,en)i(f) = (f1,---, fm), tenekasu (e*) = (e},...,e5) i (f*) = (ff,..., f}) pripadne dualne
baze za X* i Y™* (tj. ef(ej) =6 zasve 1 <i,5 <ni fi(fi) =6mzasvel <k, l<m). ZaT € L(X,Y)
neka su T'(f,e) i T*(e*, f*) matri¢ni prikazi od T'i T u parovima pripadnih baza. Tada je T*(e*, f*) =
T(f,e) (tj. te matrice su medusobno transponirane). Naime, neka je [a;;] = T(f,€) € Mpyn(F) i
(i) = T*(e*, f*) € Mpm(F). Onda je pi; = [T*(f])]lei = f;(Te;) =ajizasve 1 <i<nil<j<m.

Koristeéi tu jednostavnu opservaciju, na eleganatan nac¢in mozemo dokazati dobro poznatu ¢injenicu
da je rang matrice po retcima jednak rangu matrice po stupcima. Naime, dovoljno je dokazati da operatori
T i T* imaju isti rang. Zaista, prema Propozicijama i[2.3.5 je

d(T*) = dimker(T*) = dim(ran T)* = dim(Y/ranT) = dim Y — dim(ranT) = m — r(T).
Jer je dimY™* = dimY = m, iz teorema o rangu i defektu slijedi 7(7%) = m — d(T*) = r(T).

*
* *

Definicija 2.3.16. Za normiran prostor X kazemo da je refleksivan ako je kanonsko preslikavanje
Jx : X = X** surjektivno, odnosno izometricki izomorfizam s X na X**.

Napomena 2.3.17. (a) Primijetimo da je normiran prostor X Banachov ako i samo ako je Jx(X) za-
tvoren potprostor od X** (vidjeti Napomenu [1.6.12] (a)).

(b) Kako je X** uvijek Banachov prostor, svaki refleksivan normiran prostor je nuzno Banachov.

(c) Svaki kona¢nodimenzionalni normiran prostor X je refleksivan (jer je u tom slucaju dim X** =
dim X, pa je prema teoremu o rangu i defektu Jx nuzno surjekcija).

(d) Ako su X iY izomorfni Banachovi prostori, tada je X refleksivan ako i samo ako je Y refleksivan.
Zaista, pretpostavimo da je X refleksivanineka jeT : X — Y izomorfizam. Onda je prema Korolaru
T** izomorfizam s X*™* na Y** tako da je prema Propoziciji Jy =T oJxoT L.
Posebno, Jy je surjekcija kao kompozicija surjekcija.
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(e) Moguce je da su X i X** izometricki izomorfni, ali da X nije refleksivan. Osnovni primjer takvog
prostora je tzv. Jamesovﬁ prostor J (npr. vidjeti [25]).

Napomena 2.3.18. Kada baratamo s viS§im dualima normiranog prostora X, radi preglednosti notacije
elemente od X, X*, X**, itd. ¢emo redom oznacavati s z, z*, **, itd. dok éemo djelovanja z*(z),
x**(z*), itd. redom oznacavati s (x,z*), (z*,z**), itd. Tako je npr. u toj notaciji

(x*, IJxz) = (x,2"), ze€X,z"e X",
dok jeza T € B(X,Y)
(Tz,y*) = (2, T*y"), ze€ X,y €Y.

Nadalje, za z** € X** vrijedi
™ eranJxy <= dr € X takav da (z*,2™) = (x,2") Vz* € X*.

Propozicija 2.3.19. Neka je Y potprostor normiranog prostora X. Tada postoji izometricki izomorfizam
R: Y1t — Y** takav da vrijedi (Ry*+)(x*|y) = y++(2*) za sve y*+ € Y i 2% € X*.

Dokaz. Prema Propoziciji m (ii), primijenjenoj na par (X*, Y ), postoji izometricki izomorfizam V :
Y1t — (X*/YH)* takav da vrijedi

(@ + Y, Vyth) = @yt
za sve y € Y+ i 2* € X*. Nadalje, prema Propoziciji m (i) postoji izometricki izomorfizam
S:X*/Y+t = Y* takav da vrijedi
(y, S(z" + Y1) = (y,2%)
za sve z* € X* iy € Y. Onda je prema Korolaru [2.3.14] i dualni operator S* : Y** — (X*/Y1)*

izometricki izomorfizam. Napokon, trazeni izometricki izomorfizam R : Y+ — Y** je dan s R :=
(S*)71V. Zaista, ako je y*+ € Y+ i 2* € X* onda je

(.T,'*|Y,RyLL> — <S z* + YL)’RyLL> — <$* + YL’S*[(S*)—IVyLLD — <$* + YL’VyLL>
= (z*,y ),

kao Sto je trebalo dokazati. O

Lema 2.3.20. Potprostor Y normiranog prostora X je refleksivan ako i samo ako vrijedi Jx(Y) = Y++.

Dokaz. Identificirajmo Y* i Y** redom s X*/Y " i Y+ preko izometrickih izomorfizama S i R iz Pro-
pozicija [2.3.5i [2.3.19}

Najprije pretpostavimo da je Y refleksivan. Neka je y*+ element iz Y+ iy
element iz Y**. Onda postoji y € Y takav da je Jyy = y**. Za z* € X* slijedi

*

* = Ryt pripadni

<x*’yJ_J_> — <IE* —I—YJ',y**> _ <y7$* + YJ_> _ (y,x*),

tako da je Jxy = y**. To pokazuje Y+ C Jx(Y). Obratno, ako je y € Y i y* € Y, onda je trivijalno
(yt, Ixy) = (y,yt) =0, tako da je Jx (V) C Y1+, Dakle, Jx (V) = Y1+
Sada pretpostavimo da je Jx(Y) = Y1+, Neka je y** element od Y** i y+ pripadni element od
Y1+, Prema pretpostavci postoji y € Y takav da je Jxy = y-+. Onda je za sve z* + Y (kao elemente
od Y*),
(@ +Yhy™) = (a5 h) = (y,2") = (y,a" + V),

tako da je y** = Jxy. Dakle, Y je refleksivan. O

Propozicija 2.3.21. Svaki zatvoren potprostor Y refleksivnog Banachovog prostora X je refleksivan.

“Robert C. James (1918.-2004.), americki matematicar
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Dokaz. Za x € X je x € H(Y1) ako i samo ako je (y*, Jxz) = (z,y*) = 0 za sve y= € Y, odnosno
ako i samo ako je Jxyx € YL, Jer je X refleksivan, za svaki y=+ € Y+ postoji x € X takav da je
ytt = Jxr, tako da je Jx(+(Y1)) = Y. Prema Propoziciji je L(Y1) =Y pa refleksivnost od Y’
slijedi iz Leme O

Propozicija 2.3.22. Banachov prostor X je refleksivan ako i samo ako je njegov dual X* refleksivan.

Dokaz. Pretpostavimo da je X refleksivan. Neka je z*** € X***. Neka je 2™ € X™ i x € X takav da je
Jxx =x**. Onda je 2" Jx € X* i

kk ***>

(x™, = (Jxz,z™") = (x, 2™ Jx) = (™" Ix, Ixx) = (& Tx, x™),

odnosno z*** = Jx«(x***Jx). Dakle, Jx+(X*) = X*™* odnosno X* je refleksivan.

Obratno, pretpostavimo da je X* refleksivan. Tada je prema dokazanom X** refleksivan, pa je prema
Propoziciji 2.3.21] njegov zatvoren potprostor ran Jy refleksivan. Jer je X izometricki izomorfan s ran Jy,
slijedi da je X takoder refleksivan (Napomena . O

Korolar 2.3.23. Za Banachove prostore refleksivnost je svojstvo triju prostora.

Dokaz. Neka je X Banachov prostor i Y < X njegov zatvoren potprostor.

Najprije pretpostavimo da je X refleksivan. Refleksivnost od Y slijedi iz Propozicije Dokazimo
refleksivnost od X/Y. Prema Propozicijama [2.3.21|1 [2.3.22] Y+ je refleksivan kao zatvoren potprostor
refleksivnog prostora X*. Jer je (X/Y)* = Y1 (Propozicija 2.3.5)), prostor (X/Y)* je refleksivan. Onda
je i X/Y refleksivan kao Banachov prostor s refleksivnim dualom (Propozicija .

Sada pretpostavimo da su Y i X/Y refleksivni prostori. Neka je z** € X**. Oznac¢imo s T izometricki
izomorfizam s (X/Y)* na Y iz Propozicije Tada je 2**T € (X/Y)*™, pa iz refleksivnosti od X/Y
dobivamo = € X takav da je Jx/y(x +Y) = 2**T. Onda za proizvoljan y+ € Y' imamo

(o, o) = (T yh 2™ T) = (T 'yt Ixyy (e 4+ Y)) = @+ Y, Ty h) = (z,yh) = (y-, Ixa).

Odavde zakljuéujemo da je z** — Jxx € Y. Prema Lemi [2.3.20] postoji y € Y takav da je Jyy =
r** — Jxz, tako da je ** = Jx(y + x) € ran Jx. Dakle, ran Jx = X**, odnosno X je refleksivan. O

Refleksivni prostori dijele neka dobra svojstva s prostorima koji su izomorfni Hilbertovim prostorima.
Kao ilustraciju navodimo sljedeéi rezultat.

Propozicija 2.3.24. Neka je X refleksivan Banachov prostor.

(i) Operatorska norma svakog ogranicenog linearnog funkcionala ©* € X* se postize na Sx, tj. postoji
x € Sx takav da je |x*(x)| = ||z*|.

(i) Ako je 'Y potprostor od X koji nije gust u X, onda postoji x € Sx takav da je d(z,Y) = 1.

Dokaz. (i). Prema Korolaru za ¥ € X* postoji ** € Sx«- takav da je ||z*| = (z*,2*). Jer je
Sx« = Jx(Sx), postoji x € Sx takav da je z** = Jxz. Stoga je ||z*|| = (z*, Jxx)| = |=*(x)|.

(ii). Prema Korolaru [2.2.2 postoji 2* € Sx- takav da je Y C ker z*, a prema (i) postoji z € Sx takav
da je |x*(z)| = ||x*|| = 1. Koristeéi Propoziciju dobivamo

1=|z"(z)| =d(z, kerz*) < d(z,Y) < ||z|]| = 1.
O
Napomena 2.3.25. Primijetimo da je svojstvo (ii) Propozicije [2.3.24] pojacanje Rieszove leme koje smo

ve¢ dokazali da vrijedi za kona¢nodimenzionalne normirane prostore (Napomena [1.5.15).

Napomena 2.3.26. Fundamentalni Jamesov teorem (vidjeti [31]) kaze da svojstvo (i) Propozicije [2.3.24
zapravo karkterizira refleksivne prostore, Dakle, Banachov prostor X je refleksivan ako i samo ako svi
x € X* postizu operatorsku normu na Sx.
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Primger 2.3.27. Banachov prostor /P je refleksivan za sve 1 < p < oo. Zaista, ako je g konjugirani
eksponent od p, oznacimo s ®, : £ — (L9)* i g : 9 — ((P)* izometricke izomorfizme iz Teorema
Ako je z** € (/P)**, onda je z** o &, € (¢9)* pa postoji jedinstven z = (&) € P takav da je
z** o &, = O,(x). Stoga, ako je z* € ()" iy = (ng)r € £9 jedinstven takav da je ®,(y) = z*, onda je

(@, a*) = (Rq(y), 2™) = (. Bp(2)) = Y _ &nie = (&, Dy(y)) = (@, 27).
k=1

Dakle, x** = Jpx, tako da je Jp surjekcija.

Primger 2.3.28. Opcenitije, ako je (X, F, u) prostor mjere, tada je prostor LP(X, F, u) refleksivan za sve
1 < p < 00. Dokaz je sustinski isti kao za Primjer [2.3.27] pri ¢emu koristimo Napomenu m (za detalje
vidjeti npr. [15]).

Primger 2.3.29. Banachovi prostori cg, ¢, £' i £*° nisu refleksivni. Naime, jer je cfj = ¢* = (1 i (¢})
(vidjeti Teoreme i{1.9.5)), prema Propoziciji [2.3.22| dovoljno je dokazati da jedan od tih prostora nije

*

refleksivan. Npr. ¢ nije refleksivan jer je separabilan, dok ¢i* = ¢°° nije separabilan (Primjer |1.8.6). U
to smo se mogli uvjeriti i primjenom Propozicije [2.3.24] Naime, definirajmo z* : cg — F s

x*(£17£27£37- . ) = Z %
k=1

Lako se provjeri da je 2* € ¢§, ||z*|| =11 |2*(x)| < 1 za sve x € S,.

Primgjer 2.3.30. Banachov prostor C([a,b]) nije refleksivan. Zaista, jer je [a,b] homeomorfan s [0, 1]
(afina transformacija), prema Primjeru[L.6.14] prostori C([a, b]) i C([0, 1]) su izometricki izomorfni. Stoga
je dovoljno dokazati da C(]0,1]) nije refleksivan. Pretpostavimo suprotno. Onda bi prema Propoziciji
i njegov zatvoren potpostor X := {f € C([0,1]) : f(1) = 0} bio refleksivan. Ako je Y :={f € X :
Jo f(t)dt = 0}, onda je Y zatvoren potprostor od X i prema Primjeru vrijedi d(f,Y) < 1 za sve
[ € Sx. To je kontradikcija s Propozicijom [2.3.24]

Stovise, funkcijski prostori C(K) su refleksivni samo u trivijalnom slu¢aju. Naime, imamo sljedeé¢u
karakterizaciju:

Propozicija 2.3.31. Neka je K kompaktan metricki prostor. Tada je Banachov prostor C(K) refleksivan
ako i samo ako je K konacan.

Napomena 2.3.32. Ako su A i B proizvoljna dva neprazna medusobno disjunktna zatvorena skupa u
metrickom prostoru X, tada postoji neprekidna funkcija f : X — [—1,1] takva da je fla =11 f|p = —1.
Naime, mozemo definirati

d(z,B) —d(x, A)

f) = d(z,A) +d(z,B)’ veX

(vidjeti Propoziciju |1.2.36)).

Dokaz Propozicije[2.3.31. Pretpostavimo da je K = {z1,...,x,} konacan metricki prostor. Onda je
K diskretan, tako da su sve funkcije f : K — F trivijalno neprekidne. Za svaki 1 < ¢ < n neka je
e; : K — F funkcija definirana s e;(x;) := d0;5, 1 < j < n. Ocito je {e1,...,en} linearno nezavisan skup
u C(K). Nadalje, jer je za sve g € C(K) ocito g = Z?Zl g(zi)ei, {e1,...,en} je baza za C(K). Dakle,
dim C(K) = card(K) = n < Ny, tako da je C(K) refleksivan prema Napomeni

Sada pretpostavimo da je K beskonacan. Jer je K kompaktan, prema Teoremu K ima barem
jedno gomiliste xg € K. Neka je (xy)ren injektivan niz u K \ {z¢} koji konvergira prema xy. Tada su za
sve k € N skupovi Ay := {x1,..., 2} i By :={x;: j > k}U{xo} zatvoreni, neprazni i disjunktni u K pa
prema Napomeni [2.3.32] postoji neprekidna funkcija fj, : K — [—1,1] takva da je fila, =11 fils, = —1.

Definirajmo funkciju ¢ : C(K) - F s

o) =3 T ) pec).
k

2k
=1
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Ocito je ¢ dobro definirani linearni funkcional na C(K). Nadalje, za f € Sc (k) je

<3 g < 30 L1 (2.5)

2
k=1 k=1

tako da je p € C(K)* i ||| < 2. Ako je (fr)ren niz u Sk iz prethodnog paragrafa, onda je

sO(fk)=Z2ik > i+1—2—2,3771

7=1 j=k+1

za sve k € N tako da je [l¢]| = 2. Tvrdimo da ¢ ne postize normu na Sg(x). Zaista, ako bi postojala
f € Sc(k) takva daje [o(f)| = 2 onda bi iz (2.5)) slijedilo | f(xx)| = 1 zasve k € Ni|f(xo)| = 1. Zamjenom

f's —f(z0)f bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je f(zo) = —1. Za v := o, f(xk) eF
imamo |a| < 11i|a+1| =2, tako da je = 1. Onda je > ;2 %ixk) =1, paiz |Re(f(zx))| < |f( xk)] =1
slijedi f(xr) = Re f(zx) = 1 za sve k € N. Jer z;; — z, onda je zbog neprekidnosti od f nuzno f(z¢) =

1
sto je kontradikcija. Stoga, prema Propoziciji [2.3.24] C'(K) nije refleksivan. O]



Poglavlje 3

Fundamentalni teoremi teorije
Banachovih prostora

3.1 Princip uniformne ogranicenosti

Lema 3.1.1. Neka su X i@ Y normirani prostori i F C B(X,Y). Ako postoji podskup D C X druge
kategorije takav da je suppcr [|[Tz|| < 0o za sve x € D, onda je skup F ogranicen, tj. suppcr |[|T]| < oco.

Napomena 3.1.2. Za skup F C B(X,Y) koji je ograni¢en u operatorskoj normi takoder kazemo da je
uniformno ogranicen.

Dokaz Lemel3 1.1l ZaT € Fik € Nnekaje Cp(T) :={z € X : ||[Tz| < k}. Ocito su svi skupovi Ci(T)
zatvoreni u X. Stoga je i skup

Cro= () Ce(T)={z € X: |Tz|| <k VT € F}
TeF

zatvoren u X, za sve k € N. Prema pretpostavci je
DC UC’k:{xeX: supHT;U||<oo}.
kEN TeF

Jer je D druge kategorije u X, barem jedan od skupova C} mora biti druge kategorije u X. Posebno,
postoji k € N takav da skup Cp = C} ima neprazan interior. Dakle, postoje x¢g € C; i r > 0 takvi da je
xo + rBx C Cf, odnosno

| Txo+ rTx| = |T(x0 + ra)|| < k zasve T € Fix € By.

Onda je za proizvoljan T' € F i x € By,

Tl =~ < L (T + 1Tl + | Taol) < 22 = 7)< 2
tako da je suppc 7 [|T]| < % O
Definicija 3.1.3. Neka je X normiran prostor.
e Za A C X kazemo da je slabo ogranien, ako vrijedi sup,¢ 4 [2*(z)| < 0o za sve z* € X*.

e Za B C X* kazemo da je slabo*-ogranicen, ako vrijedi sup,cp |2*(z)| < 0o za sve z € X.

Napomena 3.1.4. Neka je X normiran prostor.
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(a) Ako je A C X ograni¢en (s obzirom na normu), onda je A i slabo ograni¢en. Naime, ako je
Supyeq ||| < M za neki M > 0, onda je sup,c4 [z*(z)| < M|z*| za sve x* € X*. Nadalje,
A C X je slabo ogranicen ako i samo ako je Jx(A) C X** slabo x-ogranicen, gdje je Jx : X — X**
kanonsko preslikavanje. Naime, po definiciji od Jx je (z,z*) = (¥, Jxx) za sve x € X i z* € X*,
tako da je supge 4 [27(2)] = supgeec sy (a) (2", 277)|.

(b) Analogno, ako je B C X* ogranicen (s obzirom na operatorsku normu), onda je B slabo ogranicen.
Nadalje, ako je B C X* slabo ogranic¢en, onda je B slabo*-ograni¢en. Naime, da je B C X* slabo
ogranicen znaci da je sup,«cpg |(z*, 2™*)| < 0o za sve 2** € X**. Onda posebno za z** € X** oblika
= Jxx, r € X, imamo sup,.cp [2*(z)| = supg-cp [(z*, Jxz)| < 00.

Teorem 3.1.5. Neka je X normiran prostor. Za A C X je ekvivalentno:
A je ogranicen <= A je slabo ogranicen.

Dokaz. Prema Napomeni dovoljno je dokazati da slaba ogranic¢enost od A povla¢i ogranic¢enost od
A. Prema Napomeni slaba ogranicenost od A je ekvivalentna slabom™*-ogranic¢enosti od Jx(A) u
X**. Dakle, vrijedi supgesc s, (a) [(2*,2™)| < 00 za sve 2* € X*. Jer je X* uvijek Banachov prostor
(Propozicija , prema Baireovom teoremu o kategoriji (Teorem X* je Baireov prostor, stoga
druge kategorije. Iz Leme primijenjene na F = Jx(A) i D = X* slijedi da je sup,c4 ||Jxz| < oo.
Jer je Jx izometrija, to je ekvivalentno sa sup,c 4 ||z| < oo. O

Teorem 3.1.6. Neka je X Banachov prostor. Za B C X* je ekvivalentno:
B je uniformno ograniéen <= B je slabo ograniéen <= B je slabo*-ogranicen.

Dokaz. Prema Napomeni dovoljno je dokazati da slaba*-ograni¢enost od B povlaé¢i njegovu unifor-
mnu ogranicenost. Neka je stoga B slabo*-ogranicen. Jer je X Banachov, on je druge kategorije prema
Baireovom teoremu o kategoriji. Uniformna ogranicenost od B sada slijedi direktno iz Leme (za
D= X). O

Sljedeéi jednostavan primjer pokazuje da je pretpostavka potpunosti od X u Teoremu[3.1.6]esencijalna.

Primger 3.1.7. Promotrimo prostor cgp s obzirom na proizvoljnu p-normu (1 < p < c0). Za svaki k € N
neka je ¢ : coo — F definiran s i ((£x)x) := k€. Tada su oCito svi gy ograni¢eni linearni funkcionali na
coo 1 ||¢k|l = ¢r(ex) = k za sve k € N. Dakle, skup B := {¢} : k € N} nije uniformno ogranicen. S druge
strane je B slabo*-ogranicen, jer svaki niz u cgg ima samo kona¢no mnogo vrijednosti razli¢itih od 0.

Teorem 3.1.8 (Princip uniformne ograni¢enosti / Banach—SteinhausovEHﬂ teorem). Neka je X
Banachov prostor i Y normiran prostor. Za F C B(X,Y) je ekvivalentno:

(i) F je uniformno ogranicen.
(i) {Tz: T € F} je ogranicen skup u'Y za sve x € X.
(i) {Txz: T € F} je slabo ogranicen skup u'Y za sve x € X.

Dokaz. Ocito (i) = (ii). Prema Teoremu je (ii) <= (iii), dok prema Lemi (za D = X,
koji je druge kategorije prema Baireovom teoremu o kategoriji) (ii) = (i). O

Korolar 3.1.9 (Banach-Steinhausov teorem). Neka je X Banachov prostor i Y normiran prostor.
Ako je (Ty)k niz uB(X,Y) takav da za sve x € X niz (Tpx)ken konvergira uY', onda je (T)ren uniformno
ogranicen i T : X =Y definiran s Tx := limg_,oo Tpx, x € X, je ogranicen linearni operator.

!Stefan Banach (1892.-1945.), poljski matematicar
2Hugo Dyonizy Steinhaus (1887.-1972.), poljski matematicar
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Dokaz. Jer za proizvoljan x € X niz (Tpx)ren konvergira u Y, skup {Txz : k € N} je ogranicen, pa
uniformna ogranic¢enost niza (T)ren slijedi direktno iz Principa uniformne ograni¢enosti.

Neka je T': X — Y definiran s Tz := limg_,oo Txx, * € X. Iz linearnosti limesa i svih operatora T},
dobivamo linearnost od 1. Nadalje, za sve x € Sx je

|Tx| = ‘ lim Tjx
k—ro0

= lim ||Tyz| < sup||Trz| < sup||Tk| < oo,
k—o0 keN keN

tako da je T ogranicen. O
Sada ¢emo prezentirati jednu zgodnu primjenu Banach-Steinhausovog teorema u teoriji Fourierovih
redova.

Primgjer 3.1.10 (Konvergencija Fourierovih redova). Neka je S' = {e? : 6 € [0, 27)} jedini¢na kruznica u
C. Za funkciju f:S' — C i 6 € [0,27) éemo (malo neprecizno) pisati f(6) za f(e).
Promatramo kompleksan Banachov prostor C(S!) svih neprekidnih funkcija f : St — C. Za f € C(St)
in € Z definiramo n-ti Fourierov koeficijent od f s
R 1 [27 )
f(n) = — f(0)e™™ dp. (3.1)

:271'0

Fourierov red od f definiran je s

Z f(n)eine.

nez

Zelimo ustanoviti je i moguée rekonstruirati funkciju f € C(S') iz njenog Fourierovog reda, odnosno
pripadnih koeficijenata.

Najprije pretpostavimo da je f trigonometrijski polinom, tj. da postoji N € NU {0} takav da je

N
f(@): Z aneiné
n=—N

za neke a_p,...,ay € C. Jer je

2w —
/ b gg 2, n=20
0 07 n e Z\ {0}7

f(n) =an zasve|n| <N i f(n) =0 zasve|n|>N. (3.2)

slijedi

tako da se svaki trigonometrijski polinom podudara s svojim Fourierovim redom. Radi toga je prirodno
pitati se da li Fourierov red opéenite neprekidne funkcije f € C(S!) konvergira prema f? Kako bismo
precizirali pitanje konvergencije, za svaki N € N definiramo operator N-te parcijalne sume Sy :
C(SY) — C(S!) sa
N
SnfO) == > fnm)e™, 0elo,2m). (3.3)

n=—N

Stoga je precizna formulacija naSeg pitanja:
Vrijedi li imy o0 [|SNf — flloo =0 za sve f € C(S)?

Primjetimo da su svi operatori Sy linearni i ograniceni. Naime, jer je za f € C(S!) ocito | f(n)| < =1 flloo
za sve n € Z, imamo grubu ocjenu |Sy f(e)| < 2| f||oo. Dakle, Sy € B(C(SY)) i [|Sn|| < 25+ za sve

N € N. Posebno, ako je odgovor na nase pitanje potvrdan, iz Banach-Steinhausovog teorema ée slijediti
da niz je (Sy)n uniformno ogranicen.
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U tu svrhu ra¢unamo operatorske norme od Sy. Fiksirajmo N € Ni f € C(S!). Ako (3.1 ubacimo
u (3.3)) za fiksiran 6 € [0, 27) dobivamo

N 21 21 N
1 , A 1 A
— —ing inf _ in(60—o)
svi0)= Y (5 [ feeeas) e = [ <f<¢> > e ) a. (34)
n=—N n=—N
Jer je

N 2N i(2N+1)(6— —iN(6— i(N+1) (60—

Z Jin(0-9) =e_iN(9_¢)Zem(9_¢) :e—iN(9—¢)1_e(2 +1)(0-9) e (0—¢) _ (i(N+1)(0—9)
=N - 1 — eil0=9¢) 1 — ei0—9)

I (NF1)(0—9¢) _ ,—iN(0—¢)
ei(0—0) — 1 ’

. U o _i(g— .
mnozenjem brojnika i nazivnika s e 3(0=9) dobivamo

i Jin(0—¢) _ © et N+3)(0-0) _ o—i(N+3)(0-9) _sin((N +3)(0 — ¢))
5(6-9) —i<9—¢> o— ‘

ne—N e — e 2 SIH(T)

Ako to ubacimo u (3.4)), dobivamo

Snf(0) =

2m sin 1
1/ 1) (N +3)0 - ¢))d¢. (3.5)

2m 5111(9 2)

Pretpostavimo da je niz (Sy)x uniformno ogranicen i neka je M := supycy [|Sn|| < co. Onda su svi
dualni operatori Sy : C(S!)* — C(S')* ograniceni s istom konstantom M. Naime, prema Propoziciji
2.3.10/je ||Sy |l = 1SN || £ M zasve N € N. Za 6 € [0, 27) neka je dp Diracova mjera u 0, tj. do(f) = f(6),
f € C(Sl) U Pr1mJeru smo vidjeli da je 59 € C(SY)* i ||dg|| = 1. Posebno, za § = 0 imamo

[Sxdoll < [[Syll <M VN eN. (3.6)

Neka je f € C(Sh). 1z ( . ) dobivamo

Py _ 1 sin(NAg)g) 1 (PT
(f, Sndo) = (SN f,00) = Snf(0) = 2 )y f(éb)T%; do = o ), f(@)Dn(0) do,
gdje je
N . 1
_ ing _ SNV +3)9)
DN(¢) . nZ_Ne s1n(%)

Dirichletovzﬂjezgra stupnja N. Ocito je

. . 1 2
ISidoll = sup [(f S0l < 5 [ IDv(@)]do.
€S a1 27 0
o@sh)
\g:xl' Jer je gy izmjeriva 2m-periodi¢na funkcija, prema
Luzinovom teoremu (vidjeti npr. [I5]) postoji niz neprekidnih 27-periodi¢nih funkcija fi : R — C takav
daje |fx] <11 fi(¢) — gn(¢) za gotovo sve ¢ € R. Ako svaku funkciju fi poistovjetimo s odgovarajuéem
funkcijom na S (preko fi.(e??) = fi(0), 6 € [0, 7)), onda je prema Lebesgueovom teoremu o dominiranoj
konvergenciji

Za fiksirani N € N neka je gy := sgn Dy =

27 1

2m 2w
Jim (i Siva) = Jim o= [ (0)Dw(0)do = o [ av(@)Dw(o)do = o [ Dx(o)] a0,

—o0 27 Jy 2

3Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805.-1859.), njemacki matematicar
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Dakle,

1 27
ISidoll = 5= [ 1Dx (@)l de.

S druge strane, jer je |sin ¢| < |¢|, imamo
27 2 1 2 1 (2N+1)7r 2

/ |Dn(¢)| do = / sin((N + 5)¢)| - — d¢ = [supstitucija ¢ = (N + ;)¢| = / | sing[ - —dip
0 0 2 ¢ 2 0 (0

1 2k ) 4 N 1

27 (k—

Jer 220:1% = +o00, dobivamo kontradikciju s (3.6). Dakle, supyey [|[Sn|| = oo, pa posebno postoji
funkcija f € C(S') ¢iji Fourierov red ne konvergira uniformno prema f.

Stovise, iz dokazanog i Leme primijenjene na niz funkcionala (S}d0) v zakljucujemo znatno vise:

Korolar 3.1.11. Skup svih funkcija f € C(S') za koje niz (Sx f(0))n konvergira prema f(0) ¢ini skup
prve kategorije u C(S').

3.2 Teoremi o otvorenom preslikavanju i zatvorenom grafu

Teorem 3.2.1 (Teorem o otvorenom preslikavanju - jaka forma). Neka je X Banachov prostor,
Y normiran prostor i T € B(X,Y). Tada vrijedi to¢no jedna od sljedeéih dviju tvrdnyji:

(i) Slika od T je skup prve kategorije u'Y .
(ii) Y Banachov prostor, T' je surjekcija i otvoreno preslikavanje.
U dokazu Teorema koristit ¢emo sljedeé¢u pomoénu tvrdnju.

Lema 3.2.2. Neka su X i Y normirani prostori, te T € B(X,Y) operator ¢ija je slika skup druge
kategorije w' Y. Onda postoji 6 > 0 takav da je Ky C T(Kx).

Dokaz. 1z X = |J,cn kK x slijedi ranT = J, oy KT(Kx), a jer je ranT druge kategorije u Y, postoji
k € N takav da je Int kT (Kx) # 0. Onda je i It T(Kx) # 0 (jer je za sve a € F \ {0} preslikavanje
y — ay izomorfizam, posebno homeomorfizam od Y). Stoga postoji yo € T(Kx) i 6 > 0 takvi da je
yo+ 0Ky € T(Kx). Onda jei —yo + 0Ky € T(Kx) (jer je —Kz = Kz u svakom normiranom prostoru

Z), tako da je

20Ky = (yo+6Ky) + (—yo + 6Ky) CT(Kx) +T(Kx) CT(Kx + Kx) =T(2Kx) = 2T(Kx),

odnosno 6Ky C T(Kx). O

Dokaz Teorema[3.2.1. Pretpostavimo da ne vrijedi (i), tj. da je ranT skup druge kategorije u Y, i
dokazimo da onda vrijedi tvrdnja (ii). Prema Lemi postoji 6 > 0 takav da je

Ky CT(Kx). (3.8)
Tvrdimo da iz (3.8) i potpunosti od X slijedi

gKy C T(Kx). (3.9)

Onda ¢e iz Napomene [1.7.2] slijediti da je T' otvoreno preslikavanje.
Kako bismo dokazali (3.9]) stavimo g := 1 i uzmimo proizvoljan niz strogo pozitivnih realnih brojeva

(ek)r takav da je Y 22 ep <1 (npr. g = 3%) Iz (3.8) trivijalno slijedi

(€k5)Ky - T(eka) Vk € Np.
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Za proizvoljan y € JKy zbog (3.8) postoji ¢ € Kx takav da je ||y — Txo|| < €10. Jer je y — Txp €
10Ky C T(e1Kx), postoji z1 € e1Kx takav da je |[(y — T'zo) — Tz1]| < €26. Induktivnim argumentom
dolazimo do niza (zx)keny u X tako da vrijedi zy € e Kx i

y—T | > =z ||| <err1d (3.10)

za sve k € Np. Jer je

o.9] o oo
Dol <D ex=eo+ > er <2 (3.11)
k=0 k=0 k=1

i jer je X potpun, prema Teoremupostoji z:=3y 2 grp € X. Zbog je x € 2K x. Napokon,
jer je T neprekidan i €, — 0, prelaskom na limes u dobivamo Tx = y. Time smo dokazali
0Ky CT(2Kx) = 2T (Kx), sto je ekvivalentno s (3.9).

Ostaje dokazati da je Y Banachov prostor. Prema dokazanom T’ je otvoreno preslikavanje pa je stoga
ran7T =Y (Napomena . Neka je Z := kerT), sto je zatvoren potprostor od X. Prema Propoziciji
1.7.1| postoji jedinstven T € B(X/Z,Y) takav da je T = TQz, gdje je Qz € B(X,X/Z) kvocijentni
operator. Nadalje, jer je T' otvoreno preslikavanje, isto vrijedi i za T (Propozicija . Takoder je
ranT = ranT =Y i T je ocito injektivan. Sve zajedno, T' je linearni homeomorﬁzam s X/Z naY.
Prema Napomeni 2| to je ekvivalentno s time da je T izomorfizam s X/Z na Y. Napokon, jer je
X potpun, prema PI"OpOZlClJl isto vrijedi i za X/Z pa je stoga Y ~ X/Z potpun. Time je dokaz
teorema u potpunosti zavrsen. O

Teorem 3.2.3 (Teorem o otvorenom preslikavanju - standardna forma). Neka su X ¢ Y Banac-
hovi prostori. Ako je T : X —'Y surjektivan ogranicen linearni operator, onda je T otvoreno preslikava-
nje.

Dokaz. Prema Baireovom teoremu o kategoriji Y = ranT' je Baireov prostor, stoga druge kategorije. 1z
Teorema [3.2.1] slijedi da je T otvoreno preslikavanje. O

Korolar 3.2.4 (Banachov teorem o izomorfizmu / Teorem o ograni¢enom inverzu). Neka su X i
Y Banachovi prostori. Ako je T : X — Y ogranicena linearna bijekcija, onda je njen inverz T~ :Y — X
ogranicen linearni operator, tj. T—1 € B(Y, X). Posljedi¢no, svaka ogranicena linearna bijekcija izmedu
Banachovih prostora je izomorfizam.

Dokaz. Prema Teoremu svaka linearna surjekcija T : X — Y je otvoreno preslikavanje. Ako je T
bijekcija, otvorenost od T je ekvivalentna s neprekidnosti inverza T—!. Stoga je T~! neprekidan tako da
je T izomorfizam. O

Korolar 3.2.5 (Prvi teorem o izomorfizmu za Banachove prostore). Neka su X i Y Banachovi
prostori i T : X — 'Y ogranic¢en linearni operator. Normirani prostori X/kerT i ranT su izomorfni ako
i samo ako je ranT zatvoren potprostor od Y. U tom slucaju je izomorfizam s X/kerT na ranT dan s
x+kerT—Tx, v e X.

Dokaz. Stavimo Z := kerT, §to je zatvoren potprostor od X (jer je T ogranic¢en). Prema Propoziciji
X/Z je Banachov prostor. Ako je X/Z ~ranT, onda je ranT potpun pa onda i zatvoren potprostor
od Y (Propozicija [1.3.11)).

Sada pretpostavimo da je ranl" zatvoren potprostor od Y. Neka je fo : X/Z — ranT jedinstven
linearni operator takav da je T' = TOQZ, gdje je Qz € B(X, X/Z) kvocijentni operator (Tg se podudara
S T, samo §to smo za kodomenu uzeli ranT"). Tada je T 0 ogranicena bijekcija (Propozicija . Jer
je ranT zatvoren, pa stoga i potpun (Propozicija , prema Banachovom teoremu o izomorfizmu

(Korolar [3.2.4) Ty je izomorfizam s X/Z na ranT'. O
Korolar 3.2.6. Neka su || -] i || -] dvije norme na vektorskom prostoru X s obzirom na koje je X

Banachov prostor. Ako postoji konstanta M > 0 takva da vrijedi ||z||" < M||z| za sve x € X, onda su te
norme ekvivalentne, tj. postoji konstanta m > 0 takva da vrijedi m||z|| < ||z||" < M||z|| za sve x € X.
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Dokaz. Prema pretpostavci, jedini¢éni operator Iy : (X, ||-]|) = (X, ||-||") je ogranien, trivijalno bijektivan
linearan operator. Jer je X Banachov prostor s obzirom na obje norme, iz Banachovog teorema o
izomorfizmu (Korolar slijedi da je Ix izomorfizam. Stoga postoji konstanta m > 0 takva da je
ml|z|| < ||z||" za sve z € X (vidjeti Napomenu [1.6.12)). O

Takoder imamo i sljede¢u alternativnu formulaciju Teorema o otvorenom preslikavanju koja se ¢esto
koristi u praksi.

Teorem 3.2.7 (Teorem o zatvorenom grafu). Neka su X 1Y Banachovi prostori. Linearni operator
T:X =Y je neprekidan ako i samo ako ima zatvoren graf.

Napomena 3.2.8. Neka su X i Y normirani prostori.

(a) Graf funkcije f: X — Y,
L(f) ={(=, f(z)) : v € X},

je po definciji podskup od X x Y. U Primjeru [1.2.2 smo X x Y opskrbili s familijom normi
{Il-1lp}1<p<oo 1 pripadni normiran prostor zmo oznacili s X @, Y. Jer su sve te norme ekvivalentne,
zatvorenost grafa I'(f) u X x Y je nedvosmisleno definirana.

(b) Prema karakterizaciji zatvorenosti u metrickim prostorima putem nizova (Propozicija , za
funkciju f: X — Y je I'(f) zatvoren u X @, Y ako i samo ako za svaki niz (zy)reny u X iz 2 — 2 i
f(zr) — y zaneke x € X iy €Y slijedi y = f(x). Posebno, ako je f neprekidna, I'(f) je zatvoren
skupu X @, Y.

(c) Ako je graf funkcije f : X — Y zatvoren, onda su sve praslike f~'({y}), y € X, zatvoreni skupovi
u X. Naime, ako je (73)reny konvergentan niz u f~1({y}) takav da 2, — = € X onda je f(zx) =y
za sve k € N pa trivijalno f(xp) — y. Stoga zatvorenost od I'(f) povlaéi y = f(z), odnosno

Obrat opéenito ne vrijedi (vidjeti Propoziciju [1.6.6]).

(d) Graf svakog linearnog operatora 7' : X — Y je o¢ito potprostor od X x Y. Nadalje, iz (b) i
linearnosti od T slijedi da T' ima zatvoren graf ako i samo ako za svaki niz (zy)keny u X iz x5 — 0
iTzx, —y €Y slijedi y =0.

Dokaz Teorema|3.2.7. Prema Napomeni dovoljno je dokazati da zatvorenost grafa od T' € L(X,Y)
povlaci ogranicenost (odnosno neprekidnost) od 7. Jer su X i Y Banachovi prostori isto vrijediiza X @®,Y
(1 < p < ). Stoga, ako je I'(T') zatvoren, on je takoder Banachov prostor. Neka je S : I'(T) — X
preslikavanje definirano s S(x,Tx) := z. O¢ito je S linearna bijekcija s inverzom S~! : X — I'(T),
Sy = (z,Tx). Jer je || S(x, Tx)|| = ||z|| < ||(z,Tx)||, zasve x € X, S je ograni¢en. Prema Banachovom
teoremu o izomorfizmu (Korolar @ S~ je ogranicen operator, tako da je

T2l < (2, T2)llp = IS~ 2, < IS l]l]
za sve ¥ € X. Dakle, T je ogranicen i |T| < [|S71. O

Napomena 3.2.9. Obje pretpostavke potpunosti i linearnosti u Teoremu o zatvorenom grafu su nuzne
kako bi se dokazala neprekidnost operatora. NuZnost potpunosti éemo demonstrirati u Primjeru
dok nuznost linearnosti pokazuje funkcija f : F — F, definirana s

_ & a#0,
fa) = {0, a=0.

Ocito f ima zatvoren graf i prekid u 0.
S druge strane, nije tesko vidjeti da ako je K kompaktan metricki prostor, onda je svaka funkcija
f: K — K koja ima zatvoren graf nuzno neprekidna (DZ).
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Napomena 3.2.10. Moze se dokazati da su unutar ZF-teorije Teorem o otvorenom preslikavanju (OMT),
Banachov teorem o izomorfizmu (BIT) i Teorem o zatvorenom grafu (CGT) ekvivalentni teoremi. Pri-
mijetimo da smo mi dokazli implikacije OMP = BIT = CGT, a nije tesko vidjeti i da CGT = OMP
(pokusajte to dokazati za DZ). Takoder, svaki od njih implicira Princip uniformne ograni¢enosti (UBP). U
prezentiranim dokazima UBP i OMT koristili smo Baireov teorem o kategoriji za kojeg smo u Napomeni
komentirali da je ekvivalentan Aksiomu zavisnog izbora (DC). Moze se dokazati da je UBP teorem
sustava ZF+AC,,, gdje je AC,, Aksiom prebrojivog izbora (vidjeti [14] i pripadne reference). Posebno,
jer je AC,, striktno slabiji od DC, zaklju¢ujemo da ZF+UBP=~ DC. U [28, Section 2.4] se tvrdi i da je
UBP ekvivalentan s OMT/BIT/CGT. U tom su slucaju OMT/BIT/CGT teoremi sustava ZF+AC,, pa
stoga ne impliciraju DC (vidjeti i raspravu: https://math.stackexchange.com/questions/146910/
does-the-open-mapping-theorem-imply-the-baire-category-theorem?noredirect=1&1q=1).

3.3 Posljedice Teorema o otvorenom preslikavanju

U ovom odjeljku ¢emo prezentirati neke bitne posljedice Teorema o otvorenom preslikavanju. Kreé¢emo
sa sljede¢om interesantnom posljedicom, koja kratko kaze da se svaki separabilan Banachov prostor moze
realizirati kao kvocijent od ¢'. Naime, vrijedi:

Teorem 3.3.1 (Banach—MazurovszE] karakterizacija separabilnih Banachovih prostora). Ba-
nachov prostor X je separabilan ako i samo ako postoji zatvoren potprostor Y od £ takav da je X ~ (']Y .

Dokaz. Jer je separabilnost svojstvo triju prostora (Propozicija[l.8.7)), za svaki zatvoren potprostor Y od
¢ je £1/Y separabilan prostor. Stoga, ako je X ~ ¢!/Y onda je i X separabilan.

Sada pretpostavimo da je X separabilan. Prema Prvom teoremu o izomorfizmu za Banachove prostore
(Korolar , dovoljno je dokazati da postoji ograni¢ena linearna surjekcija 7 : ¢! — X. U tu svrhu
izaberimo niz (zy)ken U Bx ¢ija je slika C := {z} : k € N} gusta u By (jer je X separabilan, isto vrijedi
i za Bx prema Propoziciji . Ako je (&) € €' tada je red D72 | &k apsolutno konvergentan, pa
stoga i konvergentan u X (zbog potpunosti, prema Teoremu . Stoga jes T : /' — X,

T(&1,8,...) = Zﬁkxk
k=1

dobro definirano preslikavanje. O¢ito je T' linearan operator i [|Tz|| < Y 72, |&] = [|z]1 za sve z =
(&x)ren € €4, tako da je T € B(¢H, X) i ||T| < 1.

Ostaje dokazati surjektivnost od T. Jer je ranT potprostor od X, dovoljno je dokazati inkluziju
Bx CranT. Neka je stoga x € Bx. Jer je C gust u Bx postoji p1 € N takav da je ||z —xp, || < % Onda
je 2(x — xp,) € Bx pa postoji p2 > p1 takav da je ||2(x — 2p,) — Zp,|| < &, odnosno

Induktivno dolazimo do podniza (z,, )ken niza (zk)ken tako da vrijedi

k

Lp, 1

= Z 971 < ok
j=1

za sve k € N. Dakle, xz = Z]Oil ;le Definirajmo niz z = ({)ren takav da je &, = 2]%1 za sve j € Ni

& =0zasve k€ N\ {p1,po,...}. Ocito je z € £ i Tz = 2. Time je dokaz teorema zavrsen. O

4Stefan Banach (1892.-1945.), poljski matematicar
®Stanislaw Mazur (1905.-1981.), poljski matematicar
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Sada ¢emo ilustrirati jednu primjenu Teorema o otvorenom preslikavanju u teoriji Fourierovih redova.
Promatramo kompleksan Banachov prostor L!(S!') s normaliziranom Lebesgueovom mjerom, tako da je

za f € LY(S!), )
1 Y
I =52 [ L@l as

gdje smo kao u Primjeru [3.1.10( za 6 € [0,27), f(6) identificirali s f(e?). Analogno kao za funkcije iz
C(SY), za f € L*(S') i n € Z definiramo n-ti Fourierov koeficijent s

1 27

2 Jo

Z ]E(n)einé'

neL

f(n) := f(#)e ™ dg

i pripadni Fourierov red s

Oznac¢imo s ¢*°(Z) skup svih kompleksnih ograni¢enih obostrano beskona¢nih nizova (&€n)nez. Jer je
(>°(Z) = Cy(Z) (Z smo opskrbili s diskretnom topologijom), prema Primjeru[l.3.6](¢>°(Z), ||-|) je Banac-
hov prostor. Neka je co(Z) skup svih obostrano beskonaénih nizova (&, )nez za koje Vrljedl im0 §n =0
(za svaki € > 0 postoji ng € N takav da je |£,| < ¢ za za sve n € Z, |n| > ng). Lako se provjeri da je
¢o(Z) zatvoren potprostor od £*°(Z), tako da je c¢p(Z) i sam Banachov s obzirom na normu || - [|cc.

Ako je f € LY(SY), ocito je (f(n))nez € £°(Z). Naime

. 2m
fol < 5= [ 1r@1do = Il (3.12)

za sve n € Z. Vrijedi i viSe:
Teorem 3.3.2 (Riemann-Lebesgueova lema). Za sve f € L'(SY) je (f(n))nez € co(Z).

Dokaz. Jer su trigonometrijski polinomi gusti u C(S!) (trigonometrijska forma Weierstrassovog aproksi-
macijskog teorema) i jer je C(S!) gust u L'(S') (Luzinov teorem), trigonometrijski polinomi &ine gust
podskup od L'(S') (za detalje npr. vidjeti [15]). Stoga za f € L'(S!) i e > 0 postoji N € N i trigonome-
trijski polinom g = ZiV:fN ane™ takav da je || f — g1 < e. Jer je g(n) = 0 za |n| > N (prema (B-2),
slijedi

27 27
[f(n)] = 1f(n) = §(n)] = % /0 (f(6) — g(8))e ™ dﬁ‘ < ;ﬁ/o |f(0) —g(0)|do = |[f — gl <e
za sve |n| > N. Dakle, (f(n))nez € co(Z). O

Sada ¢emo dokazati da genericki niz u co(Z) nije niz Fourierovih koeficijenata funkcija iz L'(S!).

Korolar 3.3.3. Oznacimo sY skup svih nizova (§n)nez € co(Z) za koje postoji funkcija f € LY(SY) takva
da je f(n) =&, za sven € Z. Tada je'Y skup prve kategorije u co(Z). Posebno, co(Z)\Y je rezidualan,
pa stoga gust skup u co(Z).

Dokaz. Definirajmo preslikavanje F : L(S') — ¢o(Z) s

F(f) = (f()nez, fe LS,

Prema (3.12), F je ograni¢en linearni operator i || F|| < 1. O¢ito je Y = ran F. Tvrdimo da je F injekcija.
Neka je stoga f € L'(S') takva da je F(f) = 0, odnosno f( ) = 0 za sve n € Z. Ako je proizvoljan
9= __NQne e™? trigonometrijski polinom, onda je

f 0) do = Z an/%f )™ do = 2 Z o f(—

0
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Iz gustoée trigonometrijskih polinoma u C(S!) slijedi

27

; f(0)g(0)do =0

za sve g € C(S'). Koristedi standardne argumente, zakljuc¢ujemo da je f = 0.

Kako bismo dosli do kontradikcije, pretpostavimo da je Y = ranF skup druge kategorije u co(Z).
Onda je prema jakoj formi Teorema o otvorenom preslikavanju (Teorem Y Banachov prostor i F
je izomorfizam s L'(S!) na Y. Posebno, za M := || F~!|| dobivamo da je

I £llh < Msup|f(n)]
ne”L

za sve f € L'(S'). Onda je posebno za Dirichletovu jezgru Dy(¢) = ZTJL_N e"?. sup,ey, |15;(n)| =1,
dok je s druge strane prema (3.7), ||[Dn||1 — oo kada N — oco. S time smo dobili kontradikciju. Dakle,
Y =ran F je skup prve kategorije u c¢p(Z). Onda je co(Z) \ 'Y rezidualan cy(Z), pa je zbog potpunosti od

¢o(Z), Baireovog teorema o kategoriji i Propozicije co(Z)\'Y gust u co(Z). O
*
* x

Neka je X vektorski prostor i Y njegov potprostor. Prisjetimo se da za potprostor Z od X kazemo
da je algebarski direktni komplement od Y ako vrijedi Y + Z = X. Ocito je X =Y + Z ako i samo
ako se svaki x € X na jedinstven nacin moze prikazati kao suma x =y + 2z zanekey € Y i z € Z. Kao
Sto znamo, algebarski direktni komplement opéenito nije jedinstven.

Napomena 3.3.4. Neka je X vektorski prostor.

(a) Svaki potprostor Y < X ima algebarski direktni komplement. Naime, ako je Y = {0} (odnosno
Y = X) mozemo uzeti Z = X (odnosno Z = {0}). Stoga pretpostavimoda Y # {0} 1Y # X. Neka
je By algebarska baza za Y. Jer je By linearno nezavisan skup u X, prema Teoremu postoji
algebarska baza By za X koja sadrzi By. Jer Y # X, Bx \ By # (), pa je stoga Z := [Bx \ By]
oc¢ito direktni komplement od Y.

(b) Za linearni operator P : X — X kazemo da je projektor (idempotent) ako vrijedi P? = P.
Ocito je P projektor ako i samo ako je Iy — P projektor. Nadalje, vrijedi

ker P =ran(Ix — P) i ran P =ker(Ix — P) = {z € X : Pz =z}, (3.13)

tako da je X = ker P 4 ran P.

Obratno, ako je X =Y + Z, za x € X izaberemo jedinstvene y € Y i z € Z takve dajex =y + 2
te definiramo Pyz := y. Lako se provjeri da je Py : X — X jedinstven projektor sa slikom Y i
jezgrom Z. Nadalje, oc¢ito je Py =1 — Py.

U kategoriji normiranih (Banachovih) prostora bismo dodatno zeljeli da projektori pripadnih direktnih
sumanada budu ograni¢eni operatori. Buduéi da iz (3.13]) slijedi da ogranic¢eni projektori imaju zatvorenu
sliku (i naravno jezgru), to nas dovodi do sljedece definicije:

Definicija 3.3.5. Neka je X normiran prostor. Za potprostor ¥ < X kazemo da je (topoloski)
komplementabilan u X ako je Y zatvoren u X i ako ima zatvoren direktni komplement, tj. ako
postoji zatvoren potprostor Z < X takav da vrijedi Y + Z = X.

Propozicija 3.3.6. Neka je X normiran prostor.

(i) Za projektor P : X — X je ekvivalentno:

P ima zatvoren graf <= P ima zatvorenu jezgru i sliku.
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(i) Zatvoren potprostor Y od X je komplementablan v X ako i samo ako postoji projektor P : X — X
sa zatvorenim grafom takav da je ran P =Y.

Dokaz. (i). Pretpostavimo da P ima zatvorenu jezgru i sliku. Neka je (zj)ren niz u X takav da xp — 0
i Pry — y za neki y € X. Jer je ran P zatvorena, y € ran P, tako da je Py = y. Nadalje, iz
ker P 5 (P — Ix)x, — y 1 zatvorenosti od ker P slijedi y € ker P, Dakle y = Py = 0, ¢ime smo pokazali
zatvorenost od I'(P) (vidjeti Napomenu [3.2.8)).

Obratno, neka je I'(P) zatvoren. Zatvorenost od ker P slijedi iz Napomene Neka je (zg)ren
niz u ran P koji konvergira prema = € X. Jer je z = Pz za sve k € N, zatvorenost od I'(P) povlaci
Px = z. Stoga je x € ran P, ¢ime smo dokazali zatvorenost od ran P.

(ii). Pretpostavimo da postoji projektor P : X — X sa zatvorenim grafom takav da je Y = ran P.
Onda su prema (i) Y i Z := ker P zatvoreni potprostori od X. Jer je X =Y + Z (Napomena , Y
je komplementabilan u X.

Obratno, neka je Y komplementabilan u X i Z < X zatvoren direktni komplement od Y. Onda je
prema (i) graf projektora Py : X — X sa slikom Y i jezgrom Z (Napomena zatvoren. O

Napomena 3.3.7. Ako je dim X > Ry, moguce je da projektor P : X — X ima zatvorenu jezgru (sliku),
a da pritom nema zatvorenu (sliku) jezgru. To je ekvivalentno s ¢injenicom da zatvoreni potprostori od
X opéenito imaju nezatvorene direktne komplemente. U to se lako mozemo uvjeriti. Naime, uzmimo
bilo koji neograni¢en linearni funkcional ¢ € X# (takav postoji prema Propoziciji . Onda je prema
Propoziciji Z := ker ¢ nezatvoren (gust) potprostor od X kodimenzije 1 u X. Neka je z € X takav
da je X = Z + Fz. Tada je Fz zatvoren potprostor od X koji ima nezatvoren direktni komplement Z.

U svakom normiranom prostoru imamo netrivijalnu klasu komplementabilnih potprostora.
Propozicija 3.3.8. Neka je X normiran prostor.
(i) Svaki konacnodimenzionalan potprostor od X je komplementabilan u X .
(ii) Svaki zatvoren potprostor od X konacne kodimenzije je komplementabilan u X .

Dokaz. Neka je Y < X. Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da Y nije {0} niti X.

(i). Pretpostavimo da je n := dimY < Np, neka je {b1,...,b,} baza za Y i {b],...,b}} pripadna
dualna baza za Y# (dakle, b}(b;) = 6;j za sve 1 < 4,5 < n). Zbog kona¢nodimenzionalnosti od Y je
Y# = Y* (Propozicija , pa prema Hahn-Banachovom teoremu (Teorem postoje z7,...,z} €
X* takvi da je x|y = b} za sve 1 <i <n. Neka je P: X — X preslikavanje definirano s

Pzr:=(z,a])x1+ ...+ (z,x))zy.

Iz definicije je jasno da je P ograniCen linearni projektor sa slikom Y, tako da je Y komplementabilan u
X prema Propoziciji [3.3.6]
(ii). Neka je sada Y zatvorenim := dim(X/Y) < Xg. Akoje {e1+Y,...,em+Y} bazaza X/Y, onda

je Z := [{e1,...,en}] potprostor od X kona¢ne dimenzije m, tako da je Z zatvoren u X (Proporzicija
1.3.12)). Iz definicije od Z je jasno da vrijedi Y + Z = X, tako da je Y komplementabilan u X. O

Rezimirajmo dosadasenje rezultate kada je originalni prostor X potpun.
Korolar 3.3.9. Neka je X Banachov prostor.
(i) Projektor P : X — X ogranicen ako i samo ako ima zatvorenu jezgru i sliku.

(i) PotpostorY od X je komplementabilan u X ako i samo ako postoji ogranicen projektor P : X — X
takav da jeran P =Y.

(iii) Ako je X direktna suma zatvorenih potpostora Y i Z, onda vrijedi X)Y ~ Z, X/Z ~Y i X ~
Y @, Z, gdje je 1 < p < oo.
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Dokaz. (i). Tvrdnja slijedi direktno iz Propozicije i Teorema o zatvorenom grafu (Teorem .
(ii). Tvrdnja slijedi direktno iz (i) i Propozicije [3.3.6]
(iii). Prema (ii), projektor Py : X — X sa slikom Y i jezgrom Z je ograni¢en. Stoga je prema
Prvom teoremu o izomorfizmu za Banachove prostore (Korolar Y =ran Py ~ X/ker Py = X/Z.
Analogno dobivamo X/Z ~ Y. Nadalje, za proizvoljan 1 < p < oo je Y &, Z Banachov prostor i

preslikavanje T' : Y &, Z — X dano s T'(y, z) := y + 2z je ogranicena linearna bijekcija (ograni¢enost
od T je trivijalna za p = 1, dok za ostale p ograni¢enost dobivamo iz ekvivalencija p-normi). Preostaje
primijeniti Banachov teorem o izomorfizmu (Korolar [3.2.4]). O

Sljedeé¢i primjer pokazuje da na nepotpunom normiranom prostoru opcéenito postoje neograniceni
projektori koji imaju zatvorenu jezgru i sliku (pa stoga i zatvoren graf prema Propoziciji . Posebno,
zatvoreni komplementabilni potprostori u takvom prostoru ne moraju biti slike ogranicenih projektora
(tako da tvrdnje (i) i (ii) Korolara opéenito ne vrijede bez pretpostavke potpunosti).

Primjer 3.3.10. Za 1 < p < oo promatramo normiran prostor (coo, || - ||p) i preslikavanje P : coo — coo
definirano s

P(Sla&Qa&% o ) = (51 - 25250363 - 454707 s 7£2k—1 - 2k§2k707 .. )

Ocito je P linearni projektor te
ran P = {(ék)k € cgp: o, =0VEk € N} i kerP = {(gk)k € coo : Eop_1 = 2k&op Yk € N}

Lako se provjeri da su ker P i ran P zatvoreni potprostori od cpo (kao presjeci jezgara odgovarajuéih
ogranicenih linearnih funkcionala), pa je prema Propoziciji m I'(P) takoder zatvoren. S druge strane,
P nije ogranicen jer ocito ||Pegl|l, = || — 2keap—1|lp = 2k — oo kada k — oo (kao i obi¢no, (ex) je
kanonska algebarska baza za cp).

Prirodno je pitati se postoje li Banachovi prostori u kojima nije svaki zatvoren potprostor komple-
mentabilan. Odgovor je potvrdan. Imamo sljedeéi rezultat, koji je ujedno i prvi takav dobiveni primjer.

Teorem 3.3.11 (Phillip@. Zatvoren potprostor cy od £°° nije komplementabilan u £°°.

Dokaz. Tokom ovog dokaza ¢emo reé¢i da normiran prostor X ima svojstvo (P) ako postoji prebrojiva
kazemo da F separira tocke od X, tj. za svaka dva razlicita x,y € X postoji z* € F takav da je
2*(x) # z*(y). Ako X ima svojstvo (P) oCito ga ima i svaki potprostor od X (jer je za sve z* € X*,
x*|ly € Y*), kao i svaki normiran prostor koji je izomorfan s X.

Primijetimo da £*° zadovoljava (P). Naime, za k € N neka je e} : (> —= F, ef(&1,62,...) = &. Ocito
su svi e ograniceni linearni funkcionali norme 1 i (,cykere; = {0}, tako da je F = {ej : k € N}
prebrojiva separirajuc¢a familija za £°°.

Pretpostavimo da je ¢y komplementabilan u £°°. Tada postoji zatvoren potprostor Y < £*° takav da
je co +Y = £°°. Onda je prema Korolaru /ey 2Y. Jer £*° ima svojstvo (P) isto vrijediiza Y
pa stoga i za £*°/cy. Sada ¢emo dokazati da £°°/cy nema svojstvo (P), ¢ime ¢emo dobiti kontradikciju s
pretpostavkom da je ¢y komplementabilan u £°°.

Prema Lemi postoji injekcija f : R — P(N) takva da je card(f(r)) = No za sve r € R i
card(f(r) N f(s)) < Vg za sve r # s. Za svaki r € R neka je x, € £*>° definiran s

Ty 1= X f(r)

(karakteristicna funkcija skupa f(r)). Iz card(f(r)) = N slijedi x, ¢ ¢y za sve r € R. Nadalje, za r, s € R
iz x, — x5 € ¢g slijedi x, = x5. Naime, jer su x, i x5 nizovi sastavljeni od 01i 1 iz z, — x5 € ¢y svakako
slijedi x, — x5 € cgp. To onda znaci da se x, i s razlikuju najvise u konaéno mnogo vrijednosti. Jer su
f(r) i f(s) beskonacni skupovi, onda je svakako i f(r) N f(s) beskonacan skup. To je jedino moguée ako
je r = s. Dakle, sve klase x, + cg, 7 € R, u kvocijentnom prostoru £°° /¢y su medusobno razlicite.

SRalph Saul Phillips (1913.-1998.), americki matematicar
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Neka je y* € (£%°/cp)*. Tvrdimo da postoji najvise prebrojivo mnogo realnih brojeva r takvih da je
y*(zr + o) # 0. Zaista, jer je

{reR: y"(z, +co) #0} = U {rER: ly*(zr 4 co)| > ;}>
neN

dovoljno je dokazati da je svaki skup A, := {r € R: |y*(z, + co)| > %} prebrojiv. Stovise, mi ¢emo
dokazati da su svi skupovi A4, konacni. Neka jestogan € Niry,...,ry, € Ay, tako daje [y*(zy, +co)| > %
zasve 1 < j <m. Za svaki j izaberimo skalar a;; modula 1 tako da vrijedi oiy* (2, +co) = |y* (@, +co)l-
Neka je

m
Pp— . [o.¢]
T = E ajry, € L7
j=1

Zbog svojstava funkcije f : R — P(N), svi osim evenutalno kona¢no mnogo ¢lanova niza x su modula 1,
tako da je ||z + collge /o, = 1. Stoga je

=13

m m
Iyl = [y* (@ + co)| = | D oy (2r; + co)| = > " (22, + co)| >
j=1 j=1

Dakle, card(4,) < |n|ly*||] je konac¢an kao $to smo tvrdili.
Neka je sada F proizvoljna prebrojiva familija u X*. Prema dokazanom, skup

U {reR: y*(z, +co) # 0}

y*eF

je najvise prebrojiv. Jer je card{z, + co : 7 € R} = ¢, svakako postoji r € R takav da je y*(z, + co) =0
za sve y* € F. Dakle, x, +cg # coixr +co € ﬂy*e]—‘ ker y*. Jer je F bila proizvoljna prebrojiva familija
u X*, zakljuéujemo da £*°/cy ne zadovoljava (P). Stoga ¢y nije komplementabilan u £°°. O

Napomena 3.3.12. J. Lindenstraussﬂi L. Tzafririﬂ su 1971. godine dokazali da ako Banachov prostor X
ima svojstvo da je svaki njegov zatvoren potprostor komplementabilan u X, tada je X nuzno Hilbertov
prostor (tj. norma od X je inducirana iz skalarnog produkta). Uskoro ¢emo dokazati da vrijedi i obrat,
tj. da je svaki zatvoren potprostor Hilbertovog prostora komplementabilan.

Prisjetimo se, u odjeljku smo dokazali da su Banachovi prostori ¢y i ¢ izomorfni, nisu izometricki
izomorfni, te su im duali izometri¢ki izomorfni s ¢!. Koriste¢i Teorem [3.3.11| sada nije tesko ustanoviti
da se prostori ¢y i ¢ ne mogu realizirati kao duali nekog normiranog prostora:

Korolar 3.3.13. Ne postoji normiran prostor X takav da je X* >~ cg ili X* >~ c.
U dokazu Korolara |3.3.13| ¢emo koristiti sljede¢u pomoénu tvrdnju.
Lema 3.3.14. Neka je X normiran prostor.
(i) ran Jx~ je komplementabilan potprostor od X***.

(ii) Ako postoji normiran prostor Y takav da vrijedi X ~ Y™*, onda je ran Jx komplementabilan pot-
prostor od X**.

Dokaz. (i). Definiramo P : X** — X*** kao kompoziciju

P = Jx-(Jx)",

"Joram Lindenstrauss (1936.-2012.) izraelski matematicar
8Lior Tzafriri (1936.-2008.), izraclski matematicar
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gdje je J% : X — X* dualan operator od Jx. Tvrdimo je P projektor sa slikom ran Jx«. Kako bismo
dokazali da je P? = P, dovoljno je dokazati da je J%Jx~ identiteta na X*. Zaista, za proizvoljne z € X
iz* € X* imamo

(x, JxIx~a*) = (Ixx, Jx~x*) = (¥, IJxx) = (z,2"),
odakle slijedi J%Jx+ = Ix+. Nadalje, Iz JyJx+ = Ix+ takoder slijedi da je ranJy = X*, odnosno J¥
je surjekcija. Stoga je ran P = ranJy«, pa iz Korolara slijedi da je ran.Jx+ komplementabilan
potprostor od X***,

(ii). Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je Y Banachov prostor. Naime, u protivnom
mozemo prijeéi na upotpunjenje Z od Y (Teorem , za koje prema Korolaru vrijedi Z* 2 Y*.
Jer je Y* ~ X prostor X je takoder Banachov. Neka je T': X — Y™ izomorfizam. Prema (i) postoji
ograni¢en projektor P : Y*** — Y*** ga slikom ran Jy-. Jer je T : X** — Y** izomorfizam (Korolar
, onda je R := (T*)"'PT** : X** — X** ograni¢en projektor sa slikom ran.Jy. Zaista, jer je
P? = P, ocito je R? = R, a jer dijagram

X T oy

NS

komutira (Propozicija [2.3.10) imamo
ran R = (T*) ' PT*(X) = (T™) ' P(Y) = (T™) ' Jy«(Y*) = IxT7H(Y*) = Jx(X) = ran Jx.
O

Dokaz Korolara[3.313. Jer je ¢y ~ ¢ (Napomena , dovoljno je dokazati da ne postoji normiran
prostor Y takav da je Y* ~ ¢g. Pretpostavimo suprotno, tj. da je Y* =~ ¢y za neki normiran prostor
Y. Onda je prema Lemi ran J., komplementabilan potprostor u ¢j* pa prema Korolaru [3.3.9
postoji ograni¢en projektor P : ci* — ci* sa slikom ran Jg,,. Neka su S : ¢ — ((1)*i T : 1 — ¢
standardni izometricki izomorfizmi (Teoremii. Ako definiramo R : £°° — £*° kao kompoziciju
R:= S71T*P(S~1T*)~!, onda se lako provjeri da je R projektor od ¢*° sa slikom ¢y (provjerite za DZ).
Time smo dobili kontradikciju s Teoremom [3.3.11} O

Na kraju ovog odjeljka se prisjetimo da smo u Primjeru [I.7.7] pokazali da direktna suma dvaju za-
tvorenih potprostora Banachovog prostora opéenito ne mora biti zatvoren potprostor. Imamo sljedeéi
kriterij kada ¢e to vrijediti:

Korolar 3.3.15. Neka je X Banachov prostor. Ako su'Y i Z zatvoreni potprostori od X takvi da je
Y N Z = {0}, tada je njihova direktna suma Y + Z zatvoren potprostor od X ako i samo ako postoji
konstanta M > 0 takva da vrijedi ||y|| < M|y + z| za svey €Y iz € Z.

Dokaz. Pretpostavimo da je Y 4+ Z zatvoren, stoga Banachov potprostor od X. Onda je preslikavanje
P:Y +Z —Y + Z definirano s P(y + z) := y linearni projektor sa slikom Y i jezgrom Z. Jersu Y i Z
zatvoreni, P je ogranicen prema Korolaru [3.3.9} Stoga je za M := ||P||, |ly|| = |P(y + 2)|| < M|y + z||
zasveyeYizeZ.

Obratno, pretpostavimo da postoji M > 0 tako da vrijedi |ly|| < M|y + z||zasve y € Y iz € Z.
Neka je (zj)ken Cauchyjev niz u Y + Z. Za k € N neka su y, € Y i 2, € Z jedinstveni takvi da je
Tr = Yr + 2. Onda je za k,l € N

e — will < Mlyw — i + 26 — 21| = M||xp — 2],

sto pokazuje da je (yr)r Cauchyjev niz u'Y. Zbog potpunosti od Y postoji y € Y takav da yp — y. Onda
je i (zk)r Cauchyjev niz, jer za k,l € N imamo

Izt = 2ill = llye + 20 = (we + 201 + llye — will = lloww — @l + [lye — will-
Zbog potpunosti od Z postoji z € Z takav da 2z, — z. Onda o¢ito zp = yp +2r >y +2€Y + Z. OJ



Poglavlje 4

Lokalno konveksni prostori i slabe
topologije

4.1

Aksiomi separacije za topoloske prostore

S obzirom da je pojam topoloskog prostora dosta opéenit, u njima ne moraju vrijediti neka svojstva na
koja smo navikli da vrijede u metrickim prostorima. Npr. u generalnim topoloskim prostorima jednoclani

skupovi ne moraju biti zatvoreni, kao §to konvergentni nizovi mogu imati vise razli¢itih limesa (ekstreman
primjer je indiskretna topologija s obzirom na koju svi nizovi konvergiraju prema svim tockama prostora;
vidjeti N apomenu. 7Zbog toga cesto zahtijevamo da dani prostor zadovoljava dodatne pretpostavke,
tzv. aksiome separacije oznacene s Ty, ..., Ty, Sto su svojstva koja nam garantiraju egzistenciju otvorenih
skupova koji medusobno separiraju razli¢ite tocke ili zatvorene skupove danog prostora.

Definicija 4.1.1. Neka je X topoloski prostor. Kazemo da je X:

Ty-prostor ako za svake dvije razli¢ite tocke iz X barem jedna od njih ima okolinu koja ne sadrzi
drugu tocku.

Ti-prostor ako za svake dvije razlic¢ite tocke u X svaka od njih ima okolinu koja ne sadrzi drugu
tocku.

Th-prostor ili Hausdorffov pI‘OStOIEI ako svake dvije razli¢ite tocke imaju medusobno disjunktne
okoline, tj. za sve x,y € X, x # y, postoje okoline U od z 1 V od y takve da je UNV = ).

Ts-prostor ili regularan prostor ako je X Tj-prostor, te za svaki zatvoren skup A u X i svaku
tocku x € X \ A postoje medusobno disjunktni otvoreni skupovi U i V u X takvi da je A C U i
reV.

T;1-prostor ili potpuno regularan prostor ako je X Ti-prostor, te za svaki zatvoren skup A
2

u X isvaku tocku x € X \ A postoji neprekidna funkcija f : X — [0,1] takva da je fla = 01

flz) =1.

Ty-prostor ili normalan prostor ako je X Tj-prostor, te za svaka dva medusobno disjunktna

zatvorena skupa A i B u X postoje medusobno disjunktni otvoreni skupovi U i V u X takvi da je
ACUiBCUV.

Ako je X Tj-prostor, takoder kazemo da X zadovoljava aksiom 7 ili da je topologija od X T}-
topologija.

Napomena 4.1.2. (a) Topoloski prostor X je Ti-prostor ako i samo ako su svi jednoé¢lani skupovi (tocke)

zatvoreni u X. Zaista, ako je X Ti-prostor i x € X, onda za svaki y € X, y # x, postoji otvorena
okolina Uy od y takva da x ¢ Uy. Stoga je X \ {z} = U, ., Uy otvoren, odnosno {z} je zatvoren
skup u X. Obratno, ako je {z} zatvoren skup, onda je X \ {x} otvorena okolina svake tocke y # .

!Felix Hausdorff (1868.-1942.), njemacki matematicar i jedan od utemeljitelja moderne topologije
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(b) Vrijedi
T4:>T3%:>T3:>T2:>T1:>To.

Zaista, evidentno vrijedi T, = T} = Tpj. Prema (a) su jednoclani skupovi u Tj-prostorima
zatvoreni, odakle slijede implikacije Ty = T3 == T3. Neka je sada X T} 1 -prostor, A zatvoren
skup u X i x € X \ A. Prema pretpostavci postoji neprekidna funkcija f : X — [0, 1] takva da
je fla=01 f(z) = 1. OndasuU := f~1({(-00,3)) i V = f~((3,00)) medusobno disjunktni
otvoreni skupovi u X takvi da je A C U i x € V. Napokon, implikacija Ty = T 1 slijedi iz
Urisonove leme (Teorem [4.1.6)).

Primjer 4.1.3. Neka je X proizvoljan skup.
(a) Ako X ima barem 2 elementa, onda evidentno indiskretna topologija T; = {0, X} nije Tp.
(b) U diskretnoj topologiji 73 = P(X) su svi skupovi otvoreni i zatvoreni, tako da je Ty trivijalo Tj.
(c) Na X mozemo definirati tzv. kofinitnu topologiju 7;s i koprebrojivu topologiju 7. s
Tef ={UCX:U=0ili card(X \U) < N},
Tee ={UCX:U=04ili card(X \ U) < Rp}.

Ocito su obje topologije 7. i Tc. Ti-topologije. Pritom je 7.; Hausdorffova ako i samo ako je X
konacan, dok je 7., Hausdorffova ako i samo ako je X prebrojiv (i posljediéno se onda pripadna
topologija podudara s diskretnom topologijom).

Propozicija 4.1.4. Svaki metrizabilan prostor i svaki kompaktan Hausdorffov prostor je normalan.

Dokaz. Neka su A i B dva medusobno disjunktna zatvorena skupa u topoloskom prostoru X.
Najprije pretpostavimo da je X metrizabilan prostor i neka je pripadna topologija od X inducirana
iz metrike d. Sliéno kao u Napomeni [2.3.32] definiramo funkciju f: X — [0,1] s
d(z, A)
d(x,A) +d(z,B)’

fz) =

koja je neprekidna te vrijedi fla = 01 flp = 1. Stoga su U = f1((—00,1)) i V := f71((3,00))
medusobno disjunktni otvoreni skupovi u X takvidaje ACU i BCV.

Sada pretpostavimo da je X kompaktan Hausdorffov prostor. Jer su A i B zatvoreni u X, prema
Propoziciji oni su kompaktni. Najprije fiksirajmo x € A. Jer je X Hausdorffov, za svaki y € B
postoje medusobno disjunktne otvorene okoline U, od x i V,, od y. Tada je {V} : y € B} otvoreni pokrivac¢
od B pa zbog kompaktnosti od B postoji kona¢an potpokrivac {Vy,,...,V,, }. Tada su

IDE

Upi=(Uy, 1 Va:=|JVy
k=1

T

1

medusobno disjunktni otvoreni skupovi u X takvi da je x € U, i B C V,. Nadalje, zbog kompaktnosti
od A otvoreni pokriva¢ {U, : = € A} od A ima kona¢an potpokriva¢ {Uy,,...,Us,, }. Tada su

m m
U=JUs, 1 V=[]V
k=1 k=1
medusobno disjunktni otvoreni skupovi u X takvidaje ACU i BCV. O

Napomena 4.1.5. (a) Prema Propoziciji svaki zatvoren podskup kompaktnog prostora X je kom-
paktan. Obrat takoder vrijedi ako je X Hausdorffov, tako da je za podskupove kompaktnog Ha-
usdorffovog prostora X zatvorenost ekvivalentna kompaktnosti. Zaista, ako je A C X kompaktan,
onda prema dokazu drugog dijela Propozicije za svaki x € X \ A postoji otvorena okolina U,
takva da je Uy N A = (), odnosno U, C X \ A. Stoga je skup X \ A =, x\ 4 Us otvoren, odnosno
A je zatvoren.
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(b) Neka su 77 i T3 dvije topologije na skupu X takve da je 71 C T2. Ako je 71 Hausdorffova topologija
i 7o kompaktna topologija, onda je nuzno 71 = 7. Zaista, neka je A C X Ts-zatvoren skup. Jer
je X Te-kompaktan, isto vrijedi i za A. Kako je 71 C Ta, A je takoder 71-kompaktan (jer je svaki
Ti-otvoren pokrivaé od A takoder Tz-otvoren pokriva¢ od A). Kako je 73 Hausdorffova topologija,
prema (a) je A Ti-zatvoren. Time smo pokazali da su svi Ta-zatvoreni skupovi ujedno i 7;-zatvoreni
skupovi, pa prelaskom na komplemenete dobivamo 75 C 77. Dakle, 71 = 7.

(c) Direktno iz (b) slijedi da je svaka neprekidna bijekcija f : X — Y, gdje je X kompaktan, a YV
Hausdorffov prostor, nuzno homeomorfizam.

U normalnim prostorima vrijede sljede¢a dva fundamentalna teorema, ¢iji se dokazi mogu naéi u
standardnoj literaturi iz realne analize ili opée topologije (vidjeti npr. [15] ili [33]).

Teorem 4.1.6 (Urisonovalﬂ lema). Neka je X normalan prostor. Za svaka dva zatvorena medusobno
disjunktna podskupa A i B u X postoji neprekidna funkcija f : X — [0,1] takva da vrijedi fla = 0 i
flB=1.

Teorem 4.1.7 (Tietzeovﬁ teorem prosirenja). Neka je X normalan prostor. Ako je A C X zatvoren
skup, onda svaku neprekidnu funkciju f : A — [a,b] moZemo prosiriti do neprekidne funkcije F : X —
[a,b], . Fla=f.

Napomena 4.1.8. Za Ti-prostore X vrijede i obrati Teorema i Naime, ako su A i B dva
zatvorena medusobno disjunktna skupa u X, onda je karakteristi¢na funkcija xp neprekidna na AU B.
Ako postoji neprekidna funkcija F' : X — [0,1] takva da je F|aup = xB, onda su F*1(<—oo,%>) i
F~1((3, 00)) medusobno disjunktni otvoreni skupovi u X koji redom sadrze A i B.

Korolar 4.1.9. Neka je X normalan prostor. Ako je A C X zatvoren skup, onda svaku neprekidnu
funkciju f: A — F moZemo prosiriti do neprekidne funkcije F': X — F.

Dokaz. Najprije pretpostavimo da je F = R. Neka je g := %If\ Tada je g : A — (—1,1) neprekidna
funkcija pa prema Tietzeovom teoremu prosirenja postoji neprekidna funkcija G : X — [—1, 1] takva da
je G|a = g. Jer je G neprekidna, B := G~1({—1,1}) je zatvoren skup u X i o¢ito AN B = (). Prema
Urisonovoj lemi postoji neprekidna funkcija h : X — [0, 1] takva da je h|4 = 11 h|p = 0. Stavimo

H := hG. Tada je H : X — (—1,1) neprekidna funkcija i H|4 = G|4. Ako definiramo F' := I_IliH‘, onda

je F': X — R trazena neprekidna funkcija takva da je F|4 = f.
Ako je pak F = C, onda primijenimo prethodni argument na realni i imaginarni dio od f. O

4.2 Baza i podbaza topologije, aksiomi prebrojivosti

Definicija 4.2.1. Neka su 77 i 72 dvije topologije na skupu X. Ako vrijedi 71 C 72, onda kazemo da je
71 slabija (grublja) od 72, odnosno da je T3 jaca (finija) od T;.

Primjer 4.2.2. Na svakom skupu X je ocito je indiskretna topologija 7; najslabija topologija na X, dok
je diskretna topologija 7 najjaca topologija na X. Nadalje, ako su 7.s i 7. kofinitna i koprebrojiva
topologija na X (Primjer 4.1.3)) vrijedi 7; C Tey € Tee € Ta-

Definicija 4.2.3. Neka je X skup i &€ C P(X) familija skupova na X. Najslabiju topologiju na X koja
sadrzi familiju £ ozna¢avamo s 7 (€) i zovemo topologijom generiranom s €.

Napomena 4.2.4. Prethodna definicija je smislena, jer je svaka topologija na X sadrzana u diskretnoj
topologiji i presjek proizvoljne familije topologija na X je takoder topologija na X. Dakle, 7(€) je presjek
svih topologija na X koje sadrze £.

Definicija 4.2.5. Neka je T topologija na skupu X.

2Pavel Samuilovi¢ Urison (1898.-1924.), sovjetski matematicar
3Heinrich Franz Friedrich Tietze (1880.-1964.), austrijski matematicar



86 POGLAVLJE 4. LOKALNO KONVEKSNI PROSTORI I SLABE TOPOLOGIJE

e Baza okolina tocke x € X je svaka familija skupova N, C P(X) sa sljedeéa dva svojstva:

(N1) Sviskupovi iz NV, su okoline od z (tj. za svaki V € N, postoji U € T takavdajexz € U C V).

(N2) Svaka okolina od x sadrzi neki element iz N, (tj. ako je U € T i x € U onda postoji V € N,
takva da je V. C U).

e Baza za T je svaka familija B C T koja sadrzi baze okolina svih to¢aka = € X.
e Podbaza za T je svaka familija &€ C T takva da je T(£) =T.

Primjer 4.2.6. Ako je X metricki prostor, onda je familija svih otvorenih kugala s centrom u z € X baza
okolina od x, tako da je familija svih otvorenih kugala u X baza pripadne (metricke) topologije.

Propozicija 4.2.7. Neka je T topologija na skupu X. Familija B C T je baza za T ako i samo ako se
svaki neprazan skup U € T moZe prikazati kao unija elemenata iz B.

Dokaz. Pretpostavimo da je B baza za 7. Ako je U € T, onda za svaki x € U postoji V,, € B takav da
jex €V, CU. Stoga je U = J,cp Ve

Obratno, pretpostavimo da se svaki neprazan skup U € T moze prikazati kao unija elemenata iz B.
Ako je x € X, onda je oc¢ito N, = {V € B: x € V} baza okolina od x. Naime, ako je U € T iz € U,
onda je prema pretpostavci U unija elemenata iz B pa svakako postoji V € N, takav da je V CU. [

Propozicija 4.2.8. Neka je X skup. Familija skupova B C P(X) je baza neke topologije T na X ako i
samo ako vrijedi:

(i) B je pokrivac¢ od X, tj. svaka tocka iz X se nalazi u nekom skupu iz B.
(ii) Za sve U,V € B i svex € UNV postoji W € B takav da je x € W C(UNV).

Dokaz. Pretpostavimo da je B baza topologije 7 na X. Svojstvo (i) je trivijalno ispunjeno. Neka su
U,V € BixzeUNV. Prema pretpostavci B sadrzi neku bazu okolina N od x. Jer je UNV € T (dakle
okolina od ), postoji W € N, C B takav dajex € W C (UNV).

Obratno, pretpostavimo da familija B zadovoljava (i) i (ii). Definiramo familiju 7 C P(X) s
T :={U C X : za svaki z € U postoji V € B takav da vrijedi z € V C U}.

Tvrdimo da je T topologija na X i da je B baza za X. Zaista, trivijalno je ) € T, a jer je B pokrivac
od X, takoder je X € T. Ocito je familija T zatvorena na proizvoljne unije. Neka su Uy, Us € T. Ako
je x € Uy NUs tada postoje Vi, V5 € B takvida je x € Vi C U i@ € Vo C Us. Zbog svojstva (ii) postoji
W € B takav da je z € W C (Vi N Va) C (U NUs). Dakle, Uy N Uz € T. Induktivnim argumentom
dobivamo da je familija T zatvorena na konacne presjeke. Dakle, T je topologija na X. Napokon, o¢ito
je BC T izasvakix € X je {U € B: x € U} baza okolina od z, tako da je B baza za T. O

Propozicija 4.2.9. Neka je X skup i € C P(X) familija skupova na X. Tada se topologija T (E)
generirana s € sastoji od ), X i unija svih konacénih presjeka elemenata familije £.

Dokaz. Neka je T C P(X) familija koja se sastoji od @), X i unija svih kona¢nih presjeka elemenata
familije £. Ocito svaka topologija koja sadrzi & mora sadrzavati i T, pa je posebno 7 C 7 (). Obratno,
jer je EC T CT(E)1ijer je T(E) najslabija topologija na X koja sadrzi £, dovoljno je dokazati da je T
topologija. Zaista, ako je B C P(X) familija koja se sastoji od X i svih konac¢nih presjeka elemenata iz
£, onda B evidentno zadovoljava oba uvjeta Propozicije tako da je B baza neke topologije 7’ na X.
Napokon, prema Propoziciji T’ se sastoji od proizvoljnih unija skupova iz B, tako da je 7/ = 7. [

Propozicija 4.2.10. Neka su X ¢ Y topoloski prostori. Ako je topologija od Y generirana s familijom
skupova &, tada je funkcija f : X — Y neprekidna ako i samo ako je f~1(V') otvoren u X za svakiV € &.

Dokaz. Tvrdnja slijedi direktno iz Propozicije [£.2.9]1 ¢injenice da praslike komutiraju s unijama i presje-
cima. OJ
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Definicija 4.2.11. Za topoloski prostor (X, T) kazemo da zadovoljava:
e Prvi aksiom prebrojivosti ako sve tocke iz X imaju prebrojivu bazu okolina.
e Drugi aksiom prebrojivosti ako topologija 7 ima prebrojivu bazu.

Napomena 4.2.12. Ocito drugi aksiom prebrojivosti povlac¢i prvi aksiom prebrojivosti.

Primger 4.2.13. (a) Svaki metrizabilan prostor X zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti. Zaista, za
svaki € X je familija otvorenih kugala {K(z,2) : n € N} (s obzirom na neku metriku koja
inducira pripadnu topologiju) prebrojiva baza okolina od x.

(b) Ako je X neprebrojiv skup, tada obje topologije 7.f i Tc. ne zadovoljavaju prvi aksiom prebrojivosti.
Dokazimo npr. da 7. ne zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti. Naime, ako je x € X proizvoljna
tocka i {Uy : k € N} prebrojiva familija 7..-otvorenih okolina od x, onda je U := (Vo Ur Tee-
otvorena okolina od x. Izaberimo proizvoljnu tocku y € U, y # = (takva sigurno postoji jer je U
neprebrojiv). Onda jei V := U \ {y} Tcc-otvorena okolina od x koja ne sadrzi niti jedan skup Uy.

Propozicija 4.2.14. Neka je X topoloski prostor.
(i) Ako X zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti, onda je X separabilan.

(ii) Ako je X metrizabilan, onda X zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti ako i samo ako je X sepa-
rabilan.

Dokaz. (i). Pretpostavimo da X zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti, tako da postoji prebrojiva baza
topologije B = {Uy : k € N}. Za svaki k € N izaberimo zj € Uy. Tvrdimo da je C := {z} : k € N}
prebrojiv gust skup u X. Zaista, X \ C je otvoren skup koji oito ne sadrzi niti jedan element iz B. Jer
je B baza pripadne topologije, to je jedino moguée ako je X \ C' = ) (Propozicija , odnosno ako je
C gust u X. Dakle, X je separabilan.

(ii). Sada pretpostavimo da je X metrizabilan i neka je d metrika koja inducira pripadnu topologiju.
Prema (i) trebamo dokazati da separabilnost od X povla¢i drugi aksiom prebrojivosti. Neka je stoga
C := {xy : k € N} prebrojiv gust skup u X. Tvrdimo da je

B = {K(xk’rlz) k,nEN}

(ocito prebrojiva) baza za X. Neka je U C X proizvoljan neprazan otvoren skup i z € U. Prema
Propoziciji trebamo dokazati da postoje k,n € N takvi da je x € K(x, %) C U. Najprije, jer
je U otvoren, postoji n € N takav da je K(z, %) C U. Zbog gustoée od C' u X postoji k& € N takav
da je z, € K(z,2). Tada za sve y € K (2, 2) imamo d(z,y) < d(z,z) + d(zg,y) < 2, $to pokazuje
K(zy, ) C K(z,2) CU. O

Primjer 4.2.15. Jer je Banachov prostor £>° neseparabilan (Primjer [L.8.6] (d)), on ne zadovoljava drugi
aksiom prebrojivosti.

Analogno kao u metrizabilnom slucaju, za topoloske prostore X koji zadovoljavaju prvi aksiom pre-
brojivosti zatvarace skupova u X i neprekidnost funkcija f : X — Y mozemo okarakterizirati preko

nizova (vidjeti Propoziciju [1.2.36|1 Teorem |1.2.38|).

Propozicija 4.2.16. Neka je X topoloski prostor koji zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti.

(i) Svaka tocka x € X ima prebrojivu padajucu bazu okolina Ny = {Uy : k € N}, tj. vrijedi Ug1 C Uy,
za sve k € N.

(ii) Ako je A C X, tada se tocka v € X nalazi u zatvaraéu A ako i samo ako postoji niz (wx)reny u A
koji konvergira prema x.
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(iii) Funkcija f: X — Y, gdje je Y neki drugi topoloski prostor, je neprekidna ako i samo ako za svaki
niz (zg)ken v X koji konvergira prema nekom xg € X, niz (f(xy))ken konvergira prema f(xo), tj.
zp —xo = [f(zr) = f(20).

Dokaz. (i). Neka je {Vj : k € N} prebrojiva baza okolina od z. Za svaki k € N stavimo Uy, := ﬂ§:1 Vj.
Tada je ocigledno N, = {Uy : k € N} prebrojiva padajuca baza okolina od x.

(ii). Neka je xg € X. Ako postoji niz u A koji konvergira prema x(, onda svaka okolina od ¢ sijece
A, tako da je prema Napomeni svakako 7o € A (primijetimo da nam za ovaj smjer nije bila bitna
pretpostavka da X zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti).

Obratno, neka je x € A. Prema (i), postoji prebrojiva padajuéa baza okolina N, = {Uy : k € N} od
. Prema Napomeni [1.2.19] za sve k € N postoji xr € AN Ug. Ako je U proizvoljna okolina od z tada
postoji ko € N takav da je z € Uy, C U. Jer je familija N, padajuca, onda je z), € Uy C Uy, za sve
k > ko. Dakle, (zx)ren je niz u A takav da zp — x.

(iii). Nuznost vrijedi uvijek prema Teoremu dok je dokaz dovoljnosti potpuno isti kao dokaz

implikacije (v) = (iii) Teorema [1.2.38 O

Primgjer 4.2.17. Neka je X neprebrojiv skup i T koprebrojiva topologija na X (Primjer (b)).
Ako je A proizvoljan pravi neprebrojiv podskup od X, onda je T..-zatvara¢ od A citav X, dok za
z € X \ A ne postoji niz u A koji T.-konvergira prema x. Naime, proizvoljan niz (xp)reny u X je
Tee-konvergentan ako i samo ako je eventualno konstantan. Zaista, ako je 7o — limg_.oo £ = x onda je
U:= (X \{xr: k€ N})U{z} otvorena okolina od z. Jer je x = To. — limy_,o0 Tk, postoji kg € N takav
da je x € U za sve k > kg, odnosno x = x za sve k > kg. Posebno, skup svih limesa T..-konvergentnih
nizova u A je to¢no skup A.

4.3 Mreze

Ulogu nizova u topoloskim prostorima koji ne zadovoljavaju prvi aksiom prebrojivosti preuzimaju
tzv. mreze. Za razliku od nizova, koji su indeksirani prirodnim brojevima, mreze mogu biti indeksirane
proizvoljnim usmjerenim skupovima.

Definicija 4.3.1. Usmjeren skup je ureden par (A, <) koji se sastoji od skupa A i binarne relacije <
na A koja ima sljedeéa tri svojstva:

e Zasve a € A vrijedi o S v (refleksivnost).
o Zasve o,B,yeE Nz a S B i < vslijedi a <y (tranzitivnost).
e Za sve «, 8 € A postoji v € A takav da vrijedi a < v i 8 < v (usmjerenost).

Napomena 4.3.2. (a) Cesto ¢emo implicitno podrazumijevati relaciju <, tako da ¢emo samo reéi da je
A usmjeren skup.

(b) Induktivnim argumentom lako dobivamo da za svaki konacan podskup {aq,...,a,} od A postoji
ag € A takav da vrijedi ap < ag za sve 1 < k < n.

(¢) Za «, 8 € A pisemo « 2 (3 ako vrijedi § < a.

Primgjer 4.3.3. (a) Skup R (kao i svaki njegov podskup) sa standardnim uredajem je usmjeren skup.

(b) Neka je X proizvoljan skup i Fin(X) familija svih konaénih podskupova od X. Tada je Fin(X)
usmjeren skup s obzirom na skupovnu inkluziju, tj. A < B ako A C B. Svojstvo usmjerenosti je
oCito ispunjeno za skup C := AUB, tj. ASCiB<C.

(c) Neka je X topoloski prostor i N, proizvoljna baza okolina totke x € X, usmjerena s obzirom na
obratnu inkluziju, tj. za U,V € Ny je U <V ako je V C U. Tada je N, usmjeren skup. Pritom je
za U,V € N, svojstvo usmjerenosti zadovoljeno za okolinu W € N, takvu da je W C (U N V), tj.
USWivV <SW.
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(d) Kartezijev produkt Aj x Ay dvaju usmjerenih skupova (A1, <1) 1 (A2, <o) je usmjeren skup s obzirom
na usmjerenje

(a1, B1) S (a2, B2) ako je a1 S1 o i B S P

Definicija 4.3.4. Mreza ili hiperniz u skupu X je svaka funkcija x : A — X, ¢ija je domena A usmjeren
skup. Za svaki a € A vrijednost z(a)) oznacavamo s x, i piSemo x = (24 )aeca ili = (z4) kada se skup
A podrazumijeva.

Jer je skup N sa svojim standardnim uredajem usmjeren skup, svaki niz je o¢ito mreza dok obrat
ocito ne vrijedi. Pojam konvergencije mreza definiramo na analogan nac¢in kao za nizove.

Definicija 4.3.5. Za mrezu (z4)aea u topoloskom prostoru X kazemo da je konvergentna ako postoji
tocka xg € X takva da za svaku okolinu U od xg postoji apy € A takav da vrijedi z,, € U za sve o 2 ay.
U tom slucaju kazemo da (z4)aca konvergira prema xg, a tocku zy zovemo limes mreze (x4 )aca-
Pisemo limycp zo = 2o ili 4 — 20.

Primgjer 4.3.6. Riemannov integral ograni¢ene funkcije f : [a,b] — R mozemo definirati kao limes mreze
Riemannovih (integralnih) suma. Naime, neka je A skup svih uredenih parova oblika (P,S), gdje je
P=la=ty <t <...<t,=D0]subdivizija od [a,b] i S = {s1,...,s,} podskup od [a,b] takav da je
si € [ti—1,ti] za sve 1 < i < n. Neka je |P| := max{t; —t;—1 : 1 <1i < n} (oCica subdivizije P). Na A
definiramo usmjerenje < s

(P1,81) S (P2, 52)  akoje [P <[Pyl

Ako je f : [a,b] — R ogranicena funkcija, za svaki (P, S) € A definiramo pripadnu Riemannovu sumu sa
of(P,S) = f(si)(ti — ti-1).
i=1

Prema Darbouxovom teoremu (vidjeti npr. [20]) f je Riemann integrabilna na [a, b] ako i samo ako postoji
realan broj I sa svojstvom da za svaki € > 0 postoji § > 0 takav da za svaku subdiviziju P = [a = tg <
t1 <...<t, =0 od [a,b] za koju je |P| < § i svaki izbor tocaka s; € [t;—1,t;] vrijedi [o¢(P,S) — I| < e.
U tom slucaju je I = f: f(t)dt. Primijetimo da to upravo znaci da je f Riemann integrabilna na [a, b]

ako i samo ako je mreza (os(P,S))p,s)ea konvergentna, te je impg)ep of(P,S) = ff f(t)dt.

Propozicija 4.3.7. Neka je £ podbaza topologije topoloskog prostora X. Mreza (z4)aca u X konvergira
prema xg € X ako i samo za svaki U € & koji sadrzi xg postoji ay € A takav da vrijedi x, € U za sve
aZay.

Dokaz. Nuznost je ocigledna. Dokazimo dovoljnost. Neka je U proizvoljna okolina od zy. Prema Propo-
ziciji postoji konaéno mnogo elemenata U, ...,U, € £ tako da vrijedi z9 € (U1 N...NU,) CU.
Prema pretpostavci, za svaki 1 < k < n postoji ay, € A takav da je z, € Uy za sve a 2 ay. Neka je ayy € A
takav da je ay = oy za sve 1 < k < n (Napomena . Onda je evidentno zo, € (Ui N...NU,) CU
za sve a 2 ay. Dakle, x, — x0. O

Kao sto znamo limes konvergentnog niza u metrizabilnom prostoru je jedinstven. Analogno vrijedi
za konvergentne mreze u Hausdorffovom prostoru. Stovise:

Propozicija 4.3.8. Topoloski prostor X je Hausdorffov ako i samo ako svaka konvergentna mreza u X
ima jedinstven limes.

Dokaz. Pretpostavimo da je X Hausdorffov prostor i pretpostavimo da postoji mreza (z4)aca u X koja
konvergira prema razlicitim tockama z,y € X. Kako je X Hausdoffov, postoje disjunktne otvorene
okoline U od i V od y. Jer z, — x postoji ay € A takav da vrijedi z, € U za sve o 2 ay, a jer T4 — Y
postoji ay € A takav da vrijedi x4 € V za sve a 2 ay. Zbog usmjerenosti od A postoji § € A takav da
jefZayif Zay. Tadajexzg € UNV =0, sto je kontradikcija.
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Obratno, pretpostavimo da X nije Hausdorffov. Tada postoje dvije razlicite tocke z,y € X koje ne
mozemo separirati otvorenim okolinama, tj. svake dvije otvorene okoline U od x i V' od y imaju neprazan
presjek. Neka su redom N, i NV, familije svih otvorenih okolina od z i y usmjerene obratnom inkluzijom
kao u Primjeru [£.3.3) (c), te neka je njihov kartezijev produkt N x N, usmjeren kao u Primjeru [4.3.3]
(d). Definiramo mrezu z : Nz x Ny — X sa 2(U,V) := z,v), gdje je 2,y proizvoljna tocka iz U N V.
Tvrdimo da zyy = @ 1 z(y,y) — y. Zaista, ako je Up proizvoljna okolina od z i Vp proizvoljna okolina
odyondazasve U e N, iV eN,izU CUyiV C Vslijedi 2,y € UNV C UgNVp, odnosno zyy € U
i zvy €V zasve (U, V) 2 (Uo, Vo). O

Koriste¢i mreze sada lako mozemo dati analogne karakterizacije zatvarac¢a skupa odnosno neprekid-
nosti funkcije kao u Propoziciji

Propozicija 4.3.9. Neka je X topoloski prostor.

(i) Ako je A C X, tada se tocka o € X nalazi u zatvaracu A ako i samo ako postoji mreza (To)ach v
A koja konvergira prema xg. Posebno, A je zatvoren ako i samo ako za svaku mrezu (To)ach u A
koja konvergira prema xg € X slijedi xg € A.

(i) Funkcija f: X =Y, gdje je Y neki drugi topoloski prostor, je neprekidna ako i samo ako za svaku
mrezu (To)aenr U X koja konvergira prema nekom xg € X, mreza (f(xa))aca konvergira prema
f(xo), 4. ¢ = x0 = f(x0) = f(x0).

Dokaz. (i). Neka je xg € X. Ako postoji mreza u A koja konvergira prema g, onda svaka okolina od xg
sijece A, tako da je o € A (Napomena .

Obratno, neka je zo € A i neka je N, familija svih okolina od zg usmjerena s obrnutnom inkluzijom
(Primjer [4.3.3). Definiramo mrezu z : N3, — X s 2(U) := zy, gdje je zy proizvoljan element iz A NU

(Napomena [1.2.19). Evidentno zy — xg.

(ii). Pretpostavimo da je f neprekidna i neka je (z4)aen mreza u X koja konvergira prema xg € X.
Ako je V otvorena okolina od f(zo), tada je f~'(V) otvorena okolina tocke zg (Teorem [1.2.38)). Jer
To — X0, Postoji ay € A takav da je x, € f7H(V) za sve a 2 ay, odnosno f(z4) € V za sve a > .
Zbog proizvoljnosti od V zakljuéujemo f(xq) — f(z0).

Obratno, pretpostavimo da za svaku mrezu (zq4)acp u X vrijedi o, = x9 = f(za) — f(z0). Neka
je AC X iy € f(A), tada postoji g € A takav da je yo = f(x0). Prema (i) postoji mreza (z4)aca u
A takva da x, — xo. Tada je, prema pretpostavci, (f(zq))aeca mreza u f(A) takva da f(za) — f(xo).
Prema (i) je yo = f(x) € f(A). Dakle, f(A) C f(A). Jer je A C X bio proizvoljan, neprekidnost od f
slijedi iz Teorema O

Korolar 4.3.10. Za dvije topologije T1 i To na skupu X je ekvivalentno:
(i) TL € T2
(ii) Za svaku mrezu (To)ach U X i x9 € X iz x4 LE xq slijedi xq Ty z0.
Posebno, topologije T1 i To su jednake ako i samo ako imaju iste konvergentne mreze.

Dokaz. (i) = (ii) je trivijalno.
(i) = (i). Inkluzija 71 C T2 je ekvivalentna tvrdnji da su svi Ti-zatvoreni skupovi takoder 7z-
zatvoreni. Neka je stoga A C X Ti-zatvoren skup, (z4)aeca mreza u Aixg € X tako da z, E zo. Onda,

prema pretpostavci, z, Ty xo. Jer je A Ti-zatvoren, iz Propozicije M (i) slijedi zp € A. Dakle, A je
To-zatvoren prema obratnom smjeru Propozicije m (1). O



4.4. TOPOLOGIJE INDUCIRANE FAMILIJAMA FUNKCIJA 91

4.4 Topologije inducirane familijama funkcija

Definicija 4.4.1. Neka je je X skup i F = {f;}ier familija funkcija f; : X — Vi, gdje je Y; topoloski
prostor za sve ¢ € I. Slaba topologija na X inducirana familijom F je najslabija topologija na X s
obzirom na koju su sve funkcije f;, ¢ € I, neprekidne. Oznac¢avamo ju sa o(X,F).

Napomena 4.4.2. Jer su sve funkcije f; : X — Y; neprekidne, svakako je fi_l(V) co(X,F)zasveieli
V € T;. Stoga je podbaza topologije o(X, F) familija skupova

E={f'(V):ie,VeT}, (4.1)

koju zovemo standardna podbaza. Prema Propoziciji o(X,F) se sastoji od unija svih kona¢nih
presjeka elemenata iz £ (evidentno su 0, X € &).

Propozicija 4.4.3. Uz iste oznake kao u Definiciji mreza (To)aca v X o(X,F)-konvergira prema
xzg € X ako i samo ako vrijedi fi(xzo) — fi(xo) za sve i € I (konvergencija u'Y;).

Dokaz. Jer su sve funkcije f; € F neprekidne s obzirom na toplogiju (X, F), prema Propoziciji m
vrijedi fi(zq) — fi(xo) zasvei e

Obratno, pretpostavimo da za mrezu (z4)aea U X vrijedi fi(zo) — fi(zo) za sve i € I. Za fiksiran
i € I neka je V okolina od fi(z0). Tada postoji oy € A takav da je fi(z4) € V, odnosno z, € f; (V) za
sve a 2 oy y. Jer je familija (4.1) podaza za o(X, F), iz Propozicije slijedi o, = zg u o(X, F). O

Propozicija 4.4.4. Neka je Z topoloski prostor. Uz iste oznake kao u Definiciji[{.4.1] funkcija g : Z — X
je neprekidna s obzirom na o(X, F)-topologiju na X ako i samo ako su sve funkcije fiog:Z —Y;, i €1,
neprekidne.

Dokaz. Nuznost je oCigledna. Dokazimo dovoljnost. Pretpostavimo stoga da su sve funkcije fiog: Z —
Y;, i € I, neprekidne. Ako je (24)aeca mreza u Z koja konvergira prema zy € Z, tada prema Propoziciji

vrijedi fi(g(za)) = fi(g(20)) za sve i € I. Prema Propoziciji to je ekvivalentno s g(z4) — g(20)
u o(X,F), tako da je g neprekidna prema Propoziciji [4.3.9} O

Definicija 4.4.5. Neka je X skup i F familija funkcija s domenom X. Kazemo da familija F razdvaja
tocke od X ako za svaki par razlicitih tocaka x1,r2 € X postoji funkcija f € F takva da vrijedi

f(x1) # flx2).

Propozicija 4.4.6. Uz iste oznake kao u Definiciji ako su svi prostori Y;, i € I, Hausdorffovi i
ako familija F razdvaja tocke od X, onda je (X,0(X,F)) Hausdorffov prostor.

Dokaz. Neka su x1,x9 € X, 21 # x9. Kako familija F razdvaja tocke od X, postoji i € I takav da je
fi(x1) # fi(x2), a jer je Y; Hausdorffov postoje medusobno disjunktne otvorene okoline V; od f(x1) i Va
od x2. Tada su f; (V1) i f;*(V2) medusobno disjunktne (X, (X, F))-otvorene okoline od 7 i z9. [

Napomena 4.4.7. Ako familija F razdvaja totke od X i ako svaki od prostora Y;, ¢ € I, zadovoljava
aksiom separacije Ty, 11, 15, T3 ili TS%, tada se moze pokazati da topologija o(X, F) zadovoljava taj isti
aksiom separacije (dokaz za Ty i T} je analogan kao za Propoziciju dok za T3 ili Ty 1 treba malo
posla). S druge strane, moze se desiti da (X, F) ne zadovoljava aksiom Ty iako su svi Y; Ty-prostori.

Primger 4.4.8. Neka je {(X;, T;) }icr familija topoloskih prostora i X := [[;.; X; njihov kartezijev produkt.
Za svaki j € I neka je m; projekcija s X na Xj, tj. m; : X = X, 7 : (z4)ier — zj. Produktna topolo-
gija 7, na X je slaba topologija na X inducirana familijom projekcija {m;}icr, tj. Tpr = o(X, {m;}icr)-

Njena standardna podbaza se sastoji od svih skupova oblika Trj_l(V) = [Le/ Vi, gdje je V; =V
otvoren u Xj zaneki j € I i V; = X; za sve i # j.

Nadalje, prema Propoziciji mreza ((2f')ier)aca u X konvergira u produktnoj topologiji prema
(29)ier € X ako i samo ako vrijedi & — 20 za sve i € I.

Takoder, kako familija {m;};c; o¢ito razdvaja tocke od X, X je Hausdorffov ¢im su svi prostori X;
Hausdorffovi.
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Propozicija 4.4.9. Uz iste oznake kao u Definiciji[{.4.1], ako familija F razdvaja tocke od X, onda je
preslikavanje F : X — [[,c;Yi definirano s F(x) := (fi(x))icr homeomorfizam na svoju sliku s obzirom
na o(X, F)-topologiju na X i produktnu topologiju na [];c; Y.

Dokaz. Pretpostavka da familija F razdvaja tocke od X je ekvivalentna injektivnosti preslikavanja F'.
Nadalje, prema Propoziciji [1.4.3]i Primjeru [£.4.8] mreza (zq)aca u X o(X, F)-konvergira prema o € X
ako i samo ako mreza (F'(z4))aca = ((fi(%a))ier)aea konvergira prema F'(zg) = (fi(xo))ier u produktnoj
topologiji na [[;c; Y;. Prema Propoziciji F' je homeomorfizam na svoju sliku. O

Bez dokaza navodimo sljede¢i fundamentalni teorem (za dokaz vidjeti npr. [15] ili [33])

Teorem 4.4.10 (Tihonovljevﬁ teorem). Kartezijev produkt proizvoljne familije kompaktnih topoloskih
prostora je (uz produktnu topologiju) kompaktan prostor.

4.5 Topoloski vektorski prostori i lokalno konveksni prostori
Notacija. Neka je X vektorski prostor nad poljem F. Za A € F i A, B C X piSemo
M :={Xla:ac A} i A4+ B:={a+b:acAbec B}

Skup A + B se zove i Minkowskijeva suma skupova A i B.
Definicija 4.5.1. Neka je X vektorski prostor. Za podskup A C X kazemo da je:

e Konveksan ako vrijedi (1 —t)A+tA C A zasvet € [0,1].

e Balansiran, ako vrijedi AA C A za sve skalare A € F takve da je |A| < 1.

e Apsolutno konveksan, ako je A konveksan i balansiran.

Primger 4.5.2.  (a) Neka je X =T, kao vektorski prostor nad samim sobom. Onda je svaki balansiran
podskup od F tocno jednog od sljedec¢eg oblika:

0, X, {0}, {ANeF: |N\<r}, {AeF: |\<r},
gdje je r > 0 (provjerite za DZ).
(b) Neka je X = R?. Tada je A := ([-1,1] x {0}) U ({0} x [~1,1]) nekonveksan balansiran podskup.
Napomena 4.5.3. Neka je X vektorski prostor.

(a) Akosu A, B C X konveksni skupovi, onda sui AA i A+ B konveksni skupovi za sve A € F. Zaista,
za sve aj,ag € A, by,by € B, t €[0,1] i A € F imamo

(1 =t)(Aar) + t(Aa2) = A[(1 — t)ay + tas] € AA,
(1 — t)(a1 + bl) + t(CLQ + bg) = [(1 — t)al + tCLQ] + [(1 — t)bl + tbz] € A+ B.
(b) Koriste¢i indukciju nije tesko vidjeti (provjerite za DZ) da je podskup A od X konveksan ako i

samo ako vrijedi Y ;. t4A C A, zasve n € Nity,... ¢, €[0,1] takve da je > p_, tp = 1.

Nadalje, jer je presjek proizvoljne familije konveksnih skupova u X konveksan skup, svaki A C X je
sadrzan u najmanjem konveksnom skupu kojeg oznac¢avamo s conv(A) i zovemo konveksna ljuska
od A. Ako je A neprazan, koriste¢i prethodnu opservaciju lako se provjeri da vrijedi

n n
conv(A) = {Ztkak :neN, a,...,an € A, ty,...,t, €[0,1], Ztk = 1}. (4.2)
k=1 k=1

4 Andrej Nikolajevi¢ Tihonov (1906.-1993.), sovjetsko-ruski matematicar i geofizicar
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Analogno, jer je presjek proizvoljne familije balansiranih skupova u X balansiran skup, svaki A C X
je sadrzan u najmanjem balansiranom skupu kojeg oznacavamo s bal(A) i zovemo balansirana
ljuska od A. Evidentno je
bal(A)= | ] A
AEF,A<1

Podskup A C X je apsolutno konveksan ako i samo ako vrijedi
A+py €A zasvex,y€ Ai A peTF takve da je [N\ + |u| < 1. (4.3)

Zaista, iz uvjeta za i = 0 dobivamo balansiranost od A, dok za A =1—tipu=t¢,t € [0,1],
dobivamo konveksnost od A. Obratno, neka je A apsolutno konveksan, z,y € A i A\, u € F takvi
da je |A| + |u| < 1. Tvrdimo da je \x + py € A. Ako je A =0 ili u = 0 tvrdnja direktno slijedi iz
balansiranosti od A. Stoga pretpostavimo da je A\, u # 0. Onda je 2’ := ﬁx cAiy = |"7|y €A

(balansiranost) i

Al |
Z/ = ‘ J»J _|_ y
Al + [l Al + [p]

(konveksnost). Napokon, jer je |A|+|x| < 1, ponovnim pozivom na balansiranost od A zaklju¢ujemo

e A

Az + py = (Al + |u))2’ € A.

Konveksna ljuska balansiranog skupa je balansiran (stoga apsolutno konveksan) skup. Zaista, ako je
A C X balansiran i z € conv(A), onda je prema x =Y p_jtrap zancken € N, ay,...,a, € A4,
t1,...,tn €[0,1] takve da je >, tr, = 1. Ako je A € F, || < 1, onda je zbog balansiranosti od A,
aj, = Aay € A za sve 1 <k <n. Stoga je

AT = A <Z tkak> = Ztlc% € conv(A).
k=1 k=1

S druge strane, balansirana ljuska konveksnog skupa ne treba biti konveksan skup. Primjer takvog
skupa je A := [-1,1] x {1} u X = R? (bal(A) je unija dva jednakokrac¢na trokuta s vrhovima u
(0,0),(-1,1),(1,1) 1 (0,0),(1,-1),(—1,-1)).

Definicija 4.5.4. Neka je X vektorski prostor nad poljem F.

e Za Hausdorffovu topologiju 7 na X kazemo da je vektorska topologija ako su s obzirom na nju

operacije zbrajanja + : X x X — X, (z,y) — = + y i mnozenja skalarom F x X — X, (\,z) — Az
neprekidne funkcije (s obzirom na produktnu topologiju na X x X i F x X). U tom slu¢aju za par
(X, T) kazemo da je topoloski vektorski prostor.

e Za vektorsku topologiju 7 na X kazemo da je lokalno konveksna ako 7 ima bazu koja se sastoji

od konveksnih skupova. U tom sluc¢aju za par (X,7T) kazemo da je lokalno konveksan prostor.

e Za vektorsku topologiju 7 na X kazemo da je normabilna ako je ona inducirana iz neke norme

na X. U tom slucaju za par (X, 7T) kazemo da je normabilan prostor.

Napomena 4.5.5. Neka je X topoloski vektorski prostor.

(a)

(b)

Po definiciji produktne topologije, neprekidnost zbrajanja znaci da za sve x1, o € X isvaku okolinu
V od x1 + x5 postoje okoline U od x1 i Us od x5 takve da je Uy +Us C V. Analogno, neprekidnost
mnozenja skalarom znaci da za sve z € X i A € F i svaku okolinu V od Az postoji okolina U od =z
i > 0 tako da vrijedi pU C V za sve |u— \| < 0.

Za svaki vektor v € X je pripadna translacija T, : X — X, T,,(z) = x + v homeomorfizam s
inverzom T_,,. Sli¢no, za svaki skalar A\ € F\ {0} je pripadno mnozenje My : X — X, M)(z) = Az
(linearni) homeomorfizam s inverzom M L.
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Jer su sve translacije T, v € X, homeomorfizmi svaka vektorska topolologija 7 je translacijski
invarijantna, tj. skup U C X je otvoren ako i samo ako je neka/svaka od njegovih translacija
v+ U, v € X, otvorena. Zbog toga je T potpuno odredena proizvoljnom bazom okolina nekog
vektora, npr. nulvektora 0. Proizvoljnu bazu okolina od 0 zovemo lokalnom bazom za 7.

Ako je A C X konveksan skup, onda je i  + A konveksan za sve z € X (Napomena [1.5.3 (a)).
Stoga je X lokalno konveksan ako i samo ako X ima lokalnu bazu koja se sastoji od konveksnih
skupova.

U kategoriji topoloskih vektorskih prostora izomorfizmi su linearni homeomorfizmi. Drugim
rije¢ima, izomorfizam izmedu dva topoloska vektorska prostora X i Y je neprekidna linearna bijek-

Primgjer 4.5.6. (a) Neka je X normabilan prostor i neka je njegova topologija 7 inducirana iz norme || ||

(b)

(odnosno pripadne metrike d(z,y) = ||x —yl|). Tada je T ocito vektorska topologija (vidjeti Primjer
1.2.34). Nadalje, jer je svaka (otvorena ili zatvorena) kugla u normiranom prostoru konveksna, svaki
normabilan prostor je lokalno konveksan prostor. Obrat opéenito ne vrijedi.

Za metriku d na vektorskom prostoru X kazemo da je translacijski invarijantna ako vrijedi
dz+z,y+2) =d(z,y) za sve z,y,z € X.

Lako se provjeri da je zbrajanje s obzirom na topologiju induciranu iz proizvoljne translacijski
invarijantne metrike na X neprekidno. Naime, neka su z,y € X i r > 0. Onda za pripadne
otvorene d-kugle vrijedi

K(m,%) —|—K<y,%> CK(z+uy,r).

S druge strane, mnozenje skalarom ne mora biti neprekidno. Npr. diskretna metrika na X je ocito
translacijski invarijantna, no s obzirom na nju je mnozenje skalarom neprekidno ako i samo ako je
X trivijalan prostor (provjerite za DZ).

Neka je 0 < p < 1. Nije tesko dokazati (DZ) da za sve &,n € C vrijedi
€+ 0" < [E7 + Inf”. (4.4)

StogajeizaO<p<ls
= {37 = (En: Y l&l < 00}
k=1

definiran potprostor od FY. S druge strane za 0 < p < 1, s

]l = <Z !Eklp>
k=1

nije definirana norma na 7 jer ne zadovoljava nejednakost trokuta. Ipak, prema (4.4), za sve
2,y € & viijedi [lo + yl < |l + [yl tako da je s

dp(z,y) = [lz —yllp,

definirana metrika na /P koja je ocCito translacijski invarijantna. Stoga je s obzirom na pripadnu
topologiju zbrajanje na (P neprekidno (prema (b)), a lako se provjeri i neprekidnost mnozenja
skalarom (DZ). Dakle, ¢P je topoloski vektorski prostor. S druge strane, taj prostor nije lokalno
konveksan. Zaista, pretpostavimo suprotno. Tada kugla K (0,1) u ¢P sadrzi neku konveksnu okolinu
U od 0. Onda postoji 6 > 0 takav da je K(0,20) C U, a jer je U konveksna, vrijedi conv (K (0,26)) C
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U C K(0,1). Ako je (er)ren kanonski niz vektora u cop C ¢P, onda je 5%61c € K(0,20) zasve k € N.
Jer je 0 < p < 1 postoji n € N takav da je n'™ > 1. Onda je zbog konveksnosti
P

<1,

n

;52{:5%6k

%Z(S%ek € conv(K(0,26)) C K(0,1) = on'P= ‘
k=1 e

p
sto je kontradikcija. Posebno, za 0 < p < 1 prostor #P nije normabilan.
Lema 4.5.7. Neka je X topoloski vektorski prostor.
(i) Ako su A i B podskupovi od X, pri éemu je jedan od njih otvoren, onda je A+ B otvoren skup.

(ii) Ako je U proizvoljna okolina 0, onda postoji otvorena okolina V' od 0 takva da vrijedi
V=V, V4VCU i VCU.
Posebno, X ima lokalnu bazu koja se sastoji od zatvorenih skupova.

(iii) Ako su A i B medusobno disjunktni podskupovi od X, pri cemu je A kompaktan i B zatvoren, onda
postoji otvorena okolina V' od 0 takva da vrijeds

(A+V)N(B+V)=10.
Posebno, X je reqularan (tj. Ts-)topoloski prostor.

(iv) Ako su A i B podskupovi od X, pri ¢emu je jedan od njih kompaktan, a drugi zatvoren, tada je
A+ B zatvoren skup.

(v) Ako je A C X otvoren skup, onda je i conv(A) otvoren skup.
Dokaz. (i). Pretpostavimo da je npr. A otvoren. Onda je prema Napomeni [4.5.5 (b) svaka njegova
translacija T;,(A) = v + A, z € X, otvorena u X tako da je A+ B = (J,g(x + A) otvoren skup.

(ii). Neka je U € N. Jer je zbrajanje X x X — X, (z,y) — x + y neprekidno (u (0,0)), postoje
otvorene okoline V7 i V5 od 0 takve da je V4 + Vo C U. Onda je

Vi=VinVan(=Vi)N(=Vz)
otvorena okolina 0 takva da je =V =V i V 4+ V C U. Posebno je VN (X \U)+ V) = 0. Prema
(i) je (X \U) + V otvoren skup u X, takav da je VN ((X \U) + V) = 0. Kako je 0 € V, posebno je
VN(X\U)=0,odnosno V C U.
(iii). Ako je A = () tvrdnja je trivijalna pa pretpostavimo da A # (). Neka je x € A. Jer je B zatvoren,

x € X\ B, te je vektorska topologija translacijski invarijantna, prema (ii) postoji otvorena okolina V, od

0 takva da je
V=V, i (x+V,+V,)NnB=0. (4.5)

Ponovnom primjenom (ii) sada na okolinu V, od 0 dobivamo novu otvorenu okolinu V, od 0 takvu da je
Vo=V, i Vo+V,CV/. (4.6)

Jer je 0 € V,, svakako je (V, +V, + V) C (Vo + Vo + Vi + V), tako da iz (4.5) i (4.6) slijedi da je
x 4+ V; + V, + V, otvorena okolina od z disjunktna s B. Zbog simetrije od V, (tj. V, = =V,) je

(x4 Ve + V)N (B+V,) = 0. (4.7)

Jer {z +V, : © € A} otvoreni pokriva¢ kompaktnog skupa A, postoji konaéno mnogo toc¢aka x1,...,z, €
A tako da vrijedi A € Jp_,(zx 4 Vi, ). Stavimo V := NF_, Vi,. Onda je

n

A+V C @k + Ve +V) € | (@n + Ve + Vi)
k=1 k=1
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i prema (4.7) nikoji skup x + Vi, + Vi, ne sijece B+ V.

(iv). Uzmimo npr. da je A kompaktan, a B zatvoren. Ako je z € X \ (A+ B), onda je AN(x—B) =
(). Jer je x — B zatvoren i A kompaktan, prema (iii) postoji otvorena okolina V od 0 takva da je
(A+V)N(x—B+V)=0. Onda je (A+ B+V)N(x+V) = 0 tako da je posebno (A+ B)N(x+V) = 0.
Dakle, 2 + V je otvorena okolina od = sadrzana u X \ (4 + B).

(v). Neka je z € conv(A). Prema Napomeni[d.5.3)(b) postojen € N, z1,...,2, € Aity,... 1, €[0,1]
takvi da je Y p_ ity = 11a = }_, tyri. Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da ¢ # 0.
Stavimo v := >} _, txx € X. Prema Napomeni m (b) je skup t1A+v = (T, o My, )(A) otvoren u X i

z € (tA+v) C ) tA C conv(A).
k=1

Jer je vektor x € conv(A) bio proizvoljan, zaklju¢ujemo da je conv(A) otvoren skup. O]
Propozicija 4.5.8. Neka je X topoloski vektorski prostor.

(i) Svaka okolina 0 sadrzi balansiranu otvorenu okolinu 0.

(ii) Svaka konveksna okolina 0 (ako postoji), sadrzi apsolutno konveksnu otvorenu okolinu 0.

Posebno, svaki topoloski vektorski prostor ima lokalnu bazu koja se sastoji od otvorenih balansiranih
skupova, dok svaki lokalno konveksan prostor ima lokalnu bazu koja se sastoji od otvorenih apsolutno
konveksnih skupova.

Dokaz. (i). Neka je U proizvoljna okolina 0. Zbog neprekidnosti (u (0,0)) operacije mnozenja skalarom
Fx X — X, (A z) — \x postoji otvorena okolina V od 01§ > 0 tako da vrijedi AV C U za sve || < §.
Neka je
W=6bal(V) = | AV.
X <o

Tada je W balansirana otvorena okolina 0 koja je sadrzana u U.

(ii). Ako je U konveksna okolina 0, prema (i) postoji balansirana otvorena okolina W od 0 takva
da je W C U. Tada je prema Napomeni [4.5.3] (e) i Lemi [4.5.7] (v) V := conv(W) apsolutno konveksna
otvorena okolina 0 koja je sadrzana u U.

Stoga, ako je N’ proizvoljna lokalna baza za X, primjenom konstrukcije (i) na svaki U € N dobivamo
novu lokalanu bazu N koja se sastoji od balansiranih otvorenih skupova.

Ako je pak X lokalno konveksan i N lokalna baza za X koja se sastoji od konveksnih skupova,
primjenom konstrukcije (ii) na svaki U € N’ dobivamo novu lokalnu bazu N koja se sastoji od apsolutno
konveksnih otvorenih skupova. O

Lokalno konveksne topologije na vektorskom prostoru X cesto zadajemo preko separirajuce familije
polunormi.

Definicija 4.5.9. Neka je X vektorski prostor i P = {p;}ics familija polunormi na X.
e Kazemo da je P separirajuéa ako za proizvoljan = € X iz p;(x) = 0 za sve i € I slijedi = 0.

e Topologija generirana familijom polunormi P je slaba topologija (X, F) inducirana famili-
jom funkcija
F={piy:x—pi(zr—y):iel,ye X} (4.8)

Propozicija 4.5.10. Neka je X vektorski prostor i P = {p;}ier separirajuc¢a familija polunormi na X.
Tada je topologija T generirana familijom P lokalno konveksna. Pritom apsolutno konveksnu lokalnu
bazu topologije T cine skupovi oblika

U(Oap’ip' "’pin76) = {I‘ €EX: pn(x) <g,.. 'apin('x) < 5}7
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gdje sun €N, i1,...,ip, € [ 1 >0.
Nadalje, ako je familija P = {p1,p2,...} prebrojiva, onda je sd: X x X - R,

. 1 pi(z—y)
d(z,y) == max <z : 1—{—pl(m—y)> (4.9)

definirana translacijski invarijantna metrika ¢ija se inducirana topologija podudara s topologijom T .

Dokaz. Za svaki xg € X, n €N, 11,...,i, € [ i e >0 stavimo

U(xo,Diys -+ Dins€) =20+ U0, Diyy -« iy, €) (4.10)
={rxeX:py(r—x0)<e,...,pi,(r—x0) <e}.

Ako je F kao u (4.8]), tada je iz definicije topologije T = o (X, F) jasno da su svi skupovi U(zg, piy, - - - s Diy,, €)
otvoreni, jer .je U('T(]:piv 5) = pi_,gio«_ooa €>) i U($07pi11 <oy Pins 6) = U($07pi175) NN U(:UO?pin:E)'
Nadalje, za mrezu (zq4)aea 1 o € X vrijedi

Ta I)xo = pi(xe —x0) >0 zasveié€l. (4.11)

Zaista, prema Propoziciji 4.4.3| imamo x, 7 x ako i samo ako p; y(za) = piy(zo) zasvey € X iie I.
Stoga, ako p;(z4 — z9) — 0 za sve i € I, onda je prema (|L.1])

Piy(2a) = Piy(x0)| = [pi(Ta —y) — pi(xo — ¥)| < pi(Ta —20) =0 Vre X,icl.

Neka je T’ topologija na X generirana sa svim skupovima oblika . Iz Propozicije i definicije
skupova slijedi da za mrezu (z4)aen i xo € X vrijedi x4, Zl) xo ako i samo ako p;(zq —x9) — 0 za sve
1 € I odnosno, prema , ako 1 samo ako x, 7 xo. Dakle, topologije 7 i 7' imaju iste konvergentne
mreze, pa su prema Korolaru nuzno jednake.

Nadalje, jer je familija polunormi {p;};cs separairajuca, familija funkcija F razdvaja tocke (u smislu
Definicije . Stoga je prema Propoziciji m prostor (X, 7) Hausdorffov.

Tvrdimo da je T lokalno konveksna topologija na X te da su sve bazne okoline U (0, p;,,...,pi,,€)
apsolutno konveksni skupovi. Najprije dokazimo da je T vektorska topologija. Neka je stoga (Za, Yo )aca
mreza u X x X koja konvergira prema (zg,y0) € X x X. Prema to znadi da p;(zq —x0) — 0 1
Pi(Ya — yo) — 0 za sve i € I. Onda

Pi(Ta + Yo — (0 + v0)) < pi(Ta — 20) + Pi(Ya —Y0) = 0 Vi€ I,

¢ime je dokazana neprekidnost operacije zbrajanja. Sliéno, neka je (Mg, Za)aca mreza u F x X koja
konvergira prema (Ao, z9) € F x X. Prema (4.11) to znaci da |Aq — Ao| = 01 pi(xe — x0) — 0 za sve
1 € I. Onda

pi(Aaxa - AOxO) < pi()\a(xa - .’L'())) +pi((Aa - )\0)$0) = ‘)\a|pi(xa - -TO) + ‘)\cx - )\O‘pi(x(]) —0 Viel,

jer iz | Ao — Ao| — O slijedi da postoji ap € A takav da je |Aq| < [No| + 1 za sve @ 2 . Time je dokazana
neprekidnost operacije mnozenja skalarom.

Ostaje provjeriti da je svaki skup U(0, p;, - - ., Di,,€) apsolutno konveksan. Provjeravamo uvjet .
Zax,y € U(0,piyy- -, Pin,€) 1 A, u€F, |A +|p| <1, imamo

Pi(Az + py) < |A|pi(x) + |plpi(y) < e

za sve i € {i1,...,in}, tako da je \x + py € U(0,piy, ..., Di,,€)-

Pretpostavimo da je sada da je familija P = {p1, p2, ...} prebrojiva. O¢cito je s (4.9)) definirana nene-

gativna i simetri¢na funkcija. Strogost od d slijedi iz pretpostavke da je P separarajuéa, dok nejednakost

trokuta od d slijedi iz strogog rasta funkcije ¢t — ﬁt na [0, 4+00) i nejednakosti trokuta svih polunormi
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p;. Dakle, d je metrika na X, a iz same definicije je jasno da je d translacijski invarijantna. Oznac¢imo s
To topologiju induciranu iz d. Tvrdimo da je T = Ty.
Za x € X ir > 0 neka je
K(z,r)={y e X : d(z,y) <r}

pripadna d-otvorena kugla oko z radijusa r. Ocito je K(0,7r) = X € T zasver > 1. Akoje 0 <r <1,
pi(z)
1+p;(z)

1 <i < k, odnosno ako i samo ako je p;(x) < 11"” za sve 1 < i < k. Dakle, ako za 1 < i < k stavimo

< 47 za sve

izaberimo najmanji k¥ € N takav da je rk > 1. Onda je z € K(0,r) ako i samo ako je

ir
1—ar

€ = > 0, odavde vidimo da je

K(0,7) =U(0,p1,e1) N...NU(0, pr—1,Ek-1)-

T-otvoren skup. Jer su T i 7y translacijski invarijantne, zakljué¢ujemo 7y C T.
Preostaje dokazati inkluziju 7 C Ty. Najprije dokazimo da svaka 7T-bazna okolina U(0, p1,...,pp,€)
sadrzi neku kuglu K(0,7). Neka je stoga ¢ > 0in € N. Akoje 0 < r < ﬁ ix e K(,r)

onda je svakako % . ﬁip(f"i)x) < r, §to je ekvivalentno s pi(r) < 7= < € za sve 1 < i < n. Dakle,
K(0,7r) CU(0,p1,...,pn,e). Napokon, za fiksiran x € U(0,p1,...,pn,€) neka je 0 < g, < ¢ takav da je
z€U0,p1,...,Pn, ). Prema dokazanom, postoji r, > 0 takav da je K(0,7,) CU(0,p1,...,Pn, € —€x)-

Onda je

K(z,ry) =2+ K(0,7,) CU(0,p1,...,pn,ez) + U0, p1,...,pn,€ —€z) CU0,p1,...,Pn,€).

Dakle,

U(Ovpla"'apnag): U K(.’,U,’I”:B)g%,
:CEU(07p17"'7pn78)

odakle slijedi 7 C 7Ty, odnosno T = 7. d

Uskoro ¢emo vidjeti da se svaki lokalno konveksan prostor moze realizirati kao u Propoziciji [4.5.10
(vidjeti Teorem [4.6.5]).

Definicija 4.5.11. Neka je X topoloski vektorski prostor.

e Za mrezu (Zo)aenr U X kazemo da je Cauchyjeva mreza ako za svaku okolinu U od 0 postoji
ay € A takav da vrijedi o, — 25 € U za sve o, 8 2 agy.

e Za X kazemo da je potpun ako svaka Cauchyjeva mreza u X konvergira.

e Za X kazemo da je Fréchetovﬂ prostor ako je topologija od X generirana s prebrojivom separi-
raju¢om familijom polunormi, te je s obzirom na nju X potpun prostor.

Napomena 4.5.12. Neka je X topoloski vektorski prostor.

(a) Mreza (za)aeca u X je Cauchyjeva ako i samo ako mreza (¥o —23)(a,8)cAxA konvergira prema 0 € X
s obzirom na standardno usmjerenje na A x A (Primjer [4.3.3] (d)).

(b) Svaka konvergentna mreza (z4)aen u X je Cauchyjeva. Naime, prema Lemi (ii) za proizvoljnu
okolinu U od 0 postoji okolina V od 0 takva da je =V =V iV +V CU. Ako z, — zg onda
postoji ay € A takav da je xo € 9+ V za sve a 2 ay. Onda je

To—2€ (0 + V)= (00 +V)=V+V U

za sve a 2 .

®René Maurice Fréchet (1878.-1973.), francuski matematicar
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(c) Svaki potpun potprostor Y od X je zatvoren. Zaista, neka je xg € Y, prema Propoziciji
postoji mreza (xq)aea u'Y takva da z, — xg. Onda je, prema (b), (z4)aca Cauchyjeva mreza u
Y koja zbog potpunosti od Y konvergira prema nekom vektoru yy € Y. Kako je X Hausdorffov
prostor, prema Propoziciji mora biti zg = yg € Y, §to pokazuje Y =Y.

(d) Ako X zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti, onda je X potpun ako i samo ako svaki Cauchyjev niz
u X konvergira. Zaista, pretpostavimo da svaki Cauchyjev niz u X konvergira i neka je (24 )aca
proizvoljna Cauchyjeva mreza u X. Prema Propoziciji i Lemi m (ii) X ima prebrojivu
lokalnu bazu N = {Uy, Us, ...} takvu da vrijedi

Uk+1 € (Ug41 + Ug1) C Uy

za sve k € N. Za k = 1 postoji a; € A takav da je o —xg € Uy za sve o, 8 2 a1. Analogno, za
k = 2 postoji as € A, ap 2 aq (ovdje koristimo usmjerenost od A) takav da je x4 —zg € Us za sve
a, B 2 ag. Induktivnim argumentom dolazimo do rastuéeg niza niza (ag)reny u A tako da za sve
k € N vrijedi

To — g € U ¢im je o, 5 2 ay.

Slijedi da je (24, )ken Cauchyjev niz u X pa prema pretpostavci on konvergira prema nekom vektoru
xg € X. Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je xg = 0. Neka je U proizvoljna
okolina 0. Onda postoji k1 € N takav da je Uy, C U. Jer z,, — 0 postoji k2 € N takav da je
Zqo, € Uk 41 za sve k > ko. Prema konstrukciji je zo — 23 € Uk, 41 za sve o, 8 2 ag,+1. Neka je
ks := max{k; + 1, k2}. Onda je

Lo = (‘TO( - xakg) + makS € Uk1+1 + Uk1+1 g Ukl g U
za sve a 2 (i, Sto pokazuje da x, — 0. Obrat je naravno trivijalan.

(e) Direktno iz (d) slijedi da je svaki normiran prostor potpun/Banachov (u standardnom smislu) ako
i samo ako je potpun kao topoloski vektorski prostor.

(f) Ako je topologija 7 od X inducirana iz neke translacijski invarijantne metrike d, onda je (X, 7T)
potpun (kao topoloski vektorski prostor) ako i samo ako je (X,d) potpun (kao metri¢ki prostor).
Posebno, ako je T generirana prebrojivom familijom polunormi, onda je prema Propoziciji
X Fréchetov prostor ako i samo ako je (X,d) potpun metricki prostor s obzirom na metriku d
definiranu s (ili bilo koju drugu translacijski invarijantnu metriku koja inducira topologiju
T). Posljedi¢no je, prema Baireovom teoremu o kategoriji (Teorem , svaki Fréchetov prostor
Baireov prostor.

Primger 4.5.13. (a) Neka je X topoloski prostor. Na vektorskom (realnom ili kompleksnom) prostoru
C(X) svih neprekidnih funkcija f : X — F definiramo tri bitne topologije:

— topologiju tockovne konvergencije 7,. kao lokalno konveksnu topologiju generiranu sepa-
riraju¢om familijom polunormi

pe(f) = f(2)], zeX, fel(X).

— topologiju uniformne konvergencije na kompaktnim skupovima 7,.. kao lokalnu ko-
nveksnu topologiju generiranu separiraju¢om familijom polunormi

pr(f) = ma&(|f(x)|, K C X kompaktan skup, f € C(X).
TEe

— topologiju uniformne konvergencije 7T,. kao topologiju generiranu skupovima oblika

U(f,e) :={g€C(X): Sgglf(ﬂc)—g(fv)l <e}, [feC(X),e>0.
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Jer su jednoc¢lani skupovi u X kompaktni, vrijedi
7;70 - ncc - 7;0-
Pritom vrijedi 7pc = Tuce ako je X diskretan, odnosno 7yee = Tue ako je X kompaktan.

Primijetimo da je topologija T, inducirana iz translacijski invarijantne metrike

e (£.) = min { L sup |(0) ~ o) }.

zeX
tako da je zbrajanje na C'(X) T,c-neprekidno (Napomena. S druge strane, mnozenje skalarom
opéenito ne mora biti neprekidno s obzirom na topologiju T,. na C(X) (to se desi ¢éim u C'(X) postoji
neogranicena funkcija, kao npr. u sluc¢aju kada je X proizvoljan otvoren podskup od F™). Dakle,
ako X nije kompaktan, opéenito T, nije vektorska topologija na C(X).

Nadalje, pretpostavimo da prostor X ima svojstvo da postoji prebrojiva familija kompaktnih sku-
pova {Kj}ren u X takva da vrijedi

Ky CIntKppy zasvekeN i X=|[]EK, (4.12)
keN
Uz tu je pretpostavku svaki kompaktan podskup od X sadrzan u nekom skupu K, tako da je
topologija Tyec generirana veé s prebrojivo mnogo polunormi {pg, }ren. Nadalje, nije tesko vidjeti
da je s obzirom na nju C'(X) Fréchetov prostor (sve ove tvrdnje provjerite za DZ).

Takoder primijetimo da svojstvo (4.12]) ima svaki otvoren podskup X od F™, pri ¢emu za k € N
mozemo uzeti skup

1
Ky = {x € X : do(z,0X) > o |lz]|2 < k:} (4.13)

Neka je C°°([0,1]) (realan ili kompleksan) vektorski prostor svih funkcija f : [0,1] — F klase
C®. Primijetimo da na C°°([0,1]) ne postoji norma s obzirom na koju je operator deriviranja
D : C*>(]0,1]) — C*([0,1]), Df = f’, ogranicen. Zaista, za svaki k € N it € [0,1] neka je
fe(t) == €. Onda za svaku normu | - || na C°°([0,1]) vrijedi ||f.|| = k| fx|| za sve k € N. S
druge strane, na C°°([0, 1]) mozemo definirati lokalno konveksnu topologiju generiranu prebrojivom
familijom separirajuéih polunormi

pe(f) = 1f Pl = max{| fP ()] : t € [0,1]}, k€ Zy, f € C([0,1]).

Onda je s obzirom na tu topologiju C*°([0,1]) Fréchetov prostor te je operator deriviranja D
neprekidan (DZ).

Neka je © otvoren podskup od R™. Ozna¢imo s C*°(2) (realan ili kompleksan) vektorski prostor
svih funkcija f : Q — F klase C°. Za svaku uredenu n-torku o = (ay, ..., a;,) nenegativnih cijelih
brojeva (multiindeks) pisemo

o _ (O [ O\ 9 \*" o _ .o 00 - an

gdje je x = (z1,...,x,) € R™ (ako je neki a;; = 0, onda odgovarajuéi izraz naprosto izostavljamo).
Neka je { Kj, }ren prebrojiva familija kompaktnih podskupova od Q2 koja zadovoljava (4.12]) za X = Q

(npr. skupovi iz (4.13))). Na C*°(Q) definiramo topologiju 7o~ kao lokalno konveksnu topologiju
generiranu separiraju¢om familijom polunormi

Pak(f) = max |(0%)f(x)|, « multiindeks, k € N.
TEK

Lako se vidi da topologija Tge ne ovisi o izboru konkretne familije {K}}ren. Nadalje, kako je
familija polunormi {pq i}k prebrojiva, prema Propoziciji topologija Toe je metrizabilna.
Stovige, uz tu topologiju je C*(£2) Fréchetov prostor te su svi diferencijalni operatori 9% : C*(Q) —
C*°(92) neprekidan.
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(d) Schwartzovﬁ prostor S(R™) opisno je definiran kao skup svih funkcija iz C°°(R™) ¢&ije sve derivacije
trnu u beskonac¢nosti brze nego sve potencije od x. Preciznije, za svaka dva multiindeksa a, 3 i
f € C®(R"™) neka je
Plap)(f) = sup [z%(9° f)(x)].

reR”™

Tada je
S(R™) :=={f € C(R") : pra,p)(f) < oo za sve multiindekse a, 3}.

Osnovni primjer Schwartzove funkcije je
fala) = avealel®

za proizvoljan a > 0 i multiindeks a.

Nadalje, oc¢ito je S(R™) potprostor od C*(R") te je z*(9“f) € S(R™) za sve f € S(R™) i multiin-
dekse a, §. Kako je s {pn,s}a,p definirana prebrojiva separirajuéa familija polunormi na S(R™), nije
tesko vidjeti da je s obzirom na topologiju generiranu tim polunormama S(R™) Fréchetov prostor,
te da su svi diferencijalni operatori 0% : S — S neprekidni (DZ).

Definicija 4.5.14. Neka je X topoloski vektorski prostor. Dual (ili dualni prostor) od X je skup svih
neprekidnih linearnih funkcionala na X. Oznacavamo ga s X*.

Ocito je X* potprostor algebarskog duala X7 .

Propozicija 4.5.15. Neka je X topoloski vektorski prostor i ¢ : X — F linearni funkcional. Sljedece
tordnje su ekvivalentne:

(i) ¢ je neprekidan.

(ii) ¢ je neprekidan u nekoj tocki iz X.
(17i) ¢ je ogranicen na nekoj okolini U od 0, tj. sup,crr |p(z)| < oo.
(iv) ker ¢ je zatvoren potprostor od X .

Nadalje, ako je X lokalno konveksan prostor ¢ija je topologija generirana separirajucom familijom polu-
normi {p; }icr, onda su wvjeti (i)—(iv) ekvivalentni s

(v) Postoji konstanta C > 0 i konacno mnogo indeksa i1,...,i, € I tako da za sve x € X vrijedi
p(@)] < Cmax{py (@), .., pi, (@)} (4.14)

Dokaz. Jer je vektorska topologija translacijski invarijantna (Napomena [4.5.5), ocito je (i) <= (ii).
Takoder je evidentno (i) = (iv) i (i) = (iii) jer je zbog neprekidnosti {x € X : |¢(x)| < 1} otvorena
okolina 0.

(iii) = (ii). Pretpostavimo da je U okolina od 0 takva da je M := sup,¢y; | f(x)| < 0o. Onda je za

e >0, V:= 77U okolina 0 takva da je |p(x)| < ¢ za sve z € V. Dakle, ¢ je neprekidan u 0.

(iv) = (iii). Pretpostavimo da je ker ¢ zatvoren potprostor od X. Ako je ¢ = 0, tvrdnja je
trivijalna, pa pretpostavimo da ¢ # 0. Neka je 9 € X takav da je ¢(xg) = 1. Jer xg ¢ ker ¢, prema
Propoziciji m postoji balansirana okolina V' od 0 takva da je (xg + V) Nkerp = (. Tvrdimo da
je lp(z)] < 1 za sve x € V. Zaista, ako bi postojao x € V takav da je |p(z)| > 1, onda bi vrijedilo
©(Ar) = —1 za neki skalar |A| < 1, tako da je p(zp + Az) = 0. S druge strane, jer je V balansirana
okolina 0, Az € V, pa je o+ A\x € (g + V) Nker ¢ = 0, $to je kontradikcija.

Neka je sada X lokalno konveksan prostor ¢ija je topologija generirana separiraju¢om familijom po-
lunormi {p; };c;. Koristimo iste oznake kao u Propoziciji |4.5.10

SLaurent Schwartz (1915.-2002.), francuski matematicar
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(v) = (iii). Iz nejednakosti (4.14)) posebno slijedi |p(z)| < C za sve x € U(0,piy, ..., Pi,, 1)-

(i) = (v). Pretpostavimo da je ¢ neprekidan. Onda je U := {z € X : |p(z)| < 1} otvorena okolina
0 pa prema Propoziciji postoje n € N, 41,...,i, € I i e > 0 takvi da je U(0,p;,,...,pi,, &) C
U, odnosno |p(z)| < 1 za sve x € U(0,p;,,...,pi,,€). Neka je x € X. Tvrdimo da je zadovoljena
nejednakost za C = % Zaista, stavimo M, := max{p;, (¢),...,p:,(z)}. Ako je M = 0, onda je
kz € U(0,piy, ..., pin.€) za sve k € N, tako da je [p(z)| < 1 za sve k € N, odnosno ¢(z) = 0. Stoga je u
tom slucaju nejednakost trivijalno ispunjena za sve konstante C' > 0. Pretpostavimo da M, > 0.
Onda je

2

2 >‘<1 = le@)] < SMs.

2M,,

ET
2M,,

€U<O7pi1a'~-7pin7€) = ‘(P(
O

Opéeniti topoloski vektorski prostori mogu imati trivjalni dual. S druge strane, uskoro ¢emo vidjeti
da je dual svakog netrivijalnog lokalno konveksnog prostora netrivijalan (Teorem [4.7.1)).

Napomena 4.5.16. Neka su X i Y lokalno konveksni prostori ¢ije su topologije redom generirane familijama
polunormi {p;}icr i {g;};jes. Koristeéi analogno rezoniranje kao u dokazu Propozicije [4.5.15| nije tesko
vidjeti (provjerite za DZ) da su za linearni operator 7' : X — Y sljedece tvrdnje ekvivalentne:

(i) T je neprekidan.
(ii) T je neprekidan u nekoj tocki iz X.
(iii) Za svaki j € J postoji C' > 0 i kona¢no mnogo indeksa i1, ...,i, € I tako da za sve x € X vrijedi

¢;(Tz) < Cmax{p; (z),...,pi, (x)}.

Teorem 4.5.17. Na svakom konacnodimenzionalnom vektorskom prostoru postoji jedinstvena vektor-
ska topologija. Posebno, svaki konacénodimenzionalan topoloski vektorski prostor je potpun i svaka dva
topoloska vektorska prostora iste konacéne dimenzije su izomorfna (tj. linearno homeomorfna).

Dokaz. Neka je dim X = n < Wy i fiksirajmo neku bazu {by,...,b,} za X. Tada je s
T:F" > X, T, ) = Z)\ibi (4.15)
i=1

definiran izomorfizam vektorskih prostora. Onda je topologija 7 na X inducirana s T, tj.
T :={TU): UCF" otvoren}

vektorska topologija na X.

Neka je sada T’ neka druga vektorska topologija na X. Onda je s definiran linearni homeomor-
fizam s F™ na (X,7’). Naime, prema definiciji vektorske topologije su operacije zbrajanja i mnozenja
skalarom neprekidne, odakle slijedi neprekidnost od 7. Trebamo dokazati i da je inverz 77! : X — F»
neprekidan. Neka su redom S i K jedini¢na sfera i otvorena jedini¢na kugla u F". Zbog kompaktnosti
od S je T(S) kompaktan, pa stoga zatvoren skup u X jer je X Hausdorffov (Napomena . Jer je
T0 = 01T jeinjektivan, 0 ¢ T'(S). Prema Propoziciji postoji balansirana 7’-otvorena okolina V' od
0 takva da je VNT(S) = (). Jer je V balansiran i 7! je linearan operator, T~*(V) je balansiran skup u
F™ koji je disjunktan sa S. Jer je 0 € V, mora biti 7-!(V) C K. Ako za svaki 1 < j < n s 7; ozna¢imo
projekciju na j-tu koordinatu, onda je ¢; := m; o T~! linearni funkcional na X i 77! = (p1,...,pn).
Jer je T~Y(V) C K, svi funkcionali ¢, su ograni¢eni na V, tako da je T~! neprekidan prema Propoziciji
Stoga je T homeomorfizam. Slijedi da je skup V C X T’-otvoren ako i samo ako je T (V)
otvoren u F”, odnosno ako i samo ako je V T-otvoren. Dakle, 7' = T.

Ako je sad X proizvoljan topoloski vektorski prostor kona¢ne dimenzije n, onda je prema dokazanom
X izomorfan s F". Posebno X je potpun jer je takav F" prema Napomeni (d). Napokon, jer
je izomorfnost relacija ekvivalencije, zaklju¢ujemo da su svaka dva n-dimenzionalna topoloska vektorska
prostora izomorfna. O
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4.6 Minkowskijev funkcional

Definicija 4.6.1. Neka je X vektorski prostor.

e 7Za podskup A C X kazemo da je apsorbirajué¢ ako za svaki x € X postoji § > 0 takav da je
z € AA za sve X € T takve da je |A\| > 6.

e Minkowskijev funkcional apsorbiraju¢eg skupa A je funkcija p4 : X — R definirana s
pa(z) :=inf{t >0: z € tA}.
Ako je A C X apsorbirajué¢ ocito je ps dobro definiran. Nadalje, 0 € A pa onda i 0 € AA za sve
A €T, tako da je pa(0) = 0.
Propozicija 4.6.2. Neka je X wvektorski prostor i A C X apsorbirajué konveksan podskup.
(i) pa je nenegativna sublinearna funkcija.
(ii) Ako je A apsolutno konveksan, onda je pa polunorma na X.

Dokaz. (i). Nenegativnost od py je ocita. Najprije dokazimo da je p4 pozitivno homogena funkcija. Neka
jestogaxz € X iA>0. Ako je A = 0 tvrdnja je trivijalna. Ako je A # 0, onda je
t

pa(Azr) =inf{t > 0: Az € tA} = Ninf {/\ >0:x€ ;A} = \pa(z).

Preostaje dokazati subaditivnost od p4. Najprije primijetimo da je
{reX:palx) <1} C A. (4.16)

Zaista, neka je x € X takav da je pa(xz) < 1. Onda postoji 0 < r < 1 takav da je T € A. Kako je A
konveksan i 0 € A (jer je A apsorbiraju¢) imamo z = (1 —7)0+r(7) € A. Nekasux,y € X ie > 0.
Stavimo ¢ := pa(x) + § i s := pa(y) + 5. Koriste¢i pozitivnu homogenost od p4 imamo pa(§) < 11

pA(%) < 1, pa je prema (4.16) nuzno 7, % € A. Konveksnost od A onda povlaci

Yea
s+t s

x+y t z ]
s+t s+t t
Odavde dobivamo pa(z+y) < s+t =pa(z) +pa(y) +e. Jer je € > 0 bio proizvoljan, slijedi pa(z +y) <
pa(@) +pay).
(ii). Pretpostavimo da je A apsolutno konveksan. Prema (i) dovoljno je dokazati da je p4 apsolutno

homogen. Zaista, jer je A balansiran, za A € F\ {0} imamo l—i"A = A. Stoga je

AT

pa(Ax) = |A|pa <|/\|> = |A|inf {t >0:z€Et <|§\\’A>} = |A[inf{t > 0: z € tA}

= [Alpa().

Lema 4.6.3. Neka je X topoloski vektorski prostor. Tada je svaka okolina 0 apsorbirajuca.

Dokaz. Neka je U okolina 0 i x € X. Zbog neprekidnosti preslikavanja F — X, A — Az je skup
{AN € F: \x € U} okolina 0 u F. Stoga sadrzi neki interval /krug oko 0, tj. postoji € > 0 takav da je
Az € U, za sve |A| < e, odnosno z € uU za sve |u| > 1. O

Sljedeéi primjer pokazuje da apsorbiraju¢ podskup topoloskog vektorskog prostora opéenito ne mora
biti okolina 0.
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Primjer 4.6.4. Neka je X = R?i A =R?\ {(z,2?) : x € R,z # 0}. Tada je A apsorbiraju¢ podskup od
R2, ali (0,0) ¢ Int A.

Teorem 4.6.5. Neka je (X,T) lokalno konveksan prostor i N lokalna baza za X koja se sastoji od apso-
lutno konveksnih otvorenih skupova. Svakom clanu V € N pridruzimo pripadni Minkowskijev funkcional
pyv. Tada vrijedi:

(i) V={xeX:py(z) <1} za sve VeN.
(i1) {pv : V € N} je separirajuca familija neprekidnih polunormi na X .
(i11) Topologija T se podudara s topologijim generiranom familijom {py : V € N'}.
Posebno, topologija svakog lokalno konveksnog prostora generirana je familijom separirajuéih polunorma.

Dokaz. Prema Lemi je svaka okolina 0 apsorbirajuca pa je stoga py dobro definiran za sve V € N.

(i). Neka je najprije z € V. Zbog neprekidnosti preslikavanja F — X, A — Az, skup {\ € F: Az € V'}
je otvorena okolina 1 u F. Stoga postojit > 1 takav da je tx € V, odnosno x € %V. Slijedi py (x) < % <1,
odnosno V C {z € X : py(z) < 1}. Obratna inkluzija slijedi iz dokaza Propozicije (1).

(ii). Prema Propoziciji [1.6.2) je py polunorma na X za sve V € N. Neka je V € N, zg € X i e > 0.
Za proizvoljan x € xg + eV imamo x — xg € €V pa je prema (i) i (1.1)

lpv (x) — pv(z0)| < py(z —x0) <.

Time smo dokazali da su svi py, V € B, neprekidni. Nadalje, jer je 7 Hausdorffova topologija za svaki
r € X, x#0, postoji V € N takav da ¢ V. Prema (i) je py(z) > 1. Dakle, familija {py : V € N} je
separirajuca.

(iii). Neka je T’ topologija generirana familijom polunormi {py : V € N}, tj.
T =0o(X,F) gdje je F={pvy:z—pvz—y): VeNyecX}

Jer je T vektorska topologija, prema (ii) su sve funkcije z — py(x —y), V € N,y € X T-neprekidne,
tako da je 7/ C T. Obratno, ako je V € N, onda je prema notaciji iz (4.10)),

V={zxeX:py(zx) <1} =U(0,py,1)
T’-otvorena okolina 0. Jer su 7 i T’ vektorske topologije, slijedi 7' = T. O
Definicija 4.6.6. Neka je X topoloski vektorski prostor. Za A C X kazemo da je:
e Ogranicen ako za svaku okolinu U od 0 postoji t > 0 takav da je A C tU.

e Totalno ogranicen ako za svaku okolinu U od 0 postoji konac¢an podskup F' C X takav da vrijedi
ACF+U.

Napomena 4.6.7. (a) U svakom normiranom prostoru se terminologija ograni¢enih odnosno totalno
ogranic¢enih skupova podudara s uobi¢ajenom terminologijom tih pojmova (vidjeti Definicije [1.2.14

Jian)

(b) U topoloskom vektorskom prostoru X je svaki totalno ogranicen podskup A C X ogranicen. Zaista,
neka je U proizvoljna otvorena okolina 0. Prema Propoziciji{4.5.8i Lemi[4.5.7|(ii) postoji balansirana
otvorena okolina V od 0 takva da je V+V C U. Jer je A totalno ogranicen, postoji kona¢an podskup
F={xy,...,2,} C X takav da vrijedi A C F'+ V. Jer je V otvorena okolina 0, koriste¢i analogni
argument kao u dokazu Leme za svaki 1 < j < n dobivamo 0 < §; < 1 takav da je d;z; € V.
Neka je 0 := min{dq,...,0,}. Jer je V balansirana okolina 0, imamo dz; € V za sve 1 < j < n,
tako da je

JACOF+oVCV+V CU.
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(¢) U topoloskom vektorskom prostoru X je svaki kompaktan podskup K od X totalno ogranicen.
Zaista, neka je U proizvoljna otvorena okolina 0. Onda je {x + U : = € K} otvoreni pokriva¢ od K
pa postoji konacan podskup F C K takav da je K C F+U.

Teorem 4.6.8. Neka je X topoloski vektorski prostor. Tada je ekvivalentno:
(i) X je normabilan.
(ii) X je lokalno konveksan te sadrzi ogranicenu okolinu 0.
Dokaz. (i) = (ii). Ako je X normabilan, tada su sve otvorene/zatvorene kugle u X (s obzirom na

neku normu koja inducira pripadnu topologiju) s centrom u 0 konveksne i ogranicene.

(i) = (i). Pretpostavimo sada da je X lokalno konveksan i neka je U ogranicena okolina 0. Jer je
svaki podskup ograni¢enog skupa u X oc¢ito ograni¢en, prema Propoziciji mozemo pretpostaviti da
je, uz ogranicenost, U takoder apsolutno konveksan. Tada je

1

prebrojiva lokalna baza za X. Zaista, ako je V proizvoljna okolina 0, zbog ogranic¢enosti od U postoji
t > 0 takav da je U C tV. Neka je k € N takav da je t < k. Jer je U balansiran, imamo

1U:1<tU>§1U§V.
k t

Nadalje, tvrdimo da pripadni Minkowskijev funkcional py definira neprekidnu normu na X. Prema
Propoziciji[£.6.2] py je polunorma na X, dok neprekidnost od py slijedi iz Teoremad.6.5] Jer je topologija
na X Haudorffova (posebno T1), postoji k € N takav da = ¢ %U. Onda zbog balansiranosti od U, x ¢ tU

za sve t < ¢, §to pokazuje py(z) > 7. Stoga ako stavimo [ - || := py, prema Teoremu imamo
K| (0,1) = {z € X : [Jz]| < 1} = U i topologija inducirana iz te norme se podudara s originalnom
topologijom na X. O

Na kraju ovog odjeljka dokazimo i sljede¢u generalizaciju Teorema
Teorem 4.6.9. Neka je X topoloski vektorski prostor. Tada je ekvivalentno:
(i) X je konacénodimenzionalan.
(i) X sadrzi kompaktnu okolinu 0.

(ii) X sadrZi totalno ogranicenu okolinu 0.

Dokaz. (i) = (ii). Tvrdnja slijedi direktno iz Teorema Naime, ako je dim X = n < Ry, onda
je X izomorfan (tj. linearno homeomorfan) s F". Ako je T' : F" — X proizvoljni izomorfizam (npr.
definiran s ), i B zatvorena jedini¢na kugla u F", onda je B kompaktna okolina 0 u F" (prema
Heine-Borelovom svojstvu), tako da je 7'(B) kompaktna okolina 0 u X.

(if) = (iii). Tvrdnja slijedi direktno iz Napomene [1.6.7] (c).

(ili) = (i). Pretpostavimo da X sadrzi totalno ograni¢enu okolinu U od 0. Jer je svaki podskup
totalno ogranicenog skupa totalno ogranicen, bez smanjenja opcéenitosti mozemo pretpostaviti da je U
balansirana. Prema Napomeni (a) U je ogranicen, tako da je prema dokazu Teorema s

1

definirana lokalna baza za X. Jer je U totalno ogranicen, postoji konacan podskup F' C X takav da je
U C F+ 3U. Neka je Y = [F] (linearna ljuska od F). Onda je svakako U C Y + 1U, sto je ekvivalentno
s U CY + 3U. Dakle,

UC (Y—F;U) - <Y—|—Y—|—iU> :Y+iU.
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Koristeéi induktivni argument dobivamo
1
UCY + ?U vk € N.

Jer je N lokalna baza za X, zakljucujemo
1 —
vc) (Y + U> cY. (4.17)
keN

Jer je I konacan, Y je konaéne dimenzije. Prema Teoremu Y je potpun, pa je prema Napomeni
4.5.12| (¢) Y zatvoren u X. Dakle, prema (4.17) je U CY =Y. Jer je U okolina 0, ona je apsorbirajuca
prema Lemi m Stoga je X = (J,cn kU C Y, odnosno X =Y je konacnodimenzionalan. O

4.7 Geometrijska forma Hahn-Banachovog teorema

U lokalno konveksnim prostorima vrijedi sljede¢a geometrijska varijanta Hahn-Banachovog teorema.

Teorem 4.7.1 (Hahn-Banachov separacijski teorem). Neka je X lokalno konveksan prostor, te A
1 B medusobno disjunktni neprazni konveksni podskupovi od X

(i) Ako je A otvoren, onda postoji ¢ € X* i realan broj v tako da vrijedi
Rep(a) < v < Rep(b)
za svea € Aibe B.
(i) Ako je A kompaktan i B zatvoren, onda postoji ¢ € X* i realni brojevi vy i 2 tako da vijedi
Rep(a) <1 <72 < Rep(b)
za svea € Aibe B.

U dokazu Teorema koristit ¢emo sljede¢u pomoénu tvrdnju:

Lema 4.7.2. Svaki (ne nuzno neprekidni) nenul linearni funkcional na topoloskom vektorskom prostoru
X je otvoreno preslikavange.

Dokaz. Neka je p € X7, ¢ # 0. Onda je ¢ surjektivan pa svakako postoji xo € X takav da je o(zg) = 1.
Neka je U proizvoljan otvoren skup u X iy € ¢(U), tako da je y = ¢(x) za neki x € U. Iz neprekidnosti
funkcije F — X, v — x 4+ yxo u 7 = 0 dobivamo 0 > 0 takav da je = + yzg € U za sve |y| < §. Onda je
Y+ € p(U) za sve |y| < d, odnosno otvoreni krug Kr(y,d) je sadrzan u ¢(U). Dakle, p(U) je otvoren
skup u F. O

Dokaz Teorema[{.7.1 Najprije primijetimo da je tvrdnje dovoljno dokazati za slucaj kada je X realan
prostor. Zaista, pretpostavimo da teorem vrijedi za F = R. Onda u slucaju (i) postoji neprekidni R-
linearni funkcional ¢y : X — R i realan broj ~ takav da vrijedi pg(a) < v < ¢o(b) za sve a € Aib € B.
Ondajes p: X — C,
p(x) = ¢o(x) — iwo(iz),

definiran neprekidni C-linearni funkcional na X (tj. ¢ € X*) takav da vrijedi Re ¢(a) < v < Re ¢(b) za sve
a € Aibe B (vidjeti dokaz Korolara . Analogno za slucaj (ii). Stoga u daljnjem pretpostavljamo
da je X realan prostor.

(i). Fiksirajmo ag € A i by € B. Stavimo

zo := by — ag i C:=A—- B+ .
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Prema Lemi m (i) 1 Napomeni m (a) C je otvorena konveksna okolina 0 u X. Neka je p := po
Minkowskijev funkcional od C. Prema Lemi i Propoziciji @ (i) p je sublinearna funkcija na X.
Iz AN B = 0 slijedi 2 ¢ C, tako da je p(z¢) > 1 prema Propoziciji [4.6.2] (iii).

Neka je V := Rxq i definirajmo linearni funkcional ¢g: V — R s

wo(txg) :==t, teR.

Tvrdimo da vrijedi pg < p na V. Zaista, za t > 0 imamo ¢g(txg) =t < tp(xg) = p(txg), dok za t < 0 iz
nenegativnosti od p slijedi ¢ = yo(tzg) < 0 < p(txo).

Prema Hahn-Banachovom teoremu prosirenja (Teorem , postoji linearni funkcional ¢ : X — R
takav da vrijedi

elv=p0 i  o(z)<px)

zasve x € X. Posebno je p(z) < 1zasvex € C, tako da je p(x) > —1 zasve x € —C. Stoga je |p(x)| < 1
zasve x € CN(=C). Jer je CN(—C) otvorena okolina 0, iz Propozicije slijedi neprekidnost od ¢,
tj. ¢ € X*.

Nadalje, za a € Aib € B imamo a — b+ x¢ € C, pa je zbog ¢(x9) = 1 i otvorenosti od C,

pla) — b)) +1=9la—b+zo) <pla—b+xp) <1

(vidjeti dokaz Teorema [4.6.5] (i)). Dakle ¢(a) < ¢(b), tako da su p(A) i ¢(B) su medusobno disjunktni
podskupovi od R, takvi da se ¢(A) nalazi s lijeve strane u odnosu na ¢(B). Nadalje, prema Lemi [£.7.2]
©(A) je otvoren u R. Stoga, ako stavimo vy := sup ¢(A) dobivamo ¢(a) < v < p(b) zasvea € Aibe€ B,
kao Sto je i trebalo pokazati.

(ii). Jer je X lokalno konveksan prostor, prema Lemi m (iii) postoji konveksna otvorena okolina

V od 0 takva da je (A+ V)N (B+ V) =10. Jer je BC B+ V, onda je svakako i (A+ V)N B = {.

Prema tvrdnji (i), primijenjenoj na skup A + V umjesto A, dobivamo ¢ € X* takav da su ¢(A + V)

i ¢(B) medusobno disjunktni konveksni podskupovi od R takvi da je ¢(A + V) otvoren te se nalazi s

lijeve strane u odnosu na ¢(B). Jer je ¢(A) kompaktan podskup od R sadrzan u ¢(A + V), imamo
sup p(A) < inf ¢(B), §to je ekvivalentno iskazanoj tvrdnji.

O

Napomena 4.7.3. Primijetimo da u dokazu dijela (i) Teorema nismo koristili lokalnu konveksnost
prostora X, tako da tvrdnja (i) vrijedi u svakom topoloskom vektorskom prostoru.

Korolar 4.7.4. Ako je X lokalno konveksan prostor, onda X* razdvaja tocke od X. Posebno, ako je X
netrivijalan, onda je i X* netrivijalan.

Dokaz. Pretpostavimo da X # {0} i neka su z,y € X dva razli¢ita vektora. Tvrdnja slijedi direktno iz
tvrdnje (ii) Teorema [4.7.1] primijenjene na jedno¢lane skupove A = {z} i B = {y}. O

Korolar 4.7.5. Neka je X lokalno konveksan prostor i Y potprostor od X.

(i) Ako Y nije gust u X, onda za svaki xg € X \'Y postoji p € X* takav da je ¢(xo) =1 i p(x) =0
za svex €Y.

(ii) Ako je ¢ € Y™ tada postoji p € X* takav da je ¢ly = ¢.

Dokaz. (i). Prema Teoremu m (ii) primijenjenom na A = {z¢} i B = Y postoji pp € X* takav da
wo(zo) ¢ wo(Y). Dakle, po(Y) je pravi potprostor od F, iz ¢ega nuzno slijedi ¢o(Y) = {0}. Preostaje

definirati ¢ := @0‘?30).

(ii). Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da ¢ # 0. Onda postoji zg € Y takav da je
o(zg) = 1. Jer je ¢ neprekidan na Y, Yy := ker ¢ je zatvoren potprostor od Y pa se 2y ne nalazi u X-
zatvaracu od Yp (tj. zatvaracu od Yy kao podskupa od X). Naime, prema definiciji relativne topologije,

Y-zatvara¢ od Yy jednak je presjeku Y i X-zatvaraca od Yp, tako da je Yy = ?oy =YnN ?OX.
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Prema (i) postoji ¢ € X* takav da je ¢(zg) = 11 ¢(x) = 0 za sve z € Y. Fiksirajmo z € Y. Onda
je x — p(x)xo € Yy tako da je
p(x) — p(x) = o(x) — p(x)p(x0) = P(x — p(x)z0) = 0.
Dakle, ¢y = . O

Korolar 4.7.6. Neka je X lokalno konveksan prostor i B zatvoren apsolutno konveksan podskup od X .
Ako je xg € X \ B onda postoji ¢ € X* takav da je p(xo) > 1 i |p(x)] <1 za sve x € B.

Dokaz. Prema Teoremu (ii) primijenjenom na A = {xo} i B iz iskaza postoji g9 € X* takav da
vo(zo) ¢ po(B). Jer je B apsolutno konveksan isto vrijedi i za o(B) pa onda i za njegov zatvaraé¢ ¢o(B)
(DZ). Prema Primjeru [4.5.2] (a) postoji s > 0 takav da je

wo(B) ={Ae€F: |A <s}.

Ako je @o(xg) = 7€ za neko r > 01 6 € [0,27), onda je nuzno r > s. Stoga, ako definiramo
] 1
Y= 56199007
onda je ¢ € X*, p(x0) > 11 |p(z)| <1zasvez € B. O

4.8 Slaba topologija lokalno konveksnog prostora
Teorem 4.8.1. Neka je X vektorski prostor, X' potprostor algebarskog duala X# koji razdvaja tocke od
X i T =0(X,X') slaba topologija na X inducirana s X'.

(i) T je lokalno konveksna topologija na X koja se podudara s topologijom generiranom separirajuéom
familijom polunormi x — |p(z)|, ¢ € X'.

(i1) Vrigedi (X, T)* = X', tj. dualan prostor od X s obzirom na topologiju T je X'.
U dokazu Teorema koristit éemo sljedeéu pomoénu tvrdnju.

Lema 4.8.2. Neka je X vektorski prostor i {¢1,...,on} konacan podskup algebarskog duala X . Za
© € X# su sljedeée turdnje ekvivalentne:

(i) ¢ € [{o1,---,¢n}l, tj. @ je linearna kombinacija funkcionala p1,. .., ¢p.
(ii) Postoji konstanta C' > 0 takva da za sve x € X vrijedi

lo(z)| < Clnglglw(x)l-

(iii) i, ker ¢; C ker .
Dokaz. Ocito vrijedi (i) = (ii) = (iii).
(ili) = (i). Definirajmo preslikavanje ¢ : X — F" s

o(z) = (p1(2), ..., on()). (4.18)
Ocito je ¢ linearni operator. Prema pretpostavci je ker ¢ C ker ¢, tako da je s
Yo(d(x)) := p(x) (4.19)

dobro definiran linearni funkcional na ran ¢(X). Neka je ¢ proizvoljan linearni funkcional na F" koji
prosiruje 1p. Onda postoje skalari A\j, ..., A, € F takvi da je

YUty oy Up) = MU + .o AUy (4.20)
Stoga je prema (4.18)), (4.19) i (4.20)
p(x) = Y(9(z)) = P(p1(x), ..., on(x)) = Mp1(x) + ... + Anpn(T)
za sve T € X. O
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Dokaz Teorema[{.8-1 (i). Neka je zg € X i (Za)aca proizvoljna mreza u X. Prema Propoziciji [1.4.3]
vrijedi
-
T — T = o(z0) = p(xg) Ve e X'

Oznac¢imo s T’ topologiju generiranu polunormama = — |¢(z)|, ¢ € X’. Onda prema dokazu Propozicije
510 vrijedi
2o 5 2o = lo(z0 — x0)] = 0 Vo e X'.

Zbog linearnosti svakog ¢ € X', |p(zq — 29)| — 0 je ekvivalentno s ¢(x,) — ¢(x¢). Stoga zakljucujemo
da topologije 7 i 7’ imaju iste konvergentne mreze, pa su one prema Korolaru nuzno jednake.
Posebno, prema Propoziciji je T = T lokalno konveksna topologija na X.

(ii). Prema definiciji od 7 = o(X, X’) je svaki ¢ € X' neprekidan na X. Obratno, neka je ¢ T-
neprekidan linearni funkcional na X. Prema Propoziciji (v) postoji C' > 0 i konacan podskup
{¢1,...,pn} C X' tako da za sve x € X vrijedi

< .
lp(x)| < C@%Iw(m)k

Iz Leme slijedi ¢ € [{©1,...,0,}] € X', jer je prema pretpostavci X’ potprostor od X#. Dakle,
(X, T)*=X". O

Definicija 4.8.3. Neka je X lokalno konveksan prostor. Topologija o(X, X*) inducirana svim neprekid-
nim linearnim funkcionalima na X zove se slaba topologija (ili w-topologija). Takoder ju ozna¢avamo

s Tw-
Napomena 4.8.4. Neka je (X, T) lokalno konveksan prostor.

(a) Prema Korolaru [4.7.4] X* razdvaja tocke od X, tako da je prema Teoremu [4.8.1] (X, 7,,) lokalno
konveksan prostor. Slicno kao u Propoziciji zan €N, ¢1,...,0, € X*1e >0 piSemo

UO,01,...,¢0n,6) ={x € X : |p1(x)| <e,...,|pn(x)| < e} (4.21)
i familija tih skupova ¢ini apsolutno konveksnu lokalnu bazu slabe topologije.

(b) Jer su prema definiciji svi elementi duala X* neprekidni, o¢ito je T, € T. Nadalje, za mrezu
(Ta)acr U X 1z € X vrijedi

To — X0 = o(ra) = p(zo) Ve e X™.

(¢) Ako je X beskona¢nodimenzionalan, onda svaka slaba okolina 0 sadrzi neki beskona¢nodimenzionalni
potprostor od X. Zaista, dovoljno je to pokazati da vrijedi za sve bazne okoline U (0, 1, ..., @n,€).
Neka su stogan € N, ¢1,...,¢0, € X*ie > 0. Onda je ocito

n
Y = ﬂkeupi - U(OMPI,--'?(PTHE)'
=1

Nadalje, jer je Y kodimenzije najvise n u X, Y je nuzno beskona¢nodimenzionalan, jer je X takav
(naime, prema ((1.14) imamo dim X <n +dimY).

Posebno, ako je X beskonac¢nodimenzionalan niti jedna slaba okolina 0 nije ograni¢ena, pa stoga
prema Teoremu slaba topologija nije normabilna.

(d) Prema Teoremu je (X, Tw)* = X*, odnosno linearni funkcional na X je neprekidan (u origi-
nalnoj topologiji na X) ako i samo ako je slabo neprekidan.
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(e) Podskup A od X je slabo ograni¢en u smislu Definicije m (tj. za svaku slabu okolinu U od 0
postoji t > 0 takav da je A C tU) ako i samo ako je slabo ograni¢en u smislu Definicije (t]-
Sup,eq [p(x)] < 0o za sve ¢ € X*). Zaista, jer familija skupova iz ¢ini lokalnu bazu slabe
topologije na X, slaba ograni¢enost od A u smislu Definicije je ekvivalentna s time da za svaki
€ > 0 i konacan broj ¢1,...,¢, € X* postoji t > 0 takav da je

AC tU(07§017"'1QD7L>E) = {'T eX: ’(,01(33)| < t6)7|¢n($)| < t€},

a to upravno znaci da su svi funkcionali ¢ € X* ogranicene funkcije na A.

Nadalje, ako je X normiran prostor, slaba ograni¢enost od A C X je prema Teoremu [3.1.5] ekvi-
valentna s time da je A ograni¢en u normi. Posebno, svaki slabo konvergentan niz u normiranom
prostoru X je ogranicen u normi.

Primger 4.8.5. U ovisnosti o 1 < p < oo analizirajmo slabu konvergenciju kanonskog niza vektora (e)xen
u Banachovom prostoru 7.

- Ako je p > 1, onda e, — 0. Zaista, najprije prepostavimo da je 1 < p < oo. Ako je ¢ € (/P)*, onda

Prema Teoremu m postoji jedinstven (n)ken € €7 (gdje je kao i obi¢no ¢ konjuigrani eksponent
od p) takav da je p(z) = > 72, & za sve & = (&k)ken € . Onda je limy_, p(€x) = 0. Prema
Napomeni (b) to je ekvivalentno s ej, — 0.
Sada pretpostavimo da je p = oo. Ako bi bilo e;, £ 0, onda bi postojao € > 0, ¢ € (£°°)* i podniz
(ep,)ken od (ex)ren takav da je |¢(ep, )| > € za sve k € N. Za svaki k € N izaberimo \; € F takav
da je [Ag| = 11 Ap(ep,) = |o(ep,)|- Zan € N stavimo xp, 1= > 1, Agep,. Onda je (z,)nen € £ 1
vrijedi ||zn|lo = 1 te p(xn) = > 1y |f(ep,)] > ne za sve n € N. Time smo dosli do kontradikecije s
pretpostavkom da je ¢ ogranicen.

- S druge strane, u prostoru ¢! niz (ex), nije slabo konvergentan. Naime, za ¢ € (£!)* induciran nizom
(=1,1,-1,1,...) € £, odnosno p(z) = > 75, (=1)k&, = (& )ren € €1, imamo ¢(eg) = (—1)* za
sve k € N.

Napomena 4.8.6. Poznati Schurov teorem kaze da se za nizove u ¢ slaba konvergencija i konvergencija
u normi podudaraju, tj. za proizvoljan niz (zx)ren u ! i zg € ¢! vrijedi

|xn — x0ll1 — 0 = T — Tp.

To niposto ne znaéi da se na ¢! slaba topologija podudara s topologijom induciranom iz norme. Naime,
kao §to ¢emo uskoro vidjeti, na beskona¢nodimenzionalnim normiranim prostrima slaba topologija ne
zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti (Propozicija , tako da nizovi nisu dovoljni za opis slabe
topologije (tj. za to su nam nuzne mreze). Dokaz Schurovog teorema mozete npr. naéi u [13], 30].

U mnogim situacijama je slaba topologija na lokalno konveksnom prostoru X strogo slabija od ori-
ginalne topologije. Takoder se moze desiti da se one podudaraju. Npr. prema Teoremu se za
proizvoljan lokalno konveksan prostor X slaba topologija na (X, 7,) podudara s 7,. S druge strane, za
normirane prostore imamo sljedeéi rezultat.

Propozicija 4.8.7. Neka je X normiran prostor. Tada je ekvivalentno:

(i) X je konacnodimenzionalan.

(ii) Slaba topologija na X se podudara s topologijom induciranom iz norme.
(iii) Slaba topologija na X zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti.

Dokaz. Ocito (i) = (ii)) = (iii).
(iii) = (i). Pretpostavimo da slaba topologija na X zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti. Onda
prema Napomeni [4.8.4] (a) postoji prebrojiva familija {U, }nen okolina 0 oblika

UT‘L — U(O,SD?, .o .,@Z(n),gn),
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gdje jezan € N, k(n) € N, 6n>Oig07f,...,goZ(n) € X*. Za svaki n € N neka je
S={pi:neN 1<i<k(n)}

Tvrdimo da S razapinje X*, tj. da sve svaki ¢ € X* moze prikazati kao (kona¢na) linearna kombinacija
funkcionala iz S. Fiksirajmo stoga ¢ € X*. Zbog neprekidnosti od ¢ je

U={zeX: |p)| <1}
(otvorena) okolina 0 pa postoji n € N takav da je
Un =U(0,97, ..., ¢5m):En) CU.

Stavimo
Y, = ﬂ ker .
1<i<k(n)

Onda je Y,, C U (Napomena . Fiksirajmo = € Y,,. Onda je za svaki A € F i Az € Y,, (jer je Y,
potprostor od X), tako da je Az € U. Dakle, |A|¢(x)| = |p(Ax)| < 1 za sve X € F, tako da je nuzno
¢(x) = 0. Odavde zaklju¢ujemo da je Y,, C ker ¢, pa je prema Lemi v € [{el, ..., cpz(n)}] C [5].

Napokon, jer je S prebrojiv i [S] = X*, zaklju¢ujemo dim X* < RXy. Kako je X* uvijek Banachov
prostor (Propozicija iz Korolara slijedi dim X* < Np. Stoga je i dim X < Ng. O

Napomena 4.8.8. Ako je X beskona¢nodimenzionalan normiran prostor, onda prema Propoziciji [4.8.
slaba topologija na X ne zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti. Stoga u tom slucaju nizovi nece biti
dovoljni za opis slabe konvergencije, ve¢ moramo raditi s mrezama.

Propozicija 4.8.9. Neka su'Y 1Y normirani prostori. Za linearni operator T : X — Y je ekvivalentno:
(i) T je ogranicen (tj. T je (|||, - ||)-neprekidan).
(i) T je (]| - ||, w)-neprekidan.

(iii) T je (w,w)-neprekidan.

Dokaz. Ocito (iii)) = (ii).

(i) = (i). Pretpostavimo da je T' (|| - ||, w)-neprekidan. Trebamo pokazati da je T'(Sx) u normi
ogranic¢en podskup od Y. Neka je ¢ € Y*. Onda je ¢ slabo neprekidan. Jer je T' (|| - ||, w)-neprekidan,
slijedi da je ¢ o T' € X*. Stoga je ¢ o T ogranicen, odnosno sup,cg, |¢(Tz)| < oo. Jer to vrijedi za sve
¢ € Y*, zaklju¢ujemo da je T'(Sx) slabo ograni¢en u Y. Prema Teoremu to je ekvivalentno s time
da je T'(Sx) ogranien u normi.

(i) = (iii). Pretpostavimo da je T" ogranicen i neka je (z4)aepr mreza u X koja slabo konvergira
prema xo € X. Jer je T ogranicen, za svaki ¢ € Y* je poT € X*, pa iz x4 — x¢ slijedi

p(Tza) = (poT)(xa) = (poT)(xo) = ¢(Txo)
za sve ¢ € Y*. Prema Napomeni m (b) to upravo znaéi da Tzs — Tio. O

Jer je slaba topologija lokalno konveksnog prostora X slabija od originalne topologije, za svaki podskup
Aod X je AC A" (tj. zatvara¢ od A u originalnoj topologiji je sadrzan u slabom zatvarac¢u od A).
Opcenito je ta inkluzija striktna. Npr. u svakom beksona¢nodimenzionalnom normiranom prostoru X
je sfera Sx o€ito zatvorena u normi, dok je Sx" =By (provjerite za DZ). S druge strane, za konveksne
skupovi se ti zatvara¢i podudaraju. Naime, imamo sljede¢i bitan rezultat.

Teorem 4.8.10 (Mazur). Neka je X lokalno konveksan prostor i A C X konveksan podskup. Onda je
AY =7A. Posebno, konveksan podskup u X je zatvoren ako i samo ako je slabo zatvoren.
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Dokaz. Prema prethodnom komentaru dovoljno je dokazati da vrijedi A” C A. Ako je A = X to je
trivijalno, pa pretpostavimo da postoji g € X \ A. Prema Hahn-Banachovom separacijskom teoremu
(Teorem m (b)) postoji ¢ € X* 1~ € R takav da za sve z € A vrijedi

Re p(zo) < v < Rep(x).

Onda je skup {z € X : Rep(z) < ~} slaba okolina od o koja ne sijece A. Dakle, zg ¢ A”. Time smo
dokazali teorem. O

Korolar 4.8.11. Neka je X lokalno konveksan prostor koji ima prebrojivu lokalnu bazu. Ako je (zk)keN
niz u X koji slabo konvergira prema xo € X, onda postoji niz (yi)ken v conv({xy : k € N}) koji konvergira
prema o u originalnoj topologiji na X.

Dokaz. Neka je A := conv({zy : k € N}) C X. Onda je prema Teoremu 4.8.10| zg € A" = A. Jer prema
pretpostavci X ima prebrojivu lokalnu bazu (stoga zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti), preostaje

primijeniti Propoziciju [4.2.16[ (ii). O

Primjer 4.8.12. U Primjeru smo vidjeli da za 1 < p < oo u svakom prostoru /7 vrijedi e — 0.
Prema Korolaru neka konveksna kombinacija vektora ey, k € N, konvergira u p-normi prema 0.
Konkretno, za n € N neka je y, := %22:1 er. Onda je y, € conv{er : k € N} i

1
nr ! zal<p<oo
[ynllp = §
- za p = 00.

za sve n € N, tako da svakako ||y, — 0.

S druge strane, ne postoji konveksna kombinacija vektora ex, k € N, koja u 1-normi konvergira prema
0. Zaista, za proizvolijne n € Nity,...,t, € [0,1], > p_; tx = 1, imamo

n
[trer + ...+ tnenlly = Y tp = 1.
k=1

4.9 Slaba* topologija na dualu lokalno konveksnog prostora

Neka je X lokalno konveksan prostor. Analogno kao u kontekstu normiranih prostora, za svaki x € X
definiramo funkciju z : X* - F s

(p) =p(x), peX*

i kanonsko preslikavanje
Jx : X = (X*)#, Jxz = 7.

Ocito je Jx linearno preslikavanje te je njegova slika ranJx = {Z : = € X} vektorski potprostor
algebarskog duala od X* koja razdvaja tocke od X*.

Definicija 4.9.1. Neka je X lokalno konveksan prostor. Slaba*-topologija (ili w*-topologija) na X*
je topologija o(X™*, ran Jx), tj. najslabija topologija na X* s obzirom na koju su sve funkcije z, z € X,
neprekidne. Oznacavamo ju i s Ty«.

Imamo sljedeé¢e w*-analogone Napomene i Propozicije [4.8.7

Napomena 4.9.2. Neka je X lokalno konveksan prostor.

(a) Prema Teoremu [4.8.1] (za X’ = ranJx) slaba*-topologija na X* je lokalno konveksna topologija.
ZaneN, xy,...,x, € X*1e >0 piSemo

U0,21,...,zp,6) :={p € X" : |o(x1)| <e,...,|o(x,)| < e} (4.22)

1 familija tih skupova ¢ini apsolutno konveksnu lokalnu bazu slabe*-topologije.
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(b) Za mrezu (pq)aea U X* 1 o € X* vrijedi

*

Pa = ©0 = 0a(®) = @o(z) Vo e X.

(c) Ako je X beskonacnodimenzionalan (Sto je prema Hahn-Banachovom separacijskom teoremu ek-
vivalentno s time da je X* beskona¢nodimenzionalan), onda svaka slaba*-okolina 0 sadrzi neki
beskona¢nodimenzionalni potprostor od X*. Posebno, u tom slu¢aju niti jedna slaba*-okolina 0
nije ogranic¢ena, pa stoga prema Teoremu slaba*-topologija nije normabilna.

(d) Prema Teoremu je (X*,Ty+)* = ranJx, odnosno linearni funkcional ¢ na X* je slabo*-
neprekidan ako i samo ako postoji (nuzno jedinstven) z € X takav da vrijedi ¢ = & = Jxu.

(e) Podskup A od X* je slabo*-ograni¢en u smislu Definicije m (tj. za svaku slabu*-okolinu U od 0
postoji t > 0 takav da je A C tU) ako i samo ako samo ako je slabo*-ograni¢en u smislu Definicije

m (tj. supgea lp(z)] < 00 za sve x € X).

Nadalje, ako je X Banachov prostor, slaba*-ograni¢enost od A C X* je prema Teoremu
ekvivalentna s time da je A uniformno ograni¢en (tj. ograni¢en u operatorskoj normi). Posebno,
svaki slabo*-konvergentan niz u X* je uniformno ogranic¢en. Za razliku od analogne tvrdnje za slabu
topologiju, Primjer pokazuje da je ovdje krucijalna pretpostavka potpunosti od X. Naime,
ako jezan € N, ¢, € ¢, definiran s ¢, ((§)ren) := n&,, onda niz (¢, )nen slabo*-konvergira prema
0, iako nije uniformno ogranicen.

Propozicija 4.9.3. Neka je X normiran prostor. Promotrimo sljedeée uvjete:

(i) X je konacénodimenzionalan.

(ii) Slaba*-topologija na X* se podudara s topologijom induciranom iz operatorske norme.
(iii) Slaba*-topologija na X* zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti.

Tada su uvjeti (i) i (i) ekvivalentni i povlace uvjet (iii). Nadalje, ako je X Banachov prostor, onda su
sva tri uvjeta ekvivalentna.

Dokaz. O¢ito (i) = (i) = (iii), dok (ii) = (i) slijedi iz Napomene [£.9.2] (c).

Pretpostavimo sada da je X Banachov prostor. Koriste¢i analogne argumente kao u dokazu implikacije
(iii) = (i) Propozicije dobili bismo prebrojiv podskup S od X takav da je X = [A]. Onda bi iz
Korolara [1.4.13slijedilo dim X < 8y (provjerite sve detalje za DZ). O

Napomena 4.9.4. U kontrastu s Propozicijomm za slabu topologiju, u Propoziciji implikacija (iii)
= (i) opcenito ne vrijedi ako X nije potpun prostor. Na primjer, neka je X bilo koji normiran prostor
prebrojive algebarske dimenzije (npr. X = cyp). Fiksirajmo neku algebarsku bazu B = {b, : b € N} za
X, te za n € N definirajmo

pn(x®) = |2 (by)], € X".

Onda je P := {p, : n € N} prebrojiva separiraju¢a familija polunormi na X* i topologija na X*
generiana familijom P je upravo slaba*-topologija na X*. S druge strane, jer je familija P prebrojiva,
iz Propozicije slijedi da je slaba*-topologija na X* metrizabilna, pa posljedi¢cno zadovoljava prvi
aksiom prebrojivosti.

Slabo*-neprekidni linearni operatori izmedu duala normiranih prostora su upravo dualni operatori
ogranicenih linearnih operatora. Preciznije, vrijedi sljede¢a tvrdnja:

Propozicija 4.9.5. Neka su X 1Y normirani prostori. Linearni operator S : Y* — X* je neprekidan
u paru slabih*-topologija ako i samo ako postoji ogranicen linearni operator T € B(X,Y) takav da je
S=1T*.
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Dokaz. Najprije pretpostavimo da je S = T* za neki T' € B(X,Y). Neka je (¢a)aca mreza u Y* koja
slabo*-konverigra prema o € Y™, tj. ¢a(y) = @o(y) za sve y € Y. Onda

(5¢a)(®) = a(Tz) = @o(Tx) = (Seo)(x)

za sve x € X, odnosno Sy, = Spg.

Obratno, pretpostavimo da je S (w*, w*)-neprekidan. Za fiksirani x € X je s

o= (Sp)(z), peYr,

definiran w*-neprekidni linearni funkcional na Y pa prema Napomeni (d) postoji jedinstven Tz € Y
takav da vrijedi .

(Se)(z) = Ta(p) = p(Tz) Vo eY™ (4.23)
Definirajamo preslikavanje T': X — Y s T :  — Tx. Lako se provjeri da je T linearni operator (DZ).
Tvrdimo da je da operator T ogranicen i da vrijedi S = T™. Najprije primijetimo da je S ogranicen.
Zaista, neka je (@) niz u Y* takav da ||pg|| — 01 ||Sex — ¢|| — 0 za neki ¢ € X*. Onda ¢y Y0 pa

(w*, w*)-neprekidnost od S povlacéi Sy w3 0. Takoder, Sy, N . Jer je slaba*-topologija Hausdorffova,
nuzno je ¢ = 0. Jer su X* i Y* uvijek Banachov prostori, zaklju¢ujemo da je .S ograni¢en prema teoremu
o zatvorenom grafu (Teorem [3.2.7). Prema Korolaru za x € X imamo

[Tz|| = sup |o(Tz)| = sup [(S¢)(x)| < [IS]]ll,
PESy * PESy =

tako da je T ogranicen, a iz (4.23)) je jasno da je S = T™. O
Slaba*-topologija zadovoljava sljedeée bitno svojstvo.

Teorem 4.9.6 (Banach—Alaogluovm teorem). Neka je X lokalno konveksan prostor i V okolina 0 u
X. Onda je skup
K(V):={peX": |p(x)| <1 za svex € V}

slabo *-kompaktan.

Napomena 4.9.7. Skup K (V) iz Teorema se obi¢no zove polara od V. Ocito je K(V') apsolutno
konveksan w*-zatvoren podskup od X*.

Dokaz Teorema[].9.6. Neka je FX = [L,cx F opskrbljen s produktnom topologijom 7y, (vidjeti Primjer
4.4.8). Prema Propoziciji se relativna produktna topologija na X* C FX podudara sa slabom
*_topologijom na X*, odnosno inkluzija

c (X Twr) = (BN Tor), ) =

je homeomorfizam na svoju sliku. Najprije dokazimo da je K (V') Tp-zatvoren podskup od FX. Zaista,

Tor . e o
neka je (¢a)aca mreza u K(V) i ¢ € FX tako da ¢, = ¢. To znaéi da vrijedi o (z) — ¢(z) za sve
r € X. Ondazaz,y € X i\ puelF imamo

o(Ar 4 py) = ilenﬁ Yo AT+ py) = gg;(m(a:) + ppa(y)) = )‘}Jenk Yalz) +p ileni va(y)
= Ap(x) + pp(y).

Dakle, ¢ je linearni funkcional na X. Nadalje, jer je |po(z)| < 1zasvex € Via € A,ondajei|p(x)| <1
za sve x € V. Posebno, jer je V okolina 0 u X i ¢ je ograni¢en na V', prema Propoziciji @ je
neprekidan. Sve zajedno, ¢ € K(V'), pa T,-zatvorenost od K (V) slijedi iz Propozicije m

"Leonidas Alaoglu (1914.-1981.), kanadsko-americki matematicar
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Nadalje, jer je prema Lemi svaka okolina 0 u X apsorbirajuéa, za svaki € X postoji r(z) > 0
takav da je x € r(x)V. Stoga je

lp(x)| <r(x) zasvexe XipeK(V),

odnosno

K(W)c [] Br(0,r(2)), (4.24)
zeX

gdje je za x € X, Bp(0,r(z)) zatvoreni krug u F s centrom u 0 radijusa r(z). Prema Tihonovljevom
teoremu (Teorem [I.ex Br(0,7(x)) je Tpr-kompaktan prostor. Jer je prema dokazanom K (V')
Tpr-zatvoren podskup od FX, iz i Propozicije slijedi da je K (V) takoder 7p-kompaktan.
Napokon, jer se na X* (pa posebno i na K(V)) relativna produktna topologija podudara sa slabom™*-
topologijom, zaklju¢ujemo da je K (V') slabo*-kompaktan. O

Ako je X normiran prostor i V = Bx zatvorena jedini¢na kugla u X, onda je polara od Bx upravo
Bx+ (zatvorena jedini¢na kugla duala X*). Time dobivamo klasi¢nu varijantu Teorema m

Korolar 4.9.8 (Banach-Alaogluov teorem za normirane prostore). Neka je X normiran prostor.
Onda je Bx+ slabo*-kompaktan podskup od X*.

Korolar 4.9.9. Neka je X Banachov prostor. Za A C X* je ekvivalentno:
(i) A je slabo*-kompaktan.
(ii) A je slabo*-zatvoren i slabo*-ogranicen.

(iii) A je slabo*-zatvoren i uniformno ogranicen.

Posebno, slaba*-topologija na X* zadovoljava Heine-Boroelovo svojstvo.

Dokaz. (i) = (ii). Neka je A slabo*-kompaktan. Onda je prema Napomeni [4.6.7] (b) i (c) A slabo*-
ogranic¢en. Slaba*-zatvorenost od A slijedi iz Napomene m (a), jer je slaba*-topologija na X* Ha-
usdorffova.

i) <= (iii). Jer je X Banachov prostor, Prema Teoremu [3.1.6| proizvoljan podskup od X* je
(ii) (iif) j P : p jan p D ]
slabo*-ogranic¢en ako i samo ako je uniformno ogranicen.

(ili) = (i). Neka je A slabo*-zatvoren i uniformno ograni¢en. Onda postoji » > 0 takav da je
A C rBx~. Prema Korolaru [4.9.8| By je slabo*-kompatan skup, pa isto vrijedi i za rBy=. Stoga jei A
slabo*-kompaktan skup kao zatvoren podskup slabo*-kompaktnog skupa rBx« (Propozicija [1.5.4)). [

Prema Propoziciji znamo da slaba*-topologija na dualu beskona¢nodimenzionalnog normira-
nog prostora X ne zadvoljava prvi aksiom prebrojivosti, pa stoga nije metrizabilna. Ipak, ako je X
separabilan, imamo sljedeéi rezultat.

Propozicija 4.9.10. Neka je X separabilan normiran prostor. Ako je A C X* ogranicen podskup, onda
je relativna slaba*-topologija na A metrizabilna.

U dokazu Propozicije [4.9.10] koristit ¢emo sljede¢u pomoénu tvrdnju:

Lema 4.9.11. Neka je K kompaktan topoloski prostor. Ako postoji prebrojiva familija neprekidnih funk-
cija {fr : K = Flren koja razdvaja tocke od K, onda je K metrizabilan prostor.

Dokaz. Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da vrijedi |fx| < 1 za sve k € N. Definirajmo
funkcijud: K x K - R s

o0

A(e,y) = 3 o i) — i)l

k=1
Jer familija funkcija { fx }ren razdvaja tocke od K, lako se provjeri da je d metrika na X (DZ). Oznacimo
s T originalnu topologiju na K i s T4 topologiju na K induciranu metrikom d. Jer su sve funkcije fx
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T-neprekidne i jer gornji red konvergira uniformno na K x K, d je T-neprekidna funkcija na K x K.
Stoga su sve pripadne d-otvorene kugle Ky(z,7) = {y € X : d(z,y) < r} takoder T-otvorene. Dakle,
Tq € T. Jer je T, inducirana iz metrike, onda je svakako Hausdorffova topologija. Kako je T kompaktna
topologija, iz Napomene slijedi da je nuzno Ty = T. O

Dokaz Propozicije [{.9.10. Neka je {xy}ren prebrojiv gust podskup od X. Za svaki k € N definirajmo
funkciju fr : X* — F s fi(¢) := ¢(xg). Prema definiciji slabe*-topologije sve funkcije fi su slabo*-
neprekidne. Nadalje, ako su @1, o € X* takvi da vrijedi fi(¢1) = fr(p2) za sve k € N, onda se ¢ i @2
podudaraju na gustom skupu {zj}reny u X. Stoga je zbog neprekidnosti nuzno ¢ = 2. Dakle, { fi }ren
je prebrojiva familija neprekidnih funkcija s X* u F koja razdvaja tocke od X*.

Neka je sada A proizvoljan ograni¢en podskup od X*. Onda postoji r > 0 takav da je A C rBxsx.
Prema Banach-Alaogluovom teoremu za normirane prostore, Bx+ je slabo*-kompaktan skup. Onda isto
vrijedi i za rBx+. Prema prethodnom paragrafu i Lemi je relativna slaba*-topologija metrizabilna
na rBx«. Jer je A C rBx~, isto vrijedi i za A. O

Kao direktnu posljedicu Korolara[£.9.8] Propozicije[£.9.10]i Teorema[I.5.12]dobivamo sljede¢u tvrdnju.

Korolar 4.9.12. Neka je X separabilan normiran prostor. Svaki uniformno ogranicen niz v X* ima
slabo*-konvergentan podniz.

Dokaz. Neka je (¢r)ren uniformno ogranicen niz u X*. Stavimo A := {¢; : k € N}. Onda je i njegov

slabi*-zatvara¢ A" uniformno ogranicen pa je prema dokazu implikacije iii) = (i) Korolara |4.9.9

A slabo*-kompaktan i
metrizabilan. Stoga, prema Teoremu svaki niz u A" ima slabo*-konvergentan podniz s limesom
u A", To onda posebno vrijedi za pocetni niz (¢g)ken- O]

(za koju nam ne treba pretpostavka potpunosti od X) i Propoziciji

Sljededi primjer pokazuje da za w*-topologiju opéenito ne vrijedi odgovarajuca varijanta Mazurovog
teorema (Teorem [4.8.10)).
Primger 4.9.13. Neka je X nerefleksivan normiran prostor. Fiksirajmo z** € X** \ ran Jx. Onda prema

Napomeni m 2™ nije slabo*-neprekidan, pa je prema Propoziciji [4.5.15 ker x** potprostor (stoga
konveksan podskup) od X* koji je zatvoren, ali nije slabo*-zatvoren.

Napomena 4.9.14. Neka je X normiran prostor.

(a) Na dualu X* takoder mozemo gledati slabu topologiju o(X*, X**). Jer je ran Jx C X™**, ocito je
slaba*-topologija na X™* slabija od slabe topologije. Pritom se te topologije podudaraju ako i samo
ako je prostor X refleksivan. Naime, pretpostavimo da je o(X*, X**) = o(X* ran Jx). Jer je svaki
x** € X** neprekidan s obzirom na slabu topologiju na X*, onda je ** neprekidan i s obzirom na
slabu*-topologiju na X*. Prema Teoremu [4.8.1| postoji x € X takav da je z** = Jxx, odnosno X
je refleksivan. Obrat je trivijalan.

(b) Jer je bidual X** dual od X*, na X** mozemo gledati slabu*-topologiju, tj. topologiju o(X™**, Jx+).
aea U X1z € X vrijedi 25 % xf* ako i samo ako z(z¥) — xf* (z*)
za sve z* € X*. Nadalje, za mrezu (24 )aear u X 1 zg € X vrijedi

Dakle, za mrezu (x}*

To = T = ' (zq) = x¥(x9) V¥ e X~ = Ix(zq) N Jx (xo).

Dakle, preslikavanje Jx : X — X** je (w,w*)-homeomorfizam svoju sliku (tj. homeomorfizam s
obzirom na w-topologiju na X i w*-topologiju na X*). Drugim rije¢ima, ako identificiramo ran Jx
s X, onda se relativna slaba*-topologija na X C X** podudara sa slabom topologijom na X.

Ako je X nerefleksivan Banachov prostor, onda je ran Jx pravi zatvoreni potprostor od X**. Stoga
je prema Mazurovom teoremu (Teorem ran Jx slabo zatvoren, tako da ran Jx nije slabo gust
podskup u X**. S druge strane, ispada da je ran.Jx uvijek slabo*-gust potprostor od X**. Stovige,
imamo sljede¢i vazan rezultat:
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Teorem 4.9.15 (Goldstineovﬂ teorem). Neka je X normiran prostor. Tada je Jx(Bx) slabo*-gust

w

podskup od Bx+, odnosno vrijedi Jx(Bx) = Bx»=.

Dokaz. Prema Banach-Alaogluovom teoremu By« je slabo*-kompaktan, pa stoga slabo*-zatvoren pod-
skup od X** (Propozicija [L.5.4). Jer je Jy izometrija, Jx(Bx) C Bx-, tako da je Jx(Bx)" C By
Kako bismo dokazali obratnu inkluziju, pretpostavimo da je z§* € X** \ Jx(B X)w . Dovoljno je

ustanoviti da je |lz§*|| > 1. Kako je Jx(Bx) konveksan i w*-zatvoren skup u X** prema Hahn-
Banachovom separacijskom teoremu postoji w*-neprekidni linearni funkcional ¢ na X** takav da vrijedi

*

Rep(xy*) > sup{Rep(u™) : v™* € Jx(Bx) }. (4.25)

Jer je ¢ w*-neprekidan, prema Napomeni m (d) postoji * € X* takav da je p(x**) = x™*(2*) za sve
x** e X**. Stoga iz (4.25) slijedi

|zg* (z%)] > Rexy™ (%) > sup{Reu " (z*) : u** € JX(BX)w*} > sup{Rexz*(x): = € Bx}

= [[Rez”|| = [[27],
jer je, u kompleksnom slucaju, *(x) = Rex*(x) —i Rez*(ix) za sve x € X, odakle slijedi || Rex*|| = ||z*||
(provjerite za DZ). Stoga je ||z{|| > 1, kao $to smo i trebali dokazati. O

Korolar 4.9.16. Neka je X normiran prostor. Tada je ran Jx slabo*-gust potprostor od X**.

Dokaz. Neka je z** nenul element od X**. Prema Goldstineovom teoremu postoji mreza (z4)aeca U Bx

takva da vrijedi Jxxq v Hi%ll Onda Jx (||l**||z) ENpS O

Koriste¢i Goldstineov teorem i Banach-Alaogluov teorem dobivamo novu karakterizaciju refleksivnosti
Banachovog prostora.

Korolar 4.9.17. Banachov prostor X je refleksivan ako i samo ako je zatvorena jedinicéna kugla Bx
slabo kompaktna.

Dokaz. Najprije pretpostavimo da je X refleksivan. Prema Banach-Alaogluovom teoremu By« slabo*-
kompaktan podskup od X**. Jer je X refleksivan, restrikcija Jx|p, : Bx — Bx+ je w —w* homeomor-
fizam (Napomena (b)). Stoga je Bx slabo kompaktan podskup od X.

Obratno, neka je Bx slabo kompaktan podskup od X. Prema Napomeni (b), Jx : X — X** je
w — w* homeomorfizam na svoju sliku, tako da je Jx(Bx) slabo*-kompaktan podskup od X**. Posebno
je Jx(Bx) slabo*-zatvoren podskup od X** pa iz Goldstineovog teorema slijedi da je Jx(Bx) = Bxx=.
Onda je i ran Jy = X*™*, odnosno X je refleksivan. O

8Herman Heine Goldstine (1913.-2004.), americ¢ki matematicar i informaticar
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Poglavlje 5

Elementarna spektralna teorija

5.1 Algebre i x-algebre

Definicija 5.1.1. Kompleksna asocijativna algebra (ili samo algebra) je vektorski prostor A nad
poljem C na kojem je zadana operacija mnozenja, tj. asocijativna bilinearna funkcija

AxA— A, (a,b) — ab.
Drugim rije¢ima, vrijedi:
a(be) = (ab)e, (Aa + pb)c = Aac) + p(be) i a(Ab + pc) = A(ab) + p(ac)
za sve a,b,ce Ai A\ ueC.
e Ako u algebri A vrijedi ab = ba za sve a,b € A tada kazemo da je A komutativna.

e Unitalna algebra je algebra u kojoj postoji jedinica, tj. element 1 € A takav da vrijedi

la=al =a Vac A.

e Ako je A unitalna algebra, tada za element a € A kazemo da je invertibilan ako postoji element
a"! € A takav da je
ala=aat=1.

Element a~! zovemo inverz od a. Skup svih invertibilnih elemenata unitalne algebre A oznacavamo

s A%.

Analogno bismo definirali pojam realne asocijativne algebre, odnosno asocijativne algebre nad pro-
izvoljnim poljem.

Napomena 5.1.2. Neka je A unitalna algebra.
(a) Jedinica u A je jedinstvena. Analogno, inverz svakog invertibilnog elementa u A je jedinstven.
(b) A* je grupa s obzirom na operaciju mnozenja.

Primjer 5.1.3. Neka je © neprazan skup. Onda skup C® svih funkcija f : @ — C ima strukturu unitalne
komutativne algebre s obzirom na operacije po tockama

AN@) = Af@),  (F+9)#) = f(t)+9@), 1 (f9)t):= f(t)g(t).

gdjesu f,g € C2, A€ Cite Q. Jedinica u algebri C® je konstantna funkcija t — 1c.

Primger 5.1.4. Skup M, (C) svih kompleksnih matrica reda n je unitalna algebra uz standardne operacije
na matricama. Jedinica u M,,(C) je jedini¢na matrica. Nadalje, M,,(C) je nekomutativna ¢im je n > 1.

o o~
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Primger 5.1.5. Opcenitije, ako je X vektorski prostor onda je L(X) unitalna algebra s obzirom na stan-
dardnu linearnu strukturu i komponiranje operatora kao mnozenje. Jedinica u L(X) je jedini¢ni operator.
Sliéno kao u prethodonom primjeru, L(X) je nekomutativna ¢im je dim X > 1.

Definicija 5.1.6. Neka je A algebra. Podskup B algebre A zove se podalgebra od A ako je B algebra
s obzirom na operacije koje su definirane kao restrikcije operacija algebre A.

Nadalje, za podalgebru B unitalne algebre A koja sadrzi jedinicu od A kazemo da je unitalna
podalgebra.

Napomena 5.1.7. Primijetimo da je potprostor B algebre A podalgebra od A ako i samo ako je B zatvoren
s obzirom na operaciju mnozenja, tj. vrijedi

a,be B =— abe€e B.

Nadalje, moguée da je B unitalna algebra, ali da B nije unitalna podalgebra algebre A (tj. B ima
jedinicu, ali jedinica od B nije jednaka jedinici od A).

Primgjer 5.1.8. Neka je Q topologki prostor. Onda su C(Q) i Cy,(Q) unitalne podalgebre od C*.
Primgjer 5.1.9. Neka je X normiran prostor. Onda je B(X) unitalna podalgebra od L(X).

Definicija 5.1.10. Neka su su A i B algebre. Za preslikavanje ¢ : A — B kazemo da je homomorfizam
algebri ako je ¢ linearno i multiplikativno, tj. vrijedi

¢(Aa + ub) = Ag(a) + pup(d) i B(ab) = ¢p(a)e(b)
zasve a,be Ai A pueC.

e Akosu A i B unitalne algebre s jedinicama 14 i 1 i ako vrijedi ¢(14) = 15 onda se ¢ zove unitalni
homomorfizam.

e Injektivni homomorfizam zove se monomorfizam, surjektivni homomorfizam zove se epimorfi-
zam, a bijektivni homomorfizam zove se izomorfizam.

e Za algebre A i B kazemo da su izomorfne ako postoji izomorfizam ¢ : A — B.

Napomena 5.1.11. Primijetimo da je izomorfnost algebri relacija ekvivalencije (na klasi svih algebri).
Primger 5.1.12. Neka je C|z] skup svih polinoma u jednoj varijabli z nad poljem C. Ocito je C[z] unitalna

komutativna algebra s obzirom na uobic¢ajene operacije na polinomima.
Ako je A proizvoljna unitalna algebra i p € C[z] polinom s rastavom

n
p=p(z) =a +o1z+ a9’ + .. a2 = Zakzk,
k=0
tada za element a € A definiramo
n
pa) := gl + aja+ awa® + ... + aya” = Zakak.
k=0
Preslikavanje

¢a : Clz] — A, ¢a i p— pla) (5.1)

je unitalni homomorfizam algebri. Njegova je slika najmanja unitalna podalgebra od A koja sadrzi
element a, tj. potprostor od A razapet svim potencijama {1, a,a?,...} elementa a.
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Definicija 5.1.13. Neka je A unitalna algebra. Spektar elementa a € A je skup

o(a) =c4(a) :={AeC: ANl —a¢ A*}.
Za komplement spektra elementa a u C kazemo da je rezolventni skup od a i ozna¢avamo ga s p(a) (ili
s pa(a) kada zelimo istaknuti ambijentalnu algebru A).

Primger 5.1.14. U algebri M,,(C) je za a € M, (C) o¢ito o(a) skup svih svojstvenih vrijednosti matrice a
(kao Sto se i definirao spektar matrice na linearnoj algebri).

Primjer 5.1.15. Neka je €2 topoloski prostor. Onda je

CO)* ={feCc®:0¢f @} i GO ={feC(Q):0¢[f(Q)}

Posebno je za f € C(2), ocq)(f) = f(2), dok je ocq)(f) = F(Q) za sve za f € Cy(Q). Dakle, opéenito
je oo, (f) G oc)(f) za sve f € Cy(Q), tako da spektar elementa moze bitno ovisiti o ambijentalnoj
algebri (vidjeti Propoziciju .

Napomena 5.1.16. Element a € A je invertibilan ako i samo ako 0 ¢ o(a). Nadalje, ako je algebra
A trivijalna, tj. A = {0}, onda je 0 jedinica u toj algebri, pa je A* = A = {0}. Stoga je u tom
slucaju o(0) = 0. Mi ¢emo u daljnjem pretpostavljati da su sve unitalne algebre netrivijalne, tako da je
o(Al) = {\} za sve X € C.

Propozicija 5.1.17. Neka je A unitalna algebra.
(i) Za sve a € A ip € Clz] vrijedi
a(p(a)) = plo(a)) = {p(A) : A €o(a)}.

(ii) Za sve a € A* vrijedi:
o(at)=0o(@) =" reo(a)}

Dokaz. (i). Neka je A € o(a). Tada postoji polinom ¢ € C[z], takav da je

p(2) = p(A) = (2 = Ma(2).
Ako na tu jednakost djelujemo s homomorfizmom ¢, iz (5.1)), dobivamo

p(a) —p(M)1 = (a — Al)q(a).
Pretpostavimo da je p(a) — p(A\)1 € A% i stavimo b := (p(a) — p(\)1)~'. Jer p(a) — p(A)1 komutira sa
svim polinomima u varijabli a, isto vrijedi i za njegov inverz b, tako da je
1="0b(p(a) —p(M1) = (a = A1)(b-g(a)) = (b- g(a))(a — AL).

Odavde slijedi da je a— A1 € A*, sto je kontradikcija s pretpostavkom A\ € o(a). Dakle, p(a)—p(\)1 ¢ A*,
odnosno p(A) € o(p(a)). Time smo dokazali inkluziju p(o(a)) C o(p(a)).

Dokazimo sada obratnu inkluziju. Pretpostavimo da je stupanj polinoma p jednak n i neka je u €
o(p(a)). Bududi da je polje C algebarski zatvoreno, postoje skalari aw # 0 i Aq,..., A\, takvi da je

pe) — = a (2= M) (2= )
Primijenimo li na gornju jednakost homomorfizam ¢, iz (5.1]), dobivamo
pla) —pl =a-(a—M1)---(a—N\1).
Kako je 1 € o(p(a)), vrijedi p(a)—pl ¢ A*, odakle slijedi da postoji j € {1,...,n} takav da a—A;1 ¢ A%,
odnosno A; € o(a). No onda je = p(A;) € p(o(a)).
(ii). Neka je A € o(a). Onda A1 — a nije invertibilan i A # 0 jer je a € A*. Iz jednakosti
M—a=- M1 -a1a,
slijedi da A™'1 — @' nije invertibilan, odnosno A~! € o (a_l). Time je dokazana inkluzija o(a)~! C

o (a‘l). Zamjena uloga a i a~ ! daje o (a_l)_1 C o(a), $to je ekvivalentno s o (a_l) Co(a)~t O
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Propozicija 5.1.18. Neka je A unitalna algebra. Tada za sve a,b € A vrijedi

o(ab) \ {0} = o(ba) \ {0}

Dokaz. Dovoljno je dokazati da je 1 —ab € A* ako i samo ako je 1 —ba € A*. Ako je 1 — ab invertibilan
s inverzom ¢, onda se lako provjeri da je 1 + bca inverz od 1 — ba. O

Propozicija 5.1.19. Neka je ¢: A — B unitalni homomorfizam unitalnih algebri A ¢ B. Tada za svaki
a € A vrijedi

op(¢(a)) C oala).
Dokaz. Tvrdnja slijedi direktno iz ¢injenice ¢p(A*) C B*. O
Definicija 5.1.20. Neka je A unitalna algebra. Rezolventa elementa a € A je funkcija R, : p(a) — A*

definirana s
Ry(\) :== (M —a)™h

Propozicija 5.1.21. Neka je A unitalna algebra. Tada za sve a € A i A\, € p(a) vrijedi
(>‘ - M)Ra()‘)Ra(:U’) = Ra(:u) - Ra()‘)'
Posebno, Ry(X) i Ry(p) komutiraju.

Dokaz. Gornju jednakost redom pomnozimo s invertibilnim elementima (A1 — a) s lijeva i (ul —a) s
desna. O

*
* *

Definicija 5.1.22. Neka je A algebra. Za potprostor I od A kazemo da je obostrani ideal (ili samo
ideal) u A ako zasvea € Aibe I vrijediabe I iba € I.

Definicija 5.1.23. Neka je A algebra. Ocito su {0} i A ideali u A koje zovemo trivijalni ideali. Ako
A nema netrivijalnih ideala, onda kazemo da je A prosta.

Primgjer 5.1.24. Neka je X vektorski prostor. Algebra L(X) je prosta ako i samo ako je X kona¢nodimenzionalan.
Posebno je matriéna algebra M, (C) = L(C™) prosta. Ako je X beksonac¢nodimenzionalan, skup svih
operatora s kona¢nodimenzionalnom slikom (operatori kona¢nog ranga) je netrivijalni ideal u L(X).
Analogno vrijedi za algebru B(X) gdje je X normiran prostor. Sve ove tvrdnje provjerite za DZ.

Napomena 5.1.25. Ako je A unitalna algebra, tada svaki pravi ideal I u A ne sadrzi niti jedan invertibilni
element od A, tj. I N AX = (). Zaista, ako bi postojao a € I N AX, onda bi za sve z € A bilo
= (za Y)a €I

Definicija 5.1.26. Za ideal M # A algebre A kazemo da je maksimalan ako nije sadrzan niti u jednom
drugom pravom idealu u A. Skup svih maksimalnih ideala u A oznac¢avamo s Max(A).

Propozicija 5.1.27. Neka je A unitalna algebra. Svaki ideal I # A u A je sadrZan u nekom maksimal-
nom idealu.

Dokaz. Promotrimo familiju ideala
F:={Jidealu A: 1CJG A}

Tada je F neprazna familija jer je I € F. Uredimo F s inkluzijom kao parcijalnim uredajem. Neka je £
lanac u F i stavimo L := [J£. Tada L netrivijalni ideal u A koji sadrzi I i L # A, jer bi u protivhom
bilo 1 € J za neki J € F. Dakle, L je gornja meda od L. Stoga, prema Zornovoj lemi, F ima maksimalni
element M. Dakle, M je maksimalni ideal u A koji sadrzi I. O
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Korolar 5.1.28. Neka je A komutativna unitalna algebra. Tada je element a € A invertibilan ako i
samo ako a ¢ M za sve M € Max(A).

Dokaz. Zaista, a ¢ A* ako i samo ako je aA = {ax : x € A} pravi ideal u A, $to je prema Propoziciji
5.1.27 ekvivalentno s aA C M za neki M € Max(A). O

Neka je I (obostrani) ideal u algebri A. U kvocijentni vektorski prostor A/I uvodimo operaciju
mnozenja na sljedeéi nacin:

(a+D)(b+I)=ab+1 (a,be A). (5.2)

Iz ¢injenice da je I obostrani ideal slijedi da ta definicija ima smisla, tj. ne ovisi o izboru predstavnika a
i b klasa kvocijentnog prostora. Zaista, akojea+I=d +Tib+I1=b+1 (tj. a—d €elib-V €1)
onda je

ab—a't' =ab—V)+ (a—a ) €1,

dakle, ab + I = a’b’ 4+ I. Lako se provjeri da je s (5.2]) definirano mnozenje na A/I, tako da A/I dobiva
strukturu algebre.

Definicija 5.1.29. Neka je A algebra i [ ideal u A. Algebra A/I se zove kvocijentna algebra algebre
A po idealu I.

Kvocijentno preslikavanje @y : A — A/I, koje elementu algebre A pridruzuje njegovu klasu modulo
I (tj. Qr(a) =a+ I) je epimorfizam algebri. Ako je 1 jedinica u algebri A, njena klasa Q;(1) =141 je
ocito jedinica u kvocijentnoj algebri A/I.

Propozicija 5.1.30. Neka je A unitalna komutativna algebra i neka je M € Max(A). Tada je A/M
polje.

Dokaz. Najprije primijetimo da je algebra A/M prosta. Zaista, neka je I ideal u A/M. Onda je QK; (1)
ideal u A koji sadrzi M, dakle Q;/(I) = A ili Q; (I) = M, jer je M maksimalan. Slijedi I = A/M
ili I = 0. Buduéi da je A/M unitalna komutativna prosta algebra, prema Korolaru svaka klasa
a+ M (a € A\ M) je invertibilna u A/M. O

Dokaz sljedece jednostavne ¢injenice izostavljamo (provedite dokaz za DZ).
Propozicija 5.1.31. Neka je ¢ : A — B homomorfizam algebri. Tada vrijedi:
(i) Slika ¢(A) = {é(a): a € A} homomorfizma ¢ je podalgebra od B.
(ii) Jezgrakerp ={a € A: ¢(a) =0} homomorfizma ¢ je obostrani ideal u algebri A.

(iii) Inducirano preslikavanje ¢ : A/ ker ¢ — B, definirano s

¢(a+kerd) =¢(a)  (a€A),
je izomorfizam algebre A/ ker ¢ na algebru ¢p(A).

*
* *

Definicija 5.1.32. Neka je A algebra. Involucija na A je antilinearno, antimultiplikativno i involutorno
preslikavanje x : A — A. Drugim rije¢ima, vrijedi:

o (Ma+ pub)* = Xa* +b* zasvea,bc Ai\ pueC,
o (ab)* =b*a* zasvea,be A,
e (a*)*=a zasvea€ A.

x-algebra je algebra na kojoj je zadana involucija.
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Primijetimo da iz involutornosti slijedi da je involucija bijekcija s A na A.
Propozicija 5.1.33. Neka je A unitalna x-algebra. Tada vrijedi:
(i) 1* = 1.
(ii) Element a € A je invertibilan ako i samo ako je a* invertibilan, te je (a*)~' = (a=1)*.

(iii) Za sve a € A je B
o@)=oc(a)"={\: X€o(a)}.
Dokaz. (i). Iz antimultiplikativnosti i bijektivnosti involucije slijedi da je 1* takoder jedinica u A. Kako
je jedinica u algebri jedinstvena, slijedi 1* = 1.

(ii). Neka je a € A*. Ako na jednakost aa™! = a~'a = 1 djelujemo s involucijom, onda iz (i) slijedi
(a™Y)*a* = a*(a™1)* = 1. Dakle, a* € AX i (a*)~! = (a~!)*. Obratno, ako je a* € A%, tada je prema
dokazanom a = (a*)* € A*.

(iii). Za X\ € C prema (ii) i svojstvu (a) imamo

Adola) <= M—-a€A" <= (M —-a)*€ AX &= A\l —a* € A"
= X¢o(a¥).
0

Primjer 5.1.34. Neka je Q neprazan skup. Algebra C*? dobiva strukturu *-algebre s obzirom na involuciju

1) = ft), teq.
Primger 5.1.35. M,,(C) je x-algebra s obzirom na involuciju definiranu kao adjungiranje matrica.
Definicija 5.1.36. Neka je A x-algebra. Za element a € A kazemo da je:
e hermitski, ako je a* = a;
e normalan, ako je a*a = aa®;

e projektor, ako je a* = a = a®.

e parcijalna izometrija, ako je aa*a = a.
Nadalje, ako je A unitalna, tada za a kazemo da je

e unitaran, ako je a*a = aa® = 1;

e izometrija, ako je a*a = 1;

e koizometrija, ako je aa® = 1;

Napomena 5.1.37. U slu¢aju matri¢ne algebre M,,(C) gornji pojmovi imaju uobicajena znacenja. Pritom
je za a € M,,(C) ekvivalentno: a je unitaran <= a je izometrija <= a je koizometrija (to opéenito
nije istina u beskona¢nodimenzionalnim x-algebrama).

Napomena 5.1.38. Oc¢ito su hermitski i unitarni elementi normalni. Skup svih hermitskih elemenata u A
oznacavamo s Ay. Primijetimo da je Ay, realan vektorski prostor i da vrijedi A = Ay, @i Ay,. Zaista, jasno
je da vrijedi A, NiAp = {0}. S druge strane, svaki element a € A mozemo prikazati u obliku a = a; +iag,

gdje su ay,as € Ay dani s
1( ) i 1( ")
a1—2a—i—a 1 ag—%a a).

Jedinstvene elemente a; i a2 redom oznacavamo s Rea i Ima. Nadalje, iz

a*a = (Rea)’ + (Ima)? —i(Ima-Rea — Rea - Ima)

aa* = (Rea)? + (Ima)* 4+ i(Ima - Rea — Rea - Ima)

slijedi da je element a normalan ako i samo Rea i Im a komutiraju.
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Propozicija 5.1.39. Neka je A x-algebra. Tada vrijedi:
(i) Svaka lijeva/desna jedinica u A je jedinica u A.

(ii) Ako je A unitalna, tada je hermitski element a € Ay, lijevo/desno invertibilan u A ako i samo ako
je on invertibilan u A.

Dokaz. (i). Dokaz ¢emo provesti za slu¢aj kada A ima lijevu jedinicu e. Adjungiranjem jednakosti ea = a
za sve a € A dobivamo a*e* = a* za sve a € A. Kako je involucija bijekcija s A na A, slijedi da je e*
desna jedinica u A. Dakle, e* = ee* = e, odnosno e = e* je jedinica u A.

(ii). Dokaz ¢emo provesti za slucaj kada je a € Ay, lijevo invertibilan. Tada postoji b € Ay, takav da
je ba = 1. Odatle slijedi ab* = (ba)* = 1. Dakle, b = b* je inverz od a u B. O

Definicija 5.1.40. Za podskup .S *-algebre A kazemo da je samoadjungiran ako vrijedi a* € S ¢im je
a € S. Za samoadjungiranu podalgebru B od A kazemo da je x-podalgebra od A.
Primjer 5.1.41. Neka je © topologki prostor. Tada su C(2) i Cy(Q) unitalne *-podalgebre od C2.

Primger 5.1.42. Neka su redom D, (C) i T,,(C) sve dijagonalne i sve gornjetrokutaste matrice u M,,(C).
Tada su D, (C) i T,,(C) podalgebre od M,,(C). Pritom je D, (C) samoadjungirana (stoga x-podalgebra
od M,,(C)), dok T, (C) nije.

Napomena 5.1.43. Ako je I samoadjungirani ideal x-algebre A, onda je kvocijentna algebra A/I x-algebra
uz involuciju
(a+1)":=a"+1 (acA).

Definicija 5.1.44. Za homomorfizam ¢ : A — B *-algebri A i B kazemo da je *-homomorfizam ako
je ¢ kompatibilan s obzirom na involucije na A i B, tj. ako vrijedi

¢(a*) = ¢(a)" Vae A.
Pojmovi sx-monomorfizma, *-epimorfizma i *-izomorfizma imaju ocita znacenja.

Napomena 5.1.45. Ako je ¢ : A — B x-homomorfizam, onda je njegova jezgra ker ¢ samoadjungirani
ideal u A i njegova slika ¢(A) je x-podalgebra od B.

Neka je A x-algebra. Ako je ¢ : A — C linearni funkcional na A tada je s

p*(a) = p(a*)  (a€A),
takoder zadan linearni funkcional na A. O¢cito vrijedi
P =0, (pHY) =" YT 1 (M) =g

Definicija 5.1.46. Za linearni funkcional ¢ na x-algebri A kazemo da je hermitski funkcional ako
vrijedi ¢p* = ¢, odnosno ¢(a*) = p(a) za sve a € A.

Naravno, svaki linearni funkcional ¢ ima jedinstven prikaz u obliku ¢ = @1 + ips, gdje su 1 i o
hermitski funkcionali; oni su dani s
= lo+9) i p= (e o)
901—290 ¥ 1902—2@.%0 ¥ )
Propozicija 5.1.47. Neka je A x-algebra. Linearni funkcional p : A — C je hermitski ako i samo ako
vrigedi p(Ap) CR. U tom sluéaju je p(Rea) = Rey(a) za sve a € A.
Dokaz. Ako je ¢ hermitski tada za a € Aj, imamo ¢(a) = p(a*) = ¢(a); dakle p(a) € R.
Obratno, ako je ¢(A4,) C R, tada je za a € A oc¢ito p(Rea) = Rey(a) i imamo

e(a*) = @Rea—ilma) =pRea) —ip(Ima) = p(Rea) +ip(Ima)
= ¢la),
odakle slijedi da je ¢ hermitski. O
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5.2 Normirane i Banachove algebre

Definicija 5.2.1. Normirana algebra je algebra A nad poljem C na kojoj je zadana submultiplikativna
norma, tj. norma || - || takva da vrijedi

labll < [lal[l[b]  Va,b € A.

Ako je A unitalna algebra s jedinicom 1 i ako je ||1|| = 1, tada kazemo da je A unitalna normirana
algebra.

Propozicija 5.2.2. Ako je A normirana algebra, onda je mnoZenje (a,b) — ab neprekidno, kao presli-
kavanje A x A — A.

Dokaz. Tvrdnja slijedi direktno iz nejednakosti

lab—a'¥|| = lla(b =) + (a = a" V'] < [la(d = b)[| + | (a — a")V'|
lallllo =01l + lla — o' [[[1b'll

IN

gdje su a,a’,b,b' € A. O

Definicija 5.2.3. Za normiranu algebru A kazemo da je Banachova algebra ako je A s obzirom na danu
normu potpun prostor. Potpuna unitalna normirana algebra se zove unitalna Banachova algebra.

Podalgebra normirane algebre je o¢ito i sama normirana algebra ¢ija je norma dobivena restrikcijom
pocetne norme. Takoder, zatvara¢ podalgebre je podalgebra. Specijalno, zatvorena podalgebra Banac-
hove algebre je Banachova algebra.

Neka je A normirana algebra i neka je I zatvoren ideal u A. Tada znamo da je s
la+I|| :=inf{lla+=z|: z €I} (a € A), (5.3)

dana norma na kvocijentnom prostoru A/I. S tom normom kvocijentna algebra A/I postaje normirana
algebra. Doista, ako su a,a’ € A, onda iz ¢injenice da je I ideal slijedi da je ax’ 4+ za’ + z2’ € I za bilo
koje z, 2’ € I. Stoga imamo

I(a + I)(a" + T)]| laa” + 1|

inf{|lad’ +z| : z €I}

< inf{||ad’ + zd' + a2’ + z2'|| . x,2" € I}
= inf{||(a +2)(d +2)||: x,2" €I}
< inf{lla+z|||a + 2| : z,2 €1}

= inf{|la+z||: x eI} -inf{l|d +2/||: 2’ € I}
= lla+I-[la"+I].
Propozicija 5.2.4. Neka je A normirana algebra i neka je I zatvoreni ideal u A. Tada je A/I normirana

algebra s obzirom na kvocijentnu normu . Nadalje, ako je A Banachova algebra, tada je i A/l
Banachova algebra.

Definicija 5.2.5. Normirana x-algebra je normirana algebra A na kojoj je zadana involucija za koju
vrijedi

la*[| = llall  Va € A.
Banachova x-algebra je potpuna (Banachova) nomirana %-algebra.

Neka je A normirana x-algebra i neka je I zatvoren (obostrani) x-ideal u A. Tada je kvocijentna
algebra A/I normirana s-algebra. Zaista, po definiciji involucije na A/I za a € A imamo

la+I| = inf{a+b|| :bel}=imnf{|a*+b*| :beI}=inf{|a*+b| :be I}
= |la™ + 1.
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Definicija 5.2.6. Za Banachovu algebru A opskrbljenu s involucijom * : A — A kazemo da je C*-
algebra ako njena norma zadovoljava tzv. C*-svojstvo:

|la*al|l = HaH2 Ya € A.

Napomena 5.2.7. Ako je A unitalna C*-algebra, tada direktno iz C*-svojstva slijedi ||1|| = 1. Zaista,
koristeéi Propoziciju [5.1.33| (i), imamo ||1)|2 = [|1*1]| = ||12|| = ||1]|, odnosno ||1| = 1.

Propozicija 5.2.8. Neka je A Banachova algebra opkrbljena s involucijom x : A — A. Ako za sve a € A
vrijedi ||a||? < ||a*al|, tada je involucija na A izometricna i A je C*-algebra. Posebno, svaka C*-algebra
je Banachova x-algebra.

Dokaz. Zaista, za a € A iz
lal® < lla*all < {|a*|[[lal, (5.4)

slijedi ||a|| < ||a*||. Ukoliko a zamijenimo s a*, dobivamo |la*|| < ||la||. Dakle, ||a*|| = ||a||, $to zajedno s

(5.4) daje [|a*a] = [la]*. =

Definicija 5.2.9. Neka je A C*-algebra. Za zatvorenu x-podalgebru B od A kazemo da je C*-podalgebra
od A. Ako jos k tome algebra A unitalna i ako je njena jedinica sadrzana u B kazemo da je B unitalna
C*-podalgebra.

Sada promotrimo nekoliko osnovnih primjera.

Primjer 5.2.10. Neka je € topoloski prostor.

(a) Cp(©2) je unitalna C*-algebra s obzirom na normu || - ||oc. Naime, za f € Cp(Q) je

2
17 flloo = sup |(f* ) (1) = sup [ f(1)* = <Sup|f(t)|> = |1 f1%
teQ teQ teQ)

Posebno, ako je prostor €2 kompaktan, onda je C(Q2) = C(2) unitalna C*-algebra.

(b) Za Q kazemo da je lokalno kompaktan ako svaka tocka iz 2 ima kompaktnu okolinu. Pretposta-
vimo da je €2 lokalno kompaktan Hausdorffov prostor koji nije kompaktan. Za neprekidnu funkciju
f:Q — C, kazemo da ima limes u beskonaénosti ako postoji kompleksan broj A takav da je za
svaki e > 0 skup {t € Q: |f(t) — \| > ¢} kompaktan. U tom slucaju je takav A jedinstven i pisemo
A = limyyo0 f(t). Ako je limyo f(t) = 0, tada kazemo da f trne u oco. Skup svih neprekidnih
funkcija f : Q — C koje trnu u oo oznac¢avamo s Cp(2). Dakle,

Co() = {f eC(): lim f(t) = o}.
Nije tesko vidjeti da je Cp(£2) uniformno zatvorena sx-podalgebra od Cy(Q2), tako da je Cy(Q2) ne-

unitalna C*-podalgebra od Cj(€2). Ako je  kompaktan, onda identificiramo Cy(£2) = C'(£2).

Oznaku lim o f(t ) mozemo opravdati na sljedeéi na¢in. Neka je co neka tocka 1 koja ne lezi u (2.
Stavimo € := QU {oo}. Oznacimo s 7 topologiju na € i definirajmo topologiju 7 na € na sljedeci
nacin:

(a) Svaki otvoren podskup od € je sadrzan u T, tj. TCT;
(b) (Q\ K)U{oc} € T za sve T-kompaktne skupove K C Q.
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Tada je (Q T) kompaktan Hausdorffov prostor koji sadrzi {2 kao gust otvoren podskup. Prostor
(Q T) se zove AleksandrovlJeV (jednotockovna) kompaktifikacija od € i ona je ujedno naj-
manja kompaktifikacija od € (opéenito je kompaktifikacija od 2 bilo koji kompaktan Hausdorffov
prostor koji sadrzi € kao gust otvoren podskup).

Primijetimo da prelaskom na Aleksandrovljvu kompaktifikaciju mozemo napraviti sljedeée identifi-
kacije:

Q) = {f € O(Q) - atgrélof(t)} i () = {f e Q) : floo) :o}.

Primger 5.2.11. Neka je (2, O, u) prostor mjere. Skup L>(£2, 1) dobiva strukturu unitalne komutativne
(C*-algebre uz standardne operacije po tockama, dok je norma dana esencijalnim supremumom:

esssup f :=inf{C > 0: |f(t)| < C za gotovo sve t € Q}.

Nije tesko vidjeti da za f € L*>(Q, ) vrijedi o(f) = R(f), gdje R(f) oznacava esencijalnu sliku funkcije
f, tj. skup svih A € C za koje skup {t € Q: |f(t) — A\| < €} ima pozitivnu mjeru za sve £ > 0.

Primger 5.2.12. Matri¢na x-algebra M,,(C) je C*-algebra uz operatorsku (spektralnu) normu

IT|| = sup |Tzl2= max VA, T €M,(C).
lofl2=1 Ao (T*T)

Primjer 5.2.13. Neka je D = {z € C : |z| < 1} jedini¢ni disk u C. Definirajmo skup A(D) koji se
sastoji od svih funkcija f € C(D) koje su holomorfne na interioru od D. Tada je A(ID) unitalna zatvorena
podalgebra od C(D), buduéi da je uniformni limes niza holmorfnih funkcija holomorfna funkcija. Dakle,
A(D) je unitalna Banachova algebra. Primijetimo da kompleksno konjugiranje ne definira involuciju na
A(D) bududi da funkcija z — Z nije holomorfna. Ipak, A(D) ima strukturu Banachove x-algebre s obzirom
na involuciju

f1(z):=J() (5:5)

Takva algebra A(D) zove se algebra diska. Lako se provjeri da s obzirom na involuciju (5.5)) norma
|| - |0 ne zadovoljava C*-svojstvo (provjerite za DZ).

Primger 5.2.14. Neka je ¢*(Z) skup svih funkcija f : Z — C takvih da je

1£1l == 1f(n)] < +oo.

nez

Tada je ¢! (Z) Banachov prostor uz operacije s obzirom na operacije po tockama i normom ||-||;. Mnozenje
funkcija f, g € £*(Z) definirano je kao njihova konvolucija, tj. kao funkcija f * g : Z — C dana s

(f*xg)(n Z f(n—m)g(m) (n€Z).

m=—0Q0

'Pavel Sergejevic Aleksandrov (1896.-1982.), sovjetski matematicar
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Bududéi da vrijedi

[e.9]

Yo Ufrgm) = Y

n=—oo n=—oo

Z Z m)|lg(m)]

n=—o0 m=—0o0

= Z Zlfn— )g(m)]

m=—0o0 nN=—0o0

. (rg<m>| > If(nm)l)

o0

S fn- m>g<m>‘

m=—0oQ

IN

= > lgm)llfllk
= [Iflllgll,

zakljucujemo da je f*g € £1(Z) i ||f * gll1 < ||fll1llgll1. Nadalje, kako za sve f,g € £X(Z) i n € Z vrijedi

o0

(fxg)(n) = Z fln—m Z f(m m)= > g(m)f(n—m)

m=—0o0 m=—0oQ m=—00

= (g*f)(n),

zakljucujemo da je algebra ¢!(Z) komutativna.
Za svako n € Z oznalimo s x, karakteristi¢nu funkciju skupa {n} (dakle x,(m) = dmyn). Tada je xo
otito jedinica u ¢!(Z). Takoder, za sve m,n € Z imamo

HXnHl =1 1 Xm*Xn= Xm+n VYm,n € Z. (56)

Takoder, na ¢!(Z) definiramo involuciju

fr(n) == f(=n),

s obzirom na koju £!(Z) dobiva strukturu unitalne Banachove x-algebre. Lako se provjeri da norma || - ||y
na ¢1(Z) ne zadovoljava C*-svojstvo. Npr. za f = xo — x1 — X2 imamo || f||} = 9. S druge strane, imamo

ffef=-x24+3x0—x2 = f"=flL=5
Banachova algebra ¢'(Z) se takoder zove grupovna algebra od Z.

Napomena 5.2.15. Primjer je samo specijalni slu¢aj algebre L'(G), gdje je G proizvoljna lokalno
kompaktna (Hausdorffova) grupa. Naime, svaka takva grupa G dozvoljava pozitivnu regularnu Borelovu
mjeru p koja je lijevo translaciono invarijantna, tj. vrijedi p(xE) = p(FE) za sve Borelove skupove E i
x € (. Takva mjera se zove lijeva Haarova mjera i ona je jedinstvena do na pozitivnu konstantu. Za
fiksiranu lijevu Haarovu mjeru p na G definirajmo L'(G) kao skup svih (klasa ekvivalencije) Borelovih
funkcija f : G — C za koje je

1]l = /G fldu < oo

Konvolucija funkcija f,g € L'(G) dana je s

/f o(y~1) dia(y).

Tada L'(G) postaje Banachova algebra koja se zove grupovna algebra od G. Nije tesko vidjeti da je
algebra L!(G) komutativna ako i samo ako je grupa G Abelova, te je L'(G) unitalna ako i samo ako je
G diskretna. Za detalje ¢itatelja upu¢ujemo na [16].
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*
* *

Sada ¢emo prezentirati neka osnovna svojstva Banachovih algebri.
Propozicija 5.2.16. Neka je A unitalna Banachova algebra.

(i) Ako jea € A illa|| <1, tada je 1 —a € A* i vrijedi

(1—-a) Za (5.7)

gdje je a® == 1. Specijalno, ||(1 —a)~"| < (1~ Jla)~!
(ii) Grupa A* invertibilnih elemenata v A je otvoren skup u A.
(iii) Invertiranje a — a~' je neprekidna bijekcija s AX na AX.

Dokaz. (i). Najprije primijetimo da red u konvergira u A, jer je on apsolutno konvergentan
(lla™] < |la|l™ < 1), a prema Teoremu svaki apsolutno konvergentni red u Banachovom pros-
toru je konvergentan. Ozna¢imo njegov limes s b. Tvrdimo da je b inverz od 1 — a. Zaista, bududi da je
mnozenje na A neprekidno (Propozicija [5. , imamo

(1—a)b:b—ab:ia”—ia”+1:1
n=0 n=0

b(l—a):b—ba:ia”—ianﬂzl.
n=0 n=0

Dakle, (1 —a)"! =bi

(ii). Fiksirajmo element a € A*. Tvrdimo da su svi elementi b iz otvorene kugle s centrom u a
radijusa |la~||7! invertibilni, tj.

1 X

beA: |b—al < Ta=T] C A~

Naravno, odatle ¢e direktno slijediti da je A* otvoren skup. Neka je stoga b € A takav da je ||b — a|| <
la=t||~t. Tada je
11— a0l = [la~ (a = b)[| < lla™H[[la — b)) < 1.

Iz (i) slijedi da je a~'b invertibilan, pa je i b invertibilan.

(iii). Pretpostavimo da je (an)nen niz u A* koji konvergira prema elementu a € A*. Bez smanjenja
opéenitosti mozemo pretpostaviti da za sve n € N vrijedi

tako da je

_ _ 1
11— a™ anll < fla™ [llla = anll < 3

Kako je

o0
E 1—ala,) —agla,
k=0
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imamo
1
wall <) 5=
k=0

za sve n € N. Slijedi
laz Il < lla talllla™]| < 2[la™ ",

tako da je

la' = ™M = llan* (an — a)a™ || < 2lla™"|*an — af| = 0,

kada n — oo. O

Ako unitalna normirana algebra A nije potpuna, tada A* ne mora biti otvoren podskup od A:

Primger 5.2.17. Algebru C[z] mozemo normirati na sljedeéi nacin:

Ipll = sup [p(N)| (p € C[2]). (5-8)
IAl<1

Bududi da je C[z]* = C* = C\ {0}, polinomi p,(z) := 1+ z/n, n € N, nisu invertibilni C[z]. S druge
strane, kako ||p, — 1|| — 0, zakljucujemo da C[z]* nije otvoren skup u C[z]. Posebno, C[z] uz normu
(5.8) nije Banachov prostor.

Ukoliko drugacije nije re¢eno, od sada pa nadalje ¢emo podrazumijevati da su sve Banachove algebre
netrivijalne (tj. razlicite od {0}). Sljedeéi rezultat smatra se fundamentalnim teoremom teorije
Banachovih algebri:

Teorem 5.2.18. Neka je A unitalna Banachova algebra. Tada je spektar svakog elementa a € A neprazan
kompaktan podskup od C koji je sadrian u zatvorenom disku Kc(0, ||a|).

Dokaz. Najprije dokazimo da je o(a) zatvoren podskup od C. Zaista, buduéi da je prema Propoziciji
(ii) A* otvoren podskup od A, p(a) je otvoren skup kao praslika od A* po neprekidnom preslika-
vanju A — Al — a. Nadalje, prema Propoziciji (i) za [A| > |la| je element A1 —a = A(1 — A7'a)
invertibilan, odakle slijedi da je o(a) sadrzan u zatvorenom disku K¢(0, ||a||). Kako je o(a) zatvoren i
omeden podskup od C, on je kompaktan.

Ostaje dokazati da je o(a) neprazan za sve a € A. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji element
a € A takav da je o(a) = (). Tada je njegova rezolventa R, definirana na ¢itavoj kompleksnoj ravnini
C. Fiksirajmo ogranicen linearni funkcional ¢ € A* i definirajmo funkciju f : C = C s f := po R,.
Tvrdimo da je f cijela funkcija. Zaista, ako je A9 € C proizvoljan, tada zbog neprekidnosti funkcionala
¢, Proporzicije [5.1.21] i neprekidnosti invertiranja imamo

f) = f(Xo) o < . Ry(\) — Ra()\o)> _ < lim (Ao — )\l\Ra()\)Ra(Ao)>

lim ———— = | =
,\g{\lo A— Ao ,\Ln;lo A— Ao

= —p ( lim (A1 —a)™ 1(>\01 - a)_1> = —p (()\01 - a)_2) e C.

A—=Xo

Nadalje, ako je |A| > ||la||, iz Propozicije [5.2.16] (i) slijedi

lell 1 el

= AN 1 _ el N = el
X =L - ]

el (e
01 < Belliracon = el

Dakle, f je ogranicena cijela funkcija s lim|y o f(A) = 0. Prema Liouvilleovom teoremu je f = 0. Kako
je ¢ € A* bio proizvoljan, prema Korolaru [2.2.1| zaklju¢ujemo da je (A1 — a)™' = Ry(A\) =0zasve A € C.
To je naravno kontradikcija, jer A # {0}. O

Korolar 5.2.19 (Geljfand-Mazurov teorem). Ako je A unitalna Banachova algebra u kojoj je svaki
element razlicit od 0 invertibilan, tada je A izometricki izomorfna algebri kompleksnih brojeva C.
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Dokaz. Neka je a € A proizvoljan element. Prema Teoremu [5.2.18, o(a) # 0. Za A € o(a) imamo
A —ae A\ A = {0}, tj. a = Al. Dakle A = C1. Definirajmo preslikavanje ¢ : C — A s ¢(X) := AL
Tada je ¢ oc¢ito (unitalni) izometricki izomorfizam Banachovih algebri. O

Napomena 5.2.20. Alternativni dokaz Geljfand-Mazurovog teorema, bez oslanjanja na Teorem [5.2.18] i
tehnike kompleksne analize, mozete npr. nadéi u [21].

Definicija 5.2.21. Neka je A unitalna Banachova algebra. Spektralni radijus elementa a € A defini-

ramo kao broj
r(a) :=sup{|A\|: A €o(a)}.

Prema Teoremu [5.2.18] 7(a) je dobro definiran broj i vrijedi
0<r(a) <|all (5.9)

Sljedeéi primjer pokazuje da su ocjene u ([5.9) najbolje moguce.
Primger 5.2.22. (i) Neka je Q topoloski prostor i neka je f € Cp(€2). Tada je prema Primjeru [5.1.15
o(f) = f(Q), pajer(f) = [ fllo-

(ii) U matri¢noj algebri A = My promotrimo matricu

=[01]

Bududi da je a®> = 0, imamo {0} = o(a?) = o(a)? (Propozicija [5.1.17)), pa je 7(a) = {0}. S druge

R

= 1.
Istaknimo neka jednostavna svojstva spektralnog radijusa.

lal _ 1} —sup{Jul A2+ [l = 1)
2

Propozicija 5.2.23. Neka je A unitalna Banachova algebra. Tada vrijedi:
(i) r(Aa) = |A|r(a) za svea € AiXeC.
(i1) r(a™) =r(a)” za svea € A in € N.

(iii) r(ab) = r(ba) za sve a,b € A.

Dokaz. Tvrdnje (i) i (ii) slijede direktno iz Propozicije|5.1.17} a tvrdnja (iii) slijedi direktno iz Propozicije
HENE O

Sljedeéi teorem nam daje relativno efikasan nacin za racunanje spektralnog radijusa.

Teorem 5.2.24. Neka je A unitalna Banachova algebra. Za svaki element a € A vrijedi
r(a) = inf{||a"||" : n €N} = lim |ja"x.
n—oo

Dokaz. Kao i inace, pretpostavljamo da je A unitalna algebra. Neka je a € A. Iz Propozicije [5.2.23| (ii)
i ocjene li slijedi r(a) < Ha”H% za sve n € N, pa je

r(a) < inf{||a"\|% : n € N} <liminf ||a”||% (5.10)
n—0o0

Neka je A otvoren disk u C s centrom u 0 radijusa 1/7(a) (pri tome uzimamo u obzir konvenciju 1/0 =
+00). Tada je 1 — Aa € A* za sve A € A. Fiksirajmo ograniceni funkcional ¢ € A* i definirajmo funkciju

f:A=C s fO):=¢(1-=X)™).
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Kao u dokazu Teorema zaklju¢ujemo da je f holomorfna funkcija na A. Dakle, postoji jedinstven
niz kompleksnih brojeva (A,)nez, takav da vrijedi

O = i AT (A EA). (5.11)
n=0

S druge strane, ako je |A\| < 1/[|a||(< 1/7(a)), tada je ||Aa|| < 1, pa je prema Propoziciji [5.2.16| (i)

oo

(1—-Xa)"t= Z Aa™.

n=0

Ako na tu jednakost djelujemo s (neprekidnim) funkcionalom ¢, dobivamo
FO) =D @A (1A < 1/a]). (5.12)
n=0

Buduéi da je Talyorov red analiticke funkcije jedinstven, iz i zakljucujemo da je A, = ¢(a™)
za sve n € Z. Specijalno niz (p(a”)\"),ez, konvergira prema 0 za sve A € A, pa je on naravno i
omeden. Buduéi da je ¢ € A* bio proizvoljan, prema principu uniformne ogranic¢enosti zaklju¢ujemo da
je (\"a")pez, ogranicen niz u A. Dakle, postoji C'(A) > 0 takav da vrijedi [[\"a"|| < C(X) zasven € Z,
odnosno Ha"||% < C(A)%/\)\] (za A # 0). Odavde slijedi limsup,, o Ha"H% < 1/|A|]. Dakle, pokazali smo
da iz r(a) < 1/|)| slijedi limsup, ___ [|a”||= < 1/|\], pa je

limsup [|a”|| < r(a). (5.13)
n—oo
Tvrdnja sada slijedi direktno iz (5.10) i (5.13). O

Prisjetimo se, ako je K neprazan kompaktan podskup od C, njegov komplement C \ K ima tocno
jednu neomedenu komponentu povezanosti. Za omedene komponente povezanosti od C\ K kazemo da
su rupe od K.

Propozicija 5.2.25. Neka je B unitalna Banachova podalgebra unitalne Banachove algebre A.
(i) Skup B* je otvoren i zatvoren podskup od B N A*.

(ii) Za sve b € B vrijedi
oa(b) Cop(b) i Oop(b) C doa(b).

(iii) Ako je b € B takav da o4(b) nema rupa, tada je o4(b) = op(b).

Dokaz. (i). Prema Propoziciji (ii), B* je otvoren podskup od B N A*. Kako bismo pokazali
njegovu zatvorenost, neka je (by)nen niz u B* koji konvergira prema elementu b € BN A*. Buduéi da
je invertiranje neprekidno (Propozicija (iii)), niz (b, })nen konvergira prema elementu b=' u A4, a
kako je B zatvorena podalgebra, slijedi b=! € B. Dakle, b € B*.

(ii). Kako je B* C A*, za b € B imamo pg(b) C pa(b), odnosno c4(b) C op(b). Nadalje, ako je
A € 0op(b) C op(b), tada postoji niz (A\,) u pp(b) koji konvergira prema A. Tada je \,1 —b € B* i
M —b ¢ B*, paiz (i) slijedi da A1 —b ¢ A*, tj. A € o4(b). Nadalje, za sve n € N je \,1 —b € A%,
odnosno Ay, € pa(b). Dakle, A\ € 0o 4(b), odakle slijedi inkluzija dop(b) C do4(b).

(iii). Ako je b € B takav da o0 4(b) nema rupa, onda je pa(b) povezan podskup od C. Kako je prema
(i) i (ii), pp(b) otvoren i zatvoren podskup od pa(b), zbog povezanosti od p4(b) imamo pp(b) = pa(b),
odnosno o 4(b) = op(b). O

Sljedeéi primjer pokazuje da je opéenito o 4(b) pravi podskup od op(b) kada o 4(b) ima rupa.
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Primgjer 5.2.26. Neka je A(D) algebra diska iz Primjera [5.2.13] Ako je S' := {z € C: |2| = 1} jedinicna
kruznica u C tada restrikcija

¢: AD) = CSY)  o(f) = fls
definira unitalni izometri¢ki monomorfizam algebre A(D) u algebru C(S!). Naime, izometri¢nost slijedi
iz principa maksimuma modula:

I1fllamp) = sup{|f(2)| : z € D} =sup{|f(2)|: z €S} =o(f)llcs-

Stavimo A := C(S') i B := ¢(A(D)), tako da je B unitalna Banachova podalgebra od A. Ako s a
oznacimo identitetu na I, tj. a(z) = z za sve z € D, tada je a € A(D) i o4mp)(a) = a(D) = D, pa je i
og(¢(a)) =D. S druge strane je o4(¢(a)) = a(S') =St

5.3 Geljfandova teorija za komutativne Banachove algebre

U ovom odjeljku ¢emo razviti osnovne elemente Geljfandove teorije iz koje slijedi da se svaka unitalna
komutativna poluprosta Banachova algebra moze uloziti u algebru neprekidnih funkcija na kompaktnim
Hausdorffovim prostorima.

Definicija 5.3.1. Neka je A algebra. Karakter algebre A je svaki homomorfizam algebri ¢ : A — C
razlicit od nule. U daljnjem ¢emo s Q(A) oznacavati skup svih karaktera algebre A.

Napomena 5.3.2. Ako je A unitalna algebra, tada je svaki ¢ € Q(A) unitalan. Zaista, iz p(1) = p(12) =
©(1)? slijedi da je ili ¢(1) = 01ili ¢(1) = 1. Kad bi bilo ¢(1) = 0, onda bi za svaki a € A vrijedilo

pla) = plal) = p(a)p(l) =0,
odnosno ¢ = 0. Dakle, ¢(1) = 1.

Lema 5.3.3. Neka je A unitalna algebra i neka je ¢ linearni funkcional na A. Tada je p € Q(A) ako i
samo ako vrijedi

p()=1 i ¢(a®) = p(a)® (5.14)
za sve a € A.
Dokaz. Ako je ¢ karakter na A, tada radi Napomene @ ocito ¢ zadovoljava (5.14). Obratno,

pretpostavimo da je ¢ linearni funkcional na A koji zadovoljava (5.14). Tada za proizvoljne elemente
a,b € A imamo

o(a®) + p(ab+ ba) + o(b*) = @(a® + ab+ ba + b?)
p((a+0)*) = (p(a) + @(b))”
= ¢(a®) +20(a)p(b) + ¢(b?),
odnosno
p(ab + ba) = 2p(a)p(b).

Stoga je dovoljno dokazati da vrijedi ¢(ba) = ¢(ab). Kako bismo to pokazali, najprije primijetimo da za
proizvoljne elemente x,y € A vrijedi jednakost

(zy — yz)® + (zy + yz)* = 2[z(yzy) + (yay)z],
tako da je

o(zy —yz)? +4p(x)’0(y)* = ¢

(zy — yo)*) + (zy + yz)®

(2y = y2)* + (zy +yz)*)

z(yzy) + (yzy)z)

) (yzy)-

Ukoliko stavimo z := a — p(a)l, tako da je p(x) = 0, i y := b, dobivamo ¢(xb) = ¢(bx), odnosno
o(ab) = p(ba). O
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Teorem 5.3.4 (GleasoKahanZelazk. Neka je A unitalna Banachova algebra. Za linearni
funkcional ¢ na A, su sljedece tvrdnje ekvivalentne:

(1) ¢ € Q(A).
(ii) (1) =1 1i¢(a)#0 za svaki a € A*.
(iii) ¢(a) € o(a) za sve a € A.
Dokaz. (i) = (ii). Kako je  karakter na A imamo (1) = 1 (Napomena5.3.2), paje 1 = p(a)p(a™!) =
¢o(a Yp(a) za sve a € AX. Specijalno, 0 ¢ p(A>).
(ii) = (iii). Ako je X € p(a), tada je a — A1 € A%, pa je 0 # p(a — A1) = p(a) — A
(iii) = (i). Najprije primijetimo da je (1) =1 (jer je o(1) = {1}). Prema Lemi dovoljno je
dokazati da vrijedi ¢(a?) = ¢(a)? za sve a € A. Kako bismo to pokazali, fiksirajmo prirodan broj n > 2
i definirajmo polinom
pP(A) = @((A1 —a)")

stupnja n. Ako s Aq,..., A\, ozna¢imo njegove korijene (brojeéi njihove kratnosti), tada za sve 1 <i <mn
imamo

0 =p(Ai) = p((Mil —a)") € o((Ail —a)").
Iz Propozicije [5.1.17 slijedi A; € o(a), pa je |A;| < r(a). Kako je

n

TI0 - %) =) = 3" = ngtap +

i=1

n

)@ e (1)),

usporedujuéi koeficijente vidimo da je
- n
Sx=npl@ i 3 = (3ol (5.15)
i=1 1<i<j<n
S druge strane, iz druge jednakosti u (5.15)) dobivamo

n 2 n n
(Z A,;) = Z 2242 Z Aij = Z A2 4 n(n —1)p(a?). (5.16)
=1 =1 1

1<i<j<n i=

Kombinirajuéi formule (5.15)) i (5.16]) dobivamo

n?lp(a)® — p(a®)| = ‘—mp(aQ) + Y A < nlp(a®)| + nr(a)®. (5.17)
=1

Kako nejednakost (5.17) vrijedi za sve n > 2, zakljuéujemo da je p(a?) = ¢(a)?, kao §to je i trebalo
pokazati. O

Korolar 5.3.5. Neka je A unitalna Banachova algebra. Tada je svaki ¢ € Q(A) ogranicen linearni
funkcional na A i vrijedi || o] = 1.

Dokaz. 1z teorema [5.3.4 i (5.9) slijedi |p(a)] < r(a) < |la]| za sve a € A, pa je ||¢|| < 1. Nadalje, iz
(1) = 1 slijedi [J¢] = 1. O

Ako je A unitalna komutativna Banachova algebra, tada je uvijek Q(A) # 0. Stovise, vrijedi sljedeé
bitan rezultat:

2 Andrew Mattei Gleason (1921.-2008.), americki matematicar)
3 Jean-Pierre Kahane (1926.-2017.), francuski matematicar
*Wieslaw Zelazko (1933.-), poljski matematicar
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Teorem 5.3.6. Neka je A unitalna komutativna Banachova algebra. Tada je preslikavanje
© : Q(A) — Max(A), O(p) =kerg={a€c A: ¢(a) =0}
bijekcija sa skupa Q(A) svih karaktera na A na skup Max(A) svih maksimalnih ideala u A.
U dokazu Teorema koristit ¢emo sljede¢u pomoénu tvrdnju:

Lema 5.3.7. Neka je A unitalna Banachova algebra i neka je I # A ideal u A. Tada je INK 4(14,1) = 0.
Posebno:

(i) T je ideal u A razlicit od A.
(ii) Svaki maksimalni ideal M u A je zatvoren.

Dokaz. Ako je a € A takav da je |la — 14]| < 1, tada je prema Propoziciji [5.2.16| (i) a invertibilan u A.
Dakle, a ¢ 1. O

Dokaz Teorema[5.3.6. Ako je p € Q(A), tada je ker p zatvoreni ideal u A kodimenzije 1, stoga maksimalni
ideal u A.

Pokazimo injektivnost preslikavanja ©. Neka su ¢1, p2 € Q(A) takvi da je ker 1 = ker ¢a; oznac¢imo
taj ideal s M. Buduéi da je M kodimenzije 1, svaki element a € A mozemo na jedinstven na¢in prikazati
u obliku

a=Al+0b, AeC, be M.
Kako je ¢(1) = 1 za svaki homomorfizam ¢ s ker ¢ = M, imamo
p1(a) = Ap1(1) + @1(b) = A = Apa(1) + p2(b) = pa(a),

a kako je a € A bio proizvoljan, zaklju¢ujemo 1 = @s.

Ostaje dokazati surjektivnost preslikavanja ©. Neka je M € Max(A). Prema Lemi M je zatvo-
ren ideal u A. Nadalje, prema Propoziciji svaki element Banachove algebre A/M je invertibilan,
pa je prema Geljfand-Mazurovom teoremu (Teorem A/M izometricki izomorfna algebri C. Uko-
liko s ¢ oznacimo izomorfizam A/M = Cis Qp : A — A/M pripadno kvocijentno preslikavanje, tada je
pi=0¢oQn € QA)i0O(p) =kerp =M. O

Korolar 5.3.8. Neka je A unitalna komutativna Banachova algebra. Tada je Q(A) # ().

Dokaz. Prema Propozicijils.1.27|ideal {0} je sadrzan u nekom maksimalnom idealu koji je prema Teoremu
5.3.6] jezgra nekog karaktera na . Posebno, Q(A) # 0. O

Definicija 5.3.9. Neka je A unitalna komutativna Banachova algebra. Radikal od A je definiran kao
presjek svih maksimalnih ideala u A. Oznacavamo ga s rad(A).

Napomena 5.3.10. Ocito je rad(A) zatvoren ideal u A. Nadalje, iz Teorema slijedi
rad(A) = (J{M : M € Max(A)} = ({kerp: ¢ € Q(A)}.

Definicija 5.3.11. Za unitalnu komutativnu Banachovu algebru A kazemo da je poluprosta ako je
rad(A4) = {0}.

Istaknimo sljedeée dvije interesantne posljedice Korolara

Korolar 5.3.12. Neka je ¢ : A — B homomorfizam unitalih komutativnih Banachovih algebri A i B.
Ako je B poluprosta, tada je ¢ automatski neprekidan.
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Dokaz. Prema teoremu o zatvorenom grafu, dovoljno je dokazati sljedeée: Ako je (an)nen niz u A koji
konvergira prema 0 i ako niz (¢(ay))nen konvergira prema elementu b € B, tada je b = 0. Kako bismo
to pokazali, fiksirajmo karakter ¢ € Q(B). Tada je ¢ o ¢ € Q(A) U {0}, pa su prema Korolaru oba
preslikavanja ¢ i ¢ o ¢ neprekidna. Slijedi

gp(b) = lim @(‘p(an)) = lim (90 o ¢)(an) =0.

n—oo n—oo
Iz proizvoljnosti ¢ € Q(B) i pretpostavke da je poluprosta, slijedi b = 0. O

Korolar 5.3.13. Neka je A unitalna komutativna poluprosta Banachova algebra. Svake dvije norme na
A uz koje je A Banachova algebra su medusobno ekvivalentne.

Dokaz. Neka su || - ||1 1 || - ||2 dvije norme uz koje je A Banachova algebra. Prema Korolaru [5.3.12
identiteta id4 je neprekidna kao funkcija (A, || - ||1) — (A, | - ||2) 1 kao funkcija (A, || - |l2) = (A, ] - [[1)-
Dakle, postoje konstante 0 < m < M takve da je

mllally < lall2 < Mlally  Va € A.
O

Na kraju ovog odjeljka istaknimo i jednu zgodnu primjenu Korolara [5.3.12] Najprije napomenimo da
bismo sli¢no kao u Primjeru|1.6.16 pokazali da je za svaki n € N prostor C"([0, 1]) svih n-puta neprekidno
derivabilnih kompleksnih funkcija na segmentu [0, 1] komutativna Banachova algebra uz operacije po

tockama 1 normu
"1
1Al =" HHf(k)Hoo-
k=0

Oznac¢imo s C*°([0, 1]) algebru svih beskona¢no puta derivabilnih kompleksnih funkcija na [0, 1]. Prirodno
je pitati se postoji li norma na algebri C*°([0, 1]) uz koju ona postaje Banachova algebra. Odgovor na to
pitanje je negativan:

Korolar 5.3.14. Na algebri C*°([0,1]) ne postoji norma uz koju ona postaje Banachova algebra.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno i neka je ||-|| norma na C*°(]0, 1]) takva da je (C*°([0, 1]), ||-||) Banachova
algebra. Prema Korolaru [5.3.12] identiteta id : (C*°([0,1]),] - ||) — (C([0,1]),] - |lo) je neprekidna
funkcija, pa postoji konstanta C' > 0 takva da vrijedi

[fllee < CIA VS € C=([0,1]). (5.18)

Koriste¢i tu nejednakost, pokazat ¢emo da je operator deriviranja D : C*°([0,1]) — C*([0,1]), D : f — [’
neprekidan i time dobiti kontradikciju s Primjerom 4.5.13| (b). Zaista, neka je (fn)nen niz u C*°([0, 1])
takav da vrijedi

lim [|fol =0 i lim [|f; —gl|=0
za neku funkciju g € C*°([0,1]). Tada je prema (j5.18))

Jim [falloo =0 il £ = gl = 0.

|n@—ﬁmm+/ﬂm@—mmﬁ

2| fullos + |y = @Il 5, — 9lloo,

Fiksirajmo tocke x,y € [0, 1] takve da je z < y. Iz
y
/ o) dt’
xX

slijedi ff g(t) = 0. Kako su tocke z i y bile proizvoljne, zakljucujemo da je g = 0. Neprekidnost od D
sada slijedi iz teorema o zatvorenom grafu. O

IN

IA
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Neka je A unitalna komutativna Banachova algebra. Prema Korolaru skup karaktera 2(A) na
A je sadrzan u zatvorenoj jedini¢noj kugli B4~ duala A*.

Definicija 5.3.15. Relativna w*-topologija na Q(A) se zove Geljfandoveﬂ topologija, a skup Q(A)
opskrbljen s Geljfandovom topologijom zove se Geljfandov spektar od A.

Eksplicitno, bazu okolina karaktera g € (A) ¢ine svi skupovi oblika

Uqay(po; a1, ... ,an,€) = {p € Q(A) : |p(a1) — polar)| <e,....[p(an) —polan)| <},
gdjesuneN, ay,...,ap € Aie>0.

Propozicija 5.3.16. Neka je A unitalna komutativna Banachova algebra. Onda je QU(A) kompaktan
Hausdorffov prostor.

Dokaz. Prema Banach-Alaogluovom teoremu za normirane prostore (Korolar[4.9.8) B4+ je w*-kompaktna.
Bududi da je Q(A) C Ba«, dovoljno je pokazati da je Q(A) w*-zatvoren podskup. Neka je ¢p € Q(A) .
Trebamo pokazati da je ¢g € 2(A). Neka je stoga (¢q)aeca mreza u (A) koja w*-konvergira prema ¢g.
Onda je po(l) =1 za sve a € A pa jei pp(l) = 1. Analogno iz ¢, (ab) = @ (a)pa(b) za sve a € A i
a,b € A slijedi pg(ab) = po(a)po(b). Dakle, ¢o € Q2(A) kao §to smo i trebali dokazati. O

Neka je A komutativna Banachova algebra. Za element a € A definiramo funkciju
a:QA) —-C s ale):=p(a).
Prema definiciji Geljfandove topologije na ©(A), funkcija a je o¢igledno neprekidna.

Definicija 5.3.17. Neka je A unitalna komutativna Banachova algebra. PreslikavanjeT'4 : A — C(2(A))
definirano s I'4 : a — & zove se Geljfandova transformacija od A.

Osnovna svojstva Geljfandove transformacije dana su sljede¢im teoremom:
Teorem 5.3.18. Neka je A unitalna komutativna Banachova algebra.

(i) Za sve a € A wvrijedi o(a) = a(Q2(A)). Posebno je ||all = r(a), te je a € A* ako i samo ako je
ae C(QUA))*.

(ii) Geljfandova transformacija I' s je unitalni kontraktivni homomorfizam algebri.
(iii) kerT'y =rad(A). Posebno, I'4 je injektivna ako i samo ako je A poluprosta.
(iv) T A je izometrija ako i samo ako vrijedi ||a?|| = ||a||? za sve a € A.

Dokaz. (i). Neka jea € A. Iz Teoremals.3.4Jslijedi ¢(a) € o(a) za sve ¢ € Q(A), odnosno a(Q(A)) C o(a).
Obratno, za A € o(a) element A1 — a nije invertibilan, pa prema Korolaru postoji M € Max(A)
takav da je A1 —a € M. Nadalje, prema Teoremu m postoji (jedinstven) ¢ € Q(A) takav da je
M = ker ¢, odakle slijedi A —¢(a) = ¢(Al —a) = 0, odnosno A = ¢(a). Dakle, a(©2(A)) = o(a). Posebno:

lalle = sup la(p)| = sup |p(a)l= sup [A|=r(a),
peN(A) peN(A) Aeo(a)

Qe C(QA)N =  a(p) £0VpeA) = 0¢oa(a).

(ii). Neka su a,b € Aia,B € C. Tada za svaki ¢ € 2(A) imamo

~

(aa+Bb)(e) = plaa+ ) = ap(a) + Bp(b) = aale) + Bb(c)
= (aa+ Bb)(y),

SIzrail Mojsejevic Geljfand (1913.-2009.), sovjetski matematicar i jedan od najutjecajnijih matematicara 20. stoljeéa
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ab(p) = ¢(ab) = p(a)p(b) = a(p)b(),
odakle slijedi da je I'y homomorfizam algebri. Nadalje, iz Napomene slijedi 1(p) = (1) = 1, dok
iz (i) dobivamo
ITa(@)lleo = llallec = r(a) <lall.

(iii). Tvrdnja slijedi direktno iz definicije Geljfandove transformacije i radikala.

(iv). Pretpostavimo da vrijedi ||a?|| = |/a||? za sve a € A. Indukcijom dobivamo da je tada i
|a?"|| = ||a||*" za sve n € N, pa iz (iv) i Teorema [5.2.24! slijedi

. . 1
IPa(@)loe = llalloo = r(a) = lim_[la*[|7" = [lal.
Obratno, ako je I' izometrija, tada je
la®] = lla2 ]l = [la%[loc = llall3 = llal*.

O

Napomena 5.3.19. Mnoge Banachove algebre koje se javljaju u praksi nisu unitalne. Kako bismo neke
od navedenih rezultata ovog i prethodnog odjeljka prosirili i na neunitalni ambijent, mozemo ovako
postupiti. Za neunitalnu algebru A definiramo njenu (minimalnu) unitizaciju, tako da uzmemo neki
element 1 ¢ A i definiramo

A:={a+A:acAXeC}.

Uz prirodne operacije A postaje unitalna algebra s jedinicom 1 u kojoj je A maksimalni ideal (Stovise, A
je kodimenzije 1 u A). Ako je A x-algebra onda i A postaje x-algebra uz involuciju (a + A1)* = a* + Al.

Spektar proizvoljnog elementa a neunitalne algebre A definiramo kao njegov spektar racunat u A, tj.
o(a) = oz(a).

Ako je A normirana (Banachova) algebra, onda i A postaje normirana (Banachova) algebra uz normu
la + A1|| := |jalla 4+ |Al. Ako je pak A C*-algebra, onda A postaje C*-algebra s obzirom na normu
la 4+ Al|| := sup{||az + Az||4a : x € Sa}

Nadalje, ako je A neunitalna komutativna Banachova algebra, svaki karatker ¢ € (A) mozemo na

jedinstven nacin prosiriti do karaktera ¢ € Q(A) koji je definiran s
ola+ A1) :=p(a) + A, ac A, NeC.

Onda je (uz prirodnu identifikaciju)
Q(A4) = QA \ {peo},

gdje je woo € Q(A) definiran s poo(a + A1) := A. Pritom je Q(A) C Ba-, te je Q(A) uz w*-topologiju
lokalno kompaktan Hausdorffov prostor. Za razliku od unitalnog sluc¢aja, za neunitalne komutativne
Banachove algebre se moze desiti da je 2(A) = 0 (tzv. radikalne algebre). Na analogan nacin definiramo
Geljfandovu transformaciju I'4 i nije tesko vidjeti da je njena slika sadrzana u C*-algebri Cy(Q2(A)).

Primger 5.3.20. Ako je 2 nekompaktan lokalno kompaktan Hausdorffov prostor, lako se provjeri da je (uz
prirodnu identifikaciju) Co(Q) = C(9), gdje je © Aleksandrovljeva kompaktifikacija od € (vidjeti Primjer
5.2.10| (b)). Zbog toga (minimalnu) unitizaciju smatramo algebarskim analogonom Aleksandrovljeve
(minimalne) kompaktifikacije.
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5.4 Primjeri i primjene

U ovom odjeljku éemo opisati Geljfandovu transformaciju na nekim konkretnim primjerima, te ¢emo
ilustrirati i neke njene primjene. Za pocetak kre¢emo s jednom jednostavnom posljedicom Teorema[5.3.18
¢iji direktni dokaz (tj. bez pozivanja na Geljfandovu transformaciju) ispada relativno "neuredan”:

Propozicija 5.4.1. Neka je A unitalna Banachova algebra i neka su a i b dva komutirajuca elementa iz
A. Tada vrijedi

r(a+b) <r(a)+r®) i r(ab) <r(a)r(d).
Specijalno, komutativna Banachova algebra A je poluprosta ako i samo ako je (A,r(-)) normirana algebra.

Napomena 5.4.2. Neka je A unitalna normirana algebra. Ako je {B; : i € I'} familija zatvorenih unitalnih
podalgebri od A, tada je (;c; B; takoder zatvorena unitalna podalgebra od A. Dakle, za svaki podskup S
od A postoji najmanja zatvorena unitalna podalgebra B od A koja sadrzi S; to je presjek svih zatvorenih
podalgebri koje sadrze skup SU{1}. Za tu algebru B kazemo da je generirana skupom S. Primijetimo
da je B zatvara¢ skupa koji se sastoji od svih (konaé¢nih) linearnih kombinacija (kona¢nih) produkata
elemenata iz S U {1}. Kazemo da je A konaéno generirana ako postoji kona¢ni podskup od A koji
generira A.

Dokaz Propozicije[5.4.1. Buduéi da spektralni radijus ne ovisi o ambijentalnoj algebri (Teorem [5.2.24]),
prelaskom na unitalnu Banachovu podalgebru generiranu sa skupom {a,b} bez smanjenja opéenitosti
mozemo pretpostaviti da je A komutativna. Tada je prema Teoremu

r(a+b) =+ blloc < llafloo + [blloc = r(a) +r(b)

r(ab) = [|ablloo < llallso|blloc = r(a)r(b).

Dakle, spektralni radijus r(-) definira submultiplikativhu polunormu na A. Nadalje, prema Teoremu

5.3.18| 7(-) je norma na A ako i samo ako je A poluprosta. O
Definicija 5.4.3. Neka je A unitalna komutativna Banachova algebra i neka su ay,...,a, € A. Za-

jednicki spektar od ay,...,a, je podskup od C" definiran s
olar,...,an) =ocala,...,an) :={(p(ar),...,olan)) : ¢ € QA)}.
Bududi da je 2(A) kompaktan te kako je preslikavanje
T:Q(A) —» C", T:p— (plar),...,elan)) (5.19)

neprekidno, o(ay,...,a,) je kompaktan podskup od C". Primijetimo da iz Teorema [5.3.18] (i) slijedi da
se zajednicki spektar jednog elementa a podudara s njegovim (obi¢nim) spektrom o(a).

Propozicija 5.4.4. Neka je A konacno generirana unitalna komutativna Banachova algebra. Ako su
ai,...,a, njeni generatori, tada je preslikavanje T iz homeomorfizam s Q(A) na o(ay,...,an).

Dokaz. Prema definiciji zajednickog spektra, T' je ocito surjekcija. Neka su @1, 02 € Q(A) takvi da je
p1(a;) = @a(a;) za sve 1 < i < n. Tada se p1 i gy podudaraju i na skupu svih linearnih kombinacija
produkata elemenata skupa {a,...,a,} U{1}. Buduéi da je taj skup gust u A i buduéi da su karakteri
neprekidni (Korolar , zaklju¢ujemo da je @1 = 9. Time smo pokazali injektivnost od 1. Sve
zajedno, T je neprekidna bijekcija s kompaktnog Hausdorffovog prostora €(A) na kompaktan Hausdorffov
prostor o(aq,...,a,), dakle T homeomorfizam (vidjeti Napomenu . O
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Primjer 5.4.5. Neka je A(D) algebra diska (Primjer . Za svako z € D definirajmo funkciju ¢, :
AD) — C s p.(f) :== f(2). Tada je p, € Q(A(D)) i preslikavanje F : z — ¢, definira homeomorfizam s
D na Q(A(D)).

Zaista, primijetimo da je A(D) generirana jednoclanim skupom {a}, gdje je a(z) = z (z € D).
Kako je o(a) = D, prema Propoziciji preslikavanje T : Q(A(D)) — D dano s T : ¢ — ¢(a) je
homeomorfizam. Njegov inverz je oc¢ito preslikavanje F.

Stoga, ukoliko identificiramo Q(A(D)) s D preko homeomorfizma T = F~!, Geljfandova transformacija
od A(D) postaje inkluzija A(D) C C(D).

Primjer 5.4.6. Neka je K kompaktan Hausdorffov prostor. Za svaki podskup £ C K stavimo
I(E):={feC(K): f(t)=0zasvete E}.

Tada je preslikavanje E — I(FE) bijekcija sa skupa svih nepraznih zatvorenih podskupova od K na skup
svih pravih zatvorenih ideala u C'(K). Pritom vrijedi:

I(E) € Max(C(K)) <= FE je jednoclan.
Nadalje, ako za t € K s ¢; oznac¢imo karakter na C(K) s jezgrom I({t}) = {f € C(K): f(t) = 0}, tj.

ei(f) = f@),  feC(K),

tada je preslikavanje F' : ¢t — ¢; homeomorfizam s K na Q(C(K)).

Dokazimo sve navedene tvrdnje. Jasno je da je I(E) zatvoren ideal u C(K) i da je I(F) = I(E), radi
¢ega smo se 1 ograni¢ili na zatvorene podskupove od K. Jer je algebra C'(K) unitalna, I(E) je pravi ideal
u C(K) ¢im je E # (. Nadalje, jer su kompaktni Hausdorffovi prostori normalni (Propozicija [4.1.4), ako
je E zatvoren podskup od K it € K \ E, onda prema Urisonovoj lemi (Teorem postoji funkcija
f € C(K) takva da je flg =01 f(t) # 0. Odavde slijedi da je preslikavanje E — I(F) injektivno.

Kako bismo pokazali surjektivnost preslikavanja E — I(E), za proizvoljan pravi zatvoren ideal J u
C(K) definirajmo skup

Zy={teK: f(t)=0 zasve f € J}.

Tada je Z; zatvoren podskup od K i J C I(Zy). Tvrdimo da je u stvari I = I(Zy). Zaista, fiskirajmo
fel(Zy). Zae > 0 neka je

U::{teK: |f(t)|<§}.

Tada je U otvoren skup u K koji sadrzi Zj, tako da je njegov komplement K \ U zatvoren, stoga
kompaktan skup, disjunktan sa Z;. Slijedi da za svaku tocku ¢t € K \ U postoji funkcija g; € J takva
da je gi(t) # 0. Tada je |g:|*> = gfg: € J i |g:|*(t) > 0. Zbog kompaktnosti od K \ U postoji konacan
podskup F od K \ U takav da je funkcija g € C(K) definirana s

g(s) = (Zéﬁf!ﬁ) (s) = Z \gt(s)|2, seK

teF teF

striktno pozitivna na K \ U. Jer se sve funkcije g; nalaze u J, slijedi g € J.
Definirajmo nizove funkcija (gn)nen 1 (fn)nen S

.
1+4ng

gn Jni=f gn, meEN.

Jer je g € J imamo gy, f, € J za sve n € N. Tvrdimo da niz (f,), uniformno konvergira prema f.
Zaista, za proizvoljan t € U imamo |f(t)| < 5, pa iz |gn| < 1 slijedi |f(t) — fn(t)| < €. S druge strane, niz
(gn)n uniformno konvergira prema 1 na K \ U, tako da postoji ng € N takav da je |g,(t) — 1| < m za
sve t € K\ U (ako je f =0 trivijalno je f € J). Odavde slijedi da je |f(t) — fn(t)] = |f(O)||gn(t) — 1] < &
za sve t € K\ U. Dakle, lim,,_,o || f — fulloo = 0. Je je fn, € J za sve n € N, zbog zatvorenosti od J je
fed.
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Ostaje jos dokazati da je preslikavanje F' : t — ¢; homeomorfizam s K na Q(C(K)). Bijektivnost
tog preslikavanja slijedi iz dokazane bijektivnosti preslikavanja K > t — I({t}) € Max(C(K)) i Teorema
Nadalje, za mrezu (tq)aeca u Qi tocku typ € K imamo

ta >t (WK) <= f(ta) = f(to) zasve f e C(K) (<= slijedi iz Urisonove leme)
= 1. (f) = e, (f) zasve f e C(K)
= Pra = ey (W QC(K))),

Sto pokazuje da je preslikavanje F' homeomorfizam.

Stoga, ako identificiramo Q(C(K)) s K preko homeomorfizma F~!, Geljfandova transformacija od
C(92) postaje identiteta na C(Q).

Neka je ¢ : A — B algebarski izomorfizam unitalnih komutativnih Banachovih algebri A i B. Defini-
ramo transponat od ¢ kao preslikavanje ¢! : Q(B) — Q(A) dano s

¢'(Y) =vpog, b eQDB)

Primijetimo da je ¢! bijekcija (s inverzom (¢f) ™1 (@) = oo™, ¢ € Q(A)). Stovise, ¢! je homeomorfizam
s Q(B) na Q(A). Zaista, za mrezu (g )aca u Q(B) i karakter 1)y € Q(B) imamo

Yo = Yo (uQ(B)) <= ¢u(b) = o(b) zasvebe B
>  Ya(op(a)) = Yo(p(a)) zasvea € A
= ¢ (Ya) = ¢' () (uQ(A)).

Time smo dokazali sljede¢u tvrdnju:

Propozicija 5.4.7. Neka su A i B unitalne komutativne Banachove algebre. Ako su A i B algebarski
izomorfne, tada su njihovi Geljfandovi spektri Q(A) i Q(B) homeomorfni.

Neka je sada F' : K1 — K9 homeomorfizam izmedu dva kompaktna Hausdorffova prostora K i K.
Definiramo transponat od F kao preslikavanje F* : C'(K2) — C(K1) koje je dano s

F'(9):==goF,  geC(Ka).

Primijetimo da je F izometricki izomorfizam Banachovih algebri C'(K3) i C(Ky). Zaista, F' je oéito
algebarski izomorfizam (s inverzom (F!)~!(f):= fo F7!, f € C(K})) i

IF (9l = sup{lg(F(t))| : t € K1} =sup{lg(s)| : s € K2}
= llgllee
za sve g € C(Ky).
Korolar 5.4.8. Za kompaktne Hausdorffove prostore K1 i Ko su sljedeée tvrdnje ekvivalentne:
(i) Banachove algebre C(K1) i C(K2) su izometricki izomorfne.
(i) Banachove algebre C (K1) i C(K2) su algebarski izomorfne.
(iii) Prostori Ky i Ko su homeomorfni.

Dokaz. (i) = (ii) je trivijalno, (ii) == (iii) slijedi iz Propozicije i Primjera|5.4.6, Nadalje, ako je
F : K1 — K5 homeomorfizam, tada prema prethodnom razmatranju F* definira izometri¢ki izomorfizam
Banachovih algebri C(K3) i C(K;). Time smo pokazali i (iii) = (i). O

U vezi s Korolarom i Primjerom [1.6.14] istaknimo i sljedeéi bitni rezultat kojeg navodimo bez
dokaza (za dokaz npr. vidjeti [7]):
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Teorem 5.4.9 (Banach—StoneovIﬂ teorem). Neka su Ky i Ko kompaktni Hausdorffovi prostori. Tada
su Banachovi prostori C(K1) i C(K2) izometricki izomorfni ako i samo ako su prostori K1 i Ko home-
omorfni. Stovise, svaka linearna izometrija ¢ : C(K1) — C(K2) je oblika

o(f) =u-(foF),  feC(K),

gdje je F : K9 — K| homeomorfizam i u : Ko — S! neprekidna funkcija.

Primjer 5.4.10. Neka je ¢1(Z) grupovna algebra od Z (Primjer(5.2.14)). Za z € S! definirajmo preslikavanje
¢, 1 (Z) - Cs

0:(f) = Zf(n)z"

nel

Tada je ¢, karakter na ¢'(Z) i preslikavanje F : z — ¢, je homeomorfizam sa S' na Q(¢(Z)).
Zaista, za svaku tocku z € S! funkcional ¢, je o¢ito linearan i razli¢it od 0. Nadalje, prema Fubini-
jevom teoremu, za f,g € ¢'(Z) imamo

po(fxg) = D (fxg)(n)"

ne”L

S (Z f(n—m)g(m)> %
nEZ \meZ

= 3ot (st =)
meZ nez

= Y g(m) (Zﬂn)zm*")
meZ nez

= (Zf(n)2”> (Z g(m)2m>
nez meZL

= »:(f)p:=(9).

Dakle, ¢, € Q(¢*(Z)). Pokazimo da je preslikavanje F' : z + ¢, homeomorfizam sa S' na Q(¢1(Z)).
Za svaki n € Z oznadimo s Yy, karakteristicnu funkciju skupa {n}. Tada je xo ocito jedinica u ¢(Z).
Takoder, za sve m,n € Z imamo

HXTLHl:l i Xn * Xm = Xm+n-

Buduéi da vrijedi F(2)(x1) = ¢-(x1) = z za sve z € S!, slijedi da je F injektivno preslikavanje.
Dokazimo i surjektivnost od F. Fiksirajmo proizvoljni karakter ¢ € Q(¢(Z)). Kako je x1 * x_1 = 1,

slijedi ¢(x1)p(x—1) = 1. Nadalje, kako je ||¢|| < 1 (Korolar [5.3.5), ¢(x1) 1 ¢(x—1) leze u D. Dakle,
z:=¢(x1) € St. Tvrdimo da je ¢ = ¢,. Zaista, kako je ¢ multiplikativan, za sve n € N imamo

n

©(xn) = @e(x1* x1 % xx1) = o(x1)" = 2".

Nadalje, iz jednakosti X, * x—n = 1 slijedi ¢(x,) = 2" za sve n € Z. Buduéi da svaku funkciju f € ¢*(Z)
mozemo reprezentirati u obliku

=" fm)xn:

neL

iz linearnosti i neprekidnosti of ¢ slijedi

o(f) =D f)elxn) =D f(n)z" = ¢.(f).

nel neZ

6Marshall H. Stone (1903.-1989.) americki matematicar
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Time smo pokazali surjektivnost od F'.

Dokazimo da je preslikavanje F' neprekidno. Neka je (23); niz u S' koji konvergira prema tocki zg € S'.
Neka je f € (1(Z), f # 0. Tada za sve N € Z, imamo

0. (F) =0z (H < D 1f)llzi = 281+ D 1f()ll2f — =51
|n|<N |n|>N
< [flh Sup 2 =25 +2 ) |f(n)
In|<N In|>N

Za dani € > 0 izaberemo N € Z, i kg € N tako da vrijedi

ST IfmI<T i sup | -2 <

e In|<N 2\|f\|

za sve k > ko. Tada dobivamo |¢,, (f) — ¢, (f)| < € za sve k > ko. Dakle, p., — ., u Q(¢*(Z)). Stoga
je prema Propoziciji 4.2.16| (iii) F neprekidna bijekcija izmedu kompaktnih Hausdorffovih prostora S! i
Q(¢*(Z)), stoga homeomorfizam prema Napomeni (c).

Sve zajedno, ukoliko Q(¢1(Z)) identificiramo s S! preko homeomorfizma F~!, Geljfandova transfor-
macija I' = T'p1 7y postaje homomorfizam algebri I : MZ) — C(SY), koji je dan s

L(f)(z) = f(z) = f(n)z", fel(z),zes

nez

Primijetimo da je ¢(Z) poluprosta (odnosno, I' je injektivna) buduéi da vrijednosti funkcije f € ¢1(Z)
mozemo rekonstruirati iz Fourierovih koeficijenata od f. Zaista, ako za funkciju ¢ € C(T) s ¢n(9)
oznacimo njen n-ti Fourierov koeficijent, tj.

1 o ity ,—in
o) = 5= [ ot (ne),
tada za g = f dobivamo
Cn(f) — i 27rf( zt) —int di = /27r Z f z m—n)t dt

2m Jo o et

= S gm [t = o)

a 2 0 a ’

meZ

pri cemu suma i integral komutiraju zbog apsolutne konvergencije reda ) . f (m)ei(m*”)t.

Slika od T' jednaka je skupu AC(S!) koji se sastoji od svih funkcija g € C(S') ¢iji Fourierov red
apsolutno konvergira (tzv. Wienerovzﬂ algebra). Buduéi da postoje funkcije g € C(St) ¢iji Fourierov
red ne konvergira apsolutno (vidjeti Korolar , I nije surjekcija. Takoder primijetimo da iz Teorema
5.3.18| (iv) slijedi da T nije izometrija jer za funkciju f := y1 — x2 — x3 imamo ||f||? =9, ali || f?|l = 7.

Kao direktnu posljedicu prethodnog razmatranja dobivamo sljedeéi netrivijalni rezultat iz klasi¢ne
Fourierove analize:

Korolar 5.4.11 (Wiener). Ako je Fourierov red funkcije g € C(S') apsolutno konvergentan i ako je
g(2) # 0 za sve z € S, tada je i Fourierov red funkcije 1/g apsolutno konvergentan.

Dokaz. Pretpostavku mozemo kratko zapisati u obliku g € AC(SH* = T(X(Z))*. Neka je f € (X(Z)
takva da je g = f = I'(f). Tada iz Teorema (i) slijedi f € £%(Z)*. Ako je f~!inverz od f u ¢}(Z),
tada dobivamo 1/g = I'(f~!). Dakle, 1/g € T(¢}(Z)) = AC(SY). O

"Norbert Wiener (1894.-1964.), americki matematicar i filozof
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Opéenitije, neka je G proizvoljna lokalno kompaktna (Hausdorffova) Abelova grupa (vidjeti Napomenu
5.2.15|). Fiksirajmo neku Haarovu mjeru p na G (koja je jedinstvena do na pozitivnu konstantu).

e Karakter na G je svaki neprekidni homomorfizam x s G' u multiplikativhu grupu kruznice S'.
Skup svih karaktera na G oznacavamo s G. Na G uvodimo operaciju mnozenja po tockama i s
obzirom na nju G postaje Abelova grupa, koja se zove Pontrjagino ﬁ dual od G.

o G opskrbljujemo s relativnom kompaktno-otvorenom topologijom, nasljedenom od C(G), koja je
generirana sa skupovima oblika

LU, K) :={f € C(G): f(K)CU},

gdje K prolazi po svim kompaktnim podskupovima od G, a U po svim otvorenim podskupovima
od C. S obzirom na tu topologiju G postaje lokalno kompaktna grupa.

e Za funkciju f € L'(G) definiramo njenu Fourierovu transformaciju kao funkciju f:G—cC

definiranu s
- / F@)X(@) dulz).
G

Takoder f oznatavamo s F(f).
Tada vrijedi sljedeéi bitan rezultat:

Teorem 5.4.12. Neka je G lokalno kompaktna Abelova grupa. Za x € G i f € LYG) definiragmo
dy(f) == f(X)-

(i) dy je karakter od L'(Q), te je preslikavanje F : G — Q(L*(G)) dano s F : x +— d, homeomorfizam.
(ii) (Riemann-Lebesgueova lema) f € Co(G) za sve f € L'(G).

Dakle, ako identificiramo Q(L'(G)) s G preko preslikavanja F'~ 1. Geljfandova transformacija prevodi
funkciju f € L'(G) u njen Fourierov transformat f. Moze se pokazatl da je I injektivna (dakle, L'(G)
je poluprosta) i da je I' surjektivna ako i samo ako je G kona¢na grupa.

Istaknimo i sljedeca dva bitna rezultata iz ove tematike.

Teorem 5.4.13 (Fourierova inverzija). Ako je G lokalno kompaktna Abelova grupa i p Haarova mjera
na G, tada postoji jedinstvena Haarova mjera fi na G takva da za sve funkcije f € LY (G) za koje je

fe Ll( ) vrijedi
=/éf(x)x(l‘) dii(x)

Teorem 5.4.14 (Pontrjaginova dualnost). Za svaku lokalno kompaktnu grupu G su grupe G i G
kanonski izomorfne, preko izomorfizma x — &, gdje je #(x) := x(x), z € G, x € G.

za fi-gotovo sve x € G.

Primjer 5.4.15. Ako je G = R" (uz Lebesgueovu mjeru kao Haarovu mjeru), moze se pokazati da je svaki
karakter od R" oblika x,(x) = e?™:%) 73 neki y € R™. Nadalje, preslikavanje R” — R”, dano s y — Xy
je homeomorfizam i izomorfizam grupa. Stoga je Fourierova transformacija funkcije f € L'(R") dana s

F(NHy) = fly) = f( Je 2 dy.

8Lev Semjonovi¢ Pontrjagin (1908.-1988.), sovjetski matematicar
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5.5 (*-algebre i neprekidni funkcionalni rac¢un

Propozicija 5.5.1. Neka je A unitalna C*-algebra. Tada za svaki normalni element a € A vrijedi

lall = r(a).
Dokaz. Najprije pretpostavimo da je a hermitski. Tada je ||a?|| = ||a*a|| = ||a||?>. Indukcijom dobivamo
da vrijedi ||a®"|| = ||la||*" za sve n € N. Koristeéi formulu za spektralni radijus (Teorem [5.2.24)), dobivamo

r(a) = lim [|a®" |7 = [|a].
n

Sada pretpostavimo da je a samo normalan. Buduéi da je a*a hermitski, iz dokazanog, Propozicije [5.4.1
i Propozicije [5.1.33| dobivamo

lal® = la*all = r(a*a) < r(a*)r(a) = r(a)* < [laf*.
Dakle, r(a) = ||al. O

Definicija 5.5.2. Neka je A unitalna x-algebra. C*-norma na A je norma na A s obzirom na koju je A
C*-algebra.

Kao jednostavnu posljedicu prethodnog teorema dobivamo sljedeéu bitnu ¢injenicu:
Korolar 5.5.3. Na unitalnoj x-algebri A postoji najvise jedna C*-norma.
Dokaz. Ako je || - || C*-norma na A, tada iz Propozicije [5.5.1] slijedi
lall? = la*a]l = r(a*a) = sup{|A| : A € o(aa)}
za sve a € A. Dakle, norma || - || je u potpunosti odredena *-algebarskom strukturom od A. O

Propozicija 5.5.4. Neka su A i B unitalne C*-algebre i ¢ : A — B x-homomorfizam. Tada je ¢
kontraktivan, tj. ¢ je ogranicen i ||¢|| < 1.

Dokaz. Najprije pretpostavimo da je ¢ unitalan. Tada prema Propoziciji[5.1.19| vrijedi op(¢(a)) € ca(a)
za sve a € A, pa iz Propozicije slijedi

l¢(a)|* = ll¢(a*a)|| = r(é(a*a)) < r(a*a) = [la*a]| = ||a]* (5.20)

za sve a € A. Dakle, ¢ je je uz navedene pretpostavke kontrakcija.

Ako ¢ nije unitalan, onda je ¢(14) jedinica u *-algebri ¢(A). Oznacimo s C zatvarac slike ¢(A) u
B i primijetimo da je C' C*-algebra. Buduéi da je mnozenje neprekidno i buduéi da je ¢(A) gusta u
C, zaklju¢ujemo da je ¢(14) jedinica i u C. Kako spektralni radijus elementa ne ovisi o ambijentalnoj
C*-algebri koja ga sadrzi, isti racun kao u (5.20) pokazuje da je ¢ kontrakcija i u tom slucaju. O
Korolar 5.5.5. Ako je ¢ : A — B x-izomorfizam unitalnih C*-algebri A © B, tada je ¢ izometrican.
Dokaz. Tvrdnja slijedi direktno iz Propozicije i ¢injenice da je ¢! takoder x-homomorfizam. [
Napomena 5.5.6. Moze se dokazatii da je svaki injektvni x-homomorfizam izmedu C*-algebri izometrican.
Propozicija 5.5.7. Neka je A unitalna C*-algebra i a € A.

(i) Ako je a hermitski, tada je o(a) C R.

(ii) Ako je a unitaran, tada je o(a) C S'.
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Dokaz. (i). Neka je A € o(a). Stavimo o := Re A i f := Im A. Promotrimo niz elemenata (a,) u A ¢iji je
op¢i ¢lan oblika
an:=a—al+infl, nelN.

Tada je ocito i(n + 1)8 € o(ay,) za sve n € N, odakle slijedi

[i(n+ DB < r(an)? < Jlan|®
laganll = [I(a — a1)* + n® 21
< Jla-all? +n26%

(n?® +2n +1)5?

Dakle,
2n+1)B* < |la —al|* VneN.

To je jedino moguce za S = 0, pa zaklju¢ujemo da je A = o € R.

(ii). Buduéi da je a unitaran, imamo |la| = 1, pa je o(a) € D. Takoder, buduéi da je i a~! = a*
unitaran, dobivamo o(a)~! = o(a~!) C D (prva jednakost slijedi iz Propozicije [5.1.17 (ii)). Dakle, da za
A €o(a) vrijedi i [A\| <111/|A| <1, odnosno |A| = 1. O

*
* *

Kao §to smo vidjeli, Geljfandova transformacija unitalne komutativne Banachove algebre A opéenito
ne mora davati dovoljno informacija o samoj algebri. S druge strane, ako je A unitalna komutativna
C*-algebra, tada njena Geljfandova transformacija ima najbolja svojstva koja ona opcéenito moze imati:

Teorem 5.5.8 (Komutativni Geljfand—Naimarkovﬂ teorem). Ako je A unitalna komutativna C*-
algebra, tada je njena Geljfandova transformacija

:A—-0(Q4), T:ama
unitalni (izometricki) x-izomorfizam.

U dokazu Teorema koristit ¢emo sljedeé¢i fundamentalni teorem realne analize koji je direktna
generalizacija klasi¢nog Weierstrassovog teorema da su polinomi u C([a, b]) uniformno gusti:

Teorem 5.5.9 (Stone-Weierstrassov teorem). Neka je K kompaktan Hausdorffov prostor. Ako je A
unitalna zatvorena x-podalgebra od C(K) koja razdvaja tocke od K, onda je A = C(K).

Za dokaz Teorema npr. vidjeti [I5]. Takoder ¢emo koristiti i sljedeéu pomoénu tvrdnju.
Lema 5.5.10. Neka je A unitalna C*-algebra. Svaki karatker ¢ na A je hermitski funkcional.

Dokaz. Prema Teoremu [5.3.18| (iii) i Propoziciji [5.5.7) za svaki hermitski element a € A imamo ¢(a) €
o(a) C R, pa tvrdnja slijedi iz Propozicije |5.1.47 O

Dokaz Teoremali5.8 Kao $to znamo, T' : A — C(2(A)) je unitalan kontraktivni homomorfizam i
IT(a)]|lcc = r(a) za sve a € A. Takoder, prema Lemi [5.5.10, za ¢ € Q(A) i a € A imamo

I'(a™)(p) = ¢(a®) = ¢(a) = T(a)() = T(a)*(p),
odakle slijedi da je I' *-homomorfizam. Nadalje, koriste¢i Teorem [5.3.18| dobivamo

lal* = lla*all = r(a”a) = [P (a"a)llo = IT(a) T(a)]s
= [r)lZ,

odakle slijedi da je I' izometrija, pa specijalno i injekcija. Kako bismo dokazali surjektivnost od I,
dovoljno je primijetiti da T'(4) C C(2(A)) zadovoljava uvjete Stone-Weierstrassovog teorema. Zaista,
prema dokazanom je I'(A) je unitalna zatvorena samoadjungirana podalgebra od C(2(A)) koja trivijalno
razdvaja tocke od Q(A).

O

9Mark Aronovi¢ Naimark (1909.-1978.), sovjetski matematicar
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Korolar 5.5.11. Svaka unitalna komutativna C*-algebra je poluprosta.

Neka je F' : K1 — Ko homeomorfizam izmedu kompaktnih Hausdorffovih prostora K7 i Ks. Kao
S§to znamo, njegov transponat Ft : g — go F, g € C(K3), definira izometricki izomorfizam s C(K>) na
C(K1). Stovise, primijetimo da je F* zapravo *-izomorfizam, jer za g € C(K3) i t € K; imamo

Fi(g)(t) = (g" o F)(t)=g"(F(t) = g(F(t)) = (g0 F)"(1)
(F'(9))"(t).

Koristeéi tu ¢injenicu, zajedno s Teoremom i Korolarom dobivamo sljedeéi rezultat:
Korolar 5.5.12. Za unitalne komutativne C*-algebre A i B su sljedeée tvrdnje ekvivalentne:
(i) A i B su x-izomorfne.
(i) A i B su algebarski izomorfne.
(iii) Q(A) i Q(B) su homeomorfni.

Ako je B unitalna Banachova podalgebra unitalne Banachove algebre A, tada znamo da za svaki
element b € B vrijedi inkluzija spektara o 4(b) C op(b) (Propozicija|5.2.25| (ii)) i da opéenito ta inkluzija
moze biti striktna (Primjer [5.2.26]). Ipak, ako su A i B C*-algebre, to se ne moze desiti:

Teorem 5.5.13. Neka je B unitalna C*-podalgebra unitalne C*-algebre A. Tada je op(b) = o4(b) za
sve elemente b € B.

Dokaz. Dovoljno je dokazati da vrijedi B* = BN A*. Najprije pretpostavimo da je b hermitski element
u B koji je invertibilan u A. U tom slu¢aju je prema Propoziciji|5.5.7, 04(b) C R\ {0}. Specijalno, o 4(b)
nema rupa (kao podskup od C), pa iz Propozicije (iii) zakljucujemo da je 04(b) = op(b). Posebno
0 ¢ op(b), odnosno b € B*.

Sada pretpostavimo da je b € B N AX proizvoljni element i neka je a € A njegov inverz (u A).
Adjungiranjem jednakosti ab = ba = 1 dobivamo a*b* = b*a* = 1, odakle slijedi bb*a*a = 1. Dakle,
hermitski element bb* je invertibilan u A, pa je prema dokazanom on invertibilan i u B. Neka je c € B
njegov inverz (u B). Iz bb*c =1 i ba = 1 zaklju¢ujemo da je a = b*c € B. O

Napomena 5.5.14. Ako je A unitalna C*-algebra i a € A, tada Teorem [5.5.13| ujedno opravdava i
kratku oznaku o(a), buduéi da spektar od a ne ovisi o ambijentalnoj unitalnoj C*-podalgebri u kojoj ga
racunamo.

Neka je A unitalna C*-algebra. O¢cito je presjek bilo koje familije unitalnih C*-podalgebri od A
ponovno unitalna C*-podalgebra od A. Odatle slijedi da za bilo koji podskup S C A postoji najmanja
unitalna C*-podalgebra od A koja sadrzi skup S. Tu C*-algebru oznacavamo s C*(S) i za nju kazemo da
je generirana skupom S. Ocito se C*(S) podudara s unitalnom Banachovom algebrom generiranom sa
skupom S U S*; dakle C*(S) je zatvara¢ skupa svih linearnih kombinacija produkata elemenata iz skupa
SUS*U{l}. Ako je S = {a} jednoclan, tada pisemo C*(a) umjesto C*({a}). Primijetimo da je element
a € A normalan ako i samo ako je C*(a) komutativna C*-algebra koja je jednaka zatvaracu skupa

{p(a,a®) : p € Clz,w]},
gdje C[z, w] oznacava algebru kompleksnih polinoma u dvije varijable z i w.

Propozicija 5.5.15. Neka je A unitalna C*-algebra i a € A normalan element. Geljfandova transfor-
macija a je homeomorfizam s Q(C*(a)) na o(a).

Dokaz. Prema Propoziciji preslikavanje 7' : ¢ — (p(a), p(a*)) je homeomorfizam s 2(C*(a)) na
zajednicki spektar o(a,a*) elemenata a i a*. Kako je p(a*) = ¢(a) (Lema [5.5.10)), projekcija 71 na prvu
koordinatu uspostavlja homeomorfizam s o (a, a*) na o(a). Odavde slijedi da je & = 7107 homeomorfizam.

OJ
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Teorem 5.5.16. Neka je a normalan element unitalne C*-algebre A. Postoji jedinstven unitalni -

izomorfizam ¢q : C(o(a)) — C*(a) takav da vrijedi ¢,(id) = a, gdje je id(\) = X\ za sve A € o(a).

Dokaz. Prema Teoremu Geljfandova transformacija I' = I'c«(4) uspostavlja unitalni *-izomorfizam s
C*(a) na C(Q(C*(a))). S druge strane, buduéi da je a je homeomorfizam s 2(C*(a)) na o(a) (Propozicija
[5.5.15)), njegov transponat a' je unitalni *-izomorfizam s C(o(a)) na C(Q(C*(a)). Tada jei ¢, := I 'od!
unitalni *-izomorfizam s C'(o(a)) na C*(a) te vrijedi

pa(id) = T~ Yal(id)) =T Y(a) = a.

Nadalje, prema Stone-Weierstrassovom teoremu (Teorem [5.5.9)) imamo C(o(a)) = C*(id), odakle slijedi
da je ¢, jedinstven unitalni *-izomorfizam s C(o(a)) na C*(a) sa svojstvom ¢, (id) = a. O

Koristeéi notaciju iz Teorema 5.5.16, za svaku funkciju f € C(o(a)) postoji jedinstven element f(a) €
C*(a) C A takav da je f(a) = ¢q(f). Oznaka f(a) opravdana je ¢injenicom da za polinom p € C[z,w] i
funkciju f € C(o(a)) definiranu s f(A) := p(\, A) imamo f(a) = p(a,a*).

Definicija 5.5.17. Neka je A unitalna C*-algebra i a € A normalni element. Pridruzivanje
C(o(a)) > f > fla) € C*(a) C A
zove se neprekidni funkcionalni racun normalnog elementa a.
Osnovna svojstva neprekidnog funkcionalnog racuna opisana su sljede¢im korolarom.

Korolar 5.5.18. Neka je A unitalna C*-algebra i a € A normalan element. Neprekidni funkcionalni
racun od a ima sljedeéa svojstva:

(i) Ako je f(\) = p(A\,\), gdje je p € C[z,w], onda je f(a) = p(a,a*).

(ii) Ako je (fn)nen niz u C(o(a)) i f € C(o(a)) tako da f,, — f uniformno na o(a), onda fn(a) — f(a)
u A.

(iii) (Teorem o preslikavanju spektra) o(f(a)) = f(o(a)) za sve f € C(o(a)).

(iv) A{}O(J‘;)f € C(o(a)) ig € C(f(o(a)) = C(o(f(a))), tako da je go f € C(a(a)), onda je (go f)(a) =
g(f(a)).

(v) Neka je (an)n miz normalnih elemenata u A takav da a, — a, K kompaktan skup takav da je
o(a) CInt K i f € C(K). Onda je o(an) C K za gotovo sve n i f(ap) — f(a).

(vi) Ako je ¢ unitalni x-homomorfizam s A u unitalnu C*-algebru B, tada je ¢(f(a)) = f(¢(a)) za sve
feClo(a)).

Dokaz. Tvrdnje (i) i (ii) su direktne posljedice Teorema 6| (i Korolara [5.5.5]).
(iii). Buduéi da je ¢4 : @ — f(a) unitalni *-izomorfizam s C( (a)) na C*(a) imamo

oa(f(a)) = oc+@)(f(a)) = oo @@ (f) = flo(a)).

(iv). Prema (i), jednakost (g o f)(a) = g(f(a)) vrijedi za sve funkcije g oblika g(\) = p()\, ), gdje je
p € Clz,w]. Jer su prema Stone-Weierstrassovom teoremu takve funkcije uniformno guste u C(o(f(a)) i
jer je ¢y(q) neprekidan, zakljucujemo da vrijedi (g o f)(a) = g(f(a)) za sve g € C(a(f(a))).

(v). Najprije dokazimo da za svaki otvoreni podskup O C C koji sadrzi o(a) postoji § > 0 takav da je
o(b) C O zasve b € A zakoje je ||a—b|| < . Zaista, neka je D zatvoreni disk u C s centrom u 0 radijusa
1+ ||a||. Prema Propoziciji za svaki A € p(a) = C\ o(a) postoji ry > 0 takav da je otvorena kugla
Uy u A s centrom u A\l — a radijusa 2ry sadrzana u A*. Neka je Oy otvoreni disk u C s centrom u A
radijusa 7. Kako je o(a) C D, slijedi da je {Oy: A € C\ o(a)} otvoreni pokriva¢ od D\ O. Buduéi da
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je D\ O kompaktan, postoji konaéno mnogo Ai,..., A, € C\o(a) tako da {O,,,...,0,,} pokriva D\ O.
Stavimo § := min{ry,,...,7x,,1}. Ako je |la —b[| <di A€ D\ O, tada je A € Oy, za neko j i

11 —a) = AL —=B)| < [\j = Al + [la—bl| < 5 +7, < 2y,

Dakle, A\1 —b € Uy, pa je A\l —b € A*. Slijedi da je D\ O C D\ o(b). Takoder, o(b) C D, jer je
lla —b]| < 1, odakle slijedi ||b]| < 1+ [la]|. Ako je X € o(b), tada X ¢ D\ o(b), tako da A ¢ D\ O. No
N € D, tako da X € O, odakle zaklju¢ujemo o (b) C O.

Neka je sada K kompaktan skup takav da je o(a) C Int K. Prema dokazanom zaklju¢ujemo da postoji
no € N takav da vrijedi o(ay) C Int K za sve n > ng. Stavimo C := sup,,cy ||an|| 1 neka je € > 0. Prema

Stone-Weierstrassovom teoremu postoji polinom p € C[z,w] takav da je supycg [f(A) — p(A\,A)| < e.
Tada imamo

limsup | f(an) — £(@)| < 2sup [F(A) — (A, V)| + limsup |p(an, a}) — p(a.a”)]

n—o0 AeK n—00

Bududi da je € > 0 bio proizvoljan, zaklju¢ujemo da f(a,) — f(a).

(vi). Kako je op(¢(a)) C oa(a) (Propozicija [5.1.19)), element f(¢(a)) je dobro definiran za svaku
funkciju f € C(oa(a)). Fiksirajmo f € C(oc4(a)) i neka je € > 0. Prema Stone-Weierstrassovom teoremu
postoji polinom p € Clz,w] takav da je supyeq(q) [|f(A) — P\ < €/2 na oa(a). Tada iz (i) slijedi
| f(¢(a)) — p(é(a), p(a)*)|| < e/2. Kako je ¢ kontraktivan (Propozicija[5.5.4), imamo

l6(f(a)) = f(o(a))ll = [6(f(a)) = é(p(a,a"))| +ll(p(a, a®)) — f((a)]
< S [F(A) =X N[+ [lp(é(a), ¢(a)*) — f(¢(a))]
< €.
Iz proizvoljnosti € > 0 zakljuc¢ujemo ¢(f(a)) = f(P(a)). O

Kao ilustraciju neprekidnog funkcionalnog rac¢una navodimo sljedeée dvije ¢injenice.
Propozicija 5.5.19. Neka je A unitalna C*-algebra i a € A normalan element.
(i) a je hermitski ako i samo ako je o(a) C R.
(ii) a je projektor ako i samo ako je o(a) C {0,1}.
(iii) a unitaran ako i samo ako je o(a) C S*.

Dokaz. (i). Ako je a hermitski, tada je prema Propoziciji[5.1.47| (i) o(a) € R. Obratno, ako je o(a) C R,
tada je A = A na o(a), pa je a* = a.

(ii). Pretpostavimo da je a projektor i stavimo p()) := A? — \. Tada je p(a) = 01iza A € o(a) imamo
A2 — X =p(A) € o(p(a)) = {0}; dakle X € {0,1}. Obratno, ako je a € A normalan i o(a) C {0,1}, onda
je A2 = X na o(a), pa je a® = a.

(iii). Ako je a unitaran, tada je prema Propoziciji m (ii) o(a) C S'. Obratno, ako je o(a) C S',
tada je AA = A\ =1 na o(a), pa je a*a = aa* = 1. O

Propozicija 5.5.20. Svaki element unitalne C*-algebre A se moze prikazati kao linearna kombinacija
cetiri unitarna elementa.

Dokaz. Najprije pretpostavimo da je a € A hermitski element s [ja|| < 1. Tada je o(a) C [-1,1], pa

funkcija
FO) = A+ivV1— A2
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pripada C*-algebri C'(c(a)). Stavimo u := f(a). Bududéi da za sve A € [—1, 1] vrijedi

FFNf)=1 1 A= »’W

iz neprekidnog funkcionalnog rac¢una slijedi da je w unitaran i da je a = (u + u*)/2.

U opéem slucaju za svaki a € A, a # 0 imamo rastav

o=l (o7 Rea) +ilal (2 ma).

Prema dokazanom, elementi ||a| "' Rea i |jal| "' Ima se mogu prikazati kao linearne kombinacije dva
unitarna elementa. Dakle, a se moze prikazati kao linearna kombinacija ¢etiri unitarna elementa. O

Napomena 5.5.21. Neka je sada A opéenita (ne nuzno unltalna) C*-algebra. Definirajmo C*-algebru A
na sljede01 na¢in: A = A ako je A unitalna, odnosno A = A (minimalna unitizacija, vidjeti Napomenu
ako A nije unitalna. Ako je a € A normalan element, tada neprekidni funkcionalni racun od a
moZemo naravno provesti u algebri A. Preciznije, ako je C* (a) unitalna C*-podalgebra od A generirana
elementom a, tada je preslikavanje ¢, : f — f(a) #-izomorfizam s C(o(a)) na C*(a). Stavimo

C(o(a))o :=A{f € Clo(a)) : f(0) =0}

i neka je Cj(a) najmanja C*-podalgebra od A koja sadrzi element a. Primijetimo da je Cj(a) jednaka
zatvaracu podalgebre
{p(a,a*) : p e Clz,w], p(0,0) = 0}. (5.21)

Pretpostavimo da je 0 € o(a) (8to je uvijek slucaj kada A nije unitalna). Koristeéi Stone-Weierstrassov
teorem 1 Primjer (b) nije tesko vidjeti da je svaka funkcija f € C'(o(a))p uniformni limes polinoma
oblika A — p(A\, A) (A € o(a)), gdje je p € C[z,w] takav da je p(0,0) = 0. Odavde slijedi da je f(a) limes
niza elemenata iz skupa . Odavde slijedi da je f(a) € Cj(a) € A. Dakle, ukoliko se ograni¢imo na
funkcije iz C(o(a))o, neprekidni funkcionalni ra¢un u tom slu¢aju mozemo u potpunosti provesti unutar
algebre A, bez ikakvog pozivanja na jedinicu 1 od A. To se zove neunitalni neprekidni funkcionalni
racun od a. S druge strane, ako je A unitalna i 0 ¢ o(a), tada je C(c(a))o = C(o(a)) i Ci(a) = C*(a),
odakle slijedi da se u tom slucaju neunitalni neprekidni funkcionalni ra¢un podudara sa standardim
neprekidnim funkcionalnim ra¢unom.

Dakle, sve zajedno, neunitalni neprekidni funkcionalni racun ¢, : f +— f(a) normalnog elementa
a € A je x-izomorfizam s C(c(a))o na Cj(a).

5.6 Uredaj u C*-algebrama

U ovom odjeljku ¢emo uvesti uredaj na hermitskom dijelu A, C*-algebre A i promatrati njegova
osnovna svojstva. Kao motivaciju, promotrimo sljedeéi (komutativni) primjer.

Primjer 5.6.1. Neka je A = C(K), gdje je K kompaktan Hausdorffov prostor. Tada je Aj skup svih
realnih funkcija iz A. Na Aj imamo prirodan parcijalni uredaj koji je dan s

f<g = f(s) <g(s) zasveseK.

Funkcija f € A je pozitivna, tj. f > 0 ako i samo ako je oblika f = ¢g*¢ za neku funkciju g € A. U tom
slucaju f ima jedinstven pozitivni drugi korijen u A koji je dan s s — 4/ f(s). Primijetimo da pozitivnost
realnih funkcija mozemo iskazati u terminu norme: Ako je f € Ay, tada su sljedeée tvrdnje ekvivalentne:

(i) f=0.
(ii) Za nekit > || f]loo vrijedi [[t1 — flleo < t.

(iii) Za svaki t > || f]loo vrijedi [[t1 — flloo <t
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Definicija 5.6.2. Neka je A unitalna C*-algebra. Za element a € A kazemo da je pozitivan i piSemo
a > 0 ako je a hermitski i ako vrijedi o(a) C Ry. Skup svih pozitivnih elemenata u A oznacavamo s Ay.
Napomena 5.6.3. Primijetimo da je AyN(—A4) = {0}. Zaista, ako jea € A N(—A4), tada je o(a) = {0},
pa iz Propozicije slijedi ||a|| = r(a) = 0, odnosno a = 0. Takoder primijetimo da iz Teorema [5.5.13
slijedi da za svaku unitalnu C*-podalgebru B od A imamo By = BN A..

Propozicija 5.6.4. Neka je A unitalna C*-algebra i neka je n € N. Za svaki pozitivni element a € Ay
postoji jedinstven pozitivni element b € Ay takav da je b = a.

Dokaz. Definirajmo neprekidnu funkciju f : R, — Ry s f(t) := {/t. Kako je o(a) C Ry, imamo
b:= f(a) € C*(a) C A. Nadalje, iz Teorema o preslikavanju spektra (Korolar (iii)) zaklju¢ujemo
da je o(b) C Ry ; dakle b € A;. Nadalje, kako je f(¢)" =t za sve t € Ry, slijedi b" = a. Ostaje dokazati
jedinstvenost takvog elementa b. Pretpostavimo da je ¢ € Ay neki drugi element takav da je ¢" = a.
Tada je ca = cc™ = "¢ = ac, tj. ¢ i a komutiraju. Nadalje, kako je b € C*(a), elementi b i ¢ takoder
komutiraju. Neka je B unitalna C*-podalgebra od A generirana s b i ¢. Tada je B komutativna i a € B.
Buduéi da Geljfandovi transformati od a, b i ¢ zadovoljavaju ¢" = a = b™, mora biti b = ¢, jer su bie
pozitivne funkcije. Iz Teorema [5.5.8| zaklju¢ujemo da je b = c. O

Definicija 5.6.5. Element b iz Propozicije 0znacavamo s an i zovemo ga pozitivni n-ti korijen
od a.

Propozicija 5.6.6. Neka je A unitalna C*-algebra. Za svaki hermitski element a € Ay, postoje jedinstveni
pozitivni elementi ay,a_ € Ay takvi da vrijedi

a=a4—a_ i ara_ =a_ay = 0.
Pritom vrijedi ||a|| = max{||ay||,|la—]}-
Dokaz. Definirajmo funkcije f, f- : R —- R s
t :t>0 0 :t>0
t) = - _(t) := -
f+®) {0 <0, J-® {—t £ <0.
Stavimo a4 = fy(a)ia_ := f_(a). Tada su a4 i a_ elementi u C*(a) C A. Takoder, elementi ay i a_
su hermitski, jer su fi i f_ realne funkcije. Nadalje, iz Teorema o preslikavanju spektra (Korolar [5.5.18
(iii)) zakljuéujemo da su elementi a4 i a_ pozitivni, jer je f1(R) C Ry i f_(R) C R;. Kako je
dr=fr—f- 1 f+f-=/-f+=0,
iz neprekidnog funkcionalnog ra¢una dobivamo
a=a+—a- 1 ata_ =a—_aq =0.
Takoder,
lall = sup{lt]: ¢ € ola)} = max{sup{f+(t) : t € o(a)},sup{f—(t): t € o(a)}}
= max{flay |, [la—[}.

Kako bismo dokazali jedinstvenost elemenata ay i a—, pretpostavimo da su aj i ag neki drugi elementi
u Ay takvi da je a = a1 —az i ajag = aga; = 0. Tada je a” = a + (—a2)" za sve n € N, odakle slijedi
jednakost

p(a) = p(a1) + p(—az)
za sve polinome p € R[z]. Prema Stone-Weierstrassovom teoremu postoji niz polinoma (p,)nen koji
uniformno konvergira prema fy na o(a) Uo(a1)Uo(—asz). Tada je

f+(a) = lim pn(a) = lim [py(ar) +pa(—az)] = fr(ar) + fr(—a2). (5.22)

Kako je fy(t) =t zasvet € o(a1) i f4(t) =0 za sve t € o(—ag), imamo fi(a1) =a1 i f+(—a2) =0. Iz
(5.22) zakljucujemo da je a1 = fy(a) = a4, pajeondaiay=a; —a=a-_. O
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Korolar 5.6.7. Neka je A unitalna C*-algebra. Svaki element a € A se moZe prikazati kao linearna
kombinacija cetiri pozitivna elementa

Dokaz. Koriste¢i Propoziciju [5.6.6] za a € A imamo
a=Rea+ilma=(Rea)y — (Rea)- +i[(Ima)y — (Ima)_],
pri ¢emu su (Rea)4, (Rea)—, (Ima)y, (Ima)_ € A;. O

Lema 5.6.8. Neka je A unitalna C*-algebra. Za hermitski element a € Ay, su sljedece tvrdnje ekviva-
lentne:

(Z) a <€ A+.
(i) Za nekit > ||a| vrijedi ||t1 — al| < t.
(iii) Za svakit > ||a|| vrijedi ||t1 — al| < t.

Dokaz. Mozemo pretpostaviti da je A = C*(a). Tada je prema Teoremu [5.5.16| A (izometricki) -
izomorfna C*-algebri C(c(a)). Tvrdnja sada slijedi iz Primjera [5.6.1] O

Propozicija 5.6.9. Neka je A unitalna C*-algebra. Skup svih pozitivnih elemenata Ay je zatvoren konus
u A, tj. Ay je zatvoren podskup od A i vrijedi:

(i) Ako sua € Ay it € Ry, tada jeita € Ay.
(i) Ako su a,b e Ay tada je ia+be Ay.
Dokaz. Najprije dokazimo da je A4 zatvoren podskup od A. Prema Lemi imamo
Ay =Apnfaec A [lafl —af <la]}-

Buduéi da je involucija na A izometrija, skup Ay je zatvoren u A. Drugi skup u gornjem presjeku je
takoder zatvoren zbog neprekidnosti norme. Dakle, A, je zatvoren podskup kao presjek dva zatvorena
podskupa.

(i). Akosua € A4 it € Ry, tada je ocito ta € Ap. Nadalje, kako je o(a) C Ry, imamo o(ta) = {t\:
A €o(a)} CRy. Dakle, ta € A.

(ii). Neka su a,b € Ay. Prema Lemi imamo ||[|al|1 — a| < |la]| 1 |||[6]]1 — b < ||b]], pa je

[(lall +16)1 = (a+0)| = [I(lalll —a) + (|61 = 0)| < |[llallt — all + [[[[6[IL — b]
< lall + o]l
Pozivajuéi se ponovno na Lemu [5.6.8] zaklju¢ujemo a +b € A,. O

Propozicija 5.6.10. Neka je A unitalna C*-algebra. Svaki element oblika a*a, a € A, je pozitivan.

Dokaz. Najprije dokazimo da iz —a*a € A4 (a € A) slijedi a = 0. Zaista, prema Propoziciji|5.1.18/imamo
o(—aa*)\ {0} = o(—a*a)\{0}. Odatle slijedi da jei —aa* € A;. Kako je a*a+aa* = 2(Rea)?+2(Ima)?,
zaklju¢ujemo
a*a=2(Rea)? +2(Ima)? —aa* € Ay,

Dakle, o(a*a) = Ry N (—R) = {0}, pa je ||a||* = ||la*a|| = r(a*a) = 0, odnosno a = 0.

Sada pretpostavimo da je a € A proizvoljan element i stavimo b := a*a. Tada je b € Ay, pa imamo
rastav b = by —b_, gdje su by, b_ € A, kao u Propoziciji[5.6.6l Ako je ¢ := ab_, tada je

—c*e=—b_a*ab_ = —b_(by —b_)b_ =b> € A,.

Iz prvog dijela dokaza slijedi ¢ = 0. Dakle, b_ = 0, odakle slijedi da je a*a = by € A. O
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Koristeéi pojam pozitivnosti u na hermitskom dijelu unitalne C*-algebre A mzemo definirati uredaj.

Definicija 5.6.11. Neka je A unitalna C*-algebra. Za a,b € Ay stavljamo a < b ako je b —a € A;.
Tada piSemo i b > a.

Primijetimo da je < relacija parcijalnog uredaja na Ay. Zaista:
- Refleksivnost: oCito je a < a za sve a € Ap,.

- Antisimetricnost: ako su a,b € Ay, takvidajea <bib<a,tadajeb—ac Ay N(—A;) = {0}

(Napomena [5.6.3)), odnosno b = a.

- Tmnzz'tivnost' ako su a,b,c € A takvidajea <bib<c, tadasub—a€c AL ic—be A;. Iz
Propozicije [5.6.9|slijedi ¢ —a = (¢ — b) + (b —a) € A4, odnosno a < c.

Nadalje, taj uredaj postuje strukturu realnog vektorskog prostora na Ay, :
- Ako su a,b,c € Ay iakojea <b, ondaje (b+c)—(a+c)=b—a€c A, odnosnoa+c<b+ec.

- Ako su a,b € Ay takvi da je a < b i ako je t € Ry, tada je b —a € AL, pa iz Propozicije [5.6.9
dobivamo tb — ta = t(b — a) € A4, odnosno ta < tb. Takoder, a < b ako i samo ako je —b < —a.

Definicija 5.6.12. Neka je A unitalna C’*—algelg)ra. Za, proizvoljan element a € A definiramo njegovu
apsolutnu vrijednost kao element |a| := (a*a)z.

Primijetimo da je prema Propozicijama|5.6.10]1[5.6.4] |a| dobro definiran element u A. Iz C*-svojstva
dobivamo |||a||| = ||a||. Takoder primijetimo da za svaki a € A;, imamo

ar=glal+a) i a =_(a-a)
i da je a pozitivan ako i samo ako je a = |a|.
U sljede¢em rezultatu istaknuta su osnovna svojstva od Ay:
Propozicija 5.6.13. Neka je A unitalna C*-algebra.
(i) Ay ={a®: a€ Ap} ={a*a: a € A}.
(ii) Ako su a,b € Ay takvi da je a < b, tada vrijedi c*ac < c¢*be za sve ¢ € A.
(i1i) Ako su a,b € Ay takvi da je a <b, tada je ||lal| < ||b]|.

(iv) Ako je algebra A wunitalna i ako su a i b pozitivni invertibilni elementi v A, tada iz a < b slijedi
0<blt<al

Dokaz. (i). Tvrdnja slijedi diretkno iz Propozicija|5.6.10]1
(ii). Buduéi da je b — a > 0, koristeéi Propozicije |5.6.10| i imamo:
c*be —cfac = c(b—a)ce=c"(b— a)%( )%
= ((b—a)2e)’((b—a)ic) >0,

odakle slijedi c*ac < ¢*be.
(iii). Iz b < ||b]|1, slijedi a < ||b]|1. Kako je a € A4, imamo ||a|| € o(a), odakle slijedi
1l = llall € o([[bl1 — a) S Ry.
Dakle, |[b]| > [|a|.

(iv). Najprije primijetimo da iz ¢ > 1 (¢ € Ap) slijedi ¢! < 1. Zaista, to je o¢ito totno u funkcijskim
C*-algebrama C(K) (K je kompaktan Hausdorffov prostor), dok opéenita tvrdnja slijedi iz Teorema
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5.5.16| primijenjenog na C*-algebru C*(c). Sada, ako su a,b € A, takvi da je a < b, tada prema (ii)
imamo

=
N

1 1
l=a 2aa 2 <a 2ba 2
1 1 1 1
pa je azb la2 = (a7 2ba"2)~! < 1. Ponovno koristeéi (ii) dobivamo

1 1 1 1 1 1
bl=a"2(a2bta2)a 2 <a 2a72=0a"l.

S

O

Propozicija 5.6.14. Neka je A unitalna C*-algebra i neka su a,b € Ay takvi da je a < b. Tada je i
1 1
a2 < b2.

Dokaz. Dokazat ¢emo da za a,b € A, iz a® < b® slijedi a < b, §to je naravno ekvivalentno s originalnom
tvrdnjom. Fiksirajmo e > 0 i ozna¢imo redom s ¢ i d realni i imaginarni dio elementa (¢1+b+a)(e14+b—a).
Tada je

¢ = %[(sl+b+a)(sl+b—a)+(el—l—b—a)(el+b—|—a)]

= 21+ 2b+b>—a?

> £,
odakle slijedi da je c € AL N A*. Kako je
1 .| 1.1
¢ 2(c+id)c 2 =1+4ic 2dc 2 € A%,
zakljucujemo da je (e14+b+a)(el+b—a) = c+id € A*. Posebno, element £1+b—a je invertibilan slijeva.

Kako je el + b —a € Ay, iz Propozicije [5.1.39| (ii) slijedi e1 + b — a € A*. Posljedi¢no, —¢ ¢ o(b — a) za
sve € > 0. To je jedino moguce ako je o(b —a) C Ry. Dakle, b —a € A, odnosno a < b. O

Sljedeéi primjer pokazuje da iz 0 < a < b opéenito ne slijedi a? < b?:
Primger 5.6.15. Neka je A = M,(C). Stavimo

1ol . 111
P=loo] " T721 1]
Tada su p i ¢ projektori u Aip < p+q. S druge strane imamo p?> =p £ (p + q)? = p+ q + pq + qp,
buduéi da matrica

e _L[3 2

ima negativnu svojstvenu vrijednost.

Stovise, moze se dokazati da u svakoj unitalnoj nekomutativnoj C*-algebri A postoje pozitivni ele-
menti a,b € A takvi da je a < b, ali a® £ b2

Napomena 5.6.16. Koriste¢i neprekidni funkcionalni ra¢un, moze se dokazati da svaki (obostran) zatvoren
ideal I u C*-algebri A dopusta tzv. aproksimativnu jedinicu, sto je rastuéa mreza (eq)aea pozitivnih
elemenata u I norme manje ili jednake 1 takva da za sve a € I vrijedi

li —a| =1 —all =0.
lim [laeq — af| = lim fJaeq — af

Koristeé¢i aproksimatvinu jedinicu mozemo dokazati da je svaki zatvoren ideal I u A automatski sa-
moadjungiran (dakle x-ideal) i da kvocijentna norma na A/I zadovoljava C*-svojstvo, tako da je A/l
C*-algebra.

Zaista, neka je (e4)aca aproksimativna jedinica za I. Buduéi da je involucija izometri¢na, tada je i

*. Jer je I ideal u A imamo eya™ € I za sve a € A, pa iz zatvorenosti od I zatvoren

a* = limgep eqa™.
slijedi a* € 1.
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Nadalje, po definiciji kvocijentne norme na A/I, za a € A ie > 0 mozemo naéi element b € I takav
daje |la+0b| < |la+I]|+¢&/2. Kako je b = limgyep eqb, postoji ap € A takav da je ||b— enb|| < €/2 za sve
a 2 ag. U daljnjem racunu radi jednostavnosti pretpostavljamo da je A unitalna. Onda imamo

la — eiall < [|(1—ea)(a+b)[| + [Ib— eadl| < [la+ bl + [|b— eadl| < [la+ ]|+
za sve a 2 ap. Time smo dokazali jednakost

lla + I|| = lim |la — eqall.
aEA

Odavde takoder slijedi i

_ * 1 * || — 13 o
la+ 1| = lla + Tl = lim lla”  eaa”]| = lim fla = aca].

Stoga za a € A b € I imamo
2 _ 1 . 2::- . * o
la +I][* = lim [la — aeq||” = lim [|(1 — ea)a”a(l — ed)|
< sup [[(1 = ea)(a’a+b)(1 —eq)|| + lim [[(1 — eq)b(1 — €q)|
acA aeh

<|la*a+b|| + lim ||b—b
< lla*a + bl| + lim [ — bea|l
= |la*a + b||.

Dakle, ||a + I||? < ||a*a + I|| za sve a € A pa iz Propozicija i slijedi da je A/I C*-algebra.



Poglavlje 6

Ograniceni linearni operatori na
Hilbertovim prostorima

6.1 Unitarni i Hilbertovi prostori

Definicija 6.1.1. Neka je X kompleksan vektorski prostor. Skalarni produkt na X je preslikavanje
(-,-) : X x X — C koje zadovoljava sljedeca svojstva:

o (\x+ py,z) = MNazx,y) + u(y, z) zasve z,y,z € X i A\, u € C (linearnost u prvoj varijabli).

o (x,y) = (y,z) za sve z,y € X (hermitska simetri¢nost).
o (z,x) >0zasvex € X i(x,z)=0 ako isamo ako je x = 0 (pozitivna definitnost).

Za par (X, (-,-)) (ili samo za X ako se skalarni produkt (-,-) podrazumijeva) kazemo da je unitaran
prostor.

Na potpuno analogan nac¢in definiramo skalarni produkt na realnom vektorskom prostoru, odnosno
pojam realnog unitarnog prostora (ako je F = R, onda je konjugiranje na R identiteta, tako da hermitska
simetri¢nost postaje obi¢na simetri¢nost, tj. (x,y) = (y,z) za sve z,y € X).

Napomena 6.1.2. Neka je X unitaran prostor.

(a) Iz hermitske simetri¢nosti i linearnosti u prvoj varijabli skalarnog produkta na X slijedi da je on

antilinearan u drugoj varijabli, tj. vrijedi (z, Ay + pz) = Xx,y) + @z, z) za sve z,y,z € X i
A, i € C. Opéenito, funkcije X x X — C koje su linearne u prvoj i antilinearne u drugoj varijabli
zovu se seskvilinearne forme.

(b) Kao sto znamo, skalarni produkt na X zadovoljava nejednakost Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky
(CSB-nejednakost):
(@, 9)|* < (x,2)(y,y) Va,y,€ X, (6.1)

pri ¢emu u vrijedi jednakost ako i samo ako su vektori x i y linearno zavisni.
(c) Direktno iz svojstava skalarnog produkta i CSB-nejednakosti slijedi da je s
|z|| ==V (z,x), ze€X
definirana norma na X za koju kazemo da je inducirana iz skalarnog produkta.

(d) Skalarni produkt, kao funkcija X x X — C je neprekidan s obizom na produktnu topologiju na
X x X (koja se podudara s topologijom induciranom iz svake p-norme na X x X za 1 < p < 00).
Zaista, ako su redom (xg)ren 1 (Yx)ken nizovi u X koji konvergiraju prema =z € X iy € X, iz
CSB-nejednakosti slijedi

@w ye) — (@ 9)] < e — 2yl + [z, ue — o) < lloe = 2yl + 2y — yell — 0.

ot e
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Definicija 6.1.3. Potpuni unitarni prostori zovu se Hilbertovi prostori.

Primgjer 6.1.4. (a) Osnovni primjer beskonaénodimenzionalnog Hilbertovog prostora je prostor £2, s
obzirom na skalarni produkt

(&6 kems (Mi)ken) =D &k,
k=1

(b) Opéenitije, ako je (X, F, ) prostor mjere, onda je L?(X) = L?(X, F, u) Hilbertov prostor s obzirom
na skalarni produkt

(f.g) = /X fgdp.

(c) Akosu Xy, ..., X, unitarni (Hilbertovi) prostori, onda je i @%S p<n Xk unitaran (Hilbertov) prostor,

jer je norma || - ||2 na ®%<k<n X}, inducirana iz skalarnog produkta

n

(1, o), (Y1y ey yn)) = Z(xz, .%’)Xi

k=1
(vidjeti Primjer (b)).

Ako je X unitaran prostor, lako se provjeri da norma ||-|| inducirana iz skalarnog produkta zadovoljava
relaciju paralelograma, t;j.

lz +ylI? + llz = ylI* = 2(|=]* + ) VYz,y € X.

Obratno, ako je X normiran prostor ¢ija norma zadovoljava relaciju paralelograma, tada je ona inducirana
iz skalarnog produkta. Preciznije, vrijedi:

Teorem 6.1.5 (Jordarﬂvon Neumannovﬂ teorem). Neka je (X, ||-||) kompleksan normiran prostor.
Norma ||-|| je inducirana iz skalarnog produkta (-, -) ako i samo ako ona zadovoljava relaciju paralelograma.
U tom slucaju je taj skalarni produkt dan s

3
1 . .
(r,y) = 3 3 Fle+ iy, wyeX. (6.2)
k=0

Napomena 6.1.6. (a) Formula (6.2]) se zove polarizacijski identitet.
(b) Lako se provjeri za za sve 1 < p < 00, p # 2, p-norma na /P ne zadovoljava relaciju paralelograma,
tako da ona nije inducirana iz skalarnog produkta (provjerite za DZ).

U Hilbertovim prostorima vrijedi sljede¢i vazan rezultat najbolje aproksimacije.

Teorem 6.1.7. Neka je H Hilbertov prostor i C' neprazan zatvoren konveksan podskup od H. Za svaki
vektor x € H postoji jedinstven vektor xg € C' takav da vrijedi

|z — zol| = d(z,C) = inf ||z —y]|.
yeC

Dokaz. Neka je x € H. Ako je x € C tvrdnja je trivijalna jer je onda xy = x trazeni jedinstveni vektor.
Stoga pretpostavimo da x ¢ C' i stavimo 0 := d(z,C). Onda je § > 0 jer je C' zatvoren (Propozicija
1.2.36)). Prema definiciji infimuma, za svaki n € N postoji x,, € C takav da vrijedi

1
0 < ||z — x| Sé—’_ﬁ (6.3)

!Ernst Pascual Jordan (1902.-1980.), njemacki matematicar i fiziGar, napoznatiji po svojim radovima u kvantnoj mehanici
i kvantnoj teoriji polja

2John von Neumann (1903.-1957.), madarsko-americki matematicar, fizicar, informaticar i inzenjer, jedan od najistak-
nutijih znanstvenika 20. stoljeca
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Tvrdimo da je (x,)nen Cauchyjev niz u C. Zaista, za m,n € N iz realcije paralelograma slijedi
(@ =) + (@ = 2)|” + (& = 2m) — (& = 20) > = 2(||7 — zl* + [l2 — 20 ?),

§to je, nakon dijeljenja s 4, ekvivalentno s

L el e — el £l — 2l

4 2

Ty + T
x_i

2

Jer su Zpm, x, € C, iz konveksnosti od C slijedi Z=t2e € O, tako da je ||z — &ttm || > §. Slijedi

|z — mez < (5+ %)2 + (5+ %)2
4 - 2 ’

1 1 1 1
Hxn—xm\|2§45<+>+2<2+2).
m n m n

Odavde vidimo da je niz (z,)neny Cauchyjev, pa iz potpunosti od H i zatvorenosti od C' slijedi da (z,)nen
konvergira prema nekom zg € C. Prelaskom na limes u dobivamo ||z — zg|| = J. Time smo dokazali
egzistenciju takvog vektora xg.

Preostaje dokazati jedinstvenost od xg. Neka je y € C' neki drugi vektor takav da vrijedi || — x| =
|z — y|| = J. Koristeéi ponovo relaciju paralelograma dobivamo

52_’_’

Sto je ekvivalentno s

(@ —20) + (& — )2 + (& — 20) — (& — )12 = 2(|& — w02 + & — y||2) = 46%.
Zbog konveksnosti od C' je xoTﬂ/ € C, pa iz definicije od 9 slijedi

To+ Y
2

2
452:4H$_ H + ||zo — y||* > 46% + ||lzo — yl|?,

Sto je jedino moguée ako je y = xg. O

Napomena 6.1.8. Moze se dokazati da analogna tvrdnja Teorema vrijedi i u svim refleksivnim
Banachovim prostorima, jedino §to opéenito najbolja aproksimacija xg € C' viSe ne mora biti jedinstvena.

Definicija 6.1.9. Neka je X unitaran prostor.
e Za dva vektora z,y € X kazemo da su ortogonalni i pisemo = L y ako vrijedi (x,y) = 0.

e Ako je S podskup od X, za x € X kazemo da je ortogonalan na S ako vrijedi z | y zasvey € S.
Skup svih vektora x € H ortogonalnih na S zovemo ortogonal od S i ozna¢avamo ga sa S=; dakle

St={zeX: (z,y)=0Vye S}

e Za podskup E od X kazemo da je ortogonalan skup ako su svaka dva razli¢ita vektora iz E orto-
gonalna. Ako je E ortogonalan i svi vektori iz E sunorme 1, onda za E kazemo da je ortonormiran
skup.

e Za ortonormiran podskup F od X kazemo da je ortonormirana baza (kratko ONB) za X ako

vrijedi [E] = X, tj. potprostor razapet svim vektorima iz E je gust u X.
Napomena 6.1.10. Neka je X unitaran prostor.

(a) Ako su z1,...,z, € X medusobno ortogonalni vektori, vrijedi Pitagorin poucak, tj.

lz1+ ..+ zal® = 21+

(b) Svaki ortogonalan skup je linearno nezavisan.
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(c) Ako je S C X, iz neprekidnosti skalarnog produkta slijedi da je S+ zatvoren potprostor od X.

Nadalje, vrijedi S* = [S]L, S+n[S]={0}i[S] C (S+)*. Ako je X potpun (tj. Hilbertov), onda
je [S] = (S*)* (vidjeti Napomenu [6.1.15))

(d) Analogno kao u konaénom slucaju, koristeci Granﬂ-Schmidtovﬁ postupak mozemo dokazati
da svaki prebrojiv linearano nezavisan skup {zy : k¥ € N} u (nuzno beskona¢nodimenzionalnom)
unitarnom prostoru X mozemo ortonormirati, tj. postoji ortonormiran skup {ex : k¥ € N} u X
takav da vrijedi [{z1,...,zn}] = [{€1,...,en}] za sve n € N. Konkretno:

k
T Tht1 — D j—1{Th+1, €5)€;

61:27 ek‘Jrl: k‘ 9 ]CGN.
[Zp1 = 2251 (Tht1, €5) €5l

21’

(e) Ako je X beskona¢nodimenzionalan, onda ONB E u X (ako postoji) opéenito nije algebarska baza za
X, odnosno [E] # X. Naime, kao $to ¢emo uskoro vidjeti, svaki separabilan beskona¢nodimenzionalan
Hilbertov prostor H ima prebrojivu ONB. S druge strane, prema Teoremu [2.2.8] algebarska dimen-
zija od H je card(H) = c.

Prisjetimo se da smo u Odjeljku [3-3] promatrali problem komplementabilnosti zatvorenih potprostora
Banachovog (ili samo normiranog) prostora. Dakle, za zatvoren potprostor Y Banachovog prostora X
smo rekli da je (topoloski) komplementabilan u X ako Y ima zatvoren direktni komplement, tj. ako
postoji zatvoren potprostor Z < X takav da vrijedi Y + Z = X. U tom slucaju se svaki vektor z € X
moze na jedinstven nacin prikazati u obliku x = y+ 2, gdjejey € Yiz € Z, tejes Py : X = X,
Pyz := y definiran ogranicen projektor sa slikom Y i jezgrom Z. Takoder smo vidjeli da u opéenitim
Banachovim prostorima mogu postojati nekomplementabilni potprostori kao §to je to slucaj s ¢ u £
(vidjeti Teorem . Sljededi vazan rezultat kaze svaki zatvoren potprostor Hilbertovog prostora je
komplementabilan. Stovise:

Teorem 6.1.11 (Rieszov teorem o projekciji). Neka je H Hilbertov prostor i Y zatvoren potprostor
od H. Onda je Y+ direktni komplement od Y, tj. Y + Y+ = X. Nadalje, ako je Y # {0}, za projektor
Py sa slikom 'Y i jezgrom Y+ vrijedi | Py|| = 1.

U dokazu Teorema [6.1.11] koristit ¢emo sljede¢i pomoéni rezultat.

Lema 6.1.12. Neka je X wunitaran prostor. Vektori z,y € X su ortogonalni ako + samo ako vrijed:
lz|l < ||z 4+ Ay|| za sve A € C.

Dokaz. Ako je x L y onda je prema Pitagorinom poucku

lz + Ayll? = llzl® + AP [y 1? > [l

za sve A € C.
Obratno, neka vrijedi ||z|| < ||z + Ay|| za sve A € C. Onda je
2] < |z = Ayl* = (& = Ay, 2 = Xy) = [|2]|* = 2Re(My, z)) + [A[*|ly||® (6.4)
za sve A € C. Ako je y = 0 tvrdnja je trivijalna. Ako je y # 0, u (6.4) uvrstimo \ := f@ﬁ@, odakle
oo )2 |yl ()
z,y z,y x,y
l2]* < fl|? = 22555 + o = llzll* = =
lyll lyll [yl
To je jedino moguée ako je (z,y) = 0. O

Napomena 6.1.13. Preko Leme [6.1.12| moZemo generalizirati pojam ortogonalnosti u proizvoljnim normi-
ranim prostorima (tzv. BirkhoﬂﬂJ amesovaﬁ ortogonalnost).

3Jorgen Pedersen Gram (1850.-1916.) danski aktuar i matematicar
4Erhard Schmidt (1876.-1959.), balticko-njemacki matematicar
SGarrett Birkhoff (1911.-1996.), americki matematicar

SRobert Clarke James (1918.-2003.), americki matematicar
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Dokaz Teorema 6111 Ako je Y = {0} tvrdnja je trivijalna, pa pretpostavimo da Y # {0}. Neka je
x € H. Prema Teoremu postoji jedinstven y € Y takav da vrijedi ||z — y|| = infyey ||z — v]|. Jer je
Y NYL = {0}, dovoljno je dokazati da je z := 2 — y € Y. No to slijedi direktno iz Leme |6.1.12] jer je
za e CiveY,y— Al €Y, paje prema izboru vektora y
Iz = llz =yl < [lz = (y = )|l = [|z + Av]l.
Nadalje,zaz € X iz =y + 2,y €Y, z € Y+ imamo Pyx = y pa je prema Pitagorinom poucku
1Pyl? = [lyll* < [lyll* + [I[* =[],
odnosno || Py | < 1. Nadalje, Pyy =y za sve y € Y, pa ako Y # {0} slijedi |Py| = 1. O

Teorem nam opravdava sljedeé¢u definiciju.

Definicija 6.1.14. Neka je H Hilbertov prostor i Y zatvoren potprostor od H. Za Y kazemo da je
ortogonalni komplement od Y i pisemo H =Y @ Y. Projektor Py sa slikom Y i jezgrom Y zove
se ortogonalni projektor na Y.

Napomena 6.1.15. Neka je H Hilbertov prostor i Y potprostor od H. Ako je Y zatvoren, onda iz
H =Y @Y ijedinstvenosti ortogonalnog komplementa slijedi da je Y ortogonalni komplement od Y+,
tj. vrijedi (Y1)+ =Y. Ako Y nije zatvoren, onda iz Y+ = Y iH=Yo (Y1) slijedi (Y4)* =Y.
Opcenitije, prema Napomeni (c) za svaki podskup S od H vrijedi S+ = EL, odakle slijedi
(st =18l

*
* *

Sada nam je cilj dokazati da svaki Hilbertov prostor H dopus$ta ortonormiranu bazu. Ako je H
kona¢nodimenzionalan, to jednostavno slijedi iz Gram-Schmidtovog postupka primijenjenog na pro-
izvoljnu bazu prostora. Ako je H beskona¢nodimenzionalan, onda je prema Teoremu algebarska
dimenzija od H jednaka card(H) > ¢, tako da ¢emo morati naci alternativni pristup kako bismo dokazali
tu ¢injenicu. U tu svrhu kre¢emo sa sljede¢im pomoénim rezultatom.

Lema 6.1.16. Neka je X unitaran prostor i F = {ey,...,en} konacan ortonormiran skup u X.

(i) Za x € X stavimo

n

z = Z(x,ek>ek € [F].

k=1
Tada je z jedinstvena nagbolja aproksimacija vektora x vektorima iz potprostora [F], tj. vrijedi

[z = 2| <llz =yl vy [F]\{z}.
(ii) Za sve x € X vrijedi

n
D len)]® < e,
k=1

pri cemu se jednakost postize ako i samo ako je x € [F].

Dokaz. (i). Neka je y € [F]. Jer je S ortonormirana baza kona¢nodimenzionalnog unitarnog prostora
[F], imamo y = Y ;_; A\ger, gdje je A\ = (y,ex) za sve 1 < k < n. Koristeéi svojstva skalarnog produkta
dobivamo

n n
0< lz =yl ={r—yx—y) = <$—Z)\k€k,$—z)\k€k>
k=1 k=1

= lll> = Meler, ) = > Nelwyen) + Y Il
k=1 k=1 k=1

= Jlall® =D Iz, en) P+ D e — (e .

k=1 k=1
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Odavde vidimo da je je vrijednost od || — y|| najmanja mogucéa ako i samo ako je posljednji sumand
jednak 0, sto je ekvivalentno s A\ = (z,ex) za sve 1 < k < n. To se totno desi kada je y = z. U tom
slucaju je

0< flo—z|* = [ll* = Y [, e)*. (6.5)

k=1

ii). Tvrdnja slijedi direktno iz (6.5)), jer je S_7_, |(z, ex)|* = ||z||?> ako i samo ako je & = 2, odnosno
k=1
ako i samo ako je z € [F]. O

Propozicija 6.1.17. Neka je X unitaran prostor ¢ E ortonormiran podskup od X.
(i) Za svaki v € X je skup {e € E: (x,e) # 0} najvise prebrojiv.

(ii) Za svaki x € X vrijedi tzv. Besselovlﬂ nejednakost

Dz o) <l

eck

(iii) Vektor x € X se nalazi u [E] ako i samo ako vrijedi Pa'rse'valov jednakost

Dl o) =lz.

ecl
(iv) Vektor x € X se nalazi u [E] ako i samo ako vrijedi vrijedi
x = Z(ac, e)e

eck

(v) Za sve x,y € [E] vrijedi

(:z:,y> = Z<x7 6><6, y>7

ecE

pri cemu red s desne strane konvergira apsolutno (ta jednakost se takoder zove Parsevalova jed-
nakost).

Oznake sumacija iz Propozicije mozemo formalizirati na sljede¢i nacin.

Definicija 6.1.18. Neka je X topoloski vektorski prostor i F = {z; : ¢ € I} familija elemenata u X.
Promatramo usmjeren skup Fin(/) svih kona¢nih podskupova od I, usmjeren s obzirom na skupovnu
inkluziju, kao u Primjeru m (b). Definiramo mrezu S : Fin(I) — X sa S(F) := ) ;. p z;. Kazemo da
je familija 7 sumabilna ako je mreza (SF)perin(r) konvergentna. U tom sluc¢aju njen (nuzno jedinstven)
limes zg zovemo sumom familije F i oznacavamo s xg = ) ;. ;.

Napomena 6.1.19. Ako je X normiran prostor, moze se dokazati da vrijedi:
(a) Ako je familija F = {z; : i € I} sumabilna, onda je mreza (Sr)perin(r) Cauchyjeva sto konkretno

znaci da vrijedi:
< ) |

S

(Ve > 0) (3F. € Fin(I)) (VF € Fin(I)) (F NF.=0 =
i€l

Ako je X Banachov vrijedi i obrat.

"Friedrich Wilhelm Bessel (1784.-1846.), njemacki astronom, matematicar, fizicar i geodet
8Marc-Antoine Parseval (1755.~1836.), francuski matematicar
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(b) Ako je F = {x; : i € I} sumabilna familija elemenata u X, onda je skup J = {i € I : z; # 0}
najvise prebrojiv iy i ;@ =3 i @i

(c) Prebrojiva familija {x, : n € N} u X je sumabilna ako i samo ako red > 2, x, konvergira
bezuvjetno, tj. za svaku permutaciju o : N — Nred Y 7, T (n) konvergira. Pritom vrijedi

o0 o
Z Tn = FelFig(N) T;:En - nz:l Tn = nzzl To(n)

neN

za svaku permutaciju o : N — N,

(d) Ako su svi z; nenegativni realni brojevi, tada je familija {z;};c; sumabilna ako i samo ako je
SUPper Y iep Ti < 00 1 u tom slucaju je

Z@-:sup{in: Fef}.

icl el

Koristec¢i desnu stranu gornjeg izraza mozemo definirati sumu ) ;. ; x; za proizvoljnu familiju {z; }icr
elemenata u Ry.

Dokaz Propozicije[6.1.17. (i). Fiksirajmo x € X. Za svaki n € N neka je

S, = {eeE; (2, )| > 1}.

n

Ako je F proizvoljan konacan podskup od Sy, iz Leme [6.1.16] slijedi

card(F)
|2 > [z, e)” > 5 = cad(F) < |02 z||].
ecF

Odavde zaklju¢ujemo da je S, konacan skup. Stoga je skup

{ecE: (m,e) #0} = ] Sn

neN

najvise prebrojiv, kao prebrojiva unija kona¢nih skupova.

(ii). Besselova nejednakost slijedi direktno iz (i) i Leme [6.1.16| (ii), jer je za svaki z € X i konacan
podskup F od E, Y. [(w,€)]* < 2],

(iii). Neka je x € [E]. Onda za dani € > 0 postoji kona¢an podskup F od E iy € [F] C [E] takav da
je [lx — y|| < e. Prema Lemi [6.1.16| (i) (i pripadnom dokazu), za z := > . p(z,e)e € [F] imamo

2] = > [z, e)? = [la = Yz, e)e

ecF ecF

2
< lz —yl* < &%

Dakle, za svaki € > 0 postoji konatan podskup F od E takav da je ||z — > .5 |(z,€)|* < &% Onda je
svakako i

0< le? =3 Iz, e)f < &

ecE

Jer je € > 0 bio proizvoljan, time smo dokazali Parsevalovu jednakost za x € @

Obratno, pretpostavimo da za neki € X vrijedi Parsevalova jednakost. Prema (i) je skup {e € E :
(x,e) # 0} najvise prebrojiv. Zbog Leme (ii) dovoljno je pretpostaviti da je taj skup prebrojiv,
tako da (nakon izbora bijekcije s N) mozemo pisati

{e€ E: (z,e) #0} = {en: n € N}. (6.6)
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Za svaki n € N neka je

n

Ty = Z(w,ek)ek. (6.7)

k=1
Onda je (xy,), niz u [E] i prema dokazu Leme [6.1.16] (ii) imamo

lz = @nl® = fJz|* — Z! z, ex)|”. (6.8)

Pretpostavka nam je da vrijedi ||z|> = .72, |(z,e)[>. Stoga desna strana u tezi prema 0 kada

n — oo. Dakle, x = lim,,_,o x,,, tako da je z € [E].

(iv). Ako je x € X takav da je x = ) (7, e)e, jasno je x € E].

Neka je sada z € [E]. Onda prema (iii) (uz iste oznake kao u (6.6)) za niz (z,)nen u E definiran s
7)) vrijedi x = limy,,—00 *n, 0dnosno

o0
Z x,ep)er = Z(az@)e.
k=1

(v). Neka su z,y € [E]. Apsolutna konvergencija reda ) p(z,e)(e,y) slijedi direktno iz AG-
nejednakosti

20(z,e)e, )| < [z, e)” + [{y e)]
i Besselovih nejednakosti > o5 [(z, €)|* < [|z[? i Y .cp (¥, €)]* < |ly||*. Neka je
S:={ee E: |(z,e)* + [{y,e)]* > 0},

sto je prema (i) najvise prebrojiv skup. Ako je S konacan, tvrdnja je jasna, a ako je S = {e, : n € N}
prebrojiv onda je zbog (iv), neprekidnosti i seskvilinearnosti skalarnog produkta

n n oo
(,y) = < lim » (x, ek>ek,y> = lim > («,ex){er,y ; zen)(ery) = >_(z,e){e,y).

n—
k=1 k=1 eckE

Direktno iz Propozicije [6.1.17] i definicije ONB dobivamo:
Korolar 6.1.20. Neka je X unitaran prostor i E ortonormiran podskup od X. Tada je ekvivalentno:
(i) E je ONB za X.
(ii) Za svaki x € X vrijedi |z|? =3 cp [z, €)%
(iii) Za svaki x € X wvrijedi x = p(z,e)e.
Definicija 6.1.21. Neka je X unitaran prostor, ¥ ONB za X i x € X.
o Izraz x = ) __p(z,e)e se zove Fourierov red od z s obzirom na ONB E.
e Skalari (x,e), e € E, se zovu Fourierovi koeficijenti od x s obzirom na ONB E.

Napomena 6.1.22. Neka je X nepotpun unitaran prostor. Ako je (H, ) upotpunjenje od X onda je H
Hilbertov prostor (jer norma od H zadovoljava relaciju paralelograma na gustom potprostoru ¢(X) od
H, pa zbog neprekidnosti norme onda i na ¢itavom H. Stoga, ako je £ ONB za X, onda je prema
Propoziciji nakon identifikacije X s ¢(X), zatvara¢ od [E] u H jednak H, tako da je E takoder
ONB za H.

Propozicija 6.1.23. Neka je X separabilan unitaran prostor.
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(i) Svaki ortonormiran skup u X je najvise prebrojiv.

(ii) X ima ONB. Pritom je ona konacéna ako je X konacnodimenzionalan, odnosno prebrojiva ako je
X beskonacnodimenzionalan.

Dokaz. Neka je S = {xj : k € N} prebrojiv gust skup u X.

(i). Ako je E = {e; : i € I} proizvoljan ortonormiran skup onda je |le; — e;| = v/2 za sve i,j € I,
i # j. Dakle, familija kugala {K (e;, g) : i € I} je medusobno disjunktna pa je s i — min{k € N: z, €
K (e, @)} dobro definirana injekcija s I u N. Dakle, card(I) < .

(ii). Tvrdnja je jasna ako je X kona¢nodimenzionalan. Pretpostavimo da je X beskona¢nodimenzionalan.
Definiramo novi skup S’ dobiven iz S na sljedeéi nacin: Izaberemo najmanji & € N takav da je xj # 0,
definiramo 2 := zj, stavimo ga u S’. Induktivno, ako jen € Niaf,..., 2, € S’ izaberimo najmanjil € N
takav da x; ¢ [{z],...,2,}], stavimo ], | := 2; i dodamo ga u S’. Onda je ocito S’ = {z], : n € N} line-
arno nezavisan skup i [S’] = [S]. Primjenom Gram-Schmidtovog postupka na S’ dobivamo ortonormiran
skup E = {e,, : n € N} takav da vrijedi [E] = [S"] = [S]. Stoga je [E] = [S] = X. O

Teorem 6.1.24. Neka je H Hilbertov prostor.

(i) Ortonormiran podskup E od H je ONB za H ako i samo ako je E maksimalan s (s obzirom na
skupovnu inkluziju).

(i) Svaki Hilbertov prostor ima ONB.

(iii) Svake dvije ONB za H su ekvipotentne. Stovise, ako je H beskonacnodimenzionalan, onda se
kardinalni broj proizvoline ONB za H podudara s najmangim kardinalnim brojem gustog podskupa
u H.

Dokaz. (i). Neka je najprije E ONB za H. Pretpostavimo da je x € H vektor koji je ortogonalan na
E. Prema Propoziciji imamo = = ) p(z,e)e. Jer je x L E, odnosno (r,e) = 0 za sve e € I,
slijedi z = 0. Dakle, ne postoji jedini¢ni vektor iz H koji je ortogonalan na E, tako da je E maksimalan
ortonormiran skup.

Neka je sada F maksimalan ortonormiran skup u H. Pretpostavimo da E nije ONB za H. Onda

p—
[E] # H pa je prema Teoremu [6.1.11{ i Napomeni |6.1.10| E+ = [E] # {0}. Stoga postoji jedini¢ni
vektor e € E+. Onda je E U {e} ortonormiran skup koji sadrzi E kao pravi podskup. Time smo dobili
kontradikciju s maksimalnosti od E. Dakle, E je ONB za H.

(ii). Tvrdnju dokazujemo primjenom Zornove leme. Neka je stoga & familija svih ortonormiranih
skupova u H parcijalno uredena sa skupovnom inkluzijom. Neka je £ proizvoljan lanac u £. Onda je
L :=Jge, S gornja meda za L. Zaista, dovoljno je argumentirati da je L ortonormiran skup. O¢ito su
svi vektori uz L jedini¢ni. Neka su z,y € L, x # y. Jer je £ lanac u &, postoji S € L takav da je z,y € S.
Onda je = L y jer je S ortonormiran. Prema Zornovoj lemi £ ima barem jedan maksimalan element. 1z
(i) slijedi da je £ ONB za H.

(iii). Ako je H konaénodimenzionalan, onda znamo da su svake dvije (algebarske) baze za H ekvipo-
tentne, pa su posebno i svake dvije ONB za H ekvipotentne.

Stoga pretpostavimo da je H beskona¢nodimenzionalan. Neka je E = {e; : i € I} proizvoljna ONB
za H. Prema pretpostavci je card(I) > RXg. Stavimo

k := min{card(S) : S C Hgust u H}.

Oznacimo s D skup svih (kona¢nih) linearnih kombinacija elemenata iz E s racionalnim koeficijentima
(tj. iz Q +iQ). Onda je D gust u X i card(D) = card(I). Naime, slicno kao u dokazu Teorema
za proizvoljan neprazan skup S ozna¢imo sa [S]<“ familiju svih nepraznih kona¢nih podskupova
od S. Buduéi da je preslikavanje s [(Q + Q) x I]<“ u S koje svakom podskupu {(q1,%1),...,(qn,in)} €
[(Q +4Q) x I]<* pridruzuje linearnu kombinaciju » ,_; qxe;, € S surjektivno, imamo

card(I) < card(D) < card([(Q + iQ) x I]=¥) = card((Q + iQ) x I) = Xq - card([) = card([).
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Dakle,
k < card(I). (6.9)

Obratno, neka je S gust skup u H (najmanjeg) kardinaliteta k. Sli¢no kao u dokazu Propozicije [6.1.23|za

svaki ¢ € I postoji z; € SN K (e;, @) Jer je familija kugala {K(e;, ?) : i € I'} medusobno disjunktna,
preslikavanje I — S definirano s ¢ — z; je injektivno, odakle slijedi

card(I) < k. (6.10)

Iz i (6.10) slijedi card(I) = . Posebno, jer je {e; : i € I} bila proizvoljna ONB za H i jer definicija
od k ne ovisi o izboru ONB, zaklju¢ujemo da su sve ONB za H kardinalnosti x, dakle ekvipotentne.
O

Prethodni teorem nam opravdava sljede¢u definiciju.

Definicija 6.1.25. Neka je H Hilbertov prostor. Hilbertova (ili ortogonalna) dimenzija od H je
kardinalni broj neke (pa onda i svake) ONB za H.

Napomena 6.1.26. Ako je X topoloski prostor, onda se najmanji kardinalni broj gustog podskupa od X,
tj.
min{card(S) : S C X gust u X}

zove gustoca od X.

(a) Jer se gusti skupovi po homeomorfizmima slikaju u guste skupove, gustoca je topoloska invarijanta,
tj. homeomorfni topologki prostori imaju istu gustoéu.

(b) Prema Teoremu [6.1.24] je za Hilbertov prostor H Hilbertova dimenzija od H jednaka gustoé¢i od H.

Primger 6.1.27. (a) U £? je kanonski niz vektora {e, : n € N} maksimalan ortonormiran skup, stoga
ONB za (2.

(b) Opéenitije, za proizvoljan skup J definiramo ¢?(.J) kao skup svih funkcija f : J — C za koje je
died |f(5)|? < oo (u smislu Definicije|6.1.18)). Nije tesko vidjeti da £2(.J) postaje Hilbertov prostor
uz standardnu vektorsku strukturu i skalarni produkt

(f.9)=>_ F(i)g(i)-

j€J

Nadalje, ako za j € J s e; : J — C oznac¢imo karakteristi¢cnu funkciju jednoclanog skupa {j}, onda
je {ej : j € J} maksimalan ortonormiran skup u ¢2(.J), dakle ONB za ¢2(.J). Na taj na¢in svakom
kardinalnom broju x mozemo pridruziti Hilbertov prostor #2(x) Hilbertove dimenzije .

Nadalje, ako je H proizvoljan Hilbertov prostor i {f; : j € J} ONB za H, onda je preslikavanje
U: H — (*(J) definirano s

Uz)(G) = (=, fi), g€

izometricki izomorfizam s H na ¢2(.J) (sve ove tvrdnje provjerite za DZ).

(c) Promotrimo Hilbertov prostor L?(S!) (s normaliziranom Lebesgueovom mjerom), tako da je za
f.g € L(8Y),
1 2m
= — 0)g(0)do
()= 5= [ 1)@ .
pri éemu (kao u Primjeru [3.1.10) pisemo f(6) za f(e®). Za n € Z neka je e, : S' — C funkcija
definirana s
en(0) =€, 9 est.
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Tvrdimo da je E := {e, : n € Z} ONB za L%(S!). Zaista, jer je

1 2 1’ —
(ewem) = 5 [ ermap =g m
2w Jo 0, inace,

E je ortonormiran skup u L2(S'). Maksimalnost od E slijedi iz uniformne gustoée trigonometrijskih
polinoma u C(S') (prema Stone-Weierstrassovom teoremu) i Luzinovog teorema koji u ovom sluéaju
kaze da je C(S') gust u L*(S').

Stoga, ako je f € L?(S'), njeni pripadni Fourierovi koeficijenti su dani s

R 1 o —inf
fo) = o [ s@c s, wez

dok je pripadni Fourierov red oblika

[= Z<f’ en>en~

nez

Stoga je prema Parsevalovoj jednakosti, Fourierova transformacija F : L2(S') — (?(7Z),

F(f) = (f()nez, [ L*S")

izometricki izomorfizam. Zbog toga se prostori L2(S!) i £2(Z) mogu identificirati i ta identifikacija
je poznata kao Riesz-Fischerov teorem.

Korolar 6.1.28. Neka su H i K beskonacnodmimenzionalni Hilbertovi prostori. Tada je ekvivalentno:
(i) H i K su izometricki izomorfni.
(ii) H i K su homeomorfni (kao topoloski prostori).

(iii) H i K su jednake Hilbertove dimenzije.
Posebno, svaki separabilan beskonacnodimenzionalan Hilbertov prostor je izometricki izomorfan s £2.

Dokaz. (i) = (ii). Tvrdnja je trivijalna.

(ii) == (iii). Pretpostavimo da su H i K homeomorfni. Jer su H i K beskonatodimenzionalni,
prema Napomeni H i K imaju istu gustocu, pa su prema Teoremu (ili) H i K jednake
Hilbertove dimenzije.

(iii) = (i). Ako su H i K iste Hilbertove dimenzije, onda svake dvije ONB za H i K mozemo
indeksirati istim indeksinim skupom J. Prema Primjeru (b) H i K su izometricki izomorfni s
?2(J), pa su posljedicno H i K izometri¢ki izomorfni. O

Napomena 6.1.29. Ekvivalencije u Korolaru vrijede neovisno o tome jesu li H i K konac¢ne ili
beskonacne dimenzije. Naime, oc¢ito je da uvijek vrijede implikacije (i) = (ii) i (iii) = (i). Za impli-
kaciju (ii) = (iii) argument je kompliciraniji. Naime, ako je jedan od H ili K kona¢nodimenzionalan
onda mozemo upotrijebiti Teorem o invarijanciji domene koji kaze da ako ako je U otvoren podskup euk-
lidskog prostora R™ i f: U — R™ injektivna neprekidna funkcija, onda je f(U) otvoren skup u R" i f je
homeomorfizam s U na f(U) (npr. vidjeti [23]). Posebno, za m # n prostori R™ i R™ nisu homeomorfni.

6.2 Svojstva ogranicenih operatora na Hilbertovim prostorima

Neka je X unitaran prostor. Za svaki y € X je s

oy(z) = (z,y), ze€X

definiran ogranicen linearni funkcional na X i ||¢,|| = ||ly||. Zaista, prema CSB-nejednakosti je ¢, (x)| <
lyllllz|l za sve x € X §to pokazuje ||py| < |lyll. Ako je y = 0 ocito je |¢y|| = 0. Ako je y # 0 onda je
e = H—zH jediniéni vektor u X i ¢y (e) = ||y

S druge strane, na Hilbertovim prostorima na taj nacin dobivamo sve ogranicene linearne funkcionale:
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Teorem 6.2.1 (Rieszov teorem o reprezentaciji ogranicenih linearnih funkcionala). Neka je
H Hilbertov prostor. Za svaki ¢ € H* postoji jedinstven y € H takav da vrijedi ¢ = ¢y, odnosno
o(x) = (x,y) za sve x € H. Nadalje, preslikavanje ¢ : H — H* definirano s ¢(y) = py je antilinearni
izometricki izomorfizam.

Dokaz. Ako je ¢ = 0 ocito je y = 0 jedinstven vektor iz H takav da je ¢ = ¢,. Stoga pretpostavimo da
@ # 0. Onda je ker ¢ zatvoren potprostor kodimenzije 1. Prema Teoremu [6.1.11]je H = ker ¢ @& (ker )=+

i (ker o) je dimenzije 1. Izaberimo jedini¢ni vektor e € (ker ¢)* i stavimo

_el)

22) o ¢ ker ¢, tako da je (x @(e))e) Le.

w(e)

Tvrdimo da je ¢ = ¢,. Zaista, za proizvoljan vektor x € H je x—

Dakle, (x,e) = ‘Z((g iz cega slijedi

p(x) = p(e)(z, e) = (z,p(e)e) = (z,y) = py(z).
Pretpostavimo da je z € H neki drugi vektor takav da je ¢ = ¢y = ¢.. Onda je (z,y — z) = 0 za sve
x € H. Posebno za x = y — z dobivamo = — z = 0.

Preostaje dokazati da je preslikavanje ¢ : y — (¢, antilinearni izometricki izomorfizam s H na H*.
Izometri¢nost i surjektivnost od ¢ smo veé dokazali pa preostaje dokazati njegovu antilinearnost. No to
slijedi direktno iz antilinearnosti skalarnog produkta u drugoj varijabli: zay,z € H, A\, u € C i proizvoljan
x € H je

(6N + p2)](2) = Pagu=(2) = (2, Ay + pz) = Ma,y) + (2, 2) = (Apy + Tip:)(x)
= (Ap(y) + ip(2)) (2).

Korolar 6.2.2. Svaki Hilbertov prostor je refleksivan.

Dokaz. Neka je H Hilbertov prostor. Prema Teoremu preslikavanje ¢ : y — ¢, je antilinearni
izometricki izomorfizam s H na H*. Posebno, H* je Hilbertov prostor s obzirom na skalarni produkt

(Pys@2)« = (z,9), vy,z€ H.

Neka je 2** € H**. Prema Teoremu [6.2.1] postoji jedinstven y € H takav da je

o (d(z)) = (d(), py)s = (y,z) = [(z)](y)

za sve x € H. Jer je ¢ surjekcija, zakljucujemo da je z** u slici kanonskog preslikavanja Jy : H — H**.
Dakle, Jg je surjekcija, odnosno H je refeksivan. O

Napomena 6.2.3. Jedna od posljedica Teorema [6.2.1] je da nam za Hilbertove prostore zapravo ne treba
Hahn-Banachov teorem. Stovise, ako je H Hilbertov prostor, Y njegov potprostor i ¢ € Y*, onda postoji
jedinstven ¢ € H* koji progiruje ¢ i ||@|| = ||¢||. Zaista, jer je Y zatvoren (pa stoga Hilbertov prostor)
iY* = Y*, prema Teoremu postoji jedinstven y € Y takav da je ¢ = ¢py. Onda je jedinstveno
prosirenje ¢ € H* s ||¢|| = ||¢|| dano istom formulom ¢ = ¢,. Zaista, pretpostavimo da je ¢ € H* neko
drugo prosirenje od ¢ takvo da je ||@]| = ||¢||. Prema Teoremu postoji jedinstven z € H takav da
je & =z Ondaje |z = [Igll = lloll = [yl i 0 = @z(2) — py(x) = (x,2 —y) =0 zasve x € Y. Dakle
z—yeYt= v pa iz Pitagorinog poucka dobivamo

1207 = 11(z = 9) +9lI* = ll2 = 9l + ly1* = Iz = yI* + ||,

§to je ekvivalentno s y = z.
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Neka su H i K Hilbertovi prostori. Kao u Odjeljku svakom operatoru 7" € B(H, K) mozemo
pridruzili njegov dualni operator T* € B(K*, H*) definiran s T*(¢) = ¢ o T. Koristeéi antilinearne
izomorfizme ¢g : H — H* i ¢ : K — K* iz Teorema mozemo promatrati operator ¢;11T*¢K €
B(K,H). Onda za sve x € H i y € K vrijedi

(&, 95 T oxcy) = [T* oK (y)](2) = [ox (v)](Tz) = (Tz,y)
Operator gzb;llT*gb x takoder ozna¢amo s T™ i njegova svojstva su opisana sljede¢im teoremom:

Teorem 6.2.4. Neka su H i K Hilbertovi prostori. Za svaki operator T € B(H, K) postoji jedinstven
operator T* € B(K, H) takav da vrijedi

(Tx,y) = (x,T"y) Ve e HyeK.

Pritom vrijedi:

(i) (T*)* =T za sve T € B(H, K).

(ii) Preslikavanje T — T* definira antilinearnu izometriju s B(H, K) na B(K, H).

(iii) (ST)* =T%*S*, za sveT € B(H,K) i S € B(K, L) (gdje je L Hilbertov prostor).

(iv) |T*T| = |T||? za sve T € B(H, K).
Definicija 6.2.5. Neka su H i K Hilbertovi prostori i T € B(H, K). Za operator T* € B(K, H) iz
Teorema kazemo da je adjungiran operatoru 7 ili da je T* adjungat od T.

Napomena 6.2.6. Ako drugacije nije receno, u kontesktu Hilbertovih prostora pod T iskljucivo mislimo
na adjungirani operator (umjesto na dualni operator).
U dokazu Teorema koristit éemo sljede¢u pomoénu tvrdnju:
Propozicija 6.2.7. Neka su X i+ Y unitarni prostori. Linearni operator T : X — Y je ogranicen ako i
samo ako vrijedi
M = sup{[(Tx,y)| : © € Sx,y € Sy} < 0.
U tom slucaju je M = ||T|.

Dokaz. Pretpostavimo da je T' ogranic¢en. Iz CSB-nejednakosti je [(T'z,y)| < ||T'|| zasve z € Sx iy € Sy
tako da je M < ||T']| < oc.

Sada pretpostavimo da je M < oco. Ako je T = 0 tvrdnja je trivijalna pa pretpostavimo da T # 0.
Fiksirajmo x € Sx takav da Tx # 0. Onda za yo := ”g—i” € Sy imamo [(Tz,yo)| = ||Tz||. Odavde slijedi
da je

[T|| < sup{|{Tz,y)| : y € Sy} < M,
odakle slijedi da je T" ogranicen i ||T'|| = sup,cg, [|Tz| < M. O
Dokaz Teorema[6.2.]] Neka je T € B(H, K). Za fiksirani y € K je preslikavanje x — (T'z,y) ogranicen
linearni funkcional na H pa prema Teoremu [6.2.1| postoji jedinstven vektor T*y € H takav da vrijedi
(Tz,y) = (x,T*y) za sve x € H. Na taj nacin dolazimo do preslikavanja 7% : K — H definiranog s
y = T*y.

Svojstva (i) i (iii), kao i antilinearnost preslikavanja 7' — 1™ se lako provjere (DZ). Nadalje, prema

Propoziciji je
| T*|| = sup{|{T"y,z)| : y € Sy,x € Sx} =sup{|(Tz,y)|: x € Sx,y € Sy}
=T,
odakle slijedi svojstvo (ii). Nadalje, zbog submultiplikativnosti operatorske norme je || T*T|| < || T*||[|T|| =
| T||%. Obratno, ponovom uporabom Propozicije dobivamo
IT*T = sup{[{T" T, )] : w0,y € Sx} = sup{|(T*T,2)] : @ € Sx} = sup{ |Tal]? : & € Sx)
= |7

Time smo dokazali i svojstvo (iv). O
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Korolar 6.2.8. Ako je H Hilbertov prostor, onda je B(H) uz uobicajene operacije, adjungiranje i ope-
ratorsku normu C*-algebra.

Posebno, za operatore iz B(H) mozemo koristiti pojmove uvedene u Definiciji [5.1.36

Propozicija 6.2.9. Neka je H Hilbertov prostor. Operator T € B(H) je hermitski (T =T ) ako i samo
ako vrijedi (T'x,x) € R za sve x € H. U tom slucaju vrijedi

IT|| = sup{|(Tz,x)|: x € Sy }. (6.11)

Dokaz. Ako je T =T*, tada je (Tx,z) = (x,Tx) = (T'z, x), odakle slijedi (T'z,z) € R.
Obratno, pretpostavimo da je (T'z,x) € R za sve z € H. Buduéi da za A € Ci z,y € H imamo

(Tz,z) + MNTz,y) + MTy,z) + M (Ty,y) = (T(z + \y),z + \y) € R,
taj izraz je jednak svom kompleksnom konjugatu. Kako je (Tz,z) € R i (Ty,y) € R, dobivamo

MTy,x) + MTz,y) = Mz, Ty) + My, Tz)

A
MT"z,y) + NIy, @).

Ako u gornji izraz stavimo A =1 i A = ¢ redom dobivamo

(Ty,z) + (T'z,y) = (T"z,y) + (T"y, z),

Ty, x) —i(Tw,y) = —i(T"x,y) + i(T"y, z).
Uz malo aritmetike dobivamo (T'y, x) = (T™y, z); dakle T' = T*.
Sada dokazimo jednakost (6.11]). Stavimo

N :=sup{|(Tz,x)| : x € Sp}.

Prema Propoziciji je ocito N < ||T'||. Dokazimo obratnu nejednakost. Jer je T* =T za sve x,y € H
imamo
(T(x+y),xv+y) —(T(x—y),zr—y) =4Re(Tz,y).

Koristeéi tu ¢injenicu zajedno s relacijom paralelograma, za x,y € Sy imamo

4| Re(T'z,y)| (T (x+y),z+y)|+ (T(x—y),z—y)
Nz +y|* + Nz = y|* = 2N ([|lz]|* + [ly[I*)

4N,

<
<

iz cega slijedi | Re(Tw,y)| < N. Izaberimo skalar A € S! takav da vrijedi (Tx,y) = A|(Tx,y)|. Tada je
[(Tz,y)| = (T(A\z),y) = |Re(T(Ax), )| < N.
Iz Proporzicije dobivamo ||T|| < N. O

Napomena 6.2.10. 1z Propozicije direktno slijedi da za hermitski operator T € B(H) iz (T'z,z) =0
za sve x € Sy slijedi T = 0. Ista tvrdnja vrijedi i za sve (ne nuzno hermitske operatore) T' € B(H).
Naime, to slijedi direktno iz sljedece varijante polarizacijskog identiteta

3
(Tz,y) = =Y (T(z+i*y),x+i*y) Va,ye H.

k=0

=

Propozicija 6.2.11. Neka je H Hilbertov prostor. Operator T € B(H) je normalan ako i samo ako
vrijedi | Tx|| = ||T™x|| za sve x € H. Posebno je ker T* =kerT'.
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Dokaz. Za x € H imamo
ITa|2 ~ |T*2|? = (T2, Ta) — (T*@, T*x) = (T°T — TT*)z, z).
Buduéi da je operator T*T — TT™* hermitski, tvrdnja slijedi direktno iz Napomene [6.2.10 O

Propozicija 6.2.12. Neka su H i K Hilbertovi prostor. Za svaki operator T € B(H, K) vrijedi
ker T = (ranT*)* i ran1 = (ker T%)*.

Dokaz. Najprije primijetimo da su gornje dvije jednakosti ekvivalentne jer je Y-+ =Y za svaki potprostor
Y od H. Neka sux € kerT iy € K. Tada je (x,T*y) = (Tx,y) = 0, odakle slijedi inkluzija ker T" C
(ranT*)*. Obratno, ako je z € (ranT*)* i y € K, tada je (Tx,y) = (x,T*y) = 0, odakle slijedi i
(ranT*)+ C ker T.. O

Napomena 6.2.13. 1z Proporzicije [6.2.12] slijedi da za svaki T' € B(H, K) imamo dekompozicije
H=kerT ®ranT* i K=kerT*"@ranT.

Posebno, ako je K = H i T € B(H) normalan, imamo ker7* = kerT (Propozicija [6.2.11)), pa je
H=kerT $ranT.

Definicija 6.2.14. Neka je X normiran prostor. Za operator 7' € B(X) kazemo da je ograni¢en odozdo
ako postoji € > 0 takav da vrijedi ||Tz|| > ¢||z|| za sve z € X.

Propozicija 6.2.15. Neka je H Hilbertov prostor. Za operator T € B(H) su sljedeée tvrdnje ekviva-
lentne:

(i) T je invertibilan uw B(H).
(i) T ogranicen odozdo i ima gustu sliku.
(iii) T i T* su ograni¢eni odozdo.
Dokaz. (i) = (ii) i (i) == (iii). Ako je T invertibilan u B(H), tada je ranT = H trivijalno gust u
H i za proizvoljan x € H je ||z|| = |7~ (Tz)|| < ||T7||||Tz||, odnosno ||Tz| > ¢||z| za € := ﬁ
Nadalje, kao i u svakoj unitalnoj C*-algebri T je invertibilan u B(H) ako i samo ako je T invertibilan
u B(H) i vrijedi (T*)~! = (T~!)*. Stoga je prema dokazanom T* ograni¢en odozdo.
(i) = (i). Neka je € > 0 takav da je ||Tz|| > ¢||z|| za sve x € H, tada je T ocito injektivan. Prema
Banachovom teoremu o izomorfizmu (Korolar [3.2.4)) dovoljno je dokazati da je T surjektivan. Nadalje,
jer je prema pretpostavci ranT' gust potprostor od H, trebamo samo dokazati da je ranT zatvorena u

H. Argument za to je isti kao u Napomeni [1.6.12| (a) za izometrije. Zaista, neka je (z,)neny niz u H i g
takav da T'z, — yo. 1z nejednakosti

1
|Zn — zm|| < g”Tmn — Ty

za sve m,n € N slijedi da je (x,)neny Cauchyjev niz u H. Kako je H potpun, postoji zg € H takav da
Tn — xo. Bududi da je T neprekidan, imamo yy = lim,, oo Tz, = Txg. Dakle, yg € ranT.

(ili) = (ii). Jer je T™ ograni¢en odozdo, on je injektivan, pa je prema Propoziciji [6.2.12| {0} =
ker T* = (ran T')*. Odavde dobivamo ranT = (ranT)*+ = H. O

Propozicija 6.2.16. Neka je H Hilbertov prostor i T € B(H).

(i) T je izometrija u algebarskom smislu (tj. T*T = I) ako i samo ako je T izometrija u metrickom
smislu (tj. ||Tx| = ||x| za sve x € H).

(i) T je unitaran ako i samo ako je T surjektivna izometrija.
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Dokaz. (i). Prema Napomeni [6.2.10| 7*T = I je ekvivalentno s ((T*T — I)xz,z) = 0 za sve x € H, §to je
pak ekvivalentno s ||Tz|? = ||x||? za sve x € H.

(ii). Ako je T unitaran, tj. T*T = TT* = I, jasno je T surjektivna izometrija. Obratno, ako je T
surjekcija i T*T = I, onda svakako postoji 77!, te je T—! = T*. O

Ako je H kona¢nodimenzionalan, tada iz T*T = I slijedi da je operator T" invertibilan (jer je det T #
0) i 7' = T*. Dakle svaka izometrija na kona¢nodimenzionalnom Hilbertovom prostoru je unitaran
operator. Sljedeéi primjer pokazuje da na beskona¢nodimenzionalnim prostorima to opéenito ne vrijedi.

Primjer 6.2.17. Pretpostavimo da je H separabilan beskona¢nodimenzionalan Hilbertov prostor i neka je
{en : n € N} ONB za H. Unilateralni $ift ili jednostrani pomak (s obzirom na tu ONB) je operator
S : H — H definiran s

o

Sz = Z(x,en>en+1, z € H.

n=1

Prema Parsevalovoj jednakosti za x € H imamo

)
192> = [(@, en)* = ||z,
n=1

odakle slijedi da je S izometrija. Nadalje, njegov adjungat S* je dan s

S*x = i(S*x, €n)en = i(m, Sen)en, = i(x, €n+1)€n
n=1 n=1 n=1

0
= Z<$> en>€n—1
n=2

Specijalno, S*e; = 0, odakle slijedi da S nije unitaran operator.

Kao sto smo vidjeli, operator T' € B(H) je hermitski ako i samo ako je (Tx,z) € R za sve z € H.
Ako je T pozitivan (kao element C*-algebre B(H)), tada je prema Propoziciji [5.6.13| (i), 7 = R*R za
neki R € B(H). Odatle slijedi (Tz, z) = ||Rz||?> > 0 za sve € H. Vrijedi i obrat:

Propozicija 6.2.18. Neka je H Hilbertov prostor. Operator T' € B(H) je pozitivan ako i samo ako je
(Tz,z) >0 za sve x € H.

Dokaz. Veé¢ smo argumentirali da iz T € B(H)4 slijedi (T'x,x) > 0 za sve z € H.

Obratno, pretpostavimo da vrijedi (T'z,x) > 0 za sve x € H. Buduéi da je T hermitski, prema
Propoziciji [5.5.7 (i) je o(T) € R. Nadalje, za svaki A < 0 iz € H imamo

[T = T)z||* = | Tx|” = 2M(T, z) + A2[|z[|* > A*||[|*.
Kako je i A\ —T hermitski, iz Propozicije[6.2.15|slijedi da je AT —T invertibilan u B(H). Dakle, o(T') C Ry,
pa je T pozitivan. O
6.3 Spektar ograni¢enog operatora

Neka je X kompleksan Banachov prostor. Onda je B(X) unitalna Banachova algebra, pa prema
Teoremu [5.2.18 svaki operator T' € B(X) ima neprazan spektar. Nadalje, prema prema Banachovom
teoremu o izomorfizmu je

o(T) ={X € C: X\ — T nije bijekcija}.

Definicija 6.3.1. Neka je X kompleksan Banachov prostor i T' € B(X).
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e Tockovni spektar od T je skup svih svih svojstvenih vrijednosti od T, tj.
op(T) :={A € C: ker(\I —T) # {0}}.

Ako je A € 0,(T) tada za ker(A] —T') kazemo da je svojstveni potprostor od A. Takoder, za
svaki nenul vektor = € ker(Al — T') kazemo da je svojstveni vektor od A.

e Rezidualni spektar od T je skup
or(T) :={ € C: ker(\ —=T) ={0} i ran(A\] = T) # X}.
e Kontinuirani spektar od 7' je skup
0o(T) :={A € C: ker(\] = T) = {0}, ran(A] —T) # X i ran(A\] - T) = X}.
Napomena 6.3.2. Neka je X Banachov prostor i T' € B(X).
(a) Skupovi op(T), 0,(T') 1 0¢(T") su medusobno diskjunktni i vrijedi
o(T) = op(T)Uop(T) Uoe(T).
Kao sto ¢emo uskoro vidjeti u konkretnim primjerima, neki od tih skupova mogu biti prazni.

(b) Jer su tvrdnje (i) i (ii) Propozicije [6.2.15| ekvivalentne i za operatore na Banachovim prostorima,
kontinuirani spektar od 7' mozemo ekvivalentno zapisati s

0o(T) ={A € C: ker(A\] —T) = {0}, ran(A\] —T) = X i AI — T nije ogranic¢en odozdo}.

Primger 6.3.3. Neka je H separabilan Hilbertov prostor s ONB {e, : n € N}. Odredimo i klasificirajmo
spektar unilateralnog sifta S : H — H (Primjer 6.2.17)) s obzirom na tu ONB. Dakle,

o0
St = Z(x,en>en+1, r € H.
n=1
Jer je S izometrija, isto vrijedi i za sve operatore S™, n € N. Posebno je ||S"|| = 1 za sve n € N, pa je

prema Teoremu [5.2.24] 7(S) = lim,, 00 HS”H% = 1. Dakle, 0(S) CD={z€C: |z| <1}

Dokazimo da je 0,(S) = (. Zaista, pretpostavimo da postoji A € C iz € Sx takav da je Sz = Ax.
Jer je S izometrija (posebno injekcija), A # 0. Onda je z = %Sm, odakle slijedi L e; (jer je e; L ran §).
Induktivno, ako je x L e, za neki n € N, onda je

1

1 1
(T, enq1) = X<Sl‘, enyl) = X<$’S ent1) = X<x’€"> =0.

Dakle, x L e, za sve n € N, odnosno =z = 0, $to je kontradikcija.

Sada dokazimo da je 0,(S) = IntD i o.(S) = S'. Najprije dokazimo da je ¢,.(S) C IntD, tj. da
ran(Al — S) nije gust potprostor od H za sve [A| < 1. Tvrdnja je jasna za A = 0 jer je e; L ranS.
Pretpostavimo da je 0 < [A| < 1. Onda je (\"),, niz u ¢! C £2 pa je s

S
Ty = anen
n=1

dobro definiran nenul vektor iz H za kojeg vrijedi
M — S)en,z\) = (Aen —eng1, 7)) = AL \ntl —
<( +1

Onda i za proizvoljan © € H, iz x = ) 2 (z,en)e,, neprekidnosti od S i neprekidnosti skalarnog
produkta slijedi (Al — S)z,xy) = 0. Dakle, z) L ran(AI — S), pa posebno ran(Al — S) # H.
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Preostaje dokazati o.(T) = S!, odnosno da je slika od AI — S gusta u H za sve |\| = 1. Neka je stoga
|A\| =11z € H takav da je z L ran(AI — S). Onda je

0= (M —9S)ep,z) = (ent1,x) — Nep,x) VYn €N,

tako da je posebno |(z, en)| = |(z,e1)| zasve n € N. Jer (z,e,) — 0 kada n — oo (Besselova nejednakost),
mora biti (x,e1) =0, a onda i (z,e,) =0 za sve n € N. Dakle, z = 0.
Sve zajedno:

0,(8) =0, 0,(9)=IntD, o.(T)=S'" = 0(9) =0,(S)U0.(S)Uo.(S)=D.
Takoder ¢esto promatramo i sljedeéi tip spektra ogranc¢enog operatora.

Definicija 6.3.4. Neka je X kompleksan Banachov prostor. Aproksimativni to¢kovni spektar ope-
ratora 7' € B(X) je skup

0ap(T) == {X € C: A\ — T nije ogranicen odozdo}.
Primijetimo oy, (T') U 0c(T') C 04p(T) C o(T) i:
A€ ogp(T) <= postojiniz (zy), u Sx takav da ||[(A —T)z,| — 0.

Propozicija 6.3.5. Neka je X kompleksan Banachov prostor i T € B(X). Onda je o,,(T) zatvoren
podskup od C i vrijedi 0o (T') C 0qp(T). Posebno, oqp(T) # 0.

Dokaz. Dokazimo najprije zatvorenost od o4, (T"). Neka je A € C\ 04p(T"). Onda postoji ¢ > 0 takav da
vrijedi ||(A — T')x|| > el|z|| za sve x € X. Za proizvoljan p € Kc(A,€) i z € X imamo.

[l = T)z| = [[(M =Tz = (A =zl = [[(M = T)z| = [A = plllz]| = (e = [A = p)ll].-

Dakle, Kc(A,e) € C\ 04p(T), iz Cega slijedi otvorenost od C \ 0q,(T).
Dokazimo sada inkluziju 0o (1) C 04,(T"). Neka je A € 0o (T') i neka je (Ay)nen niz u p(T') = C\ o(T)
takav da A, — \. Prema 7. zadatku iz 2. DZ je ||(An — T)7}|| — oco. Za svaki n € N neka je z,, € Sx

takav da je

- _ 1
tn = [l = T) ™'l > 10T = T) 7 =

Ocito t, — 0o. Mozemo pretpostaviti da ¢, # 0 za sve n € N. Stavimo

L

; ()\nI—T)_lxn, n € N.

Yn

Onda je (Yn)nen niz u Sy i

1
”(AI - T)ynH < H()‘ - )‘n)ynH + H(Anl - T)ynH = |)‘ - )‘n| + ?

za sve n € N. Dakle, ||(AM — T)yn|| — 0, odakle slijedi A € o4, (T). O

Primger 6.3.6. Koriste¢i Propoziciju lako mozemo dokazati da za svaku neinvertibilnu izometriju
T na Banachovom prostoru X vrijedi (7)) = D (kao $to znamo da to vrijedi za unilateralni $ift prema
Primjeru . Zaista, prema Teoremu je r(T) = limp—oo ||T”||% = 1, tako da je o(T) C D.
Pretpostavimo da je o(T) C D. Jer je 0 € o(T) postoji A € do(T) NIntD. Prema Propoziciji je
A € 04p(T') pa postoji niz (zp,), u Sx takav da [[(A — T)z,|| — 0. S druge strane, jer je T izometrija,
lzn]l =11 |\ <1, imamo

[(AL = T)an|| = [[Tnll = [Allan]] = (1= [ADllzall = 1= |Al,

za sve n € N §to je u kontradikciji s ||(A] — T')z,|| — 0.
Napokon, jer je prema Teoremu [5.2.18| o(T) kompaktan i neprazan, svakako je do(T') # 0, tako da je

1 ogp(T) # 0.
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Propozicija 6.3.7. Neka je H Hilbertov prostor i T € B(H) normalan operator. Tada vrijedi:

(1) r(T) = [T
(ii) X € o,(T) ako i samo ako je X € o,(T*), te se pripadni svojstveni potprostori podudaragu.

(iii) Svojstveni potprostori koji pripadaju razli¢itim svojstvenim vrijednostima operatora T su medusobno
ortogonalni.

(iv) op(T) = 0. Posebno, o(T) = 04p(T).

Dokaz. (i). Ovo je specijalni slu¢aj Propozicije
(ii). Jer je za svaki A € C operator A — T normalan, prema Propoziciji [6.2.11] je ker(A\] — T') =
ker((AM —T)*) = ker(\ — T%).
(iii). Neka su A\, € 0p,(T), A # p i neka su redom x i y pripadni svojstveni vektori za A i p. Tada je
prema (i):
Mz,y) = (Tz,y) = (z, T"y) = (z, Ay) = p(@,y).
Kako je A # p, slijedi (z,y) = 0.

(iv). Neka je A € C takav da je AI — T injektivan. Bududi da je operator AI — T normalan, prema
Napomeni [6.2.13{ imamo ran(A — T) = ker(A — T)* = H, tako da X ¢ o,.(T). O

Primger 6.3.8. Neka je H separabilan Hilbertov prostor i {e, : n € Z} ONB za H (dakle ONB je
indeksirana cijelim brojevima kao kod prostora ¢?(Z)). Bilateralni §ift ili obostrani pomak je operator
U € B(H) definiran s

Ur:= Z(x,en>en+1, x e H.
neL

Jasno je U izometrija, tako da je U posebno ograni¢en. Lako se provjeri da je njegov adjungat dan s

Urx = Z(az,en)en_l, r € H,
neZ

te da je U unitaran operator. Tvrdimo da je
o(U) = o.(U) =S

Zaista, jer je operator U unitaran, prema Propoziciji je o(U) C S'. Fiksirajmo proizvoljan A € S!.
Jer su unitarni operatori normalni, iz Propozicije slijedi A ¢ o,.(U).

Dokazimo da A ¢ 0,(U), odnosno da je AI —U injektivan. Zaista, neka je z € H takav da je Uz = Ax.
Onda je

Mz, en) = (x,en—1), Vn€Z. (6.12)

Posebno je (x,e,) = X' (x,eq) za sve n € N. Jer (x,e,) — 0 (Besselova nejednakost), slijedi (z, eg) = 0,
aondai (x,e,) =0 zasven & Ny. Iz (6.12) i (x,ep) = 0 dobivamo i (z,e,) = 0 za sve n < 0, tako da je
z=0.

Preostaje dokazati A € o.(U). Jer A ¢ 0,(U)Uo,(U), dovoljno je dokazati da AI — U nije surjektivan.
Tvrdimo da ey ¢ ran(AI — U). Zaista, u suprotnom postoji x € H takav da je (A — U)z = eg. Onda je

0= (eo,en) = (A = U)z,en) = Nz, e,) — (x,en—1) Yn € Z\{0}.

Analogno kao u prethodnom paragrafu dobivamo (x,e,) = 0 za sve n € Z, odnosno z = 0. Onda je i
eg = 0, sto je kontradikcija.
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Primger 6.3.9. Neka je {e, : n € N} ONB separabilnog Hilbertovog prostora H i neka je (\,), ogranicen
niz kompleksnih brojeva. Stavimo M := sup{|A,|: n € N}. Tada je s

oo
Ty = Z)\n@v,en)en, re H
n=1

definiran ogranicen operator 7' € B(H) takav da je Te, = Aye, za sve n € N. Nadalje, operator T je
normalan, ||T|| = M te vrijedi

o(T)={A\n: neN} i op(T) ={ )\, : n € N}

Zaista, najprije primijetimo da je T'x dobro definiran vektor u H za svaki x € H, buduéi da je niz
(An{x,en))n u 2, a H je potpun. Lako se vidi da je preslikavanje 7' : z + Tz linearno i ocito vrijedi
Te, = \pe, za sve n € N. Nadalje, za x € H imamo

[e.e] oo
ITz]? =) Pl en)® < M2 Y [z, en)? = MP2]?,

odakle slijedi da je T ogranicen i ||T'|| < M. Stovise, iz Te, = Aney, slijedi |\,| < ||T||, pa je |T|| = M
Odredimo T™. Za z € H imamo

o0

oo
T, en)en = Z<$,T€n>€n = Z(x, Anén)en
n=1

o0
= g n{T, en)e

Mg

T r =

n=1

Posebno je T*e, = Anpen, pa je (T*T — TT*)e, = 0 za sve n € N. Dakle, operator T je normalan.

Odredimo o,(T). Ocito je {\, : n € N} C 0,(T). Pretpostavimo da je ta inkluzija striktna i neka je
X € 0p(T) \ {\n : n € N} s pripadnim svojstvenim vektorom z. Tada je

A=)z en) = Dz, en) — (2, Anen) = (Tx,e,) — (x, T ep,) = 0,

odakle slijedi da je = ortogonalan na sve vektore e,. To je naravno nemoguce jer je x # 01 {e, : n € N}
je ONB H. Dakle, 0,(T) = {\, : n € N}.

Dokazimo da je o(T') = o, gdje je 0 := {\, : n € N}. Buduéi da je {\,: n € N} = 0,(T) Co(T) i
kako je o(T') zatvoren, imamo o C (7). Dokazimo i obratnu inkluziju. Neka je A € C\ o i izaberimo

e > 0 takav da je |\ — \,| > ¢ za sve n € N. Tvrdimo da je AI — T ogranic¢en odozdo. Zaista, za x € H
imamo

JOT=T)al? = S A= Ml en)l? > 22 S [{a, en)? = &2z
n=1 n=1

Buduéi da je operator T’ normalan, iz Propozicije [6.3.7] (iv) slijedi da A ¢ o(T') = o4p(T).

Propozicija 6.3.10. Neka je H separabilan Hilbertov prostor. Za svaki kompaktan podskup K od C
postoji normalan operator T' € B(H) takav da je o(T) = K.

Dokaz. Jer je C separabilan, prema Propoziciji [1.8.3] isto vrijedi i za K. Uzmimo proizvoljan prebrojiv
gust podskup /\n : n € N} od K. Fiksirajmo neku ONB {e,, : n € N} za H i definirajmo T' € B(H) kao
u primjeru [6.3.9, Onda je o(T) = {\,: n € N} = K. O

Definicija 6.3.11. Neka je H Hilbertov prostor. Za operator T' € B(H) kazemo da je dijagonalizabilan
ako postoji ortonormirana baza {e; : i € I'} za H koja se sastoji od svojstvenih vektora za T'.
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Napomena 6.3.12. Neka je T' € B(H) dijagonalizabilan operator. Sli¢no kao u Primjeru ako za svaki
i € I s \; ozna¢imo svojstvenu vrijednost pridruzenu svojstvenom vektoru e;, tada je skup {\; : ¢ € I}
ogranicen i vrijedi
T = Z)\i<x,ei>ei, r e H.
i€l
Nadalje, imamo
T ' = Z)\j(x,e,)ei, x € H,
el
odakle slijedi da je 7" normalan.

Kao $to znamo, spektar svakog hermitskog elementa a unitalne C*-algebre A je realan i r(a) = ||a|
(Propozicije i[5.5.1). Stoga se barem jedna od vrijednosti +||a|| nalazi u do(a). U slu¢aju C*-algebre
A = B(H) mozemo redi i nesto vise:

Propozicija 6.3.13. Neka je H Hilbertov prostor i T € B(H) hermitski operator. Stavimo
m = inf{(Tz,x): z € Sy} i M :=sup{(Tz,z) : © € Sy }.
Onda je m = mino(T) i M = maxo(T), tako da je m,M € o(T) i o(T) C [m, M].

Dokaz. Najprije dokazimo da je o(T) C [m,M]. Neka je ¢ > M. Koristeéi Propoziciju i CSB-
nejednakost imamo

(t = M)l ]* < ((t] = T)z,2) < [|(t] = T)z|[l]]

za sve x € H, tako da je tI — T ogranicen odozdo pa t ¢ o4,(T) = (1) (Propozicija[6.3.7)). Sli¢no, za
t < m imamo
(m —t)||z]|* < (T — tl)a,x) < (T — tI)z|l||z]

za sve x € H, tako da t ¢ o,,(T) = o(T).

Sada dokazimo da je m, M € o(T). Ako je m > 0 (Sto je prema Propoziciji ekvivalentno s
pozitivnosti od T'), onda je prema Propoziciji i r(T) = ||T|| = M, pa je zbog nenegativnosti
spektra od T' nuzno M € o(T).

Ako je m < 0, onda je T" := T — ml takoder hermitski operator s m' =01 M’ = M —m pa je prema
dokazanom i Propoziciji M €o(T')=0(T)—m. Dakle, M = M' +m € o(T).

Time smo dokazali da je M € o(T') za proizvoljan hermitski operator T'. Prelaskom na operator —7T'
dobivamo —m € o(—T), odnosno m € o(T). O

6.4 Ortogonalni projektori, parcijalne izometrije i polarna forma

Prisjetimo se da za element p C*-algebre A kazemo da je projektor ako je p?> = p* = p. Ako je H
Hilbertov prostor i K zatvoren potprostor od H, onda je ortogonalni projektor Pk sa slikom K i jezgrom
K+ (Deﬁnicija otito projektor u C*-algebri B(H). Naime, o¢ito je P2 = Py . Nadalje, za z,y € H
neka je x =1 + 2 iy = y1 + yo gdje su z1,y1 € K i 9,92 € K. Onda je

(Prx,y) = (x1,91 + y2) = (71,91) = (21 + 22, 91) = (2, PKy),
tako da je Py = Pk. Stovise, na taj nacin dobivamo sve projektore u B(H).

Propozicija 6.4.1. Neka je H Hilbertov prostor. Preslikavanje K — Pg je bijekcija sa skupa svih
zatvorenih potprostora K od H na skup svih projektora uw B(H).

Dokaz. Jedino §to ¢emo dokazati je surjektivnost tog preslikavanja, jer je ostalo trivijalno. Neka je
P € B(H) takav da je P2 = P* = P. Stavimo K := ran P. Buduéi da je P* = P, iz Propozicije
dobivamo ker P @ ran P = H. Nadalje, primijetimo da vrijedi ran P = ker(I — P) odakle specijalno
slijedi da je ran P zatvorena. Zaista, za x € H je (I — P)x = 0 ako i samo ako je Pz = z, odakle
slijedi ker(I — P) C ran P. Obratno, neka je je € ran P i neka je y € H takav da je x = Py. Tada
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je Pr = P>y = Py = x, pajeiran P C ker(I — P). Neka je sada z € H. Prema dokazanom postoje
jedinstveni vektori x; € ker P i x9 € ran P takvi da je ¢ = x1 + z2. Tada je

Pz = P.%'Q = X9 = PKacg = PK.%‘,
dakle P = Pg. O

Propozicija 6.4.2. Neka je H Hilbertov prostor. Za projektore P,Q € B(H) su sljedeée turdnje ekviva-

lentne:
(i) P<Q.
(i) PQ =P
(iii) QP = P.

(iv) ran P C ran @
(v) ||Px|| < ||Qx|| za sve z € H.
(vi) Q — P je projektor.

Dokaz. Ekvivalencija uvjeta (ii), (iii) i (iv) je jasna, kao §to su i implikacije (ii)) = (vi) = (i). Stoga
je dovoljno dokazati implikacije (i) = (v) = (ii), odakle ¢e onda slijediti da su sve tvrdnje (i)—(vi)
medusobno ekvivalentne.

(i) = (v). Kako je P < @, prema Propoziciji [6.2.18] imamo ||Qxz||?> — || Pz||?> = ((Q — P)z,z) >0
za sve x € H.

(v) = (ii). Ako je |[|[Pz| < ||Qz| za sve x € H, tada je [|[P(1 — Q)z| < ||Q(1 — Q)z| = 0 za sve
x € H, odnosno P = PQ. O

Definicija 6.4.3. Neka je H Hilbertov prostor, K zatvoren potprostor od H i T € B(H).
e Za K kazemo da je invarijantan za T' (odnosno T-invarijantan) ako je TK C K.
e Kazemo da K reducira T ako su K i K+ T-invarijantni.
e Kazemo da je T ireducibilan ako su {0} i H jedini zatvoreni potprostori od H koji reduciraju 7.

Propozicija 6.4.4. Neka je H Hilbertov prostor, K zatvoren potprostor od H. Za T € B(H) su sljedece
turdnje ekvivalentne:

(i) K je invarijantan za T.

(ii) K+ je invarijantan za T*.
(iii) PxTPx = TPy.
Takoder su i sljedece tvrdnje ekvivalentne:
(iv) K reducira T.

(v) K je invarijantan za T i za T*.

(vi) PxT = TPg.
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Dokaz. (i) <= (ii).

TKCK <+ (T'z,y)=(z,Ty)=0 Ve K ycK
— T'K'CK"

(i) = (iii). Za x € H imamo Pxz € K, pa je TPxx € K, tako da je Px(T'Pxx) = T Pxx. Dakle,
PrxTPg =TPgk.

(ii) = (i). Zaz € K imamo Tz = TPxx = PkTPrgx € K, paje TK C K.

(iv) <= (v). Prema definiciji K reducira T ako i samo ako je TK C K i TK+ C K*. Prema (ii),
TK+ C K+ je ekvivalentno s T*K C K (zbog zatvorenosti od K imamo K+t = K).

(v) = (vi). Akoje TK C K i T*K C K, tada prema dokazanom vrijedi PkTPx = TPk i
PrT*Pr = T*Pg. Adjungiranjem druge jednakosti dobivamo PxT Px = PkT, pa je PkT = T Pk

(vi) = (v). Ako je PkT = TPk, tada je i T*Px = PxT™*, §to implicira PxT = PIQ(T = PrTPg i
PrT* = PIQ(T* = PgT* Pg. Prema dokazanom, imamo TK C K i T"K C K. O

Napomena 6.4.5. Neka je H Hilbertov prostor i K njegov netrivijalni zatvoren potprostor. Oznacimo s
P ortogonalni projektor na K, tako da je I — P ortogonalni projektor na K. Ako je T € B(H), onda je

T = PTP + PT(I — P)+ (I — P)YTP + (I — P)T(I — P).
Oznacimo:
Ty, := PTP|g € B(K), Tis:=PT(I - P)|x. € B(K+, K),
Ty = (I — P)TP|k € B(K,K'), Ty :=(—P)T(I —P)|g € B(K?).

To mozemo matri¢no zapisati kao

T, T12]
T = . 6.13
[Tm Ty (6.13)

Ako je z € H s jedinstvenim rastavom z = x1 + x9, gdje su z; € K i 5 € K+, to mozemo matriéno

zapisati kao
x = :
Z2

Koristeéi uobicajene operacije na matricama, uz tu notaciju je onda

Tz +T129€2] _ [Tn T12] [561]

Tz = Tuz + Tiawe) + (Tnz1 + Toowa) = |:T21131 + Thoxo To1 Tha| |x2

ex ekt
Obratno, ako su Ths € B(K), Tia € B(K+,K), Ty; € B(K, K1) i Ty € B(K*), onda je s (6.13) definiran
ogranicen operator T' € B(H).

Nadalje, lako se provjeri da zbrajanje, mnozenje skalarom i mnozenje operatora odgovara istim ope-
racijama na pripadnim matri¢nim prikazima, dok je adjungirani operator od T matri¢no dan s

T T
o [T
|:T12 T22

(a) Primijetimo da je uz matriénu notaciju potprostor K T-invarijantan ako i samo ako je Tp; = 0,
odnosno ako i samo ako T ima gornjetrokutasti prikaz

IR VATRAT
= [ 0 T22:| ’
dok K reducira T ako i samo ako je T12 = 151 = 0, odnosno ako i samo ako 71" ima dijagonalni
prikaz
_|Tii 0
=[5 m)

Sto takoder zapisujemo s T = T11 @ Tho.
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(b) Pretpostavimo da je H separabilan i beskona¢nodimenzionalan s ONB {e, : n € N}. Ako je K
zatvoren potprostor od H s ONB {ea,_1 : n € N} onda je {ea, : n € N} ONB za K*. Dakle, oba
potprostora K i K+ su izometricki izomorfna s H, §to (nakon odgovarajuée identifikacije) mozemo
zapisati kao H®H = H. U tom slucaju svaki operator T' € B(H) mozemo shvatiti kao 2 x 2-matricu
(6.13), gdje su svi T;; € B(H), kao i obratno.

Na analogan nac¢in mozemo definirati pojmove invarijatnosti i (i)reducibilnosti za proizvoljan skup
operatora u B(H):

Definicija 6.4.6. Neka je H Hilbertov prostor i £ C B(H). Za zatvoren potprostor K od H kazemo
da je E-invarijantan ako je K T-invarijantan za sve T' € E. Sli¢no, K reducira E ako K reducira sve
T € E. Ako su pak {0} i H jedini zatvoreni potprostori od H koji reduciraju sve operatore iz E, tada
kazemo da je F ireducibilan.

Napomena 6.4.7. 1z Propozicije slijedi da je F ireducibilan ako i samo ako su 0 i I jedini projektori
u B(H) koji komutiraju sa svim operatorima iz E. Nadalje, ako je F samoadjungiran, tada iz Propozicije
takoder slijedi da je E ireducibilan ako i samo ako su {0} i K jedini E-invarijantni potprostori.

Kao $to svaki kompleksni broj mozemo napisati kao produkt kompleksnog broja modula 1 (unitarnog
elementa iz C) i nenegativnog realnog broja (pozitivnog elementa iz C), sada nam je cilj dokazati da svaki
operator iz B(H) mozemo prikazati kao produkt parcijalne izometrije i pozitivnog operatora (Teorem

6.4.11)).

Najprije se prisjetimo da ako je A C*-algebra (ili samo x-algebra), onda za element a € A kazemo
da je parcijalna izometrija ako vrijedi aa*a = a. OCito je a parcijalna izometrija ako i samo ako je a*
parcijalna izometrija. Nadalje, sve izometrije, koizometrije i svi projektori u A su parcijalne izometrije.
U C*-algebri B(H) imamo sljedeéu karakterizaciju parcijalnih izometrija:

Propozicija 6.4.8. Neka je H Hilbertov prostor. Za operator V€ B(H) su sljedeée turdnje ekvivalentne:
(i) V je parcijalna izometrija.
(ii) V* je parcijalna izometrija
(ii) V*V je projektor.
(iv) VV* je projektor.
(v) V je izometrija na (ker V)*, tj. ||Va| = ||z|| za sve x € (ker V).
U dokazu Propozicije [6.4.8] koristit ¢emo sljedeé¢u pomoénu tvrdnju.

Lema 6.4.9. Neka je A C*-algebra i neka je a € A. Tada je a*a projektor ako i samo ako je aa*
projektor.

Dokaz. Pretpostavimo da je a*a projektor. Tada je (aa*)® = (aa*)?, pa iz neprekidnog funkcionalnog

racuna elementa aa* zaklju¢ujemo da vrijedi A*> = A\? za sve A € o(aa*). Dakle, o(aa*) C {0,1}, pa iz
Propozicije [5.5.19| slijedi da je aa™ je projektor. Obratnu implikaciju dobivamo simetrijom. O

Dokaz Propozicije [6.4.8 Implikacija (i) = (iii) je trivijalna, dok ekvivalencije (i) <= (ii) i (ili) <
(iv) vrijede u svim C*-algebrama (Lema [6.4.9)).
(ili) = (i). Pretpostavimo da je V*V projektor. Tada je
V| = (Va, V) = (V*Va,z) = (VVr, V V) = [V Vx| (6.14)

za sve x € H. Posebno je ||[V(I — V*V)z| = [|[V*V(1 — V*V)z| = 0 za sve x € H, odakle slijedi
V(1 —-V*V) =0, odnosno V = VV*V.
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(i) = (v). Pretpostavimo da je VV*V = V. Tada je V*V projektor, pa iz (6.14) slijedi ker(V*V) =

ker V, odnosno ran(V*V) = (ker V). Ako je z € (ker V)* tada imamo
Vel = (V*Va,z) = (,2) = ||«]*

Dakle, V je izometrija na (ker V).

(v) = (iii). Pretpostavimo da je V izometrija na (kerV)‘. Ako je P ortogonalni projektor na
(ker V), tada za x € (ker V) imamo

(V*Va,z) = ||Va|?® = (z,2) = (Pz,x).
Ako je pak = € ker V', tada trivijalno imamo
(V*Vz,z) =0= (Px,x).

Dakle, (V*V — P)z,z) = 0 za sve x € H, pa iz Napomene [6.2.10| slijedi V*V = P. O

Napomena 6.4.10. Ako je V € B(H) parcijalna izometrija, tada iz (dokaza) Propozicije slijedi da
je ranV zatvoren potprostor od H, te da su V*V i VV* ortogonalni projektori redom na potprostore
(ker V) iranV = (ker V*)*. Za (ker V) kazemo da je inicijalni prostor od V, a za ran V' kazemo da
je finalni prostor od V.

Ako je A unitalna C*-algebra i a € A, prisjetimo se da smo s |a| oznacavali jedinstven pozitivni drugi
korijen od a*a, tj. |a| = (a*a)%.
Teorem 6.4.11 (Teorem o polarnoj formi). Neka je H Hilbertov prostor. Za svaki operator T € B(H)

postoji parcijalna izometrija V € B(H) s inicijalnim prostorom (ker T)* i finalnim prostorom ranT takva
da vrijeds

T =V|T|.

Pritom vrijedi
V*vIT| =|T|, V*T=|T| i VV*T=T.

Nadalje, ako je T = WR, gdje su R,W € B(H) takvi da je R pozitivan, a W parcijalna izometrija s
kerW =kerR, onda je R=1|T| i W =V.

Dokaz. Za svaki vektor x € H imamo

ITl2l? = (T|z,|T|z) = (T2, z) = (I"Tw,z) = (Tz, Tx)
= ||Tz|*.

Posebno je ker |T| = ker T', tako da je H = ker T’ @ ran |T'| (Napomena [6.2.13)) i preslikavanje
Vo :ran|T| — H, Vo:|T|z— Tx

je dobro definirana izometrija. Takoder je jasno da je Vj linearno preslikavanje i da je ranVy = ranT.
Stoga, Vy mozemo na jedinstven naé¢in prosiriti do linearne izometrije (koju takoder oznacavamo s V) s
ran |T'| na ranT". Definirajmo operator V € B(H) na sljededi nacin:

\% tx € T,
V:U:—{ br :x €ran|T|

0 cx €kerT.

Tada je V parcijalna izometrija s inicijalnim prostorom ran |T| = (ker 7)* i finalnim prostorom ranT.
Takoder, prema kontstrukciji je V|T'| = T'. Nadalje, prema Napomeni V*V je projektor na ran |T'|,
odakle dobivamo jednakosti V*V|T'| = |T|, VT =V*V|T| = |T|iVV*T =VV*V|T|=V|T| =T.
Ostaje dokazati jedinstvenost takve dekompozicije. Pretpostavimo da je T'= WR, gdje su R,W €
B(H) takvi da je R pozitivan, a W parcijalna izometrija s ker W = ker R. Prema Napomeni|[6.4.10, W*W
je projektor na inicijalni prostor (ker W)+ od W. Kako je (ker W)+ = (ker R)* = ran R, zaklju¢ujemo
daje W*WR = R, tako da je T*T = RW*WR = R?. Iz Propozicijeslijedi da je R =|T|. Napokon,
za x € H imamo W|T|x = Tax = V|T|x, odakle slijedi da se W i V podudaraju na gustom potprostoru
zajednickog inicijalnog prostora. Dakle, W = V. O
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Napomena 6.4.12. Neka je T = V|T|, gdje je V kao u Teoremu Tada iz V*V|T| = |T| dobivamo
TT* = VI|T||T|\V* = V|T|(V*V|T|\V* = (V|T|V*)?,
pa je zbog jedinstvenosti pozitivnog drugog korijena (Propozicija |5.6.4)
T = (TT*)2 = V|T|V*.
Odavde vidimo da je polarna forma od T* dana s
T =|T|\V* =V*(V|T|V*) = V*|T"|.

Korolar 6.4.13. Neka je H Hilbertov prostor. Ako je operator T € B(H) invertibilan, onda je parcijalna
izometrija V' iz polarne forme od T unitaran operator.

Dokaz. Prema Teoremu [6.4.11] imamo rastav T' = V|T|, gdje je V parcijalna izometrija s inicijalnim
prostorom (ker T)L = H i finalnim prostorom ranT = H. Dakle, V' je surjektivna izometrija, odnosno

V' je unitaran operator (Propozicija[6.2.16)). O

Napomena 6.4.14. Nije tesko vidjeti da tvrdnja Korolara [6.4.13| vrijedi u svim unitalnim C*-algebrama
(DZ).

Korolar 6.4.15. Neka je H Hilbertov prostor. Ako je operator T € B(H) normalan, tada postoji unitaran
operator U € B(H) koji komutira s operatorima T' i T* takav da je T = U|T)|.

Dokaz. Neka je T = VT, gdje je V kao u Teoremu [6.4.11] Buduéi da je operator T' normalan, koriste¢i
Napomenu [6.4.12| imamo

VIT|V* = |T*| = (TT*)2 = (T*T)? = |T),

pa je
VIT|=VIT|" =V(V*V|T|)* =V|T|V*V =|T|V. (6.15)

Nadalje, prema Napomeni [6.2.13[je ran T' = (ker T)* = (ker |T|)* = ran|T|. Stoga je s

Vz :zeran|T],
Ux :=
T cx € ker T

defininiran unitaran operator na H. Takoder, U|T| = V|T'| = T. Napokon, iz (6.15) slijedi da U komutira
s |T|, pa posljedi¢no U komutirais 7' i T*. O]

6.5 Operatori kona¢nog ranga

Definicija 6.5.1. Neka je X i Y normirani prostori. Za ogranicen linearni operator T' € B(X,Y") kazemo
da ima konacan rang ako je ran7T kona¢nodimenzionalan potprostor od Y. Skup svih ograni¢enih
operatora kona¢nog ranga oznacavamo s F(X,Y), odnosno F(X) ako je Y = X.

Ako je T € F(X,Y), onda je prema Propoziciji|l.3.12|ran T zatvoren potprostor od X. Broj
r(7T) := dim(ranT)

zovemo rang od 7. Ocito je F(X,Y’) potprostor od B(X,Y). Nadalje, F(X) je (obostrani) ideal u B(X).

U daljnjem se bavimo analizom operatora kona¢nog ranga na Hilbertovim prostorima. Neka je stoga
H Hilbertov prostor. Za svaki par vektora (x,y) € H x H definiramo operator z ® y € F(H) s

(x ®@y)(z) :=(z,y)z, z€ H. (6.16)

Ocito je ran(z ®y) = Cx ako y # 0 i ker(z ®y) = {y}* ako 2 # 0. Specijalno, r(z®@y) < lir(z@y) =1
ako i samo ako su x i y razli¢iti od 0. Dokaz sljedeée jednostavne tvrdnje ostavljamo za DZ.
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Propozicija 6.5.2. Neka je H Hilbertov prostor i x,y € H. Tada vrijedi:
(1) llz @yl = [lz]lllyll-
(ii) Preslikavanje H x H — F(H) definirano s (z,y) — x ® y je seskvilinearno.
(iii) (z@y)(2' @y') = (y,2)(x ®y') za sve 2’y € H.
(iv) T(x@y)=(Tr)@y i(xy)T =2 (T*y) za sve T € B(H).
(v) (t@y)" =y

(vi) Operator x @y je projektor (ranga 1) ako je x =y i ||z| = 1. Stovise, svaki projektor ranga 1 je
tog oblika.

Propozicija 6.5.3. Operator T' € F(H) je ranga n ako i samo postoje linearno nezavisni skupovi vektora
{z1,...,xn} i {y1,...,yn} u H takvi da je

n
7=z oy (6.17)
i=1
Pri tome je {x1,...,xn} baza zavranT i {y1,...,yn} baza za ranT*. Posebno, T € F(H) ako i samo ako

jeT* e F(H) ir(T) =x(T").

Dokaz. Pretpostavimo da T mozemo prikazati u obliku . Tada je ocito ranT C [{z1,...,Zn}],
odakle slijedi r(T") < n. Najprije dokazimo da je r(7T) = n ako i samo su {z1,...,2,} 1 {y1,.--,Yn}
linearno nezavisni skupovi vektora. Zaista, pretpostavimo da je skup {z1,...,x,} linearno zavisan.
Tada neki vektor z; mozemo prikazati kao linearnu kombinaciju preostala n — 1 vektora. Bez smanjenja
opcenitosti pretpostavimo da je to vektor x, i neka su Aq,...,A\,_1 € C takvi da je x, = Z?:_ll N

Tada iz (6.17)) dobivamo
n n—1 n—1 n—1 n—1 o
T S P o P (zx) o= S ot S e ()
=1 =1 =1 =1 =1

n—1 o
= D @ ® (Y + Aitn)-
i=1

Odavde slijedi da jeranT C [{x1,...,zn—1}], paje r(T)) < n. Analnogno bismo dokazali i da je (1) < n
ako je skup {y1,...,yn} linearno zavisan.
Obratno, ako su su skupovi {z1,...,z,} i {y1, ..., yn} linearno nezavisni, izaberimo vektore z1, ..., z, €
H takve da je (zj,v;) = 6;j zasve 1 <1i,j <n. Tada je
n
TZj = Z<Zj, yi>:c,~ = a;j,
i=1
odakle slijedi da je {x1,...,z,} CranT. Dakle r(T) = n i {x1,...,2z,} je baza za ranT. Nadalje, kako
jeT* =3 yi ®x; (Propozicija , isti argument pokazuje da je r(T*) = n i da je {y1,...,yn} baza
za ran ™.
Ostaje jos dokazati da se svaki operator T' € F(H) ranga n moze prikazati u obliku . Neka je

{z1,...,2,} ortonormirana baza za ranT. Stavimo y; := T*x;. Tada za svaki z € H imamo
n n n
Tz = Z(Tz,amxi = Z(z,T*xﬁxi = Z(z,yl)xl
i=1 i=1 i=1

= <Z Ti & yi) (2).

dakle, T=3"" | 2; @ y;. O
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Kao direktnu posljedicu Propozicija i dobivamo:

Korolar 6.5.4. Ako je H Hilbertov prostor onda je F(H) (obostran) samoadjungiran ideal uw B(H).
Korolar 6.5.5. Neka je H Hilbertov prostor. Svaki netrivijalni ideal J w B(H) sadrzi F(H).

Dokaz. Neka je 0 # T € J i izaberimo vektor xg € H takav da je | Txo| = 1. Stavimo yo := Txg. Tada
za sve z,y € H imamo

@Y= (Y0,Y0)r @Y = (@ yo)(Tz0) ®y) = (x @ yo)T (x0 @Yy),

odakle slijedi da je x ® y € J. Dakle, J sadrzi sve operatore ranga 1, pa iz Propozicije [6.5.3] slijedi da J
sadrzi ¢itav F(H). O

Napomena 6.5.6. Neka je K kona¢nodimenzionalan potprostor Hilbertovog prostora H. Ako je {x1,..., 2z}
ONB za K, onda je > . | x; @ x; ortogonalni projektor na potprostor K. Nadalje, buduéi da je preslika-
vanje (x,y) — x ® y seskvilinearno, vrijedi polarizacijski identitet:

3

1 . . .
roy= 23 Fatity) @ o+ ity
=0

Odavde i iz Propozicije slijedi da je F(H) razapet s operatorima oblika x ® z, z € H. Posebno,
F(H) je razapet s projektorima ranga 1.

Propozicija 6.5.7. Neka je H Hilbertov prostor. Postoji mreza projektora (Py)aca u F(H) takva da
vrijedi ||Pox — || — 0 za sve x € H.

Dokaz. Neka je {e; :i € I} ONB za H. Neka je A := Fin(J) usmjeren s obzirom na skupovnu inkluziju
(Primjer [£.3.3] (b)). Za a € A stavimo
P@:::jzjeié§€@

1€

Tada je (Pa)aeca mreza projektora u F(H). Neka je x € H. Zbog Besselove nejednakosti postoji ap € A
takav da je >, (2, ei)|? < e. Onda je za sve a > g

2
Z(Jfa€i>€i = Z [z, e)|* < Z |z, e)]? < e.

i¢a i¢a igag
Dakle, ||Pyz — z| — 0. O

1Paz — ]| =

Prisjetimo se da smo u Propoziciji dokazali da je za linearni operator T : H — H ekvivalentno:
T je ogranicen <= T je (w,w)—neprekidan <= T je (|||, w) — neprekidan.
S druge strane, uvjet (w, || - ||)-neprekidnosti na T" ispada vrlo restriktivan:

Propozicija 6.5.8. Neka je H Hilbertov prostor. Operator T € B(H) je (w,|| - ||)-neprekidan ako i samo
ako je T € F(H).

Dokaz. Fiksirajmo x € H. Izaberimo proizvoljnu mrezu (x4)aecp koja slabo konvergira prema nekom
xo € H. Prema Teoremu to je ekvivalentno s (x, — zg,x) — 0 za sve x € H. Stoga je

lim [|(z ® 2)(za) — (¢ ® z)(20)|| = lim [(za — zo, z)][|z] = 0.
aEA a€el

Dakle, svaki operator oblika z ® x je (w, || - ||)-neprekidan. Iz Napomene zakljucujemo i da je svaki
T e F(H) (w,] - ||)-neprekidan.
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Obratno, pretpostavimo da je T € B(H) (w, || - ||)-neprekidan. Tada je skup T~ (Kpy) slabo otvoren,
pa specijalno sadrzi neku baznu slabo otvorenu okolinu nulvektora. Stoga, prema Napomeni i
Teoremu postoje € > 0 i vektori z1,...,x, € H takvi da vrijedi T(U(0, z1,...,%n,€)) C Kp, gdje
je

UO,21,...,2n,6) ={x € H: [{z,21)| <é&,...,[{x,x,)] < e}
Drugim rije¢ima, za proizvoljan z € H iz maxi<i<p |(z,z;)| < ¢ slijedi ||[Tz|] < 1. Stavimo K :=
[{x1,...,2,}]. Tada za svaki z € K+ in € N vrijedi nz € K+, tako da je n||Tz| = | T(nz)| < 1. Dakle
Tz =0zasvex € K+. Slijedi tanT =T(H) =T(K ® K+) = TK, tako da je T € F(H). O

6.6 Kompaktni operatori

Vaznu klasu operatora na Hilbertovim (ili opéenitije normiranim) prostorima ¢ine tzv. kompaktni
operatori. Prije nego li damo formalnu definiciju, prisjetimo se da za podskup A topoloskog prostora X
kazemo da je relativno kompaktan ako je njegov zatvara¢ A kompaktan. Ako je X metricki prostor tada
su prema Korolaru sljedeca svojstva ekvivalentna:

(i) A je relativno kompaktan.
(ii) Svaki niz u A ima podniz koji konvergira u X.
Nadalje, ta svojstva uvijek povlace sljedeca dva ekvivalentna svojstva:
(iii) Svaki niz elemenata u A ima Cauchyjev podniz.
(iv) A je totalno ogranicen.
Stovise, ako je X potpun, onda su sva ta svojstva medusobno ekvivalentna.

Definicija 6.6.1. Neka su X i Y normirani prostori. Za linearni operator T : X — Y kazemo da je
kompaktan ako je T'(Bx) relativno kompaktan podskup od Y. Skup svih kompaktnih operatora s X u
Y oznacavamo s K(X,Y'), odnosno s K(X) ako je X =Y.

Napomena 6.6.2. Neka su X i Y normirani prostori.

(a) Iz karakterizacije relativne kompaktnosti preko nizova slijedi da je linearan operator T : X — Y
kompaktan ako i samo ako za svaki ogranicen niz (x,)peny U X niz (T2,)nen ima konvergentan
podniz.

(b) K(X,Y) C B(X,Y), tj. svaki kompaktan operator je ograni¢en. To je o¢ito, jer je T'(Bx) ograni¢en
kao relativno kompaktan podskup od Y.

(c) Iz (a) slijedi da je K(X,Y) (vektorski) potprostor od B(X,Y) i da je K(X) (obostrani) ideal u
B(X).

(d) Buduéi da je svaki ograni¢en podskup kona¢nodimenzionalnog normiranog prostora relativno kom-
paktan, imamo F(X,Y) C K(X,Y).

(e) K(X) = B(X) akoisamo ako je X kona¢nodimezionalan. Naime, ako je X beskona¢nodimenzionalan,
onda o¢ito I ¢ K(X).

(f) Ako su X i Y Banachovi prostori i 7' € K(X,Y), onda je svaki zatvoren potprostor Z od Y
koji je sadrzan u slici od T' nuzno kona¢nodimenzionalan. Naime, u tom slu¢aju je W := T~1(2)
zatvoren potprostor od X irestrikcija S := T'|w : W — Z je kompaktna (stoga ogranicena) linearna
surjekcija. Stoga je prema Teoremu o otvorenom preslikavanju T'(Byy) relativno kompaktan skup u
Z koji ima neprazan interior. Prema Teoremu je nuzno dim Z < Xg. Posebno, T' € K(X,Y)
ima zatvorenu sliku ako i samo ako je T' € F(X,Y).
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Propozicija 6.6.3. Neka je X normiran prostor i Y Banachov prostor. Onda je K(X,Y) zatvoren
potprostor od B(X,Y)

Dokaz. Neka je S € B(X,Y) operator iz zatvaraca od K(X,Y'). Tada za dani € > 0 postoji T € K(X,Y)
takav da je ||S — T < §. Buduéi da je T'" kompaktan, T'(Bx) je relativno kompaktan, stoga totalno
ogranicen podskup od Y. Prema Napomeni postoji kona¢no mnogo zi,...,xz, € Bx tako da
vrijedi T(Bx) € Ui, K(Tx;,5). Tvrdimo da je tada S(Bx) C U, K(Sz;,¢). Zaista, za proizvoljan
x € By postoji 1 <i <n takav da je || Tz; — Tz| < §. Tada je

5
|Sz; — Sx|| < ||Szi — Ta;|| + | Tx; — Tx|| + || Tz — Sx|| < 2||T — S| + 3

<e.

Time smo dokazali da je S(Bx) totalno ograni¢en podskup od Y. Jer je Y potpun, to je ekvivalentno s
time da je S(Bx) relativno kompaktan. O

Lema 6.6.4. Neka je X refleksivan Banachov prostor i Y normiran prostor. Linearni operator T : X —
Y je kompaktan ako i samo ako je T(Bx) kompaktan podskup od'Y .

Dokaz. Neka je T : X — Y kompaktan. Trebamo dokazati da je skup T'(Bx) zatvoren u normi.
Prema Napomeni m T je ogranicen, sto je prema Propoziciji ekvivalentno s time da je T' (w, w)-
neprekidan. Nadalje, refleksivnost od X je prema Korolaru ekvivalentna s time da je kugla Bx
w-kompaktna. Stoga je T(Bx) w-kompaktan, pa stoga w-zatvoren podskup od Y. Onda je svakako
T(Bx) zatvoren u normi. Obrat je trivijalan. O

Primjer [2.3.29] pokazuje da tvrdnja Leme ne mora vrijediti ako domena nije refleksivna.

U daljnjem se bavimo proucavanjem kompaktnih operatora na Hilbertovim prostorima. Kre¢emo sa
sljede¢om karakterizacijom:

Teorem 6.6.5. Neka je H Hilbertov prostor. Za linearan operator T : H — H su sljedeée tvrdnje
ekvivalentne:

(i) T je kompaktan.

(ii) |T| je kompaktan.

(i1i) T'(Bp) je kompaktan podskup od H.

(iv) T se nalazi u zatvaracu operatora konacénog ranga.
(v) Restrikcija T'|g, : By — H je (w, || - ||)-neprekidna.

Dokaz. (i) <= (ii). Prema Teoremu o polarnoj formi (Teorem [6.4.11]) postoji parcijalna izometrija
V € B(H) takva da vrijedi ' = V|T'| i V*T = |T'|. Ekvivalencija sada slijedi direktno iz ¢injenice da je
K(H) ideal u B(H).

(i) <= (iii). Prema Propoziciji svaki Hilbertov prostor je refleksivan pa ta ekvivalencija slijedi
direktno iz Leme [6.6.41

(i) = (iv). Pretpostavimo da je T': H — H kompatkan. Onda je T(Bj) relativno kompaktan,
stoga totalno ogranicen podskup od H. Za € > 0 postoji kona¢no mnogo x1,...,z, € By tako da vrijedi
T(Bu) € Ui, K(Txi,e). Stavimo K := [{Tx1,...,Txy,}] i neka je Px € B(H) ortogonalni projektor
na K. Jer je K kona¢nodimenzionalan, Px € F(H), pa je stogai S := PgT € F(H) (jer je F(H) ideal
u B(H)). Za z € By izaberimo 1 < ¢ < n takav da je ||Tz — T'z;|| < e. Kako je prema Lemi
Sz najbolja aproksimacija vektora Tx vektorima iz K, slijedi ||[Tx — Sz|| < ||Tz — Tx;|| < e. Dakle,
IT = S|l = supyep, | To — Sz < <.



6.6. KOMPAKTNI OPERATORI 187

(iv) = (v). Neka je (z4)aeca mreza u By koja slabo konvergira prema = € By. Prema pretpostavci,
za dani € > 0 postoji S € F(H) takav da je |7 — S|| < §. Tada za svaki o € A imamo

|Txo — Tx|| < ||Txq — Szol| + ||Sza — Sz|| + || Sz — Tx||

2
< 3¢ + IS0 - Sa.

Buduéi da je S € F(H), prema Propoziciji S je (globalno) (w, || - ||)-neprekidan, pa postoji cy € A
takav da je ||Szq — Sz| < ¢/3 za sve a 2 «p. Dakle, ||Tzo — Tz|| < € za sve a@ 2 ap, odnosno
|Txq —Tz|| — 0.

(v) = (iii). Buduéi da je By slabo kompaktna (Korolari i , zbog (w, || -]|)-neprekidnosti
restrikcije T'|g,, : By — H je T(Bpy) u normi kompaktan podskup od H. O

Korolar 6.6.6. Neka je H separabilan Hilbertov prostor. Linearni operator T : H — H je kompaktan
ako i samo ako za svaki niz (xn)nen u By iz ©, — x slijedi |Tx, — Tx| — 0.

Dokaz. Jer je H separabilan i refleksivan, prema Propoziciji i Napomeni je relativna slaba
topologija na By metrizabilna, pa stoga zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti. Preostaje primijeniti

ekvivalenciju (i) <= (iv) Teorema i Propoziciju 4.2.16 O

Korolar 6.6.7. Neka je H Hilbertov prostor. Onda je K(H) je zatvoreni samoadjungirani ideal B(H) i
vrijedi K(H) =F(H).

Dokaz. Prema Propoziciji i Napomeni dovoljno je dokazati da je K(H) samoadjungiran. Neka
je stoga T € K(H) i e > 0. Prema Teoremu [6.6.5 postoji S € F(H) takav da je ||S — T'|| < e. Prema
Korolaru [6.5.4] je S* € F(H). Zbog izometri¢nosti adjungiranja je ||S* — T*|| < . Dakle, S* se nalazi u
zatvaracu od F(H), pa je S* € K(H) prema Teoremu [6.6.5] O

Napomena 6.6.8. Ako je H separabilan beskona¢nodimenzionalan Hilbertov prostor, tada se moze poka-
zati da je K(H) jedinstven netrivijalni zatvoreni ideal u B(H). S druge strane, uskoro ¢emo vidjeti da
B(H) ima beskona¢no mnogo nezatvorenih ideala ideala (koji svi sadrze F(H) prema Korolaru [6.5.5)).

Napomena 6.6.9. Kao §to smo primijetili u Napomeni ako je H beskona¢nodimenzionalan Hilbertov
prostor, onda C*-algebra K(H) nije unitalna. Lako se provjeri da u tom sluc¢aju mreza projektora (P )aea
iz Propozicije [6.5.7] zadovoljava

lim | P, T —T|| = lim |TP, —T| =0
lim | PoT = T = lim | TP, — T = 0,

tj. (Pa)aca je aproksimativna jedinica u K(H) (vidjeti Napomenu [5.6.16). Nadalje, ako je T' € K(H)
tada je T'(Bp) kompaktan, specijalno separabilan podskup od H (Propozicija M Onda je ranT =
Unen T (Bp) separabilan potprostor od H. Ako je {e, : n € N} ncka ONB za ranT, stavimo P, :=
>or i ei®e; (Napomenal[6.5.6). Onda analogan argument kao u dokazu implikacije (i) = (iii) Teorema
pokazuje da je lim,, || P,T — T|| = 0.

Primger 6.6.10. Neka je {e,, : n € N} ONB separabilnog Hilbertovog prostora H. Promotrimo dijagonalni
operator 7' € B(H) kao u Primjeru Dakle,

Ty = Z Anlx,en)en
n=1

za neki niz (\,), € £>°. Tada je T kompaktan ako i samo ako je (), € co. Zaista, za n € N stavimo

n
P, = Zei@)ei i T,:=T—P,T.
=1



188 POGLAVLJE 6. OGRANICENI LINEARNI OPERATORI NA HILBERTOVIM PROSTORIMA

Jer je za proizvoljan x € H

[o.¢]
IToz)® = > [el?l(, )] < sup Al - 2],
ke=n+1 k>n

slijedi ||T5, || < supg~, |[A\k|. Nadalje, kako je Ther = Agex za sve k > n, zakljucujemo ||T5,|| = supg~,, | Akl
Stoga, ako je lim,,_,o0 A\, = 0, onda je lim,_, ||77,|| = 0, pa je T' kompaktan kao limes operatora kona¢nog
ranga 1T'P,,. Obratno, ako je T' kompaktan, onda prema Korolaruiiz en — 0slijedi |A\n| = || Ten|| — 0.

Osim s teorijskog aspekta, kompaktni operatori igraju vaznu ulogu u primjenama. Stovise, sam
zacetak teorije kompaktnih operatora dosao je iz teorije integralnih jednadzbi. Eksplicitne primjere
mozemo dobiti na sljedeé¢i nacin.

Primger 6.6.11. Neka je (Q, F, ) o-konacan prostor mjere i neka je k € L2(Qx Q, FQF, u®@pu). Tvrdimo
da je s

(Tf)(x) = /Q k(o) f(0) duly). € L3O F.p)

definiran kompaktan operator na L?(Q, F, ) i [|T|| < ||k||2. Za funkciju k kazemo da je jezgra integralnog
operatora T

Zaista, za f € L?(f, F, ) prema Fubinijevom teoremu i CSB-nejednakosti imamo
2

ITAE = /Q /Q k(e 0) f(y) du(y)| dpz)

[ ([ P an- [ 15wPaw) du

= [EIEIf13-

Odavde slijedi da je Tf € L*(Q, F,pn) zasve f € L?(, F,u), T € B(L*(Q, Fp)) i |T|| < ||k|2-
Neka je {e;: i € I} ONB za L2(Q, F,p). Zai,j € I ixz,y € Q definirajmo

IN

ij(@,y) == ej(x)ei(y)
Tada se lako provieri (DZ) da je {¢;; : i,j € I} ortonormiran skup u L?(Q x Q, F @ F, p®@ p) i da vrijedi
(k,¢ij) = (Tej,e;) Vi, jel. (6.18)
Koristeéi tu ¢injenicu imamo

K15 > 1k i) [> = [(Tej, ).

ijel ijel

Kako je k € L?(Q x , F ® F, 4 ® ), prema Propoziciji [6.1.17 postoji najvise prebrojivo mnogo indeksa
i ij takvih da je (k, ¢;;) # 0. Oznac¢imo pripadni skup takvih funkcija ¢i; s {1pq : 1 < p,q < oo}. Tada
prema (6.18) imamo (T'ej,e;) = 0 ako ¢i; & {¢pg 1 1 <p,q < oo}. Za n € N neka je

n
B, = Z ep D ep
p=1

(ortogonalni projektor na potprostor [{ei,...,e,}]) i stavimo
T,:=TP,+ P, T — P,TF,,

tako da je T, € F(L?(2, F,p)). Tvrdimo da vrijedi lim, o [|T — Ty|| = 0, odakle ée slijediti da je T
kompaktan operator (kao limes operatora kona¢nog ranga).



6.6. KOMPAKTNI OPERATORI 189

Zaista, neka je f € L2(0, F, pu), ||fll2 < 1. Tada je f = > jerlfs€j)ej. Redom imamo:

’VTJ‘_'Tth% = EE:ICTf‘—'Thf,€D|2

i€l
2
= D D (fre) (T =To)ej, e
icl | jel
o0 o0 2
= Z Z<f7 eq) - ((T' = Th)eq, ep)
p=1 |g=1
< Z ([ eq>’2 Z|<(T_Tn)eq7ep>‘2
p=1 \qg=1 qg=1
< Nf15- Z Z [(Teq, ep) — (T'Paeq, €p) — (PaTeq, €p) + (PaT Preg, €p>‘2
p=1 g=1

= D D (Tegel

p=n+1g=n+1

= > > k)

p=n+1g=n+1

Bududi da je 3¢ _, [(k, ¥pg)|? < 00, za svaki € > 0 mozemo naci ng € N tako da za sve n > ng zadnja

gornja suma bude manja od . Dakle, lim,,_, |7 — T5,|| = 0.

Lema 6.6.12. Neka je H Hilbertov prostor i T € K(H). Ako je A € o(T) \ {0}, onda je A svojstvena
vrijednost za T

Dokaz. Pretpostavimo da A # 0 nije svojstvena vrijednost za T. Dokazat ¢emo da je tada operator A\l =T
invertibilan u B(H) odakle ¢e naravno slijediti da A ¢ o(T'). Dokaz provodimo u koracima.

Najprije pokazimo da je operator AI — T ograni¢en odozdo. Zaista, u suprotnom bi postojao niz
vektora (x,)pen u Sp takav da vrijedi

| — Ty < Vn € N. (6.19)

S

Jer je T' kompaktan, postoji podniz (z,, )keny 0d (2 )nen takav da niz (T'z,, )ken konvergira u normi
prema nekom vektoru y € H. Kako je

1
kT by
za sve k € N, odavde i iz (6.19) slijedi da ||z, — %|| — 0. Bududi da je (z, )ken niz jedniénih vektora u
H, imamo y # 0. Napokon, iz

Tn

(M =Ty, + Txy,),

(M -T)y = kli_}n;()(AI —T)(Axp,) = A- (M —-T)xy,, =0

lim
k—o0
zakljucujemo da je X € 0,(T), §to je kontradikeija.

Tvrdimo da je ran(A] —T') = H. Kako bismo to dokazali, stavimo

Hy:=H i H, :=ran((\l -T)"), neN.

Bududi da je prema prvom dijelu dokaza operator AI — 1" ograni¢en odozdo, (Hy)nen je niz zatvorenih
potprostora u H. Takoder imamo

(M —T)H, = Hypy1 i Hy2H D2Hy2H3z2---.
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Nadalje, ako je y € H, tada je Ty = ((T'— M)y + \y) € H,,, odakle slijedi T'(H,) C H,. Tvrdimo da se
niz (H,)nen stabilizira pocevsi od nekog n € N, tj. da vrijedi H,, = H,, za sve m > n. Pretpostavimo
suprotno, tj. da je

Ho 2 Hy 2 Hy 2 H3 2 -+ .

Za svaki n € N izaberimo jedini¢ni vektor x,, € H,, takav da je x, 1. Hyp 1. Tada za sve m > n imamo

Tey, —Txy = (T —MN)xp+ Aoy —Txp = Aeg + (T — M)y — Ty
= Az, + z,

gdje je z := [(T — M)z, — Txy,). Kako je Txy, € Hyy € Hyq1 (Jer je m > n), slijedi z € H, 1. Stoga je
1Ty — Tm|? = X+ [[2[* > [A* > 0.

Odavde zaklju¢ijemo da niz (T'z,)nen nema Cauchyjev podniz, Sto je kontradikcija jer je niz (x,)nen
ogranicen, a operator 7" kompaktan. Dakle, niz potprostora (H,),cn se eventualno stabilizira i neka je k
najmanji nenegativan cijeli broj takav da je Hy = Hyy1. MozZemo pretpostaviti da je k # 0 i izaberimo
vektor x € Hy_1 \ Hi. Tada je (A\] —T)x € Hy, = Hyy1, pa postoji vektor y € H takav da je

(M —T)z = (M —T)* 1y = (M - T)z,
gdje je z := (A — T)*y € Hy. Bududi da = ¢ Hy, imamo = — z # 0, pa iz
M -T)(z—2)=0

slijedi A € 0,(T"). Ova kontradikcija pokazuje da je k = 0, odnosno ran(A —T') = H; = Hy = H.
Sve zajedno, AI — T je surjektivan operator koji je ograni¢en odozdo, pa je prema Propoziciji[6.2.15
A — T je invertibilan u B(H). O
Teorem 6.6.13. Neka je H beskonacnodimenzionalan Hilbertov prostor i neka je T € K(H). Tada
vrijedi:
(i) o(T) = o,(T) U{0}.
(11) Za sve X € 0,(T) \ {0} je pripadni svojstveni potprostor ker(A —T') konacnodimenzionalan.

111) op(T) (pa onda i o(T)) je konacan ili prebrojiv skup, a 0 mu je jedino moguée gomiliste.
P

Dokaz. (i). Bududi da je H beskona¢nodimenzionalan, K(H) je netrivijalni ideal u B(H), tako da je T
neinvertibilan, odnosno 0 € o(T"). Stoga tvrdnja slijedi direktno iz Leme [6.6.12

(ii). Neka je A € op(T) \ {0}. Ako bi ker(AI —T') bio beskona¢nodimenzionalan, tada bismo mogli
naci (beskonacan) ortonormiran niz (z,)nen u ker(AI — 7). Onda bi za sve m,n € N vrijedilo

T2y — Tme2 = [[Az, — )‘meZ = 2|)\|27

§to je kontradikcija, jer je T kompaktan.

(iii). Tvrdimo da je skup {\ € 0,(T") : |A\| > e} konacan za sve € > 0. Pretpostavimo suprotno. Tada
postoji € > 0 i niz medusobno razli¢itih svojstvenih vrijednosti (A, )nen od T takav da je |A,| > € za sve
n € N. Neka x,, pripadni svojstveni vektor od A, i stavimo

Hy, :=[{z1,...,z,}].

Tada je oc¢ito dim H,, = n, pa je
Hy CHy CHs CHy &
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Nadalje, imamo TH,, C H, zasven € Ni (A, —T)H,, C H,_1 zasve n > 2. Naime, zax € H,in > 2
imamo x = Y ;" ; pix; (za neke p; € C), odakle slijedi da je

n—1
Ol =Tz = p1i(Xi — An)an € Hy 1.
=1

Neka je (yn)nen niz u Sy takav da je y, € Hy iy, L Hp—1. Tada za sve n > m imamo
TYn — TYm = M¥n — [(And = T)yn + Typm]-

Kako je (Al —T)yn € Hp—1 i Ty € Hyy C Hy—1, slijedi (A — T)yn + Ty € Hyp—1. Napokon, buduéi
da je y, L H,_1, slijedi
”Tyn - TymH 2 |>\n‘ > €,

Sto je kontradikcija s pretpostavkom da je T kompaktan. O

U literaturi se Cesto susrece sljedeca varijanta tvrdnji (i) i (ii) Teorema [6.6.13

Korolar 6.6.14 (Fredholmoveﬂ alternativa). Neka je H Hilbertov prostor i T € K(H). Tada za svaki
skalar p € C ili jednadzba (I — pT)z = y ima jedinstveno rjesenje za svaki y € H ili pripadna homogena
jednadzba (I — pT)x =0 ima konacno mnogo linearno nezavisnih rjesenja.

Napomena 6.6.15. E. 1. Fredholm je formulirao prethodni rezultat za specifican integralni operator

b
(Tf)(x) = / Kz, 9) f(y) dy

na L%([a,b]) (vidjeti Primjer |6.6.11)). Stovise, rekao je: Ili integralna jednadzba

b
f(@) — / k(e ) (y) dy = 9(x)

ima jedinstveno rjesenge ili pripadna homogena jednadzba

b
f@) — 1 [ k) ) dy =0
a
ima konacno mnogo linearno nezavisnih rjesenja.

U nastavku ¢emo opisati normalne kompaktne operatore. Prisjetimo se da smo u Primjeru|6.6.10| veé¢
opisali kompaktne dijagonalne operatore. Pokazat ¢emo da je takav oblik zapravo tipican, tj. da se svaki
normalan kompaktan operator moze dijagonalizirati u nekoj ortonormiranoj bazi. Ako je bazni prostor H
kona¢nodimenzinalan, tada nam je taj rezultat poznat iz elementarne linearne algebre (dijagonalizacija
normalnog operatora/normalne matrice).

Teorem 6.6.16 (Spektralni teorem za normalan kompaktan operator). Neka je H Hilbertov
prostor i T' € K(H) normalan kompaktan operator. Ako je op(T)\ {0} = {\, : n € N}, za svakin € N
oznacimo s K, := ker(A,I — T svojstveni potprostor od \, i s P, ortogonalni projektor na K,. Tada
vrijeds

o
T= Z An Py, (konvergencija u operatorskoj normi).
n=1

Napomena 6.6.17. Prisjetimo da za proizvoljan normalan operator T € B(H) vrijedi ker T* = ker T' tako
da je

K:=ranT =ranT* i H=kerTOK
(vidjeti Napomenu. Nadalje, prema Napomeni prostor K je separabilan i reducira 7T'. Stoga,
prelaskom na restrikciju T'|x : K — K (Sto je injektivan normalan kompaktan operator na separabilnom
Hilbertovom prostoru K'), Teorem je dovoljno dokazati uz pretpostavku da je H separabilan i T
injektivan.

9Frik Ivar Fredholm (1866.-1927.), svedski matematicar
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Takoder, u dokazu Teorema [6.6.16, ¢emo koristiti sljedeéu notaciju. Ako je {K; : i € I} familija
medusobno ortgonalnih zatvorenih potprostora od H, onda ¢emo s ), ; K; oznacavati najmanji zatvoren
potprostor od H koji sadrzi uniju | J;c; K;.

Dokaz Teorema[6.6.16. Prema Napomeni dovoljno je dokazati tvrdnju uz pretpostavku da je H
separabilan i T" injektivan. Onda 0 ¢ o, (T), tako da je op(T) = {\, : n € N}.

Prema Propoziciji svojstveni potprostori K, od T su medusobno ortogonalni. Tvrdimo da
vrijedi
Pr.=H (6.20)

neN

Pretpostavimo suprotno. Onda za K := @, .y K», vrijedi K+ # {0}. Jer je operator T normalan, prema
Propoziciji mje K, = ker(\,I — T) = ker(A\,I — T*) za sve n € N, tako da je K invarijantan za T
i T*. Dakle, prema Propoziciji K reducira T. Jer je T injektivan i K+ # {0}, ocito je restrikcija
Tlgr: K + — K takoder injektivan normalan i kompaktan operator. Posebno T 1 # 0, pa je prema
Proporziciji r(T|s) = |T| 2|l # 0. Dakle, postoji Ag € o(T|x2) \ {0}. Jer je T|r € K(KL), iz
Leme slijedi da je Ao € 0p(T|g1), pa onda i A\g € 0,(T). No to je nemoguce, jer bi to znacilo da
je pripadni svojstveni potprostor sadrzan u K N K+ = {0}.

Nadalje, mozemo pretpostaviti da vrijedi
[Anti]l <A VneN. (6.21)

Prema Teoremu [6.6.13[svi potprostori K, su kona¢nodimenzionalni, a zbog dekompozicije (6.20] je unija
njihovih ONB je ONB za H. Stavimo mg :=01imy =Y ,_, dim K}, za n € N (tako da je m,, — mp_1 =
dim K,). Ako je {em, ,+1,---,€m,} ONB za K,, n € N, onda je {e, : n € N} ONB za H. Za svaki

mg

2
1 f— o0 . . ] f— . . 1 ] J— n . f—
r € H imamo x = } 7 (z,ej)e; 1 Por = 3 0% (z,¢ej)ej, tako da je limy oo Hm > i1 P]IH =

limy, 00 2252, 41 (7, €5)[* = 0, odnosno
o0
Zij =x VereH.
j=1

Fiskirajmo z € H i n € N. Zbog neprekidnosti operatora T' imamo T'x = E;’il TPjx = E;’il AjPjx,
pa je zbog (6.21)) i Besselove nejednakosti

n 2 o0 2 o0 o0
T-Y NPzl = [ Y NP o= > INPIP < Aaal? > 1P
j=1 j=n+1 j=n+1 j=n+1

IN

Anal? )12
Dakle, || T'=> %) AjPj|| < |An+1]- Napokon, jer je T' kompaktan i e;, %0, slijedi |\y| = |Tem, || — 0. O

Ako je H separabilan Hilbertov prostor, onda je i ker T" separabilan prostor, pa kao direktnu posljedicu

Teorema [6.6.10] te Primjera [6.3.9] dobivamo:

Korolar 6.6.18. Neka je H separabilan beskonacnodimenzionalan Hilbertov prostor. Kompaktan opera-
tor T € K(H) je normalan ako i samo ako je dijagonalizabilan i u tom sluc¢aju postoji ONB {e,, : n € N}
za H i niz (Ap)nen € co tako da vijedi

oo
T = Z Anén ® e (konvergencija u operatorskoj normi).

n=1
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6.7 Fredholmovi operatori

Tokom ¢itavog ovog odjeljka H ¢e biti separabilan beskonacnodimenzionalan Hilbertov prostor.

U tom slucaju je, prema Napomeni K(H) jedini pravi zatvoreni ideal u B(H), pa je prema
Napomeni [5.6.16| kvocijent B(H)/K(H) (prosta) C*-algebra uz kvocijentnu normu.

Definicija 6.7.1. C*-algebra B(H)/K(H) zove se Calkinova'| algebra i oznacavamo ju s C(H).

Napomena 6.7.2. Ako su S, T € B(H) dva ograni¢ena operatora takvi da je S — T kompaktan operator,
onda kazemo da je S kompaktna perturbacija od T' (kao i obratno). To znaci da S i T' imaju jednake
slike u Calkinovoj algebri. Takva ”lokalna” perturbacija javlja se ¢esto u primjenama i svojstva koja su
invarijantna na kompaktne perturbacije obi¢no su vrlo cijenjena.

Jedno od takvih svojstava je indeks Fredholmovog operatora o kojemu ¢e biti rije¢ u ovom odjeljku.

Propozicija 6.7.3. Za operator T' € B(H) su sljedeéa svojstva medusobno ekvivalentna:
(i) T ima zatvorenu sliku.
(i4) Postoji operator S € B(H) takav da su ST i T'S projektori redom na (ker T)* i ranT.
(i1i) Postoji operator S € B(H) takav da je TST =T.

Dokaz. (i) = (ii). Pretpostavimo da je slika ranT" zatvorena. Tada restrikcija T'|(e,p)r definira
bijektivni ograni¢en operator s (ker 7)* na ranT, pa je prema Banachovom teoremu o izomorfizmu
inverz Sy := (T|(kerT)J_)_1 :ranT — (ker T)* ogranicen. Progirimo Sy do operatora S na ¢itav H tako
y+ = 0. Onda je S € B(H), ST je projektor na (ker T)*+ i TS je projektor na ranT.

(i) = (iii). Ovo je trivijalno, jer ako je S € B(H) operator takav da je T'S projektor na ranT,
tada je TST =1T.

(iii) = (i). Neka je S € B(H) takav da je TST = T. Stavimo @ := T'S. Tada je Q*> = TSTS =
TS = Q. Dakle, @ je idempotent u B(H) i o¢ito je ran@ = ran(7'S) C ranT. Dokazimo i obratnu
inkluziju. Neka je y € ranT i izaberimo vektor z € H takav da je y = Tx. Tada je y = Tz = TSTx =
QTz € ran@. Dakle, ran@Q = ranT, a kako je ran@Q = ker(I — @), slika od @ (pa onda i od T') je

zatvorena. O

da stavimo S|, 7

Napomena 6.7.4. Za element x prstena R kazemo da je von Neumann regularan ako postoji element
y € R takav da vrijedi x = zyz. U tom slucaju za y kazemo da je pseudoinverz od z. Element y
opéenito nije jedinstveno odreden s z. Ako je svaki element x € R von Neumann regularan, tada kazemo
da je R von Neumann regularan prsten. U slu¢aju R = B(H), Propozicija kaze da je operator
T € B(H) von Neumann regularan ako i samo ako 7" ima zatvorenu sliku. Posebno B(H) je von Neumann
regularan ako i samo ako je dim H < Ny.

Teorem 6.7.5 (Atkinsonov[l;r] teorem). Za operator T € B(H) su sljedeéi uvjeti medusobno ekviva-
lentni:

(i) Postoji S € B(H) takav da su oba operatora I — ST i I — TS konacnog ranga.
(i) Postoji S € B(H) takav da su oba operatora I — ST i I — TS kompaktna.
(iii) Slika od T po kvocijentnom preslikavanju B(H) — C(H) je invertibilan element u Calkinovoj algebri.

(iv) Slika od T je zatvorena i oba potprostora ker T' i ker T* su konacénodimenzionalna.

10John Williams Calkin (1909.-1964.), americki matematicar
HFrederick Valentine Atkinson (1916.-2002.), britanski matematicar
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Dokaz. Implikacija (i) = (ii) kao i ekvivalencija (ii) <= (iii) je o¢ita.

(il) = (iv) Pretpostavimo da je jezgra ker T' beskona¢nodimenzionalna i neka je (ey,)nen ortonor-

miran niz u ker 7. Tada za K := ST — I € K(H) imamo Ke, = —e,, za sve n € N. Bududi da e, 20
(Besselova nejednakost), iz Teorema [6.6.5] (iii) slijedi 1 = || — e,]| = [|[Ken| — 0, $to je kontradikcija.

Dakle, dimker T' < co. Takoder, iz T'S — I € K(H) dobivamo i S*T™* — I € K(H) (Korolar [6.6.7), pa isti
dokaz pokazuje da je i dimker T™ < oco.

Ostaje dokazati da je slika od T zatvorena. Neka je K = ST — I kao prije i izaberimo F' € F(H)
takav da je |K — F|| < 1/2 (Teorem [6.6.5)). Tada za svaki vektor x € ker F' imamo

STz = [[STx|| = (I + K)z[| > [[«] - [| K]

> Lig
—||Tll.
2

Dakle, restrikcija T'|ger p je ogranic¢ena odozdo, pa je njena slika H; := T'(ker F') zatvorena. S druge
strane, jer je F* € F(H) i (ker F)* = ran F'* = ran F* (Napomena , prostor Hy := T((ker F))*) je
kona¢nodimenzionalan. Stoga je prema Propoziciji [[.7.9| ranT = Hy + Hy = zatvoren potprostor od H.

(iv) = (i). Jer je ranT zatvorena, prema Propoziciji m postoji operator S € B(H) takav da su
ST i TS projektori redom na (ker T')* i ran T. Tada su I —ST i I —T'S redom projektori na ker T" i ker T*.
Oba ta potprostora su kona¢nodimenzionalna prema pretpostavei, pa imamo I — ST, [ —-TS € F(H). O

Definicija 6.7.6. Za operator T' € B(H) koji zadovoljava uvjete Atkinsonovog teorema kazemo da je
Fredholmov operator. Skup svih Fredholmovih operatora na H oznac¢avamo s Fr(H).
Nadalje, za svaki T' € Fr(H ) definiramo indeks od T s

indexT := dimker T'— dim ker T™.

Napomena 6.7.7. Neka je T' € Fr(H) i izaberimo operator S € B(H) takav da su ST i T'S projektori
redom na (ker T)* i ranT. Stavimo P :=1 — ST i Q := I —TS. Tada su P i Q projektori redom na
ker T i (ranT)* = ker T*, pa je

indexT = r(P) — r(Q). (6.22)

Primijetimo da iz uvjeta (iii) Atkinsonovog teorema slijedi da je skup Fr(H) zatvoren s obzirom na
operaciju mnozenja operatora. Posebno, za svaki Fredholmov operator T € Fr(H) i invertibilni operator
R € B(H) imamo RT,TR € Fr(H). U tom slucaju je

index(RT') = index(T'R) = index(T")
jer je T bijekcija. Takoder je jasno da je Fr(H) samoadjungiran podskup od B(H) te da vrijedi
indexT* = —indexT VT € Fr(H).

Za svaki n € Z definiramo

Fr,(H) :={T € Fr(H) : indexT = n}.
Ocito skup Fro(H) sadrzi sve invertibilne operatore. Sljedeéi primjer pokazuje da su svi skupovi Fr,,(H)
neprazni.

Primgjer 6.7.8. Neka je S € B(H) unilateralni $ift s obzirom na neku ONB {e, : n € N} za H. Onda
je ker S = {0} i ker S* = Ce; tako da je S € Fr(H) i index S = —1. Nadalje, za sve n € N imamo
ker S" = {0} i ker(S*)" = [{e1,...,en}], tako da je index S™ = —n. Stoga je index(S*)" = n.

Lema 6.7.9. Ako je F € F(H), tada je I + F € Fro(H).

Dokaz. Ocito je T := 1+ F € Fr(H). Neka je S pseudoinverz od T" kao u Napomeni i neka su P =
1-S5T,Q = I-TS pripadni projektori kona¢nog ranga. Tada je P—Q = ST—-TS5 = F.'S—SF. Ozna¢imo
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s R ortogonalni projektor na kona¢nodimenzionalni potprostor K := ran P + ran @ + ran F' + ran F'*.
Tada je R jedinica za operatore P,Q i F, pa i operator S1 := RSR zadovoljava

P-Q=FS —SF.

Primijetimo da je to zapravo jednakost operatora u B(K). Ako je tr trag na B(K) (koji postoji jer je
dim K < ¥p), imamo
r(P) —r(Q) =tr(P — Q) =tr(FS1 — S1F) =0.

Iz zaklju¢ujemo da je indexT = 0, odnosno T € Fro(H). O

Propozicija 6.7.10. Za svaki T € Fro(H) postoji parcijalna izometrija V- € F(H) takva da je operator
T + V invertibilan. Nadalje, ako je K € K(H), tada je T + K € Fro(H).

Dokaz. Kako je indexT = 0 ako i samo ako je dimkerT" = dim ker 7™, mozemo naéi parcijalnu izome-
triju V' € F(H) s inicijalnim prostorom ker7 i finalnim prostorom ker 7% (vidjeti Propoziciju [6.4.8).
Primijetimo da je operator 7'+ V injektivan. Zaista, ako je x € ker(T + V), tada je

Tx =—VzeranT NkerT* = {0}.
Dakle, Tz = 0, pa je x € ker T Nker V = ker T'N (ker T)* = {0}, odnosno = = 0. Nadalje, iz
ran(T +V) = (T+V)(H)=(T+V)((kerT)" ®kerT) = ranT @ ker T*
= H’7

zakljuc¢ujemo da je T + V surjekcija. Prema Banachovom teoremu o izomorfizmu, operator T+ V je
invertibilan u B(H ).

Neka je sada K € K(H) i izaberimo operator F' € F(H) takav da je |K — F| < |[(T + V)~ !7!
(Teorem [6.6.5)). Stavimo

S=T+V+K-F=T+V)I+(T+V) YK -F)).

Buduéi da je [|[(T+V) Y (K —F)|| < 1, operator I+ (T +V)~}(K — F) je invertibilan u B(H) (Propozicija
5.2.16|). Tada je i operator S invertibilan u B(H), pa imamo
index(T + K) = index(S+ F — V) = index(S(I + S~ (F —V)))
= index(I + S Y(F -V)) =0,

pri ¢emu zadnja jednakost slijedi iz Leme jer je STYF — V) € F(H). O

Korolar 6.7.11. Fredholmov operatorT € Fr(H) je indeksa 0 ako i samo ako je T kompaktna perturbacija
inwvertibilnog operatora.

Teorem 6.7.12. Indeks Fredholmovog operatora je invarijantan s obzirom na kompaktnu perturbaciju.
Drugim rijecima, za svaki Fredholmov operator T € Fr(H) i svaki kompaktan operator K € K(H) vrijedi

index(T + K) = index T

Dokaz. Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je n := indexT > 0. Naime, slucaj kada
je n = 0 je rijeSen u Propoziciji [6.7.10} dok sluc¢aj kada je n < 0 mozemo izvesti iz pozitivnog slucaja
promatrajuci operator T*.
Promotrimo Hilbertov prostor H Gof? (Primjer. Ako je S € B(¢?) oznacimo s TS € B(H ®20?)
operator definiran s
(S®T)(z,y) = (Sz,Ty), ze€H, ye/l’

Ako je S € Fr(¢?), tada je evidentno T @& S € Fr(H @3 ¢?) i vrijedi

index(7T @ S) = index T" + index S, (6.23)
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gdje su indeksi racunati redom u B(H @9 ¢?), B(H) i B(¢2). Sada uzmimo da je S unilateralni $ift. Tada
iz Primjera i jednakosti (6.23)) zakljuéujemo T @ S™ € Fro(H @5 £?). Nadalje, za svaki K € K(H)
je K ®0 € K(H @3 £?) pa je prema Propoziciji [6.7.10

(T+K)eS"=T®S"+ K ®0 € Fro(H @ ).
Dakle, T+ K € Fr,(H), kao Sto je i trebalo pokazati. O

Teorem 6.7.13. Svaka Fredholmova klasa Fr,(H), n € Z, je otvorena u operatorskoj normi. Posebno,
preslikavangje index : Fr(H) — Z je neprekidno. Nadalje, vrijedi

index(T175) = index T} + index T (6.24)
za sve Ty, T € Fr(H).

Dokaz. Najprije dokazimo da je klasa Fro(H) otvorena u B(H). Pretpostavimo stoga da je T € Fro(H)
i neka je (T,), niz u B(H) takav da vrijedi ||T,, — T|| — 0. Prema Propoziciji postoji parcijalna
izometrija V € F(H) takva da je operator T + V' invertibilan u B(H). Jer je prema Propoziciji
skup invertibilnih elemenata u B(H) otvoren, postoji ng € N takav da su operatori T, + V' invertibilni
za sve n > ng. Dakle,

index T,, = index(7,, + V') = 0,

za sve n > ng. Time smo dokazali otvorenost skupa Fro(H).

Pretpostavimo sada da je n > 0 i neka je T' € Fr,(H). Tada je prema dokazu Teorema
T @ S" € Fy(H @9 £%), gdje je S unilateralni sift na ¢2. Iz prvog dijela dokaza znamo da postoji € > 0
takav da je W € Fro(H @2 (?), ¢im je W € B(H @2 £?) takav da je ||T & S™ — W| < e. Posebno,
ako je R € B(H) takav da je |T — R|| < ¢, tada je i |T & S™ — R & S"|| < e, pa zakljucujemo da je
R@ S™ € Fro(H @2 £2). Odavde slijedi da je R € Fr,(H). Time je dokazana i otvorenost klase Fr,,(H) za
pozitivne n. Negativni slu¢aj dobivamo iz pozitivnog primjenom involucije koja je izometrija s Fr_,,(H)
na Fr,(H).

Preostalo nam je dokazati jednakost (6.24). Neka su Tt € Fr,(H) i T € Fr,,(H). Uzmimo najprije
da je m = 0. Tada prema Propoziciji @ postoji parcijalna izometrija V € F(H) takva da je operator
T5 + V invertibilan u B(H). Bududi da je T3V € F(H), prema Teoremu imamo

indexTy = index(T1(T2 +V)) = index(ThT> +T1V)
= indeX(TlTQ).

Sada pretpostavimo da je m > 0. Tada je To ® S™ € Fro(H ®©2 £2) (gdje je, kao i prije, S unilateralni
Sift na £2), pa prema prethodnom rezultatu i (6.23]) imamo

n = index((Th & Ip2)(To & S™)) = index(T1T> & S™) = index(11T3) + index(S™)
= index(T1T3) —

Dakle index(7172) = n+m = index(71)+index(7%), kada je m > 0. Negativni slu¢aj dobivamo analogno,
promatrajuéi operator Tp @& (S*)™. O]

Korolar 6.7.14. Ako je T Fredholmov operator na H, tada je i svaki pseudoinverz S od T Fredholmouv
operator te vrijedi
index .S = —index T.

Dokaz. Neka je Q : B(H) — C(H) kvocijentni operator. Iz T'ST = T slijedi Q(T)Q(S)Q(T) = Q(T).

Kako je element Q(T') ivertibilan u C(H) (Teorem, slijedi Q(T)Q(S) = Q(S)Q(T) = 1e(m)- Dakle
Q(S) je takoder invertibilan u C(H), pa je S € Fr(H). Nadalje, iz jednakosti T'ST = T i formule

dobivamo
index(7") = index(T'ST') = index(T') 4 index(S) + index(T),

odnosno index(S) = — index (7). O
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6.8 Hilbert-Schmidtovi i nuklearni operatori

Posebno istaknute klase kompaktnih operatora na Hilbertovim prostorima ¢ine tzv. Hilbert-Schmidtovi
i nuklearni operatori o kojima ¢e biti rije¢ u ovom odjeljku.

Radi jednostavnosti notacije, tokom ¢itavog ovog odjeljka H ¢e biti separabilan beskonacnodimenzionalan
Hilbertov prostor.

Propozicija 6.8.1. Neka su E = {e, : n € N} i F = {f, : n € N} dvije ONB za H. Tada za svaki
operator T' € B(H) wvrijedi

00 00 0o o0
D oATenll> =D T fll> =D D [ Ten, fu)l
n=1 n=1 n=1m=1

Dokaz. Tvrdnja slijedi direktno iz Parsevalove jednakosti, buduéi da imamo || Te,||? = Y oc_, [(Ten, fm)|?
zasve n € N, kao i |T* finl|? = 300 UT* frnsen) > = Y00 [(Ten, fm)|? za sve m € N. O

Za proizvoljan operator T' € B(H) i ONB E = {e, : n € N} za H definiramo

o0 3
T2 := <Z HTenH2> € [0, +oq].
n=1

Prema Propoziciji broj ||T'||2 ne ovisi o izboru ONB E za H.

Definicija 6.8.2. Za operator T' € B(H) kazemo da je T' Hilbert-Schmidtov operator ako je || T2 <
oo. Skup svih Hilbert-Schmidtovih operatora na H oznacavamo s Bao(H).

Primjer 6.8.3. (a) Fiksirajmo ONB {e,, : n € N} za H i niz (\,), € £*°. Promotrimo dijagonalni
operator T' € B(H) iz Primjera tj.

Tz = Z)\n<x,en>en, x € H.

n=1
Jer je | Ten||? = |\u|? za sve n € N, zakljuéujemo da je T Hilbert-Schmidtov operator ako i samo
ako je (A\n)n € £2.

(b) Neka je (2, F, ) prostor mjere, pri ¢emu p o-kona¢na mjera i o-algebra F je prebrojivo generirana,
Sto znaci da postoji prebrojiva podfamilija C' od F takva da je F = o(C) (takva je npr. Borelova
o-algebra F = B(X), gdje je € topoloski prostor koji zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti). U
tom slucaju se moze dokazati da je prostor LP(X,F, ) separabilan za sve 1 < p < oo (vidjeti npr.
[8]). Nadalje, ako je {e, : n € N} ONB za L?(X,F, ), onda nije tesko vidjeti (DZ) da je familija

{Omn = €men : m,n € N}

iz Primjera [6.6.11 ONB za L?(Q2 x Q, F ® F,u ® ) (bez tih dodatnih pretpostavki na (2, F, 1) je

ta familija opéenito samo ortnormirana).

Nadalje, kao §to smo vidjeli u Primjeru |6.6.11} za k € L?(Q x Q, F ® F, u ® u) integralni operator
/k 5 () duy), | € O, F,p)
definira kompaktan operator na L%(Q, Fp) i vrijedi ||T|| < ||k||2. Stovise, T' je Hilbert-Schmidtov

operator na L2(Q, F,p) i vrijedi ||T|l2 = ||k|2. Zaista, koristeé¢i identitet (6.18) (tj. (k, pmn) =
(Ten,em) za sve m,n € N) imamo

Z Tl =35 WTem endP =55 ik, )

n=1m=1 n=1m=1

17113

= HkHQ'
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Osnovna svojstva Hilbert-Schmidtovih operatora dana su sljede¢im teoremom:
Teorem 6.8.4. (i) Ako je T € Bo(H) tada je i T* € Bo(H) te vrigedi ||T*|2 = || T||2-
(i) |T| < ||T|l2 za sve T € Ba(H).
(iii) Ako je S € B(H) i T € Ba(H), tada su TS, ST € Bo(H) i vrijedi max{||TS|2, [|ST||2} < ||S]|T]|2-

(iv) Bo(H) je (obostrani) samoadjungirani ideal uw B(H) i || - ||2 definira normu na Bo(H) s obzirom na
koju je Ba(H) Banachova x-algebra.

(v) F(H) je w normi || - ||2 gust podskup od Ba(H). Posebno, svaki Hilbert-Schmidtov operator je
kompaktan, tj. Bo(H) C K(H).

(vi) Norma || - |2 na Bo(H) pridruzena je skalarnom produktu
o0
(T1, Toyus == Y _(Tien, Taen), Ty, Ty € Ba(H),
n=1

gdje je E = {e, : n € N} neka ONB za H. Pritom gornji red konvergira apsolutno i suma mu ne
ovisi 0 izboru ONB E. Posebno, (B2(H), (-, )us) je Hilbertov prostor.

Dokaz. (i). Neka je {e, : n € N} ONB za H. Prema Propoziciji imamo
o o
1713 =D IT%enll* = D ITeal® = IT13,
n=1 n=1

odakle slijedi da je T € Bo(H) i ||T*||2 = ||T]|2-

(ii). Fiksirajmo jedini¢ni vektor z € H iizaberimo ONB {e,, : n € N} za H koja sadrzi vektor z. Tada
je |ITN3 =300 || Ten|? > || Tz||?. Kako je jediniéni vektor € H bio proizvoljan, slijedi ||T'||2 > ||T|.

(iii). Ako je {e, : n € N} proizvoljna ONB za H, tada imamo ||STe,||? < ||S|?||Ten||* za sve n € N,
Odavde slijedi da je ST € Bo(H) te da je [|ST||2 < ||S||||T||2- Nadalje, iz (i) slijedi da je S*T™ € Bo(H),
pa je onda i T'S = (S*T%)" € Bo(H) 1 TS|}z = [[S*T*[|l2 < [IS*[IT /|2 = [ISHITl2-

(iv). Fiksirajmo neku ONB {e, : n € N} za H.

Ako je T € Bo(H), tada je ||T'||2 = 0 ako i samo ako je ||Te,|| = 0 za sve n € N, odnosno ako i samo
ako je T'=0.

Nadalje, za A € C ocito vrijedi AT € Ba(H) 1 ||AT||2 = |A|[|T|2-

Neka je sada S € Bo(H) neki drugi Hilbert-Schmidtov operator. Tada su (||Se,|)n i (|| Ten||)n dva
niza u ¢2, pa koristeé¢i nejednakost trokuta u ¢? imamo

1 1 1
] 2 o0 2 [ee] 2
(Z(HSenH+HTenH)2> S(Z\B%IP) +<ZHT6nH2> = [[Sll2 + T[]z
n=1 n=1

n=1

Odavde slijedi

oo o)
IS+ T3 D Sen +Tenl <D (I1Senll + I Tenl))?
n=1 n=1

(IIS[l2 +11T12)* < o0.

IN

Dakle, S +T € Ba(H) 1 [|S + T2 < [|S||2 + ||T']]2. Odavde te iz (i) i (iii) zakljuéujemo da je Bo(H)

samoadjungirani ideal u B(H) te da || - |2 definira normu na Bo(H). Nadalje, koristeé¢i (ii) i (iii) imamo
ST 2 < IS121IT|l < ISI2]|T]|2, pa je B2(H) normirana x-algebra s obzirom na normu || - ||2.
Dokazimo da je algebra Bo(H) potpuna s obzirom na normu || - ||2. Neka je (7,), Cauchyjev niz u

Bo(H) s obizrom na normu || - ||2. Prema (ii) je taj niz Cauchyjev i s obzirom na operatorsku normu, pa
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postoji T € B(H) takav da je lim, s |7 — Tp|| = 0. Bududi da je niz (Ty,)n || - ||2-Cauchyjev, za svaki
€ > 0 postoji ng € N takav da vrijedi

| T — Thll2 <& Ym,n > ng. (6.25)
Buduéi da je svaki Cauchyjev niz u metrickom prostoru ogranic¢en, postoji M > 0 takav da vrijedi
I Tnlle < M za sve n € N. (6.26)

Fiksirajmo neku ONB {e,, : n € N} za H. Prema ([6.26)), za sve n, k € N vrijedi
Z [ Te;|” < Z | Tes1? = I Tull3 < M2,
Kako ||T' — T, || — 0, dobivamo
k k
D |ITej|” = JEEOZ | The;||> < M? Yk €N,
— =

tako da je

o]
I3 =D IITell* < M? < oo,
j=1
odnosno T' € Bo(H). Napokon, iz (6.25)) slijedi da za proizvoljan k € N vrijedi

k
> I(Tn = T)es > <€ Ym,n > ng.
j=1

Prelaskom na limes n — oo dobivamo
k
Z (T — Tn)ej||> <e* ¥m > ny.
Kako je k € N bio proizvoljan, zakljuc¢ujemo

o0
1T~ Tlly = ST~ Twe |2 < €2 ¥m = o,

j=1
Time je dokazana potpunost od Ba(H) s obzirom na normu || - ||2.
(v). Najprije primijetimo da za z,y € H imamo ||z ® y|l2 = ||z]|/[|y|| (koristimo notaciju (6.16)), pa

jex®y € Bo(H). Odavde i iz (iv) slijedi da je F(H) C Ba(H). Neka je sad T € Bo(H) i {e, : n € N}
proizvoljna ONB za H. Za dani ¢ > 0 izaberimo n € N takav da je Y50, . [|[Tex||* < €%, stavimo
P :=3%"}_, e Qe (ortogonalni projektor na [{er,...,ey}]) 1S := TP. Kako je F(H) ideal u B(H) slijedi
SeFH)i|T—-S|3 =i ITexl|* < e* Time smo dokazali da je F(H) || - [2-gust podskup od
Bo(H). Nadalje, prema (ii) imamo ||T'— S|| < ||T'— S||2 < €, pa iz Teorema slijedi da je T' € K(H).

(vi). Dokaz ove tvrdnje je jednostavan i ostavljamo ga za DZ. O

Za proizvoljan operator T' € B(H) i ONB E = {e, : n € N} za H definiramo

o0

1Tl ==Y (ITlen, en) € [0, +oc],

n=1

gdje je kao i obéno |T'| = (T*T)% apsolutna vrijednost od 7. Prema Propoziciji vrijednost ||T||; =
1) 2|2 ne ovisi o izboru ONB E za H.
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Definicija 6.8.5. Za operator T' € B(H) kazemo da je nuklearan operator (ili operator s konaénim
tragom) ako vrijedi ||| < oco. Skup svih nuklearnih operatora na H oznacavamo s By (H).

Primjer 6.8.6. Neka je {e, : n € N} ONB za H i (Ay), € £°°. Kao §to smo vidjeli u Primjeru 6.3.9
za dijagonalni operator Tx = > >0 A\ (z, en)e, vrijedi T*z = > .00 Ap(x, e)en, tako da je T*Tx =

n=1 n=1
S AnlH (@, en)en 1 posljedicno Tz = 3°0° [ A |(, en)en (ocito za R := >"°0 | [A\u|{(z, en)en, € B(H)
vrijedi R > 01 R? = T*T a pozitivni drugi korijen svakog pozitivnog elementa C*-algebre je jedinstven
prema Propoziciji [5.6.4). Jer je (|T'|en, en) = |An| za sve n € N, zaklju¢ujemo da je T" nuklearan operator
ako i samo ako je ()\ ) et

Osnovna veza izmedu Hilbert-Schmidtovih i nuklearnih operatora dana je sljedeéom propozicijom.
Propozicija 6.8.7. Za operator T' € B(H) su sljedeéa svojstva medusobno ekvivalentna:
(i) T je nuklearan operator.
(1) \T]% je Hilbert-Schmidtov operator.
(iii) T je produkt dva Hilbert-Schmidtova operatora.
(iv) |T| je produkt dva Hilbert-Schmidtova operatora.

Dokaz. Neka je T = V|T| polarna dekompozicija od T' (Teorem [6.4.11)).

(i) <= (ii). Ovo slijedi iz ¢injenice da je ||T'||; = H|T\%H§

(i) = (iii). Imamo T = (V|T]%)|T|%, a prema pretpostavci i Teoremu oba faktora su
Hilbert-Schmidtovi operatori.

(ili) = (iv). Pretpostavimo da je T = T1T5, gdje su T1,T» € Bo(H). Tada je |T| = V*T =
(V*T1)Ts, a iz Teorema slijedi V*T € Ba(H).

(iv) = (i). Pretpostavimo da je |T'| = T1 T, gdje su T1,T» € Bo(H). Fiksirajmo ONB {e,, : n € N}
za H. Buduéi da za sve n € N vrijedi (|T|en, en) = [(Taen, TV en)| < ||T2en|||| Ty en|, prema CSB-
nejednakosti imamo

IN

1
2
E |T2en||||T1€n||<<§ ||T2€n||2> <§ ||Tf€n||2>

= HT2H2HT1H2-

[e.9]
Z |T|en, en)
n=1

Korolar 6.8.8. Vrijedi B1(H) C Bo(H) C K(H).

Dokaz. Inkluzije B1(H) C Bo(H) C K(H) slijede direktno iz Propozicije i Teorema Striktnost
tih inkluzija pokazuju dijagonalni operatori Tz = Y 7 | Ay (z, en)e, (gdje je kao i obi¢no {e, : n € N}
ONB za H i (\,), € £°°). Naime, prema Primjerima [6.6.10} [6.8.3|1(6.8.6[ imamo

TcK(H) < (M\)n € co, T €By(H) <= (\u)n €2, T eBi(H) < (\)n €t
O

Propozicija 6.8.9. Nekaje T € Bi(H). Akoje E = {e, : n € N} ONB za H, tadaje ) ;> | [(Ten, en)| <
o0 i suma y .o (Ten, en) ne ovisi o izboru ONB E.

Dokaz. Prema Propoziciji imamo T = T3 Ty za neke T1, Ty € Bo(H). Kako je ||[(T1 — AT)en||? >0
za sve A € Cin €N, imamo

2Re MT1e,, Toen) < || Tien|? + [N || Toen |
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Za svaki n € N izaberimo \, € C tako da vrijedi |\,| = 1 i A\y(T1en, Toen) = [(Then, Toe,)|. Tada za sve
n € N imamo

(Ten, en)] = (Tien, Taen)| < 5 (IT1enll? + | Toenl),

| =

odakle slijedi
o0
Z [(Ten, en)| <

n=1

(17213 + 1 7213) < oo

| =

Ostaje dokazati da suma Y 7 | (Te,, e,) ne ovisi o odabiru ONB E za H. Zaista, koristeéi polariza-
cijski identitet (6.2) za sve n € N imamo

1
Re(Tey, e,) = Re(Tiey, They,) = E(H(Tl + TQ)enH2 — (11 — T2)enH2).

Odavde slijedi

o0
1
Re <Z<T€m6n>> = (T + Toll3 = | Th — Ta[). (6.27)
n=1
Ukoliko T' zamijenimo s ¢1" dobivamo i
> 1
Im (Z(Ten,en>> = (T + T2 — |liT) — T2|?). (6.28)
n=1
Iz (6.27)) i (6.28) je sada jasno da suma >, (Te,, e,) ne ovisi o izboru ONB za H. O

Propozicija [6.8.9 nam opravdava sljedeéu definiciju:
Definicija 6.8.10. Trag nuklearnog operatora 7' € By (H) je vrijednost
o0
trT = Z(Ten,en> e C,
n=1
gdje je {e, : n € N} proizvoljna ONB za H.
Iduéi teorem opisuje osnovna svojstva nuklearnih operatora.
Teorem 6.8.11. (i) Bi(H) je (obostrani) ideal w B(H) i || - |1 definira normu na By(H).

(ii) Ako je T € K(H) i ako su A1, A2, ... sve svojstvene vrijednosti od |T| (brojeéi njihove kratnosti),
tada je T € B1(H) ako i samo ako je (\p)n € €1 i u tom slucaju vrijedi | T|1 = Y 001 An.

(iii) tr : B1(H) — C je pozitivno definitan linearni funkcional, tj. ako je T € B1(H), T >0 i tr(T) =0,
onda je nuzno T = 0.

(iv) F(H) C B1(H) i F(H) je u normi || - |1 gust podskup od B1(H).

(v) Ako je T € B1(H), tada vrijedi tr(T'S) = tr(ST) i | tr(ST)| < ||S|T|lx za svaki operator S € B(H).
(vi) B1(H) je samoadjungiran te vrijedi ||T*|1 = ||T||1 za sve T € Bi(H).
(vit) Ako je T € B1(H) i S € B(H), tada vrijedi max{||ST |1, |T'S||1} < [|S||||T]|1-

Dokaz. (i). Ako je T € B1(H) i A € C, ocito je AT € C i ||AT||1 = |M||T||1- Nadalje, ||T']|1 = 0 ako i
samo ako je |T1|% = 0, odnosno ako i samo ako je 77 = 0.

NekasuTi, Ty € Bi(H)iTy = V|Th|, To = W|T3|, Ty +T» = U|T1+T3| pripadne polarne dekompozicije
(Teorem. Buducdi da je prema Korolaruoperator T1+T5 kompaktan, isto vrijedi i za operator
|Ty + To| = U*(T1 + T»). Stoga, prema spektralnom teoremu za kompaktan normalan operator (Korolar

6.6.18) postoji ONB {e,, : n € N} za H iniz (A,)n u ¢ takav da vrijedi |17 + T3] = > 07 Apen ®@ €y, Jer
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je |Th + T»| > 0, ocito je Ay, = (|T1 + Tzlen, en) > 0 za sve n € N. Koristeéi CSB-nejednakost i Teorem

[6.8.4] imamo:

0 00
Z)\n = Z<’TI —|—T2’6n,€n>
n=1 n=1

= Z<(T1 + Tz)en, U€n>

n=1

I
WE

((Then,Ueyp) + (Taen,Uey)

n=1

I
M8

(|IT1|en, V*Uen) + (|T2|en, W*Uey,))

3
—_

—_

n=

= 3 (UBilEen, IV Uen) + ([ Toloen, | To B WUy )

1 1 1 1
< 3 (T Feall NV Vel + I Telenl - NTl WU
n=1
1 1 1
.- ! RS Lyrx 2 : - o2 s Lok 2 :
< (Simie) (SimEve?) « (Simbel) (Simwve
n=1 n=1 n=1 n=1
1 1o, 1 1.
T TV U + Tl e - T WO
L2 L2
< NTE+ TS

= |71l + 1721

Odavde istovremeno vidimo da iz 71,75 € Bi(H) slijedi T1 +7» € B1(H) te da || -||; na B1(H) zadovoljava
nejednakost trokuta.

Ostaje dokazati da je Bi(H) ideal u B(H). Pretpostavimo sada da je T € By(H) i faktorizirajmo
T = T1T5, gdje su T1,T> € Bo(H) (Proporzicija . Jer je prema Teoremu m Bo(H) ideal u B(H),
za svaki operator S € B(H) imamo ST = (ST1)T> € B1(H) i T'S = T1 (T>S) € B1(H).

(ii). Pretpostavimo da je T' € K(H) i neka je T' = V|T| njegova polarna dekompozicija. Buduéi da
je |T'| € K(H) (Teorem i |T| > 0, prema spektralnom teoremu za kompaktan normalan operator
(Korolar postoji ONB {e,, : n € N} za H takva da vrijedi |T]| = Y 7 | Apen®en, gdje je (An)n € co
(nenegativan) niz svojstvenih vrijednosti za |T'|. Ako je T' € B;(H), imamo

o0 o0

D> A= (ITlen, en) = tr|T| < oo.
n=1

n=1

Obratno, ako je Y 2 A\, < 00, onda je |T'| € Bi(H) nuklearan, pa je posljediéno i T'= V|T| € B1(H).

(iii). Jasno je da trag definira pozitivan linearni funkcional na B;(H). Nadalje, ako je T' pozitivan
nuklearni operator s dijagonalizacijom T' = > >" | Apen, @ ey, tada je trT =Y 2 A,. Odavde slijedi da
je trT =0 ako i samo ako je T = 0.

(iv). Dokaz ove ¢injenice je analogan dokazu tvrdnje (v) Teorema pa ga ostavljamo za DZ.
(v). Neka su T1,T» € Bo(H). Tada kao u dokazu Propozicije imamo

Re(tr(T3Th) = (1T +Tal3 = 1Ty = T2[3) = S (IT7 + T35 — 177 = T5113)
= Re(tr(121Y)).
Ako u gornjoj jednakosti operator 77 zamijenimo s operatorom 77, dobivamo Im(tr(7571)) = — Im(tr(7217)).

Dakle,
tr(T5Ty) = tr(1RTY) V11,15 € Bo(H).
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Neka je sada T' € B1(H), T = T5T1, gdje su T1,T» € Bo(H). Tada za sve S € B(H) imamo

tr(ST) = tr((ST5)Th) = tr((T2S*)TY) = tr(To(T15)*) = tr(T5 (T15))
= tr(7S).
Kako bismo dokazali drugi dio tvrdnje, primijetimo da su za T' € B1(H) i S € B(H), S]T\% i |T\%S

Hilbert-Schmidtovi operatori. Ako je T' = V|T'| polarna dekompozicija od T i {e, : n € N} neka ONB
za H, primjenom CSB-nejednakosti dobivamo

[tr(ST)| < Y {STen,en)l = D NI TIZen, T2V S en)] < 3 IIITIZenlIIT12 VS en|

n=1 n=1 n=1
1 1
e 1 2 > 1 2 2 1 1
= 2 Sk Qk = Sk QX
< (D NITZenl Y NTEVES e ) = ITIZ |22 VS 2.
n=1 n=1

Odavde i iz Teorema [6.8.4] dobivamo
| te(ST)| < TP 131V < T3S = I 71 ]ISl
(vi). Ako je T' € Bi(H) s polarnom dekompozicijom 7' = V|T|, onda je prema Napomeni
|T*| = V|T|V*. Odavde i iz (v) dobivamo
1T s = tr [T = e (VIT|V) = te(V*VIT]) = tr [T] = [|T1.
Posebno je T* € B1(H).

(vii). Neka su T' € B1(H) i S € B(H). Napravimo polarne dekomozicije T' = V|T'| i ST = W|ST],
tako da je |ST| = R|T|, gdje je R := W*SV. Posebno je ||R|| < ||S]|, pa koristeéi (v) dobivamo

15Tl = tr |ST| = tr(R|T]) < [RIIT][x < [ISTIT ]}
Nadalje, odavde i iz (vi) dobivamo [|T'S|[1 = ||S*T*||x < [|S*[I|1T*|l1 = IS Tl O

Napomena 6.8.12. (a) Neka je T' € Bi(H). Ako su {e, : n € N} i {f, : n € N} dvije ONB za H
primijetimo da vrijedi

Z ’<T6na fn>| < ”TH1

n=1
Zaista, za svaki n € N neka je A, € C modula 1 takav da je )\ngen,fn> = |(Ten, fn)| i neka
je U € B(H) (jedinstven) unitaran operator takav da je Ue, = \,f, za sve n € N. Tada je
(Ten, fn)| = (Ten,Ueyn) = (U*Tey, ey,) za sve n € N, pa koristeéi Teorem [6.8.11 dobivamo

o0

> Ten, fa)| = te(U*T) < | U[|IT ]l = | T]1-
n=1

(b) Ako su x,y € H, primijetimo da je tr(x ® y) = (z,y) i ||x ® y|l1 = ||z|/|]y|]|. Dakle, na operatorima
ranga 1 se sve tri norme || - ||, || - |[1 1 || - []2 podudaraju.

Teorem 6.8.13. Operator T € B(H) je nuklearan ako i samo ako postoje dva kvadratno sumabilna niza
vektora (xp)n @ (Yn)n v H tako da vrijedi

o0
T = Z$n X Yn-
n=1

Pritom nizove (xy)n @ (Yn)n moZemo izabrati tako da budu ortogonalni te da vrijedi

oo 0o
ITIh =D llzall* = llyal®
n=1 n=1
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Dokaz. Neka su (xn)n i (yn)n dva kvadratno sumabilna niza vektora u H te neka je {e, : n € N}
ortonormiran skup u H. Za n € N stavimo F, := > ", z;Qe; € F(H). Tada za m,n € N, n > m imamo

j=1
2 2
(o] n o0 n n
1P =Fnlla =D _|[[ D z@ei e =D (emep)an| = D
k=1 || \yj=mr1 k=1 |[j=mt1 J——

Odavde slijedi da je (F},), Cauchyjev niz u F(H) s obzirom na normu || - ||2, pa prema Teoremu (iv)
imamo F := 7% 2, ® e, € Bo(H). Analogno, G := ", yn ® e, € Bo(H). Prema Propoziciji [6.5.2] i
|| - |la—neprekidnosti involucije je > 07, en ® yn = G* € Bo(H), pa koristeéi ¢injenicu da je mnozenje u
normiranoj algebri neprekidno, Propoziciju m (iii) i Napomenu dobivamo

0 1) )
T=Y 2,0y, =FG €Bi(H) i [TIh<> lzn@uali=_ lzalllyall.
n=1 n=1

n=1

Obratno, neka je T € By(H) i T = V|T| njegova polarna dekompozicija. Prikazimo operator |T'| u
dijagonalnom obliku [T] = 3%, \se, ® en, gdje su svi A, > 01 {e, : n € N} ONB za (ker|T|)* =
(ker T)J-. Za n € N stavimo y, := VAnen i 2, := Vy,. OCito je (yn)n ortogonalan niz u H. Bududéi da
je V parcijalna izometrija s inicijalnim prostorom (ker T')*, niz (z,,), je takoder ortogonalan i ||z, |? =
llynll?> = A za sve n € N. Dakle,

oo oo oo
oMl =D llwall® =D dn =t |T| = | T|h
n=1 n=1 n=1

T=VIT|=V (i Ann @ en> = iV(\/Een) ® VAnen = ixn D Yn.
n=1 n=1 n=1

O
Neka je T' € By (H). Tada je s
or: K(H) — C, or(K) :=tr(KT) = tr(TK).
dobro definiran linearni funkcional na K(H). Nadalje, prema Teoremu imamo
sup{| tr(T'K)| : K € K(H), |[K| <1} <|[[T1},
sto pokazuje da je ¢ ogranicen funkcional s ||| < ||T]|1. Vrijedi i puno vise:
Teorem 6.8.14. Preslikavanje ® : T — or definira izometricki izomorfizam s B1(H) na dual K(H)*.
Napomena 6.8.15. Za seskvilinearnu formu [-,-] : H x H — C kazemo da je ograni¢ena ako postoji
konstanta C' > 0 takva da vrijedi
[z, 9]l < Cllz|lllyll  Va,y € H.
Svaki ograni¢en operator T' € B(H) ocito definira ograni¢enu seskvilinearnu formu [, -]r na H danu s
[z, ylr == (Tz,y), =,y € H. (6.29)
Obratno, svaka ogranicena seskvilinearna forma [-, -] na H je oblika [-,-] = [-,-]r zaneki T' € B(H). Zaista,

za fiksiran vektor y € H preslikavanje = — [z, y] definira ogranicen linearni funkcional na H, pa prema
Teoremu postoji jedinstven vektor iz H, kojeg ¢emo oznaciti s Ry, takav da je [z,y] = (z, Ry) za
sve x € H. Lako se provjeri da preslikavanje R : y — Ry definira ogranicen linearni operator na H, tj.
R € B(H). Ako stavimo T := R*, zaklju¢ujemo da je [-,-] oblika (6.29). Ovaj rezultat je u literaturi
poznat kao Rieszov teorem o reprezentaciji ogranicene seskvilinearne forme.
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Dokaz Teorema[6.8.14 Trebamo dokazati da je preslikavanje ® surjektivno te da vrijedi ||®(T")|| > ||T|]1
zasve T € Bi(H). Za ¢ € K(H)* definirajmo

[z, Y], = p(z®y) za sve z,y € H.

Tada je |z, ylo| < |lellllx|/||y]] za sve x,y € H, pa [-,-], definira ogranicenu seskvilinearnu forma na H.
Prema Napomeni [6.8.15| postoji jedinstven ogranic¢en operator 7' € B(H) takav da vrijedi

(Tz,y) = [z,ylp = p(r®y) Yo,y € H. (6.30)

Tvrdimo da je T' € B1(H) i da je ¢ = @p. Zaista, neka je T = V|T| polarna dekompozicija od T' i
fiksirajmo neku ONB {e,, : n € N} za H. Za svaki n € N stavimo

C, = (Zek ®€k> V* = Zek ® Veg.
k=1 k=1

Onda je C, e F(H) i ||C,]| <1 za sve n € N, pa je prema (6.30)

lell = 1e(Cu)l = | > pler @ Ver)| = D [(Ter, Ver)| =D _(|Tlex, ex)-
k=1 k=1 k=1
Odavde slijedi da je
1Tl = (| Tlex, ex) < [lll-
k=1

Dakle, T € B1(H) i [|T]|1 = ||¢]l-

Preostalo nam je dokazati da je ¢ = pp. Kako su oba funkcionala ¢ i pp neprekidna i kako je F(H)
| - |li-gust podskup od Bi(H) (Teorem (iv)), dovoljno je dokazati da vrijedi ¢(F') = ¢ (F) za
sve F' € F(H). Neka je stoga F' € F(H). Tada prema Propoziciji m postoji konacno mnogo vektora
Ti,...,tp € Hiyl,...,yn € H tako da vrijedi F' = Y }_; 25 ® yg. Onda je prema Napomeni
(Txg,yr) = tr(Txp @ yx) za sve 1 < k < n, tako da je zbog i linearnosti traga

e(F) = ¢ (Z T ® yk) = (Tap,yr) =Y tr(Tax @ yy) = tr(TF)
k=1 k=1 k=1
= or(F)

Time je dokaz teorema u potpunosti zavrSen. ]

Na skupove operatora F(H), B1(H), Bo(H), K(H) i B(H) prirodno je redom gledati kao nekomuta-
tivne analogone od cq, ¢, £2, ¢y i £*°. Bududi da je £>° dual od ¢!, ta nam analogija moze sugerirati da
je B(H) dual od B;(H). Kako bismo dokazali da je to zaista tako, najprije primijetimo da je za svaki
SeB(H) s

s : B1(H) — C, Ys(T) :=tr(ST) = tr(TS)

dobro definiran linearni funkcional na By (H).

Teorem 6.8.16. Preslikavanje ¥ : S — g definira izometricki izomorfizam s B(H) na By (H)*.

Dokaz. 1z Teorema (v) slijedi da je [[vg]] < [|S||, tako da je g € Bi(H)*. Takoder, preslikavanje
U je ocito linearno. Neka je & > 0 i izaberimo jedini¢ni vektor z € H takav da je ||Sz| > ||S] — e.
Sada izaberimo jedini¢ni vektor y € H takav da je (Sz,y) = ||Sz||. Tada za C := z ® y imamo
C eF(H)CBi(H)1i|C|1 =1. Dakle,

[¥s]] = [tr(SC)| = tr(Sz @ y) = (Sz,y) = |[Sz| > ||S]| - .
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Jer je € > 0 bio proizvoljan, slijedi ||1g|| = ||S||. Dakle, preslikavanje ¥ je izometrija.

Preostaje dokazati surjektivnost od W. Neka je ¢ € By(H)*. Koristeé¢i analogne argumente kao
u dokazu Teorema dolazimo do operatora S € B(H) koji zadovoljava (Sx,y) = ¥(z ® y) za sve
x,y € H, odakle onda dobivamo da je ¥ (F') = 1g(F') za sve operatore F' € F(H). Kako je prema Teoremu
F(H) u || -||1 gust potprostor od By (H) te kako su funkcionali 9 i ©g neprekdini, zaklju¢ujemo da

je = 1bs. O
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