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Poglavlje 1

Pregled preliminarnih rezultata

S R i C redom oznacavamo polja realnih odnosno kompleksnih brojeva. S R, i R_ redom
oznaCavamo skupove nenegativnih odnosno nepozitivnih realnih brojeva. Ako drugacije nije is-
taknuto, svi vektorski prostori u ovom kolegiju bit ¢e nad poljem C. Posebno, sve algebre ¢e biti
kompleksne algebre.

Ako su X metricki prostor, x € X i r > 0, tada otvorenu i zatvorenu kuglu oko x radijusa r u
X redom oznacavamo s Kx(z,7) i Kx(x,7). Sferu oko x radijusa r u X oznacavamo s Sx (z,7).
Ako je X normiran prostor, tada éemo umjesto K x (0, 1) cesée pisati Ball(X).

Od studenata ocekujemo da su upoznati s osnovama opce topologije, apstraktne i linearne
algebre te realne, kompleksne i funkcionalne analize. U sljede¢im tockama dat ¢emo pregled nekih
tema koje mozda nisu bile obradivane u standardnim kursevima iz algebre i analize, a koje ¢emo
koristiti u ovom kolegiju. Dokazi tvrdnji koje ovdje nisu dokazane mogu se nac¢i u standardnim
udzbenicima iz realne i funkcionalne analize ([2, [6, [16] [18]).

1.1 Osnovni rezultati elementarne funkcionalne analize

Neka su X i Y normirani prostori. Za linearni operator 7" : X — Y kazemo da je ogranic¢en
ako postoji konstanta C' > 0 takva da vrijedi

|Tz|| < C|z| Vze X.
zasver € X.

Propozicija 1.1.1. Neka su X @Y normirani prostori te neka je T : X — Y linearni operator.
Sljedece tvrdnje su medusobno ekvivalentne:

(1) T je ogranicen.
(ii) T je neprekidan.
(i1i) T je neprekidan u 0.

Skup svih ograni¢nih linearnih operatora s X u Y oznacavamo s B(X,Y). Tada B(X,Y)
postaje normiran prostor uz standardnu linearnu strukturu te operatorsku normu

T :=sup{||Tz|| : = € Ball(X)} (T €B(X,Y)). (1.1)
Ako je Y = X, tada umjesto B(X, X) pisemo B(X).

Neka je X normiran prostor. U ovom kolegiju ¢emo skup B(X, C) svih ogranic¢enih linaernih
funcionala na X oznacavati (nestandardno) s X*. Za X* kazemo da je (topoloski) dual od X.
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Ako je X # {0}, onda je i X% # {0}. To je posljedica sljedec¢eg bitnog teorema (odnosno njegovog
korolara):

Teorem 1.1.2 (Hahn-Banachov teorem). Neka je X normiran prostor i neka je Y < X
njegov (ne nuino zatvoren) potprostor. Ako je ¢ ogranicen linearni funkcional na 'Y, tada se ¢
moZe progiriti do ogranicenog linearnog funkcionala @ na X tako da vrijedi ||¢|| = ||¢]|-

Korolar 1.1.3. Neka je X # {0} normiran prostor. Tada za svaki x € X postoji ¢ € X* takav
da vrijedi ||p|| = 1 i |p(x)| = ||z|. Posebno, X% # {0}.

Za podskup A topoloskog prostora §2 kazemo da je:
(a) nigdje gust u Q ako je Int(A4) = 0;
(b) prve kategorije u €, ako se A moze prikazati kao prebrojiva unija nigdje gustih skupova;
(c) druge kategorije u (2, ako A nije prve kategorije;
(d) rezidualan u €, ako je njegov komplement 2\ A skup prve kategorije u .
Propozicija 1.1.4. Za topoloski prostor €2 su sljedecée tvrdnje ekvivalentne:
(i) Svaki neprazan otvoren skup u § je skup druge kategorije u €.

(ii) Svaki rezidualan skup u € je gust u .

(iii) Ako je Q = |
gust u §2.

nen Fns gdje su F, € Q zatvoreni skupovi, tada je otvoren skup |J,—, Int F,

Za topoloski prostor 2 kazemo da je Baireov prostor ako on zadovoljava neku (pa onda i
svaku) od ekvivalentnih tvrdnji Propozicije [1.1.4]

Teorem 1.1.5 (Baireov teorem o kategoriji). Ako je topoloski prostor Q2 potpuno metrizabilan
(tj. ako na Q postoji metrika s obzirom na koju je  potpun metricki prostor) onda je Q) Baireov
prostor.

Potpun normiran prostor zove se Banachov prostor. Dakle, normiran prostor X je Banachov
prostor ako svaki Cauchyjev niz u X konvergira u X. Sljedec¢a dva rezultata obi¢no se dokazuju
koristenjem Baireovog teorema o kategoriji:

Teorem 1.1.6 (Banach-Steinhausov teorem). Neka je X Banachov prostor, Y normiran
prostor te F C B(X,Y) neka familija operatora. Tada je ekvivalentno:

(i) F je uniformno ograniéena, tj. sup{||T|: T € F} < co.
(i) F je jako ogranicena, tj. sup{||Tz|: T € F} < oo za sve x € X.
(iii) F je slabo ogramiéena, tj. sup{|p(Tz)|: T € F} <oc za svex € X i € Y5

Banach-Steinhausov teorem se ¢esto zove i princip uniformne ogranicenosti.
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Teorem 1.1.7 (Teorem o otvorenom preslikavanju). Neka su X Banachov prostor, Y nor-
miran prostor i T € B(X,Y). Ako je slika operatora T skup druge kategorije u'Y, tada je T
surjektivno otvoreno preslikavanje (tj. T(X) =Y @ T slika otvorene skupove u X wu otvorene
skupove u Y ). Posebno, ako su X i Y Banachovi prostori, tada je svaki surjektivni operator
T € B(X,Y) otvoreno preslikavangje.

Kao direktnu posljedicu Teorema dobivamo sljededi rezultat:

Korolar 1.1.8 (Banachov teorem o inverzu). Neka su X @Y Banachovi prostori. Svaki
bijektioni operator T € B(X,Y') je ogranicen odozdo, tj. postoji konstanta 6 > 0 takva da vrijeds
|Tx|| > d||z| za sve x € X. Posebno, T~' € B(Y, X).

Teorem o otvorenom preslikavanju ekvivalentan je jos jednom klasicnom teoremu funkcionalne
analize - Teoremu o zatvorenom grafu. Ako su X i Y normirani prostori, prisjetimo se da tada i
X XY ima strukturu normiranog prostora uz standarnu linearnu strukturu i normu ||(z,y)|| :=
|lz]| + |ly||. Tada u X x Y vrijedi

(T, Yn) — (To, %) <= T — 20 & Y — Yo.

Ako je linearni operator T': X — Y ogranicen, tada je o¢ito njegov graf I'r = {(z,Tz) : = € X}
zatvoren potprostor od X x Y. Ako su X i Y potpuni, vrijedi i obrat:

Korolar 1.1.9 (Teorem o zatvorenom grafu). Neka su X i Y Banachovi prostori. Linearni
operator T : X —'Y je ogranicen ako i samo ako je I'r zatvoren potprostor od X X Y.

Neka je sada ‘H Hilbertov prostor. Dakle, H je vektorski prostor snabdjeven sa skalarnim
produktom (-, -), tako da je H potpun s obzirom na induciranu normu ||£]| := /(£,€) (tj. H je
potpun unitarni prostor). Tada je dual od ‘H posebno jednostavnog oblika. O tome govori sljedec¢i
teorem:

Teorem 1.1.10 (Rieszov teorem o reprezentaciji ograni¢enog linearnog funkcionala). Za
svaki ogranicen linearni funkcional  na Hilbertovom prostoru H postoji jedinstven vektor n € H
takav da vrijedi (&) = (§,n) za sve £ € H, gdje (-,-) oznacava skalarni produkt na H.

Iz Teorema|1.1.10|slijedi da za svaki operator T' € B(H) postoji jedinstven operator T* € B(H)
takav da vrijedi

(T&m) =(&T™n) V&neN.

Za operator T™* kazemo da je adjungiran operatoru 7 (ili da je T* je adjungat od T'). Lako
se provjeri da preslikavanje T +— T™ zadovoljava sljedeca svojstva:

(i) (AS 4+ puT)* = AS* + uT* zasve S,T € B(H) i A\, u € C;
(i) (ST)* =T*S* zasve S,T € B(H);
(iti) (T*)* =T zasve T € B(H);

(iv) [|T*T|| = ||T||* za sve T € B(H).
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Neka je H Hilbertov prostor i neka je F' ograniCena seskvilinearna forma na H (tj. F :
H x H — C je funkcija koja je linearna u prvoj varijabli, antilinearna u drugoj varijabli te
zadovoljava nejednakost

[EEml < CliEllnll (& neH)

za neku konstantu C' > 0.
Svaki operator 7' € B(H) definira seskvilinearnu formu na # danu s

(&, n) = (T¢,n). (1.2)

S druge strane, iz Teorema [1.1.10| slijedi da su sve ogranicene seskvilinearne forme na H tog
oblika. Naime, za fiksiran vektor n € H preslikavanje £ — F'(£,n) definira ogranicen linearni
funkcional na H, pa iz Teorema [1.1.10] slijedi da postoji jedinstven vektor iz H, kojeg ¢emo
oznaciti sa Sm, takav da je F(,n) = (£, Sn) za sve £ € H. Lako se provjeri da preslikavanje
S : n +— Sn definira ogranicen linearni operator na H, tj. S € B(H). Ako stavimo T := S*,
zakljucujemo da je F' oblika . Time smo dokazali sljedeci rezultat

Teorem 1.1.11 (Rieszov teorem o reprezentaciji ogranicene seskvilinearne forme). Ako
je ‘H Hilbertov prostor, tada za svaku ogranicenu seskvilinearnu formu F : H x H — C postoji
jedinstven operator T € B(H) takav da vrijedi F(§,n) = (T&,n) za sve §,n € H.

1.2 Lokalno konveksni prostori

Pretpostavimo da je X skup, {(Y;, ;) }iar familija topoloskih prostora i F = {f;}ier familija
funkcija, takva da svaka funkcija f; (i € I) preslikava X u Y;. Slaba topologija na X generirana
familijom F je najslabija topologija na X s obzirom na koju su sve funkcije f; (¢ € I) neprekidne.
Tu topologiju obi¢no oznacavamo s o (X, F).

Istaknimo par osnovnih svojstava topologije o (X, F):

(i) Bazu topologije o(X,F) ¢ine svi konacni presjeci skupova oblika

{fFY(V): Vemniell
(i) Mreza (z;) u X konvergira prema tocki xy € X u topologiji (X, F) ako i samo ako mreza
(fi(z;)) konverigra prema tocki f;(x) u topologiji 7; za sve i € L.

(iii) Neka je Z topoloski prostor. Funkcija g : Z — X je neprekidna ako i samo ako su sve
funkcije fiog: Z —Y; (i € I) neprekidne.

(iv) Pretpostavimo da familija F razdvaja tocke od X, tj. za svake dvije razlicite tocke x,y € X
postoji funkcija f; € F takva da je f;(x) # fi(y). Ako svaki od prostora Y; zadovoljava
aksiom separacije Ty, T, 15, T3 ili Tgé, tada topologija o(X, F) zadovoljava taj isti aksiom
separacije.

Primgjer 1.2.1. Neka je {(X;, 7;)}ier familija topoloskih prostora. Produktna topologija na
Kartezijevom produktu [, ; X; je slaba topologija generirana familijom {=; };c1 koordinatnih pro-
jekcija m; ¢ [[iy Xo = Xi, mi ¢ (23)ier — x;. Ako su svi prostori X; kompaktni, tada je prema
Tihonovljevom teoremu i njihov produkt J[, ; X; kompaktan prostor.

*
* *
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Za prostor X kazemo da je topoloski vektorski prostor ako je X vektorski prostor snab-
djeven s Hausdorffovom topologijom s obzirom na koju su operacije zbrajanja 4+ : X x X — X,
(z,y) — x + y i mnozenja skalarom C x X — X, (a, z) — ax neprekidne.

Za topoloski vektorski prostor X kazemo da je lokalno konveksan ako nulvektor 0 € X ima
konveksnu bazu okolina, tj. bazu okolina koja se sastoji od konveksnih skupova. Tada i svaka
tocka zp € X ima konveksnu bazu okolina. Zaista, translacija © — xg + = je homeomorfizam s
X na X (s inverzom x — x — zg), odakle slijedi da je U okolina od 0 ako i samo ako je xo + U
okolina od xg.

Neka je X vektorski prostor i pretpostavimo da je na X zadana separirajuca familija po-
lunormi {|| - ||;}ier, tj- iz ||z]|; = 0 za sve ¢ € I slijedi = 0. Familija {|| - ||;}ier inducira
prirodnu topologiju 7 na X koju definiramo kao slabu topologiju generiranom familijom funkcija
x|z — xo||; (xo € X,i €1I). Alternativno, 7 je jedinstvena topologija na X takva da vrijedi

Z; L)IO g ||LL’J—I'0||1 —0 Viel
Bazu okolina tocke xq € X u topologiji 7 ¢ine skupovi oblika
U(xo, i1, ... in,8) i ={x € X : ||x —x0oll;, <&,...,||x — z0lls, <e},

gdje su n € N, 4y,...,4, € I'ie > 0. Buduéi da je familija {|| - ||a}aer separirajuca, 7 je
potpuno regularna (specijalno Hausdorffova) topologija. Takoder, lako se provjeri da je svaki bazni
skup U(0, o, . .., ap, €) konveksan te da su operacije zbrajanja i mnozenja skalarom neprekidne s
obzirom na topologiju 7. Dakle, (X, 7) je lokalno konveksan prostor. Sljedeéi teorem kaze da sve
lokalno konveksne prostore dobivamo na taj nacin:

Teorem 1.2.2. Topoloski vektorski prostor X je lokalno konveksan ako i@ samo ako je mjegova
topologija generirana s nekom separirajucom familijom polunormi na X.

Neka je X lokalno konveksan prostor ¢ija je topologija generirana sa separiraju¢om familijom
polunormi {|| - ||;}ser- Kao i kod normiranih prostora, skup svih neprekidnih linearnih funkcionala
na X oznacavamo s X7 i zovemo dual od X. Tada je X? vektorski prostor uz standardnu linearnu
strukturu. Nadalje, primijetimo da je linearni funkcional ¢ : X — C neprekidan ako i samo je ¢
neprekidan u 0, tj. ako vrijedi ¢(z;) — 0, ¢im je (z;) mreza u X za koju ||z;|; — 0 za sve
el

Vrijedi i sljedeca korisna karakterizacija neprekidnosti linearnih funkcionala:

Teorem 1.2.3. Neka je X lokalno konveksan prostor ¢ija je topologija generirana sa separirajucom
familijom polunormi {|| - ||;}ic1 @ neka je ¢ linearni funkcional na X. Tada su sljedeée tvrdnje
ekvivalentne:

(i) @ je neprekidan,
(i1) postoji konacno mnogo indeksa iy, ..., i, € I i konstanta C > 0 tako da za sve x € X vrijedi

|o(2)] < Cmaxtlzlls,, ..., |#]li, }-

Istaknimo sljedeéi bitni teorem separacije, kao i njegove dvije direktne posljedice:

Teorem 1.2.4. Neka je X lokalno konveksan prostor i neka su S ¢ K dva disjunktna zatvorena
konveksna podskupa od X. Ako je K kompaktan, tada postoje o € X', a € R ie > 0 takvi da za
svex € S 1y € K vrigeds

Re(p(x)) < a < a+ ¢ < Re((y)).
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Korolar 1.2.5. Neka je S konveksan podskup lokalno konveksnog prostora X. Tocka xzy € X
pripada zatvaracu od S ako i samo ako postoji mreza (x;) u S takva da vrijedi o(x;) — p(z0) za
sve p € X

Korolar 1.2.6. Neka je X lokalno konveksan prostor i neka je Y zatvoren potprostor od X. Tada
za svaku tocku o € X \'Y postoji p € X¥ takav da je o(zo) =114 f(y) =0 za svey €Y.

Napomena 1.2.7. Direktna posljedica Korolara je da je dual netrivijalnog lokalno konveksnog
prostora netrivijalan.

Primgjer 1.2.8. Neka je X lokalno konveksan prostor.

- Svaki funkcional ¢ € X* definira polunormu | - ||, na X danu s

lzlle = lp(x)]  (z € X).

Tada se topologija w inducirana familijom polunormi {|| - ||,},ex: zove slaba topologija
na X . Bududi da je ta familija polunormi separirajuéa (posljedica Korolara [1.2.6)), (X, w)
je lokalno konveksan prostor. U terminu mreza, imamo

T, g = o(z;) — @(z9) Ve € Xt

- Svaki vektor x € X definira polunormu || - ||, na X* danu s

lolle = lo(@)] (¢ € XP).

Tada se topologija w* inducirana familijom polunormi {|| - ||;}.ex zove slaba-zvijezda
topologija na X . Bududi da je ta familija polunormi ocigledno separirajuca, (X% w*) je
lokalno konveksan prostor. U terminu mreza, imamo

0; — 0o = p;(r) — go(z) Vz€X.

Napomena 1.2.9. U kontekstu normiranih prostora X topologija inducirana iz norme se ¢esto zove
jaka topologija na X. Dakle, za mrezu (niz) (z;) koja konvergira u normi prema vektoru x
takoder kazemo da () jako konvergira prema z, i pisemo x; — .

Koristec¢i Tihonovljev teorem nije tesko dokazati sljedeci bitan teorem:

Teorem 1.2.10 (Banach-Alaogluov teorem). Ako je X normiran prostor, tada je jedinicna
kugla Ball(X*®) w*-kompaktna.

Neka je X lokalno konveksan prostor i neka je S konveksan podskup od X. Za tocku z € S
kazemo da je ekstremna tocka od S ako iz prikaza © = (1 — t)z + tag, gdje su t € (0,1) i
x1, T € S, slijedi * = x7 = 5. Skup svih ekstremnih tocaka od S oznac¢avamo s ext(.S).

Teorem 1.2.11 (Krein-Milmanov teorem). Neka je S kompaktan konveksan podskup lokalno
konveksnog prostora X. Tada je skup ext(S) neprazan. Stovise, S je zatvorena konveksna ljuska
od ext(S), tj. S je zatvarac¢ skupa svih konacnih konveksnih kombinacija tyx1 + . .. + t,x,, gdje su
T, ..., T, vektori iz ext(S) i ty, ..., t, nenegativni realni brojevi takvi da je t1 + ... +t, = 1.
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1.3 Algebre i x-algebre

Algebra je vektorski prostor A nad poljem C kompleksnih brojeva na kojem je zadana ope-
racija mnozenja, tj. asocijativna binarna operacija

AxA— A, (a,b)— ab

koja je bihomogena s obzirom na operaciju mnozenja skalarom i distributivna s lijeva i s desna s
obzirom na operaciju zbrajanja na A. Drugim rije¢ima, vrijedi:

a(bc) = (ab)e, (Aa)b = a(Ab) = A(ab), a(b+c)=ab+ac i (a+b)c=ac+bec

za sve a,b,c € Ai X\ € C. Ako vrijedi ab = ba za sve a,b € A tada kazemo da je A komutativna.
Jedinica u algebri A je element 1 € A takav da je

la=al =a VacA.

Ako jedinica u algebri postoji, ona jedinstvena. Unitalna algebra je algebra u kojoj postoji
jedinica.
Ako je A unitalna algebra, tada za element a € A kazemo da je invertibilan ako postoji
element a~! € A takav da je
ala=aa' =1.

Element a~!, ako postoji, je jedinstven i zovemo ga inverz od a. Skup svih invertibilnih elemenata

algebre A oznacavamo s A*. Primijetimo da je A* grupa s obzirom na operaciju mnozenja.

Primjer 1.3.1. Neka je X normiran prostor. Tada je B(X) unitalna algebra s obzirom na stan-
dardnu linearnu strukturu i komponiranje operatora kao mnozenje. Jedinica u B(X) je jedini¢ni
operator. Ocito je B(X) nekomutativna ¢im je dim X > 1.

Podskup B algebre A zove se podalgebra od A ako je B algebra s obzirom na operacije koje
su definirane kao restrikcije operacija algebre A. Primijetimo da je potprostor B od A podalgebra
od A ako i samo ako je B zatvoren s obzirom na operaciju mnozenja, tj. vrijedi

a,be B — abeB.

Za podalgebru B unitalne algebre A kazemo da je unitalna podalgebra ako B sadrzi jedinicu
algebre A. Napomenimo da je moguce da je B unitalna algebra, ali da B nije unitalna podalgebra
algebre A. Naime, moguce je da B ima jedinicu, ali da ta jedinica nije jednaka jedinici algebre A:

Neka su su A i B algebre. Za preslikavanje ¢ : A — B kazemo da je homomorfizam algebri
ako je ¢ linearno i multiplikativno, tj. vrijedi

b(Aa+ pb) = A(a) + uo(b) i o(ab) = p(a)o(b)

za sve a,b € Ai A\ € C. Ako su A i B unitalne algebre s jedinicama 14 i 1 i ako vrijedi
¢(14) = 15 onda se ¢ zove unitalni homomorfizam. Injektivni homomorfizam zove se mono-
morfizam, surjektivni homomorfizam zove se epimorfizam, a bijektivni homomorfizam zove se
izomorfizam. Za algebre A i B kazemo da su izomorfne ako postoji izomorfizam ¢ : A — B.
Primijetimo da je izomorfnost algebri relacija ekvivalencije (na klasi svih algebri).

Primjer unitalne komutativne algebre je algebra C[z] polinoma u jednoj varijabli z nad poljem
C. Ako je A unitalna algebra i p € C[z] polinom s rastavom

p=p(2) =g+ a1z + a2t +.. F a2 = Zakzk,
k=0
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tada za element a € A definiramo
pla) == apl + aja + axa® + ...+ a,a” = Zakak.
k=0

Preslikavanje

¢a:Clz] > A, ¢a:pr>pla) (1.3)

je unitalni homomorfizam algebri. Njegova je slika najmanja unitalna podalgebra od A koja sadrzi
element a, tj. potprostor od A razapet svim potencijama {1, a,da?, ...} elementa a.

Xx
* *

Neka je A unitalna algebra. Spektar elementa a € A definiramo kao skup
ola) =ca(a):={AeC: ANl —a¢ A*}.

Za komplement spektra elementa a u C kazemo da je rezolventni skup od a i oznacavamo ga s
p(a) (ili s pa(a) kada zelimo istaknuti ambijentalnu algebru A).

Napomena 1.3.2. Element a € A je invertibilan ako i samo ako 0 ¢ o(a). Nadalje, ako je algebra
A trivijalna, tj. A = {0}, onda je 0 jedinica u toj algebri, pa je A* = A = {0}. Stoga je u tom
slucaju o(0) = (). Ako je algebra A netrivijalna, onda je (A1) = {\} za sve A € C.

Propozicija 1.3.3. Neka je A unitalna algebra.

(i) Za sve a € A i p € C[z] vrijedi:

(ii) Za sve a € A wvrijedi:

oc(a)=0c(a) ={A": Xeo(a)}.

Dokaz. (i). Neka je A € o(a). Tada postoji polinom ¢ € C|z], takav da je
p(z) =p(A) = (2 = Ng(2).
Ako na tu jednakost djelujemo s homomorfizmom ¢, iz , dobivamo
pla) = p(M)1 = (a = Al)g(a).
Pretpostavimo da je p(a) — p(A)1 € A* i stavimo b := (p(a) — p(\)1)~". Slijedi
1=b(p(a) = p(A\)1) =b-q(a)(a = A1) = (a— AL)(b-gq(a)).

Odavde slijedi da je a — A1 € A%, §to je kontradikcija s pretpostavkom A € o(a). Dakle, p(a) —
p(A\)1 ¢ A* odnosno p()\) € o(p(a)). Time smo dokazali inkluziju p(c(a)) C o(p(a)).
Dokazimo sada obratnu inkluziju. Pretpostavimo da je stupanj polinoma p jednak n i neka je
p € o(p(a)). Buduéi da je polje C algebarski zatvoreno, postoje skalari o # 01 Ay, ..., A, takvi
da je
) —p=a- (2= A) (2= A,
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Primijenimo li na gornju jednakost homomorfizam ¢, iz (1.3)), dobivamo
pla) —pl =a-(a— A1) (a— A1),

Kako je p € o(p(a)), vrijedi p(a) — pl ¢ A*, odakle slijedi da postoji 7 € {1,...,n} takav da
a—\;1¢ A% tj. \; € o(a). No tada je p = p(};) € p(o(a)). Time je dokazana i obrnuta inkluzija

a(p(a)) € p(o(a)).

(ii). Neka je A € o(a), tj. Al — a nije invertibilan. Iz jednakosti
M —a=-2A"'1—-aYa,

slijedi da A™'1—a~! nije invertibilan, odnosno A™! € ¢ (a™!). Time je dokazana inkluzija o(a) ™"

C
o (a™!). Zamjena uloga a i a=* daje o (a™) ' C o(a), §to je ckvivalentno s o (a™*) C o(a)™t. O
Propozicija 1.3.4. Neka je A unitalna algebra. Tada za sve a,b € A vrijedi
a(ab) \ {0} = o(ba) \ {0}.

Dokaz. Dovoljno je dokazati da je 1 — ab € A* ako i samo ako je 1 —ba € A*. Ako je 1 — ab
invertibilan s inverzom ¢, onda se lako provjeri da je 1 + bca inverz od 1 — ba. O]

Propozicija 1.3.5. Neka je ¢: A — B unitalni homomorfizam unitalnih algebri A i+ B. Tada za
svaki a € A vrijedi

op(¢(a)) € oala).
Dokaz. Tvrdnja slijedi direktno iz ¢injenice ¢p(A*) C B*. O

Neka je A unitalna algebra. Rezolventa elementa a € A je funkcija R, : p(a) — A definirana

R,(\) := (A1 —a)™".
Propozicija 1.3.6. Neka je A unitalna algebra. Tada za sve a € A i A,y € p(a) vrijedi
(A = ) Ra(AN) Ra(p) = Ra(p) — Ra(A).
Posebno, R,(\) i R,(p) komutiraju.

Dokaz. Gornju jednakost redom pomnozimo s invertibilnim elementima (Al —a) s lijeva i (ul —a)
s desna. =

*
k k

Neka je A algebra i neka je I potprostor od A. Kazemo da je I:

- Lijevi ideal u A, ako je AI C I, tj. zasvea € Aib e [ vrijedi ab € I.

- Desni ideal u A, ako je [AC I, tj. zasvea € libe A vrijedi ab € I.

- Obostrani ideal (ili samo ideal) ako je I istovremeno i lijevi i desni ideal u A.

Ocito su {0} i A ideali u A koje zovemo trivijalni ideali. Za lijevi/desni/obostrani ideal I u A
kazemo da je pravi, ako je [ # A.

Napomena 1.3.7. Ako je A unitalna algebra, tada da za pravi lijevi, desni ili obostrani ideal I u
A vrijedi 1 € I. Stovise, ako je I pravi lijevi, desni ili obostrani ideal u A, onda I ne sadrzi niti
jedan invertibilni element, tj. 1 N A* = 0.
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Za pravi lijevi/desni/obostrani ideal M u A kazemo da je maksimalan ako M nije sadrzan
niti u jednom drugom pravom lijevom/desnom/obostranom idealu u A.

Lijevi (desni) ideal I u A je modularan ako postoji element e € A takav da je ae —a € [
(ea —a € I) za sve a € A. U tom slucaju za element e kazemo da je desna (lijeva) jedinica
modulo ideal I. Za (obostrani) ideal I u A kazemo da je modularan ako je on istovremeno
modularan i kao lijevi i kao desni ideal. U tom slucaju postoji e € A takav da je a —ae € A i
a—ea € Avzasvea€ A (tj. eje jedinica modulo ideal I). Ocito je svaki lijevi/desni/obostrani
ideal koji sadrzi modularni lijevi/desni/obostrani ideal takoder modularan. Nadalje, ako je algebra
A unitalna tada je svaki lijevi/desni/obostrani ideal u A modularan (stavimo e = 1). Zbog toga
je pojam modularnosti interesantan samo za neunitalne algebre.

Propozicija 1.3.8. Svaki pravi modularni lijevi/desni/obostrani ideal I u A je sadrian u nekom
modularnom maksimalnom lijevom/desnom/obostranom idealu.

Dokaz. Tvrdnju ¢emo dokazati za lijeve ideale. Za desne i za obostrane dokaz je sasvim analogan.
Pretpostavimo da je I pravi modularni lijevi ideal i neka je e desna jedinica modulo /. Primijetimo
da za lijevi ideal I C J u A vrijedi J # A ako i samo ako e ¢ J. Zaista, ako je e € J, tada za sve
a € Aimamo a € ae + I C J. Promotrimo familiju lijevih ideala

F={J: JDIlie¢ J}.

Tada je F neprazna familija jer je I € F. Uredimo F s inkluzijom kao parcijalnim uredajem.
Neka je £ lanac u F i stavimo L := |J £. Tada je L lijevi ideal u A koji sadrzi I i e ¢ L. Dakle, L
je gornja meda od L. Stoga, prema Zornovoj lemi, F ima maksimalni element M. Zbog pocetne
napomene zakljucujemo da je M modularni maksimalni lijevi ideal. O

S Max(A) oznacavamo skup svih modularnih maksimalnih (obostranih) ideala u A.

Korolar 1.3.9. Neka je A komutativna unitalna algebra. Tada je element a € A invertibilan ako
i samo ako a ¢ M za sve M € Max(A).

Dokaz. Zaista, a ¢ A* ako i samo ako je aA pravi ideal u A, §to je prema Propoziciji [1.3.§]
ekvivalentno s aA C M za neki M € Max(A). O

Neka je I (obostrani) ideal u algebri A. U kvocijentni vektorski prostor A/ uvodimo operaciju
mnozenja na sljedeéi nac¢in:

(a+1)(b+1)=ab+1 (a,be A).

Iz ¢injenice da je I obostrani ideal slijedi da ta definicija ima smisla, tj. ne ovisi o izboru predstav-
nika a i b klasa kvocijentnog prostora. Doista, akojea+I=d +1ib+I1=b+1 (tj. a—d €1
ib—1U €1)ondaje

ab—a't' =alb—0b)+ (a—ad)b €1,

dakle, ab+ I = a'b' + I. S tako definiranim mnozenjem A/I postaje algebra koja se zove kvo-
cijentna algebra algebre A po idealu I. Kvocijentno preslikavanje 7; : A — A/I, koje element
algebre A preslikava u njegovu klasu modulo I (tj. 7;(a) = a + I) je epimorfizam algebri. Ako je
1 jedinica u algebri A, njena klasa 7;(e) = 1 + I je jedinica u kvocijentnoj algebri A/I. S druge
strane, algebra A/I je unitalna s jedinicom e + I ako i samo ako vrijedi ae —a € [ iea —a € [
za sve a € A. Dakle,

Napomena 1.3.10. Kvocijentna algebra A/I je unitalna ako i samo ako je ideal I modularan.

Propozicija 1.3.11. Neka je A komutativna algebra i neka je M € Max(A). Tada je A/M polje.
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Dokaz. Neka je e jedinica modulo M. Najprije primijetimo da je algebra A/M prosta, tj. A/M
nema pravih ideala. Zaista, ako je I ideal u A/M i ako je s : A — A/M kvocijentno preslikavanje,
tada je 7y, (I) ideal u A koji sadrzi M, dakle 7,/ (I) = A ili 7,/ (I) = M, jer je M maksimalan.
Slijedi I = A/M ili I = 0. Bududi da je A/M unitalna komutativna prosta algebra, prema
Korolaru[1.3.9] svaka klasa a + M (a € A\ M) je invertibilna u A/M. O

Dokaz sljedec¢e jednostavne ¢injenice izostavljamo.
Propozicija 1.3.12. Neka je ¢ : A — B homomorfizam algebri. Tada vrijedi:
(1) Slika ¢(A) = {¢(a) : a € A} homomorfizma ¢ je podalgebra od B.
(i1) Jezgra ker p = {a € A: ¢(a) = 0} homomorfizma ¢ je obostrani ideal u algebri A.

(11i) Inducirano preslikavangje ¢ : Alker ¢ — B, definirano s

dla+kerg) =¢la)  (a€A),

je izomorfizam algebre A/ker ¢ na algebru ¢(A).

*
k k

Neka je A algebra koja nema jedinicu. Na Kartezijevom produktu A := A x C definiramo
operacije zbrajanja i mnozenja skalarom po komponentama, dok mnozenje definiramo na sljedeci
nacin:

(a, A\)(b, p) := (ab+ Ab+ pa, Ap) A\ peC, abeA).
Tada je jednostavno provjeriti da je A unitalna algebra s jedinicom 1 = (0,1¢) i da je a — (a,0)
monomorfizam algebre A u algebru A. Koristedi taj monomorfizam smatramo da je A C A.
Na taj nac¢in A postaje (modularni maksimalni) ideal u algebri A i imamo rastav A = A & Cl1.
Za algebru A kazemo da je iz algebre A dobivena unitizacijom ili dodavanjem jedinice. Na
taj nacin svaku algebru bez jedinice uranjamo u unitalnu algebru. Takoder primijetimo da je A
komutativna ako i samo ako je A komutativna.

Ako algebra A nije unitalna, tada za bilo koji element a € A definiramo

o(a) =oala) :=oz(a).
Primijetimo da je u tom sluc¢aju 0 € o(a) za sve a € A.

*
* *

Neka je A algebra. Involucija na A je antilinearno, antimultiplikativno i involutorno presli-
kavanje % : A — A. Drugim rije¢ima, vrijedi:

(a) (Aa+ ub)* = Xa* +7ab* zasvea,b€ Ai\ € C;
(b) (ab)* =b*a* zasve a,b € A;
(c) (a*)* =a zasvea € A.

x-algebra je algebra na kojoj je zadana involucija. Primijetimo da iz svojstva (c) slijedi da je
involucija bijekcija s A na A.
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Propozicija 1.3.13. Neka je A unitalna x-algebra. Tada vrijedi:

(i) 1" =1.
(ii) Element a € A je invertibilan ako i samo ako je a* invertibilan, te je (a*)™' = (a™1)*.

(iii) Za sve a € A je B
o(a*)=0c(a)"={A: AXe€o(a)}.

Dokaz. (i). 1z svojstva (c) i (b) slijedi da je 1* takoder jedinica u A. Kako je jedinica u algebri
jedinstvena, slijedi 1* = 1.

(ii). Neka je a € A*. Ako na jednakost aa™! = a~'a = 1 djelujemo s involucijom i uzmemo u
obzir tvrdnju (i), dobivamo (a=!)*a* = a*(a™')* = 1. Dakle, a* € A* i (a*)~' = (a™1)*. Obratno,
ako je a* € A*, tada je prema dokazanom i svojstvu (c), a = (a*)* € A*.

(iii). Za X € C prema (ii) i svojstvu (a) imamo

ANgo(a) <= M—a€ A= (A —a)* € A < I\l —a* € A"
— ¢ o(a").

]

Primjer 1.3.14. Neka je Q neprazan skup i neka je £, (€2) skup svih ogranicenih funkcija f : Q@ — C.
Tada ((€2) ima strukturu unitalne komutativne x-algebre s obzirom na operacije po totkama

AN@) = Af@), (f+9)(t) == f() +9(), (fo)t) = f@)g(t) 1 f(t):=[f(1),
gdje su f,g € {(S), A € Cit € Q. Jedinica u algebri A = /(Q2) je konstantna funkcija
1lg:t— 1c.

Primgjer 1.3.15. Neka je H Hilbertov prostor. Tada je B(H) unitalna x-algebra s obzirom na
standardnu linearnu i multiplikativnu strukturu (Primjer [1.3.1) te adjungiranje operatora kao
involuciju. Posebno, ako je H = C", onda je skup M,, = B(C") svih kompleksnih matrica reda n
x-algebra.

Neka je u daljnjem A x-algebra. Za element a € A kazemo da je:
- hermitski, ako je a* = a;
- normalan, ako je a*a = aa”;

2

- projektor, ako je a* = a = a”.

Nadalje, ako je A unitalna, tada za a kazemo da je

unitaran, ako je a*a = a*a = 1;

izometrija, ako je a*a = 1;

koizometrija, ako je aa* = 1;

parcijalna izometrija, ako je aa*a = a.

Napomena 1.3.16. U slucaju x-algebre A = B(#) gornji pojmovi imaju uobic¢ajena znacenja.
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Jasno je da su hermitski i unitarni elementi normalni. Skup svih hermitskih elemenata u A
oznaCavamo s Ay. Primijetimo da je Ay realan vektorski prostor i da vrijedi A = A, @®iA,. Zaista,
jasno je da vrijedi A, NiA, = {0}. S druge strane, svaki element a € A mozemo prikazati u obliku
a = ay + tas, gdje su ay,as € Ay, dani s

1 1
a; = E(a—l— a’) i ay= Z(a —a”).

Jedinstvene elemente a; i a; redom oznacavamo s Rea i Im a. Nadalje, iz

a*a = (Rea)’ + (Ima)? —i(Ima - Rea — Rea - Ima)

aa* = (Rea)® + (Ima)* +i(Ima-Rea — Rea - Ima)
slijedi da je element a normalan ako i samo Rea i Ima komutiraju.
Propozicija 1.3.17. Neka je A x-algebra. Tada vrijedi:
(i) Svaka lijeva/desna jedinica u A je jedinica u A.

(i) Ako je A unitalna, tada je hermitski element a € A lijevo/desno invertibilan v A ako i
samo ako je on invertibilan u A.

Dokaz. (i). Dokaz ¢emo provesti za slucaj kada A ima lijevu jedinicu e. Adjungiranjem jednakosti
ea = a za sve a € A dobivamo a*e* = a* za sve a € A. Kako je involucija bijekcija s A na A,
slijedi da je e* desna jedinica u A. Dakle, e* = ee* = e, odnosno e = e* je jedinica u A.

(ii). Dokaz ¢emo provesti za slucaj kada je a € A, lijevo invertibilan. Tada postoji b € A,
takav da je ba = 1. Odatle slijedi ab* = (ba)* = 1. Dakle, b = b* je inverz od a u B. O

Za podskup S algebre A definiramo skup
S*:={a": a €S}

Kazemo da je S samoadjungiran ako je S* = S. Za samoadjungiranu podalgebru B od A
kazemo da je *-podalgebra od A.

Primgjer 1.3.18. Neka je € topoloski prostor i neka je Cp(2) skup svih ograni¢enih neprekidnih
funkcija f : 2 — C. Tada je Cy(€2) unitalna x-podalgebra od £ (£2).

Ako je I samoadjungirani ideal u A, tada je kvocijentna algebra A/I x-algebra uz involuciju
(a+1)":=a"+1 (a€A).

Ako je A neunitalna, tada na njenoj unitizaciji A definiramo involuciju

(a+ M) :=a"+A (a€ A, NeC),

koja ocito prosiruje involuciju od A. Dakle, A je x-algebra i A je u njoj samoadjungirani ideal.
Za homomorfizam ¢ : A — B x-algebri A i B kazemo da je *-homomorfizam ako je ¢
kompatibilan s obzirom na involucije na A i B, tj. ako vrijedi

¢(a*) = ¢(a)" Va € A.
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Pojmovi *-monomorfizma, *-epimorfizma i *-izomorfizma imaju ocita znacenja. Akoje¢p: A — B
x-homomorfizam, primijetimo da je tada njegova jezgra ker ¢ samoadjungirani ideal u A i da je
njegova slika ¢(A) x-podalgebra od B. Nadalje ako A i B nisu unitalne, tada se ¢ na jedinstven
nacin proSiruje do unitalnog x-homomorfizma gb A— B. To prosirenje je eksplicitno dano s

dla+ M) =o(a)+Mp  (a€ A, NeC).

Neka je A x-algebra. Ako je ¢ : A — C linearni funkcional na A tada je s

*(a) == p(a*)  (a€A),

takoder zadan linearni funkcional na A. Ocito vrijedi

P =9, (pFP) ="y 1 (M)t = A"
Za ¢ kazemo da je hermitski funkcional ako vrijedi ¢* = ¢ (ili ekvivalentno, ako je ¢ *-linearno
preslikavanje s A u C).

Naravno, svaki linearni funkcional ¢ ima jedinstven prikaz u obliku ¢ = ¢ + @9, gdje su ¢y i
9 hermitski funkcionali; oni su dani s

1

22(@ ©").

1 L
901=§(<p+<p) iy =

Propozicija 1.3.19. Neka je A x-algebra. Linearni funkcional ¢ : A — C je hermitski ako i
samo ako vrijedi p(Ap) C R. U tom slucaju je p(Rea) = Reyp(a) za sve a € A.

Dokaz. Ako je o hermitski tada za a € Aj imamo ¢(a) = p(a*) = p(a); dakle p(a) € R.
Obratno, ako je p(Ay) C R, tada je za a € A ocito ¢(Rea) = Re p(a) i imamo

e(a*) = ¢(Rea—ilma) = p(Rea) —ip(Ima) = p(Rea) + ip(Ima)

(),

odakle slijedi da je ¢ hermitski. O

3S)

1.4 Lokalno kompaktni Hausdorffovi prostori

Neka je € neprazan skup. Tada x-algebru £, (€2) mozemo opskrbiti s uniformnom ili sup-
normom

[fllee = sup{[f(£)| : ¢ € Q}.

S obzirom na tu normu /. (2) je Banachov prostor. Ako je € topoloski prostor, tada je Cp(€2)
uniformno zatvorena s-podalgebra od ¢ (2), pa je Cy(€2) i sam Banachov prostor s obzirom na
sup-normu.

Neka je sada K kompaktan Hausdorffov (krace CH) prostor. Tada je on normalan pa na
njemu vrijede Urysohnova lema i Tietzeov teorem o prosirenju preslikavanja. Bududéi da je svaka
neprekidna funkcija f : K — C ogranic¢ena, imamo C'(K) = Cy(K).

Opcenitije, za topoloski prostor 2 kazemo da je lokalno kompaktan ako svaka tocka iz €2
ima kompaktnu okolinu. Ako je Q lokalno kompaktan Hausdorffov (kra¢e LCH) prostor, tada se
lako vidi da ako su K i U podskupovi od €2, takvi da je K kompaktan, U otvoren i K C U, onda
postoji pretkompaktan otvoren skup V u § takav da je K C V C V C U. Na LCH prostorima
vrijede sljedece varijante Urysohnove leme i Tietzeovog teorema o prosirenju:
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Propozicija 1.4.1. Neka je Q2 LCH prostor, K i U podskupovi od 2 takvi da je K kompaktan, U
otvoren 1 K C U.

(i) Postoji neprekidna funkcija f: Q — [0,1] takva da je flx =1 i flow = 0.

(i) Ako je f : K — [0,1] neprekidna funkcija, tada postoji neprekidna funkcija F : Q — [0, 1]
takva da je Flg = f i Flow = 0.

Posebno, prema (a) dijelu Propozicije LCH prostori su potpuno regularni.
Za neprekidnu funkciju f : 2 — C kazemo da u beskonacnosti tezi prema kompleksnom broju
¢, ako je za svaki € > 0 skup
{te: [f() -l =¢}
kompaktan. U tom slucaju pisemo ¢ = lim;_,, f(t).
Ako je limy_,o, f(t) = 0, tada kazemo da f trne u oo. Skup svih neprekidnih funkcija f: Q —
C koje trnu u oo oznacavamo s Cp(€2). Dakle,

Co(Q) ={f € C(Q): lim f(t) = 0}.

Propozicija 1.4.2. Neka je Q LCH prostor. Tada je Co(S2) uniformno zatvorena x-podalgebra od
Cy(QQ). Posebno, Co(2) je Banachov prostor s obzirom na sup-normau.

Za neprekidnu funkciju f : £ — C definiramo njen nosaé¢ kao zatvara¢ komplementa skupa
svih nultocki od f u €, tj.

supp(f) ={t € Q: f(t) # 0}.

Skup svih neprekidnih funkcija f : Q@ — C ¢iji je nosa¢ kompaktan skup oznacavamo s C.(€2).
Tada je C.(2) *-podalgebra od Cy(2) koja nije unitalna niti uniformno zatvorena ako prostor 2
nije kompaktan. Naime, imamo:

Propozicija 1.4.3. Ako je Q LCH prostor onda je Cy(S2) uniformni zatvaraé od C.(2) unutar
Ci(2).

*
k k

Pretpostavimo da je (€2, 7) LCH prostor koji nije kompkatan i neka je oo neka tocka koja ne
lezi u 2. Stavimo 2 := QU {oo} i definirajmo topologiju 7 na € na sljedeéi nacin:
(a) Svaki otvoren podskup od 2 je sadrzan u 7, tj. 7 C 7;

(b) Ako je K C Q kompaktan, tada je Q\ K U{o0} € 7.

Tada je ((2, 7) CH prostor koji sadrzi €2 kao gust otvoren podskup. Prostor (ﬁ, 7) se zove Aleksan-
drovljeva (jednotockovna) kompaktifikacija od (. Primijetimo da prelaskom na Alek-
sandrovljvu kompaktifikaciju mozemo napraviti sljedece identifikacije

~ —_~—

C) = {feC(@): Ilim f(t) € C} = C(Q), (1.4)
Co(Q) = {feC(@): f(oo)=0}. (1.5)

Opcenito, ako je 2 LCH topoloski prostor, kompaktifikacija od 2 je naziv za bilo koji
kompaktan prostor koji sadrzi € kao gust podskup. Aleksandrovljeva kompaktifikacija je naj-
manja kompaktifikacija od €2, jer je komplement od € u {2 samo jedna tocka. S druge strane,
Stone-Cechovljeva kompaktifikacija 59 je najveéa kompaktifikacija od Q. Ona je (do home-
omorfizam) okarakterizirana sljede¢im univerzalnim svojstvom:
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Neka je €2 LCH prostor i neka je B, Borelova o-algebra na €. Ako je ' € Bg tada za pozitivnu
mjeru Borelovu mjeru p na §2 kazemo da je:

(a) regularna izvana na E ako vrijedi u(E) = inf{u(U): E C U, U otvoren};
(b) regularna iznutra na F ako vrijedi u(E) = sup{u(K): K C E, K kompaktan}.

Ako je p regularna izvana i regularna iznutra na svim Borelovim podskupovima od €2 onda za
it kazemo da je regularna mjera. Za p kazemo da je Radonova mjera ako je onda konacna
na svim kompaktnim skupovima u €2, regularna izvana na svim Borelovim skupovima i regularna
iznutra na svim otvorenim skupovima u €2.

Napomena 1.4.4. Ako LCH prostor € zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti (ili opéenitije, ako
je svaki otvoren skup u @ o-kompaktan), tada je svaka Borelova mjera koja ja konacna na kom-
paktnim skupovima u € regularna (posebno Radonova) mjera.

Kompleksna Borelova mjera na () je svaka o-aditivna funkcija s By u C, tj. funkcija
p: Bo — C takva da je p(0) = 0 1 za svaki niz (E,) disjunktnih podskupova iz Bg vrijedi

% (U En) = ZM(EH>7

pri cemu gornji red konvergira apsolutno. Posebno, sve kompleksne Borelove mjere su konacne.
Za danu kompleksnu Borelovu mjeru g na €2 definiraramo integral izmjerive funkcije f : Q —
C s obzirom na g na sljedeé¢i nacin:

Najprije oznacimo redom s j1 i po realni i imaginarni dio od g, dakle
pi(E) :=Rep(E) i po(E) :=Imu(E) (E € Oq).
Tada su p; i po konacne mjere s predznakom i = py + .

- Neka su redom g, py i g,y jedinstvene konaéne pozitivne mjere koje dobivamo primje-
nom Hahn-Jordanove dekompozicije na mjere p i po; dakle

po=p =y 0 pe =y — gy

- Ako je f poprima samo realne vrijednosti, tada definiramo

/Qfdu = (/Qfdm*—/gfduf) +i(/ﬂfdu§—/9fdu5),

ukoliko izraz s desne strane ima smisla.

- Za opcenitu izmjerivu kompleksnu funkciju f na € definiramo:

[ fin= [ Refausi [ mfn
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Za kompleksnu Borelovu mjeru g na €2 kazemo da je Radonova mjera ako je njena totalna
varijacija

|| (E) := sup {Z \w(E:)| :neN, {E;}, jeizmjeriva particija od E} (Ee€0)
i=1

(pozitivna) Radonova mjera na 2. Lako se vidi da je Borelova mjera y Radonova ako i samo ako
su sve pozitivne mjere p, ;. (i = 1,2) iz dekompozicije u = (] — py) +i(pg — py ) Radonove.
Prema Napomeni [I.4.4] ako je svaki otvoren skup u LCH prostoru Q o-kompaktan, tada je svaka
Borelova mjera na 2 Radonova.

Skup svih kompleksnih Radonovih mjera na LCH prostoru € oznacavamo s M (€2).

Propozicija 1.4.5. Ako je Q LCH prostor, tada je M(S2) (kompleksan) Banachov prostor s ob-
zirom na standardnu linearnu strukturu i normu ||p|| == |p|(€2).

Svaka kompleksna Radonova mjera ;o na € definira ogranicen linearni funkcional ¢, na Cy(£2)
na prirodan nacin:

oulf) = / fdu (f € Gol9). (1.6)

Njegova norma je jednaka |¢,| = [|©]] = |p[(€2). S druge strane, svaki ogranicen linearni funkci-
onal na Cy(2) je oblika (1.6)) za neku kompleksnu Radonovu mjeru p. O tome nam govori sljedeéi
bitan teorem reprezentacije:

Teorem 1.4.6 (Riesz—Markovljev teorem). Neka je Q LCH prostor. Preslikavanje
d:M(Q) = O, O:pp,

definira izometricki izomorfizam Banachovih prostora.

Prema klasicnom Weierstrassovom teoremu iz elementarne analize za svaku neprekidnu funkciju
f :]a,b] = R ie > 0 postoji polinom p s realnim koeficijentima takav da je ||f — pljapllec < €.
Imamo sljedeé¢e bitno poopcenje tog rezultata:

Teorem 1.4.7 (Stone-Weierstrassov teorem). Neka je K CH prostor i neka je A zatvorena *-
podalgebra od C(K) koja razdvaja tocke od K i koja sadrzi konstantne funkcije. Tada je A = C(K).

Dokaz. Oznacimo s AL anihilator od A u C(K)%, tj.
At ={p e C(X)": o(f) =0, zasve f € A}.

Prema Hahn-Banachovom teoremu dovoljno je dokazati da je At = {0}. Pretpostavimo da je
A+ # {0}. Prema Banach-Alaogluovom teoremu (Teorem [1.2.10]), Ball(A1) je w*-kompaktna,
pa iz Krein-Milmanovog teorema slijedi ext(Ball(A+)) # (. Fiksirajmo neki funkcional ¢ €

ext(Ball(A1)). Prema Riesz-Markovljevom teoremu reprezentacije (Teorem [1.4.6) postoji jedins-
tvena kompleksna Radonova mjera p na K takva da vrijedi

o(f) = /K fdu  (f € O(K)).
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Neka je N nosac od p, tj.
N = K\U{U: U C K otvoren i |u|(U) = 0}.
Dakle,
|u|(K\ N)=0 i /fd,u /fdu za sve f € C(K).

Kako je At # {0}, |lu|l = 11 N # 0. Fiskirajmo neku tocku zy € N. Pokazat ¢emo da je
N = {.To}

Zaista, pretpostavimo da postoji tocka z € N takva da je v # xy. Bududi da algebra A razdvaja
tocke od K, postoji f; € A takva da je fi(xzo) # fi(z) := f. Kako A sadrzi konstantne funkcije,
za fy := fi — f imamo f; € A te fa(zg) # 0 = fao(x). Nadalje, bududi da je A samoadjungirana,
imamo f3 := |f2|? = fofs € A. Takoder, f3(z) =0 < f3(zg) i f3 > 0. Stavimo

f= 040"

Tada je f € A, f(z) =0, f(zg) > 010 < f < 1 na K. Nadalje, kako je A algebra, imamo
gf,g(1 — f) € A zasve g € A. Buduéi da je p € AL, imamo

O:/gfdu:/g(l—f)d,u za sve g € A.
K K

Dakle, fu,(1 — f)u € A*, pri ¢emu za bilo koju ogranicenu Borelovu funkciju h na K s hu
oznacavamo mjeru na (K, O) definiranu s

(hu)(E) = /Ehd,u (E € Ok).

Primijetimo da je ||hu| = [, || dpu.
Stavimo

o= | full = /K fdlul.

Kako je f(zg) > 0, postoji otvorena okolina U od xy i ¢ > 0 takvi da je f(y) > e zasvey € U.
Posebno, buduéi da je U NN # (), imamo

o= [ fdulz /de\m > elul(U) > 0

Slicno, iz f(zp) < 1 dobivamo a < 1. Dakle, 0 < aw < 1. Takoder,

1—a=1—/de|u|=/K(1—f)dlu!=||(1—f)u||-

Budu¢i da mjeru g mozemo prikazati u obliku

mora biti u = ||ful| " fu = oL fu, jer je p € ext(Ball(A1)). No koje mjere p i o=t fu mogu biti
jednake jedino ako je a~!'f = 1 pu-gotovo svuda. Kako je f neprekidna, mora biti f = o« na N.
Posebno, imamo f(zg) = «, jer je xg € N. Iz o = f(x9) > f(x) = 0 zaklju¢ujemo da = ¢ N.
Dakle, N = {zo}, pa je u = vd,, za neko |y| =1 (d,, oznacava Diracovu mjeru koncentriranu u
tocki zg). Kako je u € A+ i1 € A, slijedi

OZ/ Ldp = ;
K

kontradikcija. Dakle, A+ = {0}, odnosno A = C(K), kao $to je i trebalo pokazati. O
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Koristedi te identifikacije lako se pokaze sljedeca lokalno kompaktna verzija Stone-Weierstrassovog
teorema:

Korolar 1.4.8. Neka je Q0 LCH prostor i neka je A zatvorena x-podalgebra od Co(S2) koja razdvaja
tocke od Q te za svaku tocku t € Q postoji funkcija f € A takva da je f(t) # 0. Tada je A = Cy(2).

1.5 Zadaci

Zadatak 1.5.1. Dokazite da je svaki LCH prostor Baierov prostor.
Zadatak 1.5.2. Neka je X beskonac¢nodimenzionalni normiran prostor.
(i) Odredite slabi zatvara¢ jedini¢ne sfere Sx(0,1) u X.
(ii) Zakljucite da je slaba topologija na X striktno slabija od jake topologije na X.

Zadatak 1.5.3. Da li je nuzno zatvorena jedini¢na kugla u normiranom prostoru slabo kompak-
tna?

Zadatak 1.5.4. Neka je X lokalno konveksan prostor i neka je S konveksni podskup od X.
Dokazite da vrijedi S = 5" (tj. zatvaraé od S se podudara sa slabim zatvaracem od S).

Zadatak 1.5.5. Neka je H beskonacnodimenzionalni Hilbertov prostor i neka je (e, ) ortonormiran
skup u H. Definirajmo skup

S :={v/ne,: n €N}
(i) Dokazite da je 0 € S".
(ii) Postoji li niz (z,,) u S takav da vrijedi z,, — 0?

Zadatak 1.5.6. Dokazite da je lokalno konveksan prostor X metrizabilan ako i samo ako postoji
prebrojiva separirajuc¢a familija polunormi na X koja generira njegovu topologiju.

Zadatak 1.5.7. Neka je X Banachov prostor. Dokazite da postoji CH prostor K takav da je X
izometricki izomorfan nekom zatvorenom potprostoru od C(K).

Zadatak 1.5.8. Dokazite da je za sve n € N matri¢na algebra M, prosta (tj. M, nema pravih
obostranih ideala).

Zadatak 1.5.9. Dokazite Propoziciju [1.4.1]

Zadatak 1.5.10. Dokazite Propozicije i1.4.3
Zadatak 1.5.11. Neka je H Hilbertov prostor.

(i) Odredite sve ekstremne tocke od Ball(#).
(ii) Dokazite da je svaka izometrija T' € B(H) ekstremna tocka od Ball(B(#)). Vrijedi li obrat?

Zadatak 1.5.12. Neka je (o, = o (N) i neka su su ¢ i ¢ zatvoreni potprostori od ¢, definirani s

co = {(an) € b : limay, =0},

c:={(ay) €l : Flima, € C}.
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(i) Dokazite da je niz (1,1,1,...) ekstremna tocka od Ball({) i Ball(c).
(ii) Dokazite da Ball(cy) nema ekstremnih tocaka.
(iii) Zakljucite da Banachovi prostori ¢ i ¢ nisu izometricki izomorfni.

Zadatak 1.5.13. Neka je Q2 LCH prostor. Odredite nuzne i dovoljne uvjete na prostor €2 tako da
kugla Ball(Cy(2)) ima barem jednu esktremnu tocku.

Zadatak 1.5.14. Postoji li Banachov prostor X takav da je prostor C(|0, 1]) izometricki izomorfan
dualu X% od X7

Zadatak 1.5.15. Dokazite Korolar [[L4.8

Zadatak 1.5.16. Neka je K CH prostor i neka je A zatvorena s-podalgebra od C'(K) koja razdvaja
tocke od K. Dokazite da je tada ili A = C(K) ili postoji jedinstvena tocka xy € K takva da je

A=A{feC(K): [f(xo) =0}

Zadatak 1.5.17. Neka su K i L CH prostori i neka je ¢ > 0. Dokazite da za svaku funkciju
F € C(K x L) postoji konacno mnogo funkcija fi,...,f, € C(K) i ¢1,...,9, € C(L) tako da

vrijedi
sup { F(x,y) — Z fi(x)gi(y)| :

(x,y) € (K,L)} <e.



Poglavlje 2

Elementarna spektralna teorija

2.1 Osnovni pojmovi i primjeri

Definicija 2.1.1. Normirana algebra je algebra A nad poljem C na kojoj je zadana submulti-

plikativna norma, tj. norma || - || takva da vrijedi

labll < flall[[b]l  Va,b e A.
Ako je A unitalna algebra s jedinicom 1 i ako je ||1|| = 1, tada kazemo da je A unitalna normirana
algebra.

Propozicija 2.1.2. Ako je A normirana algebra, tada je operacija mnoZenja (a,b) — ab nepre-
kidna kao preslikavanje A x A — A.

Dokaz. Tvrdnja slijedi direktno iz nejednakosti
lab—a'V'|| = fla(b = V') + (a — a" V|| < [la(b = V)| + [[(a — a')V'|
< llallllo =0l + la — a"[[&']]
gdje su a,d’ ;b b € A. ]
Definicija 2.1.3. Za normiranu algebru A kazemo ad je Banachova algebra ako je A s ob-

zirom na danu normu potpun prostor. Potpuna unitalna normirana aglebra se zove unitalna
Banachova algebra.

Podalgebra normirane algebre je ocito i sama normirana algebra ¢ija je norma dobivena res-
trikcijom pocetne norme. Takoder, zatvara¢ podalgebre je podalgebra. Specijalno, zatvorena
podalgebra Banachove algebre je Banachova algebra.

Neka je A normirana algebra i neka je I zatvoren ideal u A. Tada znamo da je s
la+I|| :=inf{|la+z|: =z €I} (a € A), (2.1)
dana norma na kvocijentnom prostoru A/I. S tom normom kvocijentna algebra A/I postaje
normirana algebra. Doista, ako su a,a’ € A, onda iz ¢injenice da je I ideal slijedi da je az’ + xa’ +
xx' € I za bilo koje z, 2’ € I. Stoga imamo
l(a+ D)+ )| = [ad +I|
inf{ljaa’ + x| : x €I}

< inf{|jad + zd' + ax’ + z2'||: x,2" € I}
= inf{|/(a+z)(d +2)||: x,2 € I}
< inf{|la+z||ja + 2| : z,2" €I}

= inf{lla+z|: €I} -inf{||d' +2'||: 2’ €I}
la+ 11| - [la" + 11.
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Propozicija 2.1.4. Neka je A normirana algebra i neka je I zatvoreni ideal uw A. Tada je A/I
normirana algebra s obzirom na kvocijentnu normu . Nadalje, ako je A Banachova algebra,
tada je i A/I Banachova algebra.

Neka je A neunitalna normirana algebra. Na unitizaciji A od A definiramo normu s:

(@, M= llall + Al (e € A, AeC). (2.2)
Primijetimo da ta norma prosiruje normu od A, tj. |la||; = ||a||a za sve a € A. Snabdjevena s
tom normom A postaje unitalna normirana algebra. Zaista, ||1]| = ||(0,1¢)|| =1, aza a,b € A te
A, i € C imamo
(@, ), )l = [l(ab+ Ab + pa, Aw)l| = [lab + b+ pal| + |Aul
< lallfloll + A0l + [ulllall + [Allul = Cllall + IADIBN + 1)
= (@, M- 116, ).

Propozicija 2.1.5. Neka je A neunitalna normirana algebra. Tada je njena unitizacija A normi-
rana unitalna algebra uz normu . Nadalje, ako je A Banachova algebra, tada je 1 A Banachova
algebra.

Definicija 2.1.6. Normirana x-algebra je normirana algebra A na kojoj je zadana involucija
za koju vrijedi
la*]l = llall Va € A.

Banachova x-algebra je potpuna (Banachova) nomirana *-algebra.

Neka je A normirana *-algebra i neka je I zatvoren (obostrani) x-ideal u A. Tada je kvocijentna
algebra A/I normirana x-algebra. Zaista, po definiciji involucije na A/I za a € A imamo

la+ 1] = inf{a+b| :bel}=nf{lla"+b"| :bel}=inf{|la*+b|| :bel}
la* + 1.

Nadalje, ako A nije unitalna, tada je i A normirana x-algebra.

Definicija 2.1.7. Za Banachovu algebru A snabdjevenu s involucijom % : A — A kazemo da je
(C*-algebra ako njena norma zadovoljava tzv. C*-svojstvo:

la*al| = ||a]|* Va € A.
Napomena 2.1.8. Ako je A unitalna C*-algebra, tada direktno iz C*-svojstva slijedi ||1|| = 1.
Zaista, koriste¢i Propoziciju [1.3.13] (i), imamo ||1]|* = ||1*1]| = ||1%|| = ||1]|, odnosno ||1]| = 1.

Propozicija 2.1.9. Neka je A Banachova algebra snabdjevena s involucijom x : A — A. Ako za
sve a € A vrijedi ||al|? < ||a*al|, tada je involucija na A izometricna i A je C*-algebra. Posebno,
svaka C*-algebra je Banachova x-algebra.

Dokaz. Zaista, za a € A iz
lall* < fla*al]l < [la”[[]|all, (2.3)

slijedi |la]| < |la*||. Ukoliko a zamijenimo s a*, dobivamo |[a*|| < |la]|. Dakle, ||a*|| = ||al|, $to
zajedno s (2.3)) daje ||a*a| = ||a|*. O
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Neka je A C*-algebra. Za zatvorenu x-podalgebru B od A kazemo da je C*-podalgebra od
A. Ako jos k tome algebra A unitalna i ako je njena jedinica sadrzana u B kazemo da je B
unitalna C*-podalgebra. Ako je A neunitalna C*-algebra i A njena unitizacija, tada znamo
da je A Banachova *-algebra uz involuciju (a + A1)* = a* + Al i normu |la + A1 = |ja|| + |A|
(a € A, A € C). Medutim, A op¢enito nije C*-algebra (Zadatak . Ipak, A je moguce
opskrbiti s C*-normom koja prosiruje normu od A:

Teorem 2.1.10. Neka je A neunitalna C*-algebra. Na njenoj unitizaciji A definirajmo
la + A1|| 5 :== sup{|jaz + Az|| : 2 € Ball(A)} (ae A, € C).

Tada je || - || ; C*-norma na A koja prosiruje pocetnu normu od A.

Napomena 2.1.11. Primijetimo da je norma |la+ A1|| ; elementa a+ Al u stvari operatorska norma
u B(A) njegovog pripadnog lijevog multiplikatora Lyyy; : © +— (a + Al)x = ax + Az,

Dokaz Teorema[2.1.10. Definirajmo preslikavanje
¢:A—=B(A) s ¢la+Al) = Losr,

gdje je L,ia1 pripadni lijevi multiplikator elementa a + A1 (Napomena [2.1.11)). Tada je ¢ ocito
unitalni homomorfizam algebri. Tvrdimo da je ¢ injektivan. Zaista, pretpostavimo da sua € A i
A € C takvi da je L,y = 0, odnosno

ar+Ar =0 za sve x € A. (2.4)

Ako bi bilo X # 0, tada bi za element e := —\"!a vrijedilo ex = x za sve x € A, tj. e bi bila lijeva
jedinica u A. Prema Propoziciji [1.3.17], e je jedinica u A. To je u kontradikciji s pretpostavkom
da A nije unitalna. Dakle, A = 0, pa iz (2.4)) slijedi ax = 0 za sve x € A. Specijalno, za xr = a*
dobivamo

0= [laa”|| = [la*[|* = [|alf?,

odakle slijedi @ = 0. Time smo pokazali da je ker ¢ = {0}, tj. ¢ je injektivan.

Zbog injektivnosti homomorfizma ¢ slijedi da je || - || ; submultiplikativna norma na A, tj. A
je normirana algebra. Dokazimo da ta norma prosiruje poc¢etnu normu od A. Zaista, za a € A
imamo
lall z = sup{ljaz| : = € Ball(A)} < lal|.

1 *
a|—ra ||| = [lal
el

Sada dokazimo da norma || - || ; zadovoljava C*-svojstvo. Za a € Ai A € C imamo

s druge strane, ako je a # 0, tada imamo

lal| 7 = sup{|jaz||a : 2 € Ball(4)} >

Dakle, ||al| ; = ||a|| za sve a € A.

la+A1% = sup{[laxz + Az|*: 2 € Ball(A)}
= sup{||(az + Az)*(ax + A\z)|| : x € Ball(A)}
= sup{[|z*(a + A1)"(a + Al)z| : = € Ball(4)}
sup{||(a + A1)*(a + Al)z|| : x € Ball(A)}
(@ + A1) (a+ A1)l

IA
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Iz Propozicije zakljucujemo da vrijedi

|la + >\1H% = ||(a+ A1)"(a + A1) 5.

Preostaje dokazati da je algebra A potpuna s obzirom na normu | - |l - Bududi da je algebra
B(A) potpuna s obzirom na operatorsku normu i buduéi da je monomorfizam ¢ : A — B(A)
izometrican, dovoljno je dokazati da je njegova slika ¢(K) zatvorena u B(A). Nadalje, kako je
¢ unitalan, imamo Qﬁ(ﬁ) = ¢(A) + Cidy, gdje ids oznacava identitetu na A. O¢cito je ¢(A)
zatvorena podalgebra u B(A) (jer je A potpuna, a ¢ izometrija). Zatvorenost algebre ¢(A) +
Cid4 sada slijedi iz poznate ¢injenice da je u svakom normiranom prostoru suma zatvorenog i
konacnodimenzionalnog potprostora zatvoren potprostor. 0

Napomena 2.1.12. Pri radu s neunitalnim C*-algebrama uvijek ¢cemo uvijek podrazumijevati da
je njena unitizacija A opskrbljena s normom || - || ; iz Teorema [2.1.10}

Napomena 2.1.13. U poglavlju 3| ¢emo dokazati da je svaki zatvoreni (obostran) ideal I u C*-
algebri A automatski samoadjungiran (dakle x-ideal), te da kvocijentna norma na A/l zadovoljava
C*-svojstvo.

Sada promotrimo nekoliko osnovnih primjera.

Primgjer 2.1.14. Neka je Q neprazan skup. Tada je (. (€2) unitalna komutativna C*-algebra s
obzirom na sup-normu. Primijetimo da za sve f € £o(§2) imamo o(f) = f(2) (zatvarac u C).

Primjer 2.1.15. Ako je Q topoloski prostor, tada je Cy(£2) unitalna C*-podalgebra od /. (€2).
Slicno kao u primjeru [2.1.14] za sve f € C,(€2) imamo o(f) = f(€2). Ako je prostor Q2 kompaktan,
imamo Cy(2) = C(Q) i o(f) = f(Q) zasve f € C(Q).

Primjer 2.1.16. Ako je Q2 LCH prostor koji nije kompaktan, tada je Cy(€2) C*-podalgebra od Cy(£2)
koja nema jedinicu. Kao S$to znamo iz tocke unitizaciju algebre Cy(£2) mozemo identificirati
s algebrom C(Q), gdje je © Aleksandrovljeva kompaktifikacija od €2. Nadalje, buduéi da svaku

funkciju f € Co(2) mozemo identificirati s funkcijom f € C(Q), koja se na € podudara s f i za
koju je f(oc0) =0, imamo

o(f) = ocye)(f) = oo@ (f) = F(2) U{0}.

Primjer 2.1.17. Neka je (2, O) izmjeriv prostor i neka je B, (2) skup svih ograni¢enih kompleksnih
izmjerivih funkcija na Q. Tada je B, (€2) unitalna C*-podalgebra od ¢>°(€).

Primjer 2.1.18. Neka je (2,0, u) prostor mjere. Skup L. (€2, 1) koji se sastoji od (klasa ekvi-
valencije) esencijalno omedenih kompleksnih izmjerivih funkcija na Q je unitalna komutativna
C*-algebra uz standardne operacije po tockama, dok je norma dana esencijalnim supremumom:

esssup f = inf{C > 0: |f(t)| < C za gotovo sve t € Q}.
Nije tesko vidjeti da za f € Loo(€, 1) vrijedi o(f) = R(f), gdje R(f) oznacava esencijalnu sliku

funkcije f, tj. skup svih A € C za koje skup {t € Q: |f(t) — A| < €} ima pozitivnu mjeru za sve
e > 0.
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Primgjer 2.1.19. Neka je D = {z € C: |z| < 1} jedini¢ni disk u C. Definirajmo skup A(D) koji se
sastoji od svih funkcija f € C(D) koje su holomorfne na interioru od . Tada je A(D) unitalna
zatvorena podalgebra od C'(D), buduéi da je uniformni limes niza holmorfnih funkcija holomorfna
funkcija. Dakle, A(DD) je unitalna Banachova algebra. Primijetimo da kompleksno konjugiranje ne
definira involuciju na A(ID) buduéi da funkcija z — Z nije holomorfna. Ipak, A(D) ima strukturu
Banachove x-algebre s obzirom na involuciju

fiz) = f(@)

(Zadatak|2.6.5)). Takva algebra A(D) zove se algebra diska. Primijetimo da A(ID) nije C*-algebra.
Npr. za funkciju f € A(D) definiranu s f(z) = €”* imamo

IFI2, = sup{|e* : = € D} = supfe 2% ; 2 € D} = sup{e™ : y e [-1,1]} = ¢*
dok je s druge strane
i) f(z)=eZe* =e#e* =1 VzeD = |[fiflle=1
Primgjer 2.1.20. Neka je ¢1(Z) skup svih funkcija f : Z — C takvih da je

£l :=>_ 1f(n)] < +oo.

neL

Tada je ¢1(Z) Banachov prostor uz operacije s obzirom na operacije po tockama i normom || - [|;.
Mnozenje funkcija f, g € ¢1(Z) definirano je kao njihova konvolucija, tj. kao funkcija fxg:Z — C
dana s

(f*g)(n an— (m) (n€e).

Bududi da vrijedi
Yo Ifxg)n)| = Z Z f(n—m)g(m)‘

IN

Z Z |[f(n —m)llg(m)|

nN=—00 M=—00

= Z Zlfn— )g(m)]

m=—00 N=—00

S <|g<m>| 3 !f(n—m)\>

= > lgm)llIflh
= Al

zakljucujemo da je fxg € (1(Z) 1 ||f *glli < ||fll1llgll:- Nadalje, kako za sve f,g € (1(Z) in € Z
vrijedi

(fxg)n) = > fln—mglm)= Y f(m)gln—m)= Y g(m)f(n—m)

m=—0Q m=—00 m=—00

= (g f)(n),
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zakljuéujemo da je algebra ¢;(Z) komutativna.
Za svako n € Z ozna¢imo s y,, karakteristi¢cnu funkciju skupa {n} (dakle x,(m) = d,,,). Tada
je xo ocito jedinica u ¢;(Z). Takoder, za sve m,n € Z imamo

Xalli =1 1 Xo*Xm = Xms+n ¥Vm,n € Z. (2.5)
Nadalje, na ¢1(Z) definiramo involuciju
fH(n) = F(=n),

s obzirom na koju ¢1(Z) dobiva strukturu unitalne Banachove *-algebre. Primijetimo da ¢;(Z)
nije C*-algebra. Npr, za f = xo — X1 — X2 imamo || f||? = 9. S druge strane, imamo

Forf=—x2+3x0-—x2 = [ff«flh=5
Primgjer 2.1.21. Neka je L;(R) skup svih (klasa ekvivalencije) Borelovih funkcija f : R — C za
koje je

1l = / F(@)]dA(x) < o,

gdje A oznacava Lebesgueovu mjeru na R. Tada je L;(R) Banachov prostor uz operacije po
tockama i normom ||-||;. Za f, g € L1(R) definiramo njihovu konvoluciju kao funkciju f*xg : R — C

danu s
= /Rf(rc —y)g(y) dA(y).

Sliéno kao u Primjeru [2.1.20] (koristeéi Fubinijev teorem i translacionu invarijantnost Lebesgueove
mjere) dobivamo

[ sa@iaa = [|[ 5= dA<y>\ IA(2)

< /(/w— DIAW)) dAz)
= [l ([ 15e = nlar)) axw
= ([ wwian) - ([re@iaw).

odakle slijedi da je f*g € Li(R) i | f*g|li <||fllillglli. Dakle, L;(R) je s obzirom na konvoluciju
komutativna Banachova algebra.

Primijetimo da algebra L;(R) nije unitalna. Pretpostavimo suprotno i neka je e € Li(R) takva
dajeex f=fzasve f € Li(R). Tadazae = % postoji & > 0 takav da za sve izmjerive skupove
A u R vrijedi

(2.6)

l\UIH

MA) <6 — /y )| dA\(z) <
Posebno, za A = [—2,2]i f = x4 dobivamo
1= 70 = (e HO) = [ 0= )1 a\w) =~ [ eln)dx)

sto je u kontradikciji s (2.6]).
Iz Primjera [2.5.13| ¢e slijediti da je za f € L'(R),

:{Afmwmﬁ@yteR}
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Napomena 2.1.22. Primjeri [2.1.20] i [2.1.21| su samo specijalni slucajevi algebre L'(G), gdje je
G lokalno kompaktna (Hausdorffova) grupa. Naime, svaka takva grupa G dozvoljava pozitivnu
regularnu Borelovu mjera na G koja je lijevo translaciono invarijantna, tj. vrijedi p(zE) = pu(F) za
sve Borelove skupove F iz € ). Takva mjera se zove lijeva Haarova mjera i ona je jedinstvena
do na pozitivnu konstantu. Fiksirajmo lijevu Haarovu mjeru g na G i definirajmo L'(G) kao skup
svih (klasa ekvivalencije) Borelovih funkcija f : G — C za koje je

1l = /G fldu < oo

Konvolucija funkcija f,g € L'(G) je dana s

(f *g)(x) rz/Gf(y)g(y‘lw) du(y).

Tada L'(G) postaje Banachova algebra koja se zove grupovna algebra od G. Nije tesko vidjeti
da je algebra L'(G) komutativna ako i samo ako je grupa G Abelova.

Primjer 2.1.23. Neka je X normiran prostor. Tada je skup B(X) svih ograni¢enih operatora
na X unitalna normirana algebra uz standardnu linearnu strukturu, kompoziciju operatora kao
mnozenje i operatorsku normu (L.I). Ako je dim X > 1, algebra B(X) je nekomutativna. Nadalje,
B(X) je Banachova algebra ako i samo ako je X Banachov prostor.

Primjer 2.1.24. Ako je ‘H Hilbertov prostor tada je B(#) unitalna C*-algebra, uz adjungiranje
operatora kao involuciju. Posebno, sve matri¢ne algebre M,, = B(C") su C*-algebre.

2.2 Osnovna svojstva Banachovih algebri

Propozicija 2.2.1. Neka je A unitalna Banachova algebra.

(i) Ako jea € Ailla|| <1, tada je 1 —a € A* i vrijedi
(1—a)'= Z a", (2.7)
n=0

gdje je a® := 1. Specijalno, ||(1 —a)7t| < (1 — |la|)~t.
(1) Grupa A* invertibilnih elemenata u A je otvoren skup u A.
(iii) Invertiranje a — a~' je neprekidna bijekcija s A* na A*.

Dokaz. (i). Najprije primijetimo da red u (2.7)) konvergira u A, jer je on apsolutno konvergentan
(lla™]| < |la||™ < 1), a svaki apsolutno konvergentni red u Banachovom prostoru je konvergentan.
Oznacimo njegov limes s b. Tvrdimo da je b inverz od 1 — a. Zaista, buduci da je mnozenje na A

neprekidno (Propozicija [2.1.2), imamo

(1—a)b:b—ab:§:a”—§:an+1:1
n=0 n=0

b(l—a):b—ba:ia"—ia’”l:l.
n=0 n=0
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Dakle, (1 —a)™' =01

> 1
[A—a) <) al"= :
; L —|all

(ii). Fiksirajmo element a € A*. Tvrdimo da su svi elementi b iz otvorene kugle s centrom u
a radijusa |||~ invertibilni, tj.

1
{beA: Hb—aH<—}§AX.

[la=t]l

Naravno, odatle ¢e direktno slijediti da je A* otvoren skup. Neka je stoga b € A takav da je
16— al| < |l !t Tada je

11— a™'b) = lla™"(a = )| < lla~"[lla — bl < 1.
Iz (i) slijedi da je a~'b invertibilan, pa je i b invertibilan.

(iii). Pretpostavimo da je (a,) niz u A* koji konvergira prema elementu a € A*. Bez smanjenja
opc¢enitosti mozemo pretpostaviti da za sve n € N vrijedi

odakle slijedi

1
11 —a ta,| < 3
Kako je
Z(l —atay)" = ata,
k=0
Imamo o
o all <3 o =2
k=0
Slijedi
la I < llaz alllla™ [ < 2]la™"l,
pa

-1

la,

—a || = lla; (an — a)a” (| < 2[la”[*|an — al| — 0.
[l

Ako unitalna normirana algebra A nije potpuna, tada A* ne mora biti otvoren podskup od A:
Primjer 2.2.2. Algebru C|z] mozemo normirati na sljede¢i nacin:
Ipll = sup [p(A)]  (p € C[2]). (2.8)
|AI<1
Bududi da je C[z]* = C* = C\ {0}, polinomi p,(z) := 1+ z/n (n € N) nisu invertibilni C[z]. S

druge strane, kako ||p, — 1|| — 0, zakljucujemo da C[z]* nije otvoren skup u C[z]. Posebno, C|[z]
uz normu ([2.8)) nije Banachov prostor.

Ukoliko drugacije nije receno, od sada pa nadalje ¢emo podrazumijevati da su sve Banachove
algebre netrvivijalne (tj. razlicite od {0}). Sljedeéi rezultat smatra se fundamentalnim teoremom
teorije Banachovih algebri:
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Teorem 2.2.3. Neka je A Banachova algebra. Tada je spektar svakog elementa a € A neprazan
kompaktan podskup od C koji je sadrzan u zatvorenom disku Kc(0, ||a||).

Dokaz. Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je A unitalna algebra. Najprije pri-
mijetimo da je o(a) zatvoren podskup od C. Zaista, buduéi da je A* otvoren podskup od A
(Propozicija 2.2.1] (ii)), p(a) je otvoren skup kao praslika od A* po neprekidnom preslikavanju
A+ Al — a. Nadalje, prema Propoziciji 2.2.1] (i) za [A| > ||a] je element A1 —a = A(1 — A~'a)
invertibilan, odakle slijedi da je o(a) sadrzan u zatvorenom disku K¢(0, ||al|). Kako je o(a) za-
tvoren i omeden podskup od C, on je kompaktan.

Ostaje dokazati da je o(a) neprazan za sve a € A. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji
element a € A takav da je o(a) = (). Tada je njegova rezolventa R, definirana na ¢itavoj komplek-
snoj ravnini C. Fiksirajmo ogranicen linearni funkcional ¢ na A i definirajmo funkciju f: C — C
s f:=poR,. Tvrdimo da je f cijela funkcija. Zaista, ako je \y € C proizvoljna tocka, tada zbog
neprekidnosti funkcionala ¢, Propozicije [1.3.6| i neprekidnosti invertiranja imamo

=IO _ (g, B =R0Q) (1, Co= DRI

Rt s v v A P N o X — o

= — ( lim (Al —a) ™ (Aol — a)_l) =—¢p((Aol—a)?) eC.
)\—))\0
Nadalje, ako je |A| > ||a||, iz Propozicije (i) slijedi

el el

S N E T el

FO)] < llellllRa V) = ’&H H

Dakle, f je ogranicena cijela funkcija s limy_,o0 f(A) = 0, pa iz Liouvilleovog teorema slijedi f = 0.
Kako je ¢ € A" bio proizvoljan, prema Korolaru zakljucujemo da je (A1 —a)™! = R,(\) =0
za sve A € C. To je naravno kontradikcija, jer je A # {0}. O

Korolar 2.2.4 (Geljfand-Mazurov teorem). Ako je A unitalna Banachova algebra u kojoj
je svaki element razlicit od 0 invertibilan, tada je A izometricki izomorfna algebri kompleksnih
brojeva C.

Dokaz. Neka je a € A proizvoljan element. Prema Teoremu [2.2.3] o(a) # 0. Za A € o(a) imamo
M —a e A\ A* = {0}, tj. a = Al. Dakle A = Cl. Definirajmo preslikavanje ¢ : C — A s
®(A) := Al. Tada je ¢ ocito izometricki izomorfizam Banachovih algebri. O

Definicija 2.2.5. Neka je A Banachova algebra. Spektralni radijus elementa a € A definiramo
kao broj

r(a) :=sup{|A| : A €c(a)}.
Prema Teoremu [2.2.3] r(a) je dobro definiran broj i vrijedi
0 <r(a) <lall (2.9)

Sljededi primjer pokazuje da su ocjene u ([2.9) najbolje moguce.

Primgjer 2.2.6. (i) Neka je 2 LCH prostor i neka je f € Cy(Q2). Tada je prema Primjeru [2.1.16
o(f) = f(Q)U {0}, pajer(f) =/l
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o
10 0|
Bududéi da je a® = 0, imamo {0} = o(a?) = o(a)? (Propozicija [1.3.3)), pa je r(a) = {0}. S
druge strane, imamo
L
cz L w

lall = s o ol
0 0 1
Istaknimo neka jednostavna svojstva spektralnog radijusa.

(ii) U A = M, promotrimo matricu

< 1} —sup{Jul + AP+ [pf* < 1}
(CZ
= 1.

Propozicija 2.2.7. Neka je A Banachova algebra. Tada vrijedi:
(i) r(Aa) = |A|r(a) za svea € A i X eC.
(ii) r(a") =r(a)* za svea € A in € N.

(i1i) r(ab) = r(ba) za sve a,b € A.

Dokaz. Tvrdnje (i) i (ii) slijede direktno iz Propozicije a tvrdnja (iii) slijedi direktno iz
Propozicije [1.3.4] O

Sljededi teorem nam daje relativno efikasan na¢in za rac¢unanje spektralnog radijusa.
Teorem 2.2.8. Neka je A Banachova algebra. Za svaki element a € A vrijedi
r(a) =inf{fla”|[* = n €N} = lim [a"]|".
Dokaz. Kao iinace, pretpostavljamo da je A unitalna algebra. Neka je a € A. 1z Propozicije
(ii) i ocjene slijedi 7(a) < Ha”H% za sve n € N, pa je
r(a) < inf{[|a"||» : n €N} < lim inf lla™|7. (2.10)
Neka je A otvoren disk u C s centrom u 0 radijusa 1/r(a) (pri tome uzimamo u obzir konvenciju

1/0 = +00). Tada je 1 — Aa € AX za sve A € A. Fiksirajmo ograniceni funkcional ¢ € A i
definirajmo funkciju

f:A=C s f(2):=¢((1-X)").

Kao u dokazu Teorema [2.2.3] zakljucujemo da je f holomorfna funkcija na A. Dakle, postoji
jedinstveni niz kompleksnih brojeva (A,)nez, takav da vrijedi

F) =D "xA" (A€l (2.11)
n=0
S druge strane, ako je |\| < 1/|al[(< 1/r(a)), tada je ||Aa|| < 1, pa je prema Propoziciji (i)
(1—Xa) = Z A"a™.
n=0

Ako na tu jednakost djelujemo s (neprekidnim) funkcionalom ¢, dobivamo

FO) =Y el@)At (1Al < 1/llal)- (2.12)
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Buduéi da je Talyorov red analiticke funkcije jedinstven, iz i zakljucujemo da je
A = p(a") za sve n € Zy. Specijalno niz (¢(a™)A")nez, konvergira prema 0 za sve A € A,
pa je on naravno i omeden. Buduéi da je ¢ € A% bio proizvoljan, prema principu uniformne
ogranicenosti zaklju¢ujemo da je (A"a"),ez, ogranicen niz u A. Dakle, postoji C'(A) > 0 takav da
vrijedi |[A"a™|| < C()\) za sve n € Z,, odnosno [[a™||x < C(A)w/|A| (za A # 0). Odavde slijedi
limsup, .., |[a"||* < 1/|A|. Dakle, pokazali smo da iz r(a) < 1/|A| slijedi limsup, _,. [|a"||= <
1/]A[, pa je

limsup [|a”||+ < r(a). (2.13)

n— o0

Tvrdnja sada slijedi direktno iz (2.10]) i (2.13]). ]

Prisjetimo se, ako je K neprazan kompaktan podskup od C, njegov komplement C \ K ima
to¢no jednu neomedenu komponentu povezanosti. Za omedene komponente povezanosti od C\ K
kazemo da su rupe od K.

Propozicija 2.2.9. Neka je B unitalna Banachova podalgebra unitalne Banachove algebre A.
(i) Skup B* je otvoren i zatvoren podskup od B N A*.

(i) Za sve b € B vrijedi
oa(b) Cop(b) 1 0op(b) C doa(b).

(111) Ako je b € B takav da 04(b) nema rupa, tada je 04(b) = op(b).

Dokaz. (i). Prema Propoziciji [2.2.1] (i), B* je otvoren podskup od BN A*. Kako bismo pokazali
njegovu zatvorenost, neka je (b,) niz u B* koji konvergira prema elementu b € B N A*. Bududi
da je invertiranje neprekidno (Propozicija [2.2.1] (iii)), niz (b, ') konvergira prema elementu b~ u

A, a kako je B zatvorena podalgebra, slijedi b=+ € B. Dakle, b € B*.

(ii). Kako je B* C A*, za b € B imamo pg(b) C pa(b), odnosno o4(b) C op(b). Nadalje,
ako je A € 0og(b) C op(b), tada postoji niz (A,) u pp(b) koji konvergira prema A. Tada je
Al—b€ B*iAl —b¢ B* paiz (i) slijedi da A1 —b & A*, tj. A € g4(b). Nadalje, za sve n € N
je \pl—b € A*, odnosno A, € pa(b). Dakle, A € 0o4(b), odakle slijedi inkluzija dog(b) C do4(b).

(iii). Ako je b € B takav da 04(b) nema rupa, onda je pa(b) povezan podskup od C. Kako

je prema (i) i (ii), pp(b) otvoren i zatvoren podskup od pa(b), zbog povezanosti od p4(b) imamo
p(b) = pa(b), odnosno o 4(b) = op(b). O

Sljedeci primjer pokazuje da je opéenito o 4(b) pravi podskup od op(b) kada o 4(b) ima rupa.
Primger 2.2.10. Neka je A(D) algebra diska iz Primjera 2.1.19, Ako je T := {z € C: |z| = 1}

jediniéna kruznica u C tada preslikavanje

¢:AD) = C(T)  o(f) = flr

definira unitalni izometricki monomorfizam algebre A(D) u algebru C(T), gdje f|r oznacava res-
trikciju od f na T. Naime, izometricnost slijedi iz principa maksimuma modula,

[flla@) = sup{lf(2)] : = € D} =sup{|f(2)]: 2 € T} = [[o(f)llcm-

Stavimo A := C(T) i B := ¢(A(D)), tako da je B unitalna Banachova podalgebra od A. Ako s a
oznacimo identitetu na D, tj. a(z) = z za sve z € D, tada je a € A(D) i oam)(a) = a(D) =D, pa
jeiop(o(a)) =D. S druge strane je o4(¢(a)) = a(T) =T.
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2.3 Karakteri Banachovih algebri

Neka je A algebra. Karakter algebre A je svaki homomorfizam algebri ¢ : A — C razlicit
od nule. U daljnjem ¢emo s Q(A) oznacavati skup svih karaktera algebre A.

Napomena 2.3.1. Ako je A unitalna algebra, tada je svaki ¢ € Q(A) unitalan. Zaista, iz ¢(1) =
©(12) = p(1)? slijedi da je ili (1) = 0ili (1) = 1. Kad bi bilo (1) = 0, onda bi za svaki a € A
vrijedilo

p(a) = p(al) = p(a)p(l) =0,
odnosno ¢ = 0. Dakle, p(1) = 1.

Lema 2.3.2. Neka je A unitalna algebra i neka je ¢ linearni funkcional na A. Tada je ¢ € Q(A)
ako i samo ako vrijedi

p(1)=1 i ¢(a®) = p(a)’ (2.14)

za sve a € A.

Dokaz. Ako je ¢ karakter na A, tada radi Napomene 2.3.1], ¢ oéito ¢ zadovoljava ([2.14]). Obratno,
pretpostavimo da je ¢ linearni funkcional na A koji zadovoljava (2.14). Tada za proizvoljne
elemente a,b € A imamo

o(a®) + p(ab+ ba) + (b*) = ¢(a* + ab+ ba + b*)
= ¢((a+b)*) = (¢a) + ¢(0))*
p(a’) + 2p(a)p(b) + ¢(b%),

odnosno
w(ab+ ba) = 2¢(a)p(b).

Stoga je dovoljno pokazati da vrijedi p(ba) = ¢(ab). Kako bismo to pokazali, najprije primijetimo
da za proizvoljne elemente z,y € A vrijedi jednakost

(zy — yx)* + (zy + yx)? = 2z (yay) + (yay)z],
pa je

p(ry — yx)* + dp(x)’p(y)* =

S

((zy — yx)*) + 2y + yz)?
((zy — yx)* + (zy + yz)?)
= 2p(z(yzy) + (yry)z)

= dp(z)po(yzy).

yr
yx

I
©

|
W

Ukoliko stavimo z := a — ¢(a)1, tako da je p(z) =0, i y := b, dobivamo ¢(xb) = ¢(bx), odnosno
(ab) = p(ba). O

Teorem 2.3.3 (Gleason—Kahane—Zelazko). Neka je A unitalna Banachova algebra. Ako je o
linearni funkcional na A, tada su sljedeée tvrdnje ekvivalentne:

(i) ¢ € Q(A);
(ii) p(1) =11i¢(a) #0 za svakia € A*;

(iii) ¢(a) € o(a) za sve a € A.
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Dokaz. (i) = (ii). Kako je ¢ karakter na A imamo (1) = 1 (Napomena [2.3.1)), pa je 1 =
p(a)pla™) = p(a ')p(a) za sve a € A*. Specijalno, 0 ¢ p(A*).
(i) = (iili). Ako je A € p(a), tada je a — A1 € A*, paje 0 # ¢(a — A1) = p(a) — A
(iii) = (i). Najprije primijetimo da je ¢(1) = 1 (jer je o(1) = {1}). Prema Lemi[2.3.2] dovoljno
je dokazati da vrijedi p(a?) = ¢(a)? za sve a € A. Kako bismo to pokazali, fiksirajmo prirodan
broj n > 2 i definirajmo polinom
p(A) = (AL —a)")

stupnja n. Ako s Aj,...,\, ozna¢imo njegove korijene (brojeéi njihove kratnosti), tada za sve
1 <7 <n imamo

0=p\) =e((N1—a)") € a((N1—a)").
Iz Propozicije [1.3.3]slijedi \; € o(a), pa je |\;| < r(a). Kako je

TI0 =20 =50 =X = gl 4 (5 )l ot (1))

usporedujuci koeficijente vidimo da je

zZ::)\i =np(a) 1 Y N\= (Z) o(a®). (2.15)

1<i<j<n

S druge strane, iz druge jednakosti u (2.15) dobivamo

(i >‘i> = En: MNA2 D AN = z”: A; +n(n—1)p(a®). (2.16)

1<i<j<n i=

Kombinirajuéi formule (2.15)) i (2.16)) dobivamo

n’l(a)® — p(a®)| = ‘—W(GQ) + Z | < nlp(a®)] +nr(a)”. (2.17)

Kako nejednakost (2.17) vrijedi za sve n > 2, zaklju¢ujemo da je p(a?) = ¢(a)?, kao $to je i
trebalo pokazati. O

Napomena 2.3.4. Neka je A algebra bez jedinice i neka je A njena unitizacija. Budu¢i da za
Y € Q(A) mora vrijediti (1) = 1, svaki karakter ¢ € Q(A) mozemo na jedinstven nacin prosiriti
do karaktera ¢ € Q(A) koji je definiran s

ola+ A1) == p(a) + A (ae A, A€ C).

Stavimo Q(A) == {&: ¢ € Q(A)}. Stovise, ako s s oznacéimo homomorfizam s A u C s jezgrom
A, tj. @oo(a+ Al) := A, imamo o

Q(A) = QA) U {pac}
Zaista, ako je ¢ € Q(A) i ¥ # Yoo, tada je 1|4 € Q(A); dakle ¢ = @/Z)E. Ako identificiramo (A)
s Q(A) CQ(A), imamo Q2(A) = Q(A) U{pt-

Korolar 2.3.5. Neka je A Banachova algebra. Tada je svaki o € Q(A) ogranicen linearni funk-
cional na A i vrigedi |p(a)] < r(a) za sve a € A. Specijalno ||o|| < 1 i |¢]| = 1 ako je A
unitalna.
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Dokaz. Uzevsi u obzir Napomenu mozemo pretpostaviti da je A unitalna. Tada iz teorema

2.3.31 (2.9) slijedi |p(a)| < r(a) < ||la|| za sve a € A, pa je ||¢|| < 1. Nadalje, iz ¢(1) = 1 slijedi
el = 1. =

Neka je A Banachova algebra. Iz prethodnog korolara slijedi da je Q(A) C Ball(A%). Kao §to
znamo, familija funkcionala iz Ball(A") razdvaja tocke od A, pa je prirodno pitati se vrijedi li isti
zakljucak i za familiju karaktera Q(A) na A. Odgovor na to pitanje je opéenito negativan. Stovise,
moze se desiti da je Q(A) =0, ¢ak i ako je A komutativna.

Primgjer 2.3.6. Neka je A Banachova algebra. Za element a € A kazemo da je kvazinilpotentan
ako vrijedi r(a) = 0. Ako je svaki element a € A kvazinilpotentan, tada je prema Korolaru m,
Q(A) = (. Trivijalan primjer takve komutativne algebre dobivamo na sljedeé¢i na¢in: Neka je A
Banachov prostor i na A definirajmo trivijalni produkt, tj. ab := 0 za sve a,b € A. Tada je ocito
r(a) =0 za sve a € A.

Napomenimo da postoje i netrivijalni primjeri komutativnih Banachovih algebri u kojima je
svaki element kvazinilpotentan (Zadatak [2.6.23)).

S druge strane, ako je A unitalna komutativna Banachova algebra, tada je uvijek Q(A) # 0.
Stovise, vrijedi sljedec¢i bitan rezultat:

Teorem 2.3.7. Neka je A komutativna Banachova algebra. Tada je preslikavanje
©:Q(A) —» Max(A), O(p):=kerp={a€ A: p(a) =0}

bijekcija sa skupa Q(A) svih karaktera na A na skup Max(A) svih modularnih maksimalnih ideala
u A.

Za dokaz Teorema trebat ¢e nam sljedeéi rezultat:

Lema 2.3.8. Neka je A Banachova algebra i neka je I pravi modularni ideal uw A. Ako je e € A
jedinica modulo I, tada je I N K 4(e,1) = (). Posebno:

(i) I je takoder pravi ideal u A.

(i) Svaki modularni maksimalni ideal M u A je zatvoren.
Dokaz. Neka je A" algebra definirana na sljedeéi nacin: A" = A ako je A unitalna, odnosno A’ = A
ako A nije unitalna. Ako je a € A takav da je |la — ¢|| < 1, tada je prema Propoziciji (i)
1 — (e — a) invertibilan u A’. Ako je (1 — (e —a))"' =b+ Al zanecke b€ Ai ) € C, tada imamo

1=A14+b—Xe—be+ \a—+ ba.
Kako bismo dobili kontradikciju, pretpostavimo da je a € I. Ako je 1 € A, tada je
1=A—(M)e+b—be+ (Al +b)a €I,
sto je nemoguce. Ako 1 ¢ A, tada je
(1-=MN1=b—de—be+ Aa+bac A,

odakle slijedi A =11ie=0b—be+ a+ ba € I, kontradikcija. Dakle, a ¢ I. O
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Dokaz Teorema[2.3.7 Ako je ¢ € Q(A), tada je ker ¢ zatvoreni ideal u A kodimenzije 1. Kako
bismo provjerili modularnost od ker ¢, izaberimo e € A takav da je ¢(e) = 1. Tada za sve a € A
imamo

plea —a) = p(e)p(a) — ¢(a) =0,
pa je ea — a € kerp. Dakle, e je jedinica modulo ideal ker ¢, pa je ker ¢ modularni maksimalni
ideal.

Pokazimo injektivnost preslikavanja ©. Neka su ¢, o € Q(A) takvi da je ker o1 = ker ¢o;
oznacimo taj ideal s I. Neka je e jedinica modulo I. Bududi da je I kodimenzije 1, svaki element
a € A mozemo na jedinstven nacin prikazati u obliku

a=Xe+b (AeC, bel).
Kako je p(e) = 1 za svaki homomorfizam ¢ s ker p = I, imamo

p1(a) = Api(e) +p1(b) = A = Apa(e) + pa(b) = pa(a),

a kako je a € A bio proizvoljan, zakljucujemo 1 = 5.

Ostaje dokazati surjektivnost preslikavanja ©. Neka je M € Max(A). Prema Lemi [2.3.8]
M je zatvoren ideal u A. Nadalje, prema Propoziciji [[.3.11] svaki element Banachove algebre
A/M je invertibilan, pa je prema Geljfand-Mazurovom teoremu (Teorem A/M izometricki
izomorfna algebri C. Ukoliko s ¢ ozna¢imo izomorfizam A/M = Cis qy : A — A/M pripadno
kvocijentno preslikavanje, tada je ¢ := ¢ o qy € Q(A) 1 O(p) = ker p = M. ]

Korolar 2.3.9. Neka je A unitalna komutativna Banachova algebra. Tada je Q(A) # ().

Dokaz. Prema Propoziciji ideal {0} je sadrzan u nekom maksimalnom idealu koji je prema
Teoremu jezgra nekog karaktera na €. Posebno, Q2(A) # (. O

Definicija 2.3.10. Neka je A komutativna Banachova algebra. Radikal rad(A) od A je definiran
kao presjek svih modularnih maksimalnih ideala u A. Ukoliko je Max(A) = (), tada definiramo
rad(A) := A.

Prema Teoremu imamo
rad(A) = [({M: M € Max(A)} = {kerp: ¢ € Q(A)}.
Ocito je rad(A) zatvoren ideal u A.

Definicija 2.3.11. Za komutativhu Banachovu algebru A kazemo da je poluprosta ako je
rad(A) = {0}, odnosno radikalna ako je rad(A) = A.

Istaknimo sljedece dvije interesantne posljedice Korolara [2.3.5¢

Korolar 2.3.12. Neka je ¢ : A — B homomorfizam komutativnih Banachovih algebri A © B. Ako
je B poluprosta, tada je ¢ neprekidan.

Dokaz. Prema teoremu o zatvorenom grafu, dovoljno je dokazati sljedece: Ako je (a,) niz u A koji
konvergira prema 0 i ako niz (¢(a,,)) konvergira prema elementu b € B, tada je b = 0. Kako bismo
to pokazali, fiksirajmo karakter ¢ € Q(B). Tada je ¢ o ¢ € Q(A) U {0}, pa su prema Korolaru
oba preslikavanja ¢ i ¢ o ¢ neprekidna. Slijedi

p(b) = lim p((a,)) = lim (0 6)(a,) = 0.

Buduéi da je ¢ € Q(B) bio prozivoljan, te kako je B poluprosta, slijedi b = 0. [
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Korolar 2.3.13. Neka je A poluprosta komutativna Banachova algebra. Svake dvije norme na A
uz koje je A Banachova algebra su medusobno ekvivalentne.

Dokaz. Nekasu ||« ||y i |-z dvije norme uz koje je A Banachova algebra. Prema Korolaru [2.3.12]
identiteta id 4 je neprekidna kao funkcija (A, ||-||1) — (A4, ||-]|2) i kao funkcija (A, ||-||2) = (A, [|-][1)-
Dakle, postoje konstante 0 < m < M takve da je

mllally < flally < Mllall,  Va € A.
0

Na kraju ove tocke istaknimo i jednu zgodnu primjenu Korolara [2.3.12] Najprije napomenimo
da bismo slicno kao u Zadatku pokazali da je prostor C™([0,1]) (n € N) svih n-puta ne-
prekidno derivabilnih kompleksnih funkcija na segmentu [0, 1] komutativna Banachova algebra uz

operacije po tockama i normu
n

1
HED~1 Fas P

k=0
Oznac¢imo s C*°([0, 1]) algebru svih beskona¢no puta derivabilnih kompleksnih funkcija na [0, 1].

Prirodno je pitati se postoji li norma na algebri C*°([0, 1]) uz koju ona postaje Banachova algebra.
Odgovor na to pitanje je negativan:

Korolar 2.3.14. Na algebri C*°([0, 1]) ne postoji norma uz koju ona postaje Banachova algebra.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno i neka je || - || norma na C*([0,1]) takva da je (C*°([0,1]),] - )
Banachova algebra. Prema Korolaru [2.3.12] identiteta id : (C*°([0, 1)), - [|) = (C([0,1]), || - ||lco)
je neprekidna funkcija, pa postoji konstanta C' > 0 takva da vrijedi

[fllse < CIAI VS € C=([0,1]). (2.18)

Koriste¢i tu nejednakost, pokazat ¢emo da je operator deriviranja D : C*([0,1]) — C*(]0,1]),
D : f — f" neprekidan, Zaista, neka je (f,) niz u C*([0, 1]) takav da vrijedi

lim [ full =0 1 lim |[f; —gll=0
n—00 n—00
za neku funkciju g € C*°([0, 1]). Tada je prema (2.18)
lim [[fulle =0 1 lim ||f} —g|l« = 0.
n—00 n—0o0

Fiksirajmo tocke x,y € [0, 1] takve da je x < y. Iz

Lﬂmﬁ‘g\n@—nu»+Lﬁmﬂ_W»ﬂ

2anHoo + ‘y - aj‘“f?,m - gHOO>

IN

slijedi f;’ g(t) = 0. Kako su tocke z i y bile proizvoljne, zaklju¢ujemo da je g = 0. Neprekidnost
od D sada slijedi iz teorema o zatvorenom grafu. Dakle, postoji konstanta D > 0 takva da vrijedi

I/ < DI vf € ¢=([0,1]). (2.19)
Definirajmo funkciju f(t) := e?P* (¢t € [0,1]). Tada je prema (2.19)
2D|fI =17l < DI,
odakle slijedi D = 0; kontradikcija. O]
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2.4 Geljfandova teorija za komutativne Banachove algebre

U ovoj tocki éemo razviti osnovne elemente Geljfandove teorije koja reprezentira (poluproste)
komutativne Banachove algebre kao algebre neprekidnih funkcija na LCH prostorima.

Neka je A komutativna Banachova algebra. Prema Korolaru [2.3.5] skup karaktera Q(A) na A
je sadrzan u jedini¢noj kugli Ball(A%) duala A* od A. Relativna w*-topologija na €2(A) se zove
Geljfandova topologija. Eksplicitno, bazu okolina karaktera o € Q(A) ¢ine svi skupovi oblika

Un(ay(po; a1, - - an,8) = {p € Q(A) + |p(ar) = polar)] <&, |p(an) = polan)| < e},
gdjesun €N, ay,...,a, € Aie>0.

Definicija 2.4.1. Skup Q(A) snabdjeven s Geljfandovom topologijom zove se Geljfandov spek-
tar od A.

Propozicija 2.4.2. Neka je A komutativna Banachova algebra.

(i) Ako je A unitalna, tada je Q(A) kompaktan Hausdorffov prostor.

(i) Ako A nije unitalna, tada je Q(A) lokalno kompaktan Hausdorffov prostor. Stovise, ako

Q(A) nije kompaktan, tada je Q(A) = Q(A) U{pw} Aleksandrovijeva kompaktifikacija od
Q(A).

Dokaz. (i). Prema Banach-Alaogluovom teoremu (Teorem [1.2.10) Ball(A%) je w*-kompaktna.
Buduéi da je Q(A) C Ball(A?), dovoljno je pokazati da je €(A) w*-zatvoren podskup. Neka je
@Yo € (A)w . Trebamo pokazati da je ¢y € 2(A), odnosno da je
wo(ab) = go(a)po(b) VYa,be A & o(1) =1.
Neka su a,b € Aie > 0. Stavimo ¢ := (1 + ||a]| + |¢o(b)|)~te i definirajmo skup
V= U(po, 1,8) NUzu(po,a, b, ab, d)
= {pe A (1) = po(1)] <& lp(a) = wola)] < 6, () — wo(b)] < 3, [w(ab) — wo(ab)| < 5}

Tada je V w*-otvorena okolina tocke oy u A% pa je VN Q(A) # 0. Neka je ¢ € VN Q(A). Tada
je prije svega (1) = 1, pa slijedi

11— o(1)] = [e(1) = @o(1)] <&

Kako je £ > 0 bio proizvoljan, slijedi ¢o(1) = 1. Nadalje, kako je ¢ karakter, vrijedi jednakost
p(ab) = p(a)p(b), pa imamo redom:

|poab) — wo(a)po(b)] = [(polab) — @(ab)) + (p(a)e(b) — wo(a)eo(b))]
|(po(ab) = w(ab)) + ¢(a)(p(b) = o)) + @o(b)(p(a) = ¢o(D))]
|po(ab) — @(ab)| +[(a)lle(b) — @o(b)] + o (b)[[(a) — wo(a)|

|+
(1 + llall + lo(b)])0 = e.

)+
)+

VAN VAN

Kako su a,b € Aie > 0 bili proizvoljni, zaklju¢ujemo da je ¢y multiplikativan. Dakle, @ € Q(A).

(ii). Pretpostavimo da A nije unitalna algebra. Koristeéi identifikaciju Q(A) = Q(A) U {p}
iz Napomene [2.3.4] za ¢ € Q(A), € > 0 i konacan podskup F' od A imamo

Uay (o, Foe) U{o} :|pla)l <eVacF

Uy (o, Fie) =
ah (¥ ) {UQ(A)(go,F,a) : inace.
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Odavde slijedi da se Geljfandova topologija na (A) podudara s relativnom Geljfandovom to-

pologijom na Q(A). Buduéi da je jednoclan skup {gpm};zatvoren u Q(A), slijedi da je Q(A) =
Q(A) \ {ps} otvoren podskup kompaktnog prostora 2(A), pa je kao takav lokalno kompaktan.
Nadalje, za a € A ie > 0 imamo

Ut (@50r0,8) = {0} U{p € QA) 1 |p(a)] < e}
= QA)\ {Y e QA): |¢(a)| > e}

Bududéi da su skupovi {¢p € Q(A) : [¢(a)] > €} (a € A) zatvoreni u ©(A), oni su kompaktni.
Nadalje, kako je komplement bazne okoline od ¢, konacna unija takvih kompaktnih skupova,
zakljucujemo da je Q(A) Aleksandrovljeva kompaktifikacija od ©2(A), ako (A) nije kompaktan.

O

Neka je A komutativna Banachova algebra. Za element a € A definiramo funkciju
a:QA) - C s alp) :=p(a).
Prema definiciji Geljfandove topologije na €2(A), funkcija a je oc¢igledno neprekidna.

Definicija 2.4.3. Preslikavanje I'y : A — C(Q(A)) definirano s I'4 : @ — a zove se Geljfandova
transformacija od A.

Osnovna svojstva Geljfandove transformacije dana su u sljede¢em teoremu:

Teorem 2.4.4. Neka je A komutativna Banachova algebra takva da je Q(A) # () i neka jeT =T 4
Geljfandova trasformacija od A.

(i) T je homomorfizam algebri. Ako je A unitalna algebra, tada je T' unitalni homomorfizam.
(ii) T'(A) razdvaja tocke od Q(A) i vrijedi T'(A)(¢) # {0} za sve ¢ € Q(A).
(iii) Ako je A unitalna algebra, tada je o(a) = a(2(A)). Specijalno, za a € A vrijedi a € A* ako
i samo ako a € C(2(A))*. Ako A nije unitalna algebra, tada je o(a) = a(2(A)) U {0}.

(iv) T(A) C Co(Q2UA)) i za sve a € A vrijedi ||a||o = r(a). Specijalno, T je kontraktivni homo-
morfizam s A u Co(2(A)).

(v) kerI' = rad(A). Specijalno, T' je injektivna ako i samo ako je A poluprosta.
(vi) T je izometrija ako i samo ako vrijedi ||a®|| = ||a||* za sve a € A.

Dokaz. (i). Neka su a,b € Aia,f € C. Tada za svaki ¢ € Q(A) imamo

~

(aa+Bb)(¢) = wlaa+ ) = ap(a) + Be(b) = aaly) + Bb(p)
— (ai+ BD)(¢),

ab(p) = p(ab) = pla)e(b) = a(p)b(e).
odakle slijedi da je I' homomorfizam algebri. Ako je A unitalna algebra, tada prema Napomeni
imamo 1(¢) = ¢(1) = 1, odakle slijedi da je I unitalni homomorfizam.
(ii). Tvrdnja je trivijalna.
(iii). Najprije pretpostavimo da je A unitalna algebra. Tada je prema Teoremu [2.3.3 ¢(a) €
o(a) za sve p € Q(A), odakle slijedi a(©2(A)) C o(a). Obratno, za A € o(a) element A1 — a nije
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invertibilan, pa prema Korolaru postoji M € Max(A) takav da je \1—a € M. Nadalje, prema
Teoremu postoji (jedinstven) ¢ € Q(A) takav da je M = ker ¢, odakle slijedi A — p(a) =
©(Al —a) =0, odnosno A = ¢(a). Dakle, a(2(A)) = o(a). Specijalno,

aeC(QA))* = a(p)£0VpeQA) < 0¢ ola).

Ako algebra A nije unitalna, tada prema definiciji spektra, prvom dijelu dokaza i Napomeni
za element a € A imamo

oala) = oz(a) = a(QA) = {p(a): v € AA)}U{px(a)}
= a(©(A)) U {0}.

(iv). Prema (iii), za a € A imamo

lalle = sup la(e)l = sup [p(a)] = sup |A|=r(a),
PpeQ(A) PpEQ(A) Xeo(a)

pa je prema (2.9),
IT(a)loc = [lafloc = (a) < |la]|-

Ostaje jos dokazati da je I'(A) C Cy(€2(A)). Tu je tvrdnju naravno dovoljno dokazati ako Q2(A) nije

kompaktan. U tom slucaju je prema Propoziciji (ii), Q(ﬁ) Aleksandrovljeva kompaktifikacija
od Q2(A). Nadalje, za sve a € A je a(ps) = 0, odnosno a € Cy(2(A)).

(v). Tvrdnja slijedi direktno iz definicije Geljfandove trasnformacije i radikala.

(vi). Pretpostavimo da vrijedi ||a?|| = ||a]|* za sve a € A. Indukcijom dobivamo da je tada i
la®"|| = ||la||*" za sve n € N, pa iz (iv) i Teorema slijedi

. : 1
IT(a)lloo = llallo = r(a) = lim [la*"|[z" = |al.
Obratno, ako je I' izometrija, tada je
la® [ = [la®[loo = lla* ]| = llall% = llall*.
]

Na kraju ove tocke napomenimo da za komutativnu Banachovu algebru A opéenito ne vrijedi
ekvivalencija
A je unitalna <= Q(A) je kompaktan.

Na primjer, za svaku radikalnu algebru imamo Q(A) = (). S druge strane, ako je A poluprosta, tada
zaista vrijedi gornja ekvivalencija. Taj rezultat je jednostavno posljedica sljedeceg interesantnog
teorema kojeg navodimo bez dokaza :

Teorem 2.4.5 (Silovljev teorem o idempotentu). Neka je A komutativna Banachova algebra
i neka je K kompaktan otvoren podskup od Q(A). Tada postoji idempotent a € A takav da je a
jednaka karakteristicnoj funkciji skupa K.

Korolar 2.4.6. Neka je A poluprosta komutativna Banachova algebra. Ako je Q(A) kompaktan,
tada je A unitalna.

Dokaz. Kako je Q(A) kompaktan, prema Teoremu postoji idempotent e € A takav da je
¢ =1na Q(A). Tvrdimo da je e jedinica u A. Zaista, za a € Aip € Q(A) imamo (ae — a)(p) =
a(p)é(p) — a(p) = 0, a bududi da je A polu zaklju¢ujemo da je ae — a = 0, odnosno ae =a. O
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2.5 Primjeri i primjene

U ovoj tocki ¢emo opisati Geljfandovu transformaciju na nekim konkretnim primjerima, te
¢emo dati i neke njene primjene. Za pocetak kre¢emo s jednom jednostavnom posljedicom Te-
orema ¢iji direktni dokaz (tj. bez pozivanja na Geljfandovu transformaciju) ispada relativno
"neuredan”:

Propozicija 2.5.1. Neka je A Banachova algebra i neka su a i b dva komutirajuca elementa iz
A. Tada vrijedi
r(a+0b) <r(a)+r®d) i r(ab) <r(a)r(b).

Specijalno, komutativna Banachova algebra A je poluprosta ako i samo ako je (A,r(:)) normirana
algebra.

Napomena 2.5.2. Neka je A unitalna normirana algebra. Ako je (B;);er familija zatvorenih uni-
talnih podalgebri od A, tada je (), B; takoder zatvorena unitalna podalgebra od A. Dakle, za
svaki podskup S od A postoji najmanja zatvorena unitalna podalgebra B od A koja sadrzi S; to
je presjek svih zatvorenih podalgebri koje sadrze skup S U {1}. Za tu algebru B kazemo da je
generirana skupom S. Primijetimo da je B zatvara¢ skupa koji se sastoji od svih (konacnih)
linearnih kombinacija (kona¢nih) produkata elemenata iz S U {1}. Kazemo da je A konac¢no
generirana ako postoji kona¢ni podskup od A koji generira A.

Dokaz Propozicije[2.5.1 Bududi da spektralni radijus ne ovisi o ambijentalnoj algebri (Teorem
2.2.8)), prelaskom na unitizaciju od A i zatim na unitalnu Banachovu podalgebru generiranu sa
skupom {a,b} mozemo pretpostaviti da je A unitalna i komutativna. Tada je prema Teoremu

r(a+0) = ||+ blloo < [|alloc + [|blloc = 7(a) +7(b)

r(ab) = [|abllc < llallocllblloo = r(a)r(b)-

Dakle, spektralni radijus r(-) definira submultiplikativnu polunormu na A. Nadalje, prema Te-

oremu [2.4.4] r(-) je norma na A ako i samo ako je A poluprosta. O
Neka je A unitalna komutativna Banachova algebra i neka su aq,...,a, € A. Zajednicki

spektar od ay,...,a, je podskup od C" definiran s
o(ar, ) = a0, - an) = {(plar), ..., p(an) : ¢ € QA

Bududi da je ©2(A) kompaktan te kako je preslikavanje
T:Q(A) — C", T:o— (plar),...,eola,)) (2.20)

neprekidno, o(ay,...,a,) je kompaktan podskup od C". Primijetimo da iz Teorema (iii)
slijedi da se zajednicki spektar jednog elementa a podudara s njegovim (obi¢nim) spektrom o(a).

Propozicija 2.5.3. Neka je A konacno generirana unitalna komutativna Banachova algebra.
Ako su ay,...,a, njeni generatori, tada je preslikavanje T iz homeomorfizam s Q(A) na
olay, ..., a,).

Dokaz. Prema definiciji grupnog spektra, 7' je ocito surjekcija. Neka su @1, o € Q2(A) takvi da je
©1(a;) = pao(a;) zasve 1 < i < n. Tada se ¢; i ¢y podudaraju i na skupu svih linearnih kombinacija
produkata elemenata skupa {ai,...,a,} U{1l}. Buduéi da je taj skup gust u A i buduéi da su
karakteri neprekidni (Korolar [2.3.5)), zakljué¢ujemo da je ¢1 = @o. Time smo pokazali injektivnost
od T. Sve zajedno, T je neprekidna bijekcija s CH prostora ©(A) na CH prostor o(ay,...,a,);
dakle T' je homeomorfizam. O
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Primjer 2.5.4. Neka je A(D) algebra diska (Primjer [2.1.19)). Za svako z € D definirajmo funkciju
v, + A(D) — C s ¢,(f) := f(2) Tada je ¢, € QA(D)) i preslikavanje F' : z — ¢, definira
homeomorfizam s D na Q(A(D)).

Dokaz. Primijetimo da je A(D) generirana s jednoclanim skupom {a}, gdje je a(z) = z (z € D).

Kako je o(a) = D, prema Propoziciji 2.5.3] preslikavanje £ : Q(A(D)) — D dano s F : ¢ — ¢(a)
je homeomorfizam. Njegov inverz je ocito preslikavanje F'. ]

Ukoliko identificiramo Q(A(D)) s D preko homeomorfizma T' = F~!, Geljfandova transforma-
cija od A(D) postaje inkluzija A(D) C C(D).
Primjer 2.5.5. Neka je Q LCH prostor. Za svaki podskup E C 2 stavimo

I(E):={feCy): f(t)=0zasvete E}.

Tada je preslikavanje £ — I(F) bijekcija sa skupa svih nepraznih zatvorenih podskupova od (2
na skup svih pravih zatvorenih ideala u Cy(€2). Pritom vrijedi:

(i) I(E) je modularan ako i samo ako je E kompaktan.
(i) I(FE) € Max(Cy(R2)) ako i samo ako je E jednoclan.

Nadalje, ako za tocku t € Q s ¢; oznacimo karakter na Cy(f2) s jezgrom I({t}), tj.
pi(f) = f1)  (F € G(),

tada je preslikavanje F': t — ¢, homeomorfizam s 2 na Q(Cy(2)).

Dokaz. Jasno je da je I(E) zatvoren ideal u Cy(R2). Buduéi da za svaku tocku ¢t € Q postoji
funkcija f € Cy(Q2) takva da je f(t) # 0, slijedi da je I(E) pravi ideal u Co(2) ¢im je E # .
Stovise, ako je E zatvoren podskup od Qit € Q \ E, tada prema Urisonovoj lemi postoji funkcija
f € Co(2) takva da je flg =01 f(t) # 0. Odavde slijedi da je preslikavanje F +— I(FE) injektivno.

Kako bismo pokazali surjektivnost tog preslikavanja, za pravi zatvoren ideal I u Cy(2) defini-

rajmo skup
E:={teQ: f(t)y=0zasve fe [}.

Tada je E zatvoren podskup od Q11 C I(E). Tvrdimo da je ustvari [ = I(E). Najprije pokazimo
da I sadrzi skup
J:={g€C(Q): ENnsuppg =0},

gdje C.(£2), kao i inace, oznacava skup svih neprekidnih kompleksnih funkcija na Q s kompaktnim
nosacem. Neka je K kompaktan podskup od Q takav da je K N E = (). Tada za svaku tocku
t € K postoji funkcija h; € I takva da je hy(t) # 0. Tada je |h|? = hih} € T 1 |hy|*(t) > 0. Buduéi
da je K kompaktan, postoji konacan podskup F' od K takav da je funkcija h defininirana s

h(s) = <Z he- h:) (s) = 3 Ihuls)? (s € Q)

teF tel

striktno pozitivnha na K. Primijetimo da h lezi u I.
Neka je g € J proizvoljna funkcija. Prema dokazanom, postoji funkcija h € I takva da je
h(s) > 0 za sve s € supp g. Definirajmo funkciju f na Q na sljedeéi nacin:

9(t)

0 :te€Q\suppyg
0=
ht) € suppg.
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Tada se lako provjeri da je f neprekidna. Dakle, f € Cy(2) i g = fh € I, odakle slijedi J C I.
Nadalje, primijetimo da je J gust podskup od I(FE). Zaista, za f € I(F) i e > 0 definirajmo

skup K :={t € Q: |f(t)] > ¢}. Tada je K kompaktan i K N E = (). Prema Urisonovoj lemi

postoji h € C.(2) takva da vrijedi h(Q2) C [0,1], h|x =1 isupph CQ\ E. Tadajeg= fh € J i

If =9l <e.
Bududi da je I zatvoren, slijedi

I(E)CJCI=ICIE).

Dakle, I = I(FE). Takoder, E # 0, jer bi inace bilo C.(Q) C I, odnosno I = Cy().

Dokazimo sada tvrdnju (i), odakle ée odmah slijediti i tvrdnja (ii). Neka je E kompaktan
podskup od Q. Tada postoji funkcija e € Cy(Q2) takva da je e|p = 1, odakle slijedi (1 —e)Cy(2) C
I(E). Obratno, ako je I(F) modularan, tada postoji funkcija e € Cy(2) takva da je (1—e)Co(2) C
I(E). Odavde slijedi e|g = 1, pa je E kompaktan jer je e € Cy(Q).

Ostaje jos dokazati da je preslikavanje F' : t — ¢, homeomorfizam s 2 na Q(Cy(2)). Bijek-
tivnost tog preslikavanje slijedi iz tvrdnje (ii) i Teorema [2.3.7} Nadalje, za mrezu (¢;) u Q i tocku
ty € €2 imamo

ti—rto (W) <= f(t;) — f(to) zasve f € Cy(NQ)
— 90t7(f) — cpto(f) Za sve f S OO(Q)
=y — o (W Q(Co(Q))),

sto pokazuje da je preslikavanje F' homeomorfizam. O]

Ukoliko identificiramo Q(Cy(£2)) s 2 preko homeomorfizma F~!, Geljfandova trasformacija od
Co(2) postaje identiteta na Cy(£2).

Napomena 2.5.6. Za LCH prostor €2 ozna¢imo s P(2) skup svih vjerojatnosnih mjera na € (tj.
skup svih pozitivnih regularnih Borelovih mjera p na  za koje je u(2) = 1). Tada se moze
dokazati da se skup esktremnih toc¢aka od P(f2) podudara sa skupom Diracovih mjera na €.
Dakle, ako s S(Cy(€2)) ozna¢imo skup svih pozitivnih linearnih funkcionala ¢ na Cy(2) norme 1

(tzv. stanja na Cy(Q)), tada iz Teorema slijedi da je Q(Cp(9)) = ext(S(Co(2))).
Neka je ¢ : A — B algebarski izomorfizam komutativnih Banachovih algebri A i B. Definiramo
transponat od ¢ kao preslikavanje ¢' : Q(B) — Q(A) koje je dano s

¢'(W) =vood (¥ eQB)).

Primijetimo da je ¢ bijekcija (s inverzom (¢)~'(p) = @ o 71, v € Q(A)). Stovise, ¢' je home-
omorfizam s Q(B) na Q(A). Zaista, za mrezu (¢;) u Q(B) i karakter 1y € Q(B) imamo

v — 0y (W Q(B)) <= ;(b) — 1o(b) zasvebe B
<~ Yi(d(a)) — Yo(p(a)) zasvea € A
= $'(W) — ' (o) (uQ(A)).

Propozicija 2.5.7. Neka su A + B komutativne Banachove algebre. Ako su A i B algebarski
izomorfne, tada su prostori Q(A) i Q(B) homeomorfni.

Dokaz. Akoje ¢ : A — B algebarski izomorfizam, tada prema prethodnom razmatranju ¢' definira
homeomorfizam s Q(B) na Q2(A). O
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Neka je F': €1 — €25 homeomorfizam izmedu LCH prostora €2y i 25. Definiramo transponat
od F kao preslikavanje F*' : Cy(€3) — Co(€) koje je dano s

F'(g):=goF (g€ Co(f)).

Primijetimo da je F* izometricki izomorfizam Banachovih algebri Co(2) i Co(2y). Zaista, F* je
ocito algebarski izomorfizam (s inverzom (F*)~(f) := fo F~! f € Co()) i

IF'(9)llc = sup{lg(F(¥)]: t € 2} =sup{lg(s)|: s € R}
1910
za sve g € Cy(§22).
Korolar 2.5.8. Za LCH prostore €1 i )y su sljedeée turdnje ekvivalentne:

(i) Banachove algebre Cy(21) i Co(§22) su izometricki izomorfne.
(11) Banachove algebre Co(£21) i Co(Q2) su algebarski izomorfne.

(111) Prostori Q2 i Qo su homeomorfni.

Dokaz. (i) = (ii) je trivijalno, a (ii) = (iii) slijedi iz Propozicije i Primjera [2.5.5] Nadalje,

ako je I : 1 — €y homeomorfizam, tada prema prethodnom razmatranju F* definira izometricki

izomorfizam Banachovih algebri Cy(€22) i Co(£21). Time smo pokazali i (iii) = (i). O
U vezi s Korolarom istaknimo i sljede¢i interesantni rezultat kojeg navodimo bez dokaza:

Teorem 2.5.9 (Banach-Stone). Neka su Qy i Qo LCH prostori. Tada su Banachovi prostori
Co(21) i Co(22) izometricki izomorfni ako i samo ako su 0y i Qo homeomorfni. Stovise, svaka
linearna izometrija T : Co(1) — Co(Q2) je oblika

T(f)=u-(foF)  (f€Cth)),
gdje je F': Qo — Qy homeomorfizam i u : Qs — T neprekidna funkcija.
Primjer 2.5.10. Neka je (*(Z) grupovna algebra od Z (Primjer 2.1.20). Za z € T definirajmo
preslikavanje ¢, : (1(Z) — C s

o (f) =D f(n)z".

nez
Tada je o, karakter na ¢'(Z) i preslikavanje F' : z — ¢, je homeomorfizam s T na Q(¢'(Z)).

Dokaz. Za svaku tocku z € T funkcional ¢, je oc¢ito linearan i razlicit od 0. Nadalje, prema
Fubinijevom teoremu, za f, g € ¢*(Z) imamo

p(fxg) = Y _(frg)(n)"

> (Z fln m>g<m>) -
= X olm (Z fln— m>z")
= S (Z f(n)zm+”)

- (o) (o)

= 0:(f)p=(9)-
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Dakle, ¢, € Q(¢!(Z)). Pokazimo da je preslikavanje F : z — ¢, homeomorfizam s T na Q(¢*(Z)).
Za svako n € Z oznac¢imo s y, karakteristicnu funkciju skupa {n}. Tada je xo ocito jedinica u
(Y(Z). Takoder, za sve m,n € Z imamo

Buduéi da vrijedi F'(2)(x1) = ¢.(x1) = z za sve z € T, slijedi da je F' injektivno preslikavanje.

Dokazimo i surjektivnost od F. Fiksirajmo proizvoljni karakter ¢ € Q(¢'(Z)). Kako je x1 *

x_1 = 1, slijedi ¢(x1)p(x_1) = 1. Nadalje, kako je ||¢|| < 1 (Korolar [2.3.5)), ¢(x1) 1 ¢(x_1) leze u
D. Dakle, z := ¢(x1) € T. Tvrdimo da je ¢ = p,. Zaista, kako je ¢ multiplikativan, za sve n € N
imamo

e(xn) = @(x1*x1 % x1) = @(x1)" = 2"
Nadalje, iz jednakosti x, * x_n, = 1 slijedi p(x,) = 2" za sve n € Z. Buduéi da svaku funkciju
f € (1(Z) mozemo reprezentirati u obliku

F=Y"f(n)xn,
nez
iz linearnosti i neprekidnosti of ¢ slijedi

o(f) = D fn)elxa) =Y f(n)z

ne”z ne’l

= ©.(f).

Time smo pokazali surjektivnost od F'.

Dokazimo da je preslikavanje F' neprekidno. Neka je (z;);er mreza u T koja konvergira prema
tocki zg € T. Neka je f € (1(Z), f # 0. Tada za sve N € Z, imamo

’@Zi(f)_(pm(f)l < Z ‘f(n)szn_Zg’—i_ Z ‘f(n)szn_Zg’

[n|<N |n|>N
< [Iflh Sup !Z —zpl+2 ) |f(n
In| In|>N

Ako za dano € > 0 izaberemo N € Z, i iy € I tako da vrijedi

€ .
Sl < g i s a5 <

9

zasve i > ig, tada dobivamo |¢., (f)— ., (f)| < € zasve i > iy. Dakle, ., — ¢, u Q({}(Z)). Sve
zajedno, F' je neprekidna bijekcija izmedu CH prostora T i Q(¢!(T)), dakle homeomorfizam. [

Ukoliko Q(¢*(Z)) identificiramo s T preko homeomorfizma F~!, Geljfandova transformacija
postaje homomorfizam algebri I : £1(Z) — C(T), koji je dan s

D(f)(2) = f(2) = D f(n)2" (f € (), 2 €T).

nez

Primijetimo da je ¢*(Z) poluprosta (odnosno, I je injektivna) bududi da vrijednosti funkcije f €
(*(Z) mozemo rekonstruirati iz Fourierovih koeficijenata od f. Zaista, ako za funkciju g € C(T)
s ¢n(g) ozna¢imo njen n-ti Fourierov koeficijent, tj.

1

2
—/ gleMe ™ dt (n€7Z),
0

Cn(g) = o
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tada za g = f dobivamo

el f) = /f emint gt = —/ S f(m)

meZ

_ i o i(m—n)t _
= g fm [ = )

pri ¢emu suma i integral komutiraju zbog apsolutne konvergentnosti reda >, _, f(m)e' =",

Slika od T' jednaka je skupu AC(T) koji se sastoji od svih funkcija g € C(T) ¢iji Fourierov
red apsolutno konvergira (tzv. Wienerova algebra). Buduéi da postoje funkcije g € C(T) ¢iji
Fourierov red ne konvergira apsolutno, kao npr.

X inlnn

9(x) =Y ——2" (z€T),

n=1

" nije surjekcija. Takoder primijetimo da iz Teorema (vi) slijedi da I nije izometrija jer za
funkciju f := x; — x2 — X3 imamo ||f||? =9, ali || f?||, = 7.

Kao direktnu posljedicu prethodnog razmatranja dobivamo sljedec¢i netrivijalni rezultat iz
klasi¢ne Fourierove analize:

Korolar 2.5.11 (Wiener). Ako je Fourierov red funkcije g € C(T) apsolutno konvergentan i ako
je g(2) # 0 za sve z € T, tada je i Fourierov red funkcije 1/ f apsolutno konvergentan.

Dokaz. Pretpostavku mozemo kratko zapisati u obhku g 6 AC(T)* = T(¢*(Z))*. Neka je f €
1(Z) takva da je g = f= ['(f). Tada iz Teorema (iii) slijedi f € £1(Z)*. Ako je f~! inverz
od f u ¢Y(Z), tada dobivamo 1/g = I'(f~1). Dakle, l/g e '({Y(Z)) = AC(T). H

U idu¢em primjeru ¢emo opisati Geljfandovu transformaciju grupovne algebre L'(R) od R. Za
to ¢e nam trebati sljede¢i pomoéni rezultat:

Lema 2.5.12. Neka je f : R — C neprekidna i ogranicena funkcija koja zadovoljava funkcijsku
jednakost f(x +vy) = f(x)f(y) za sve x,y € R. Tada je ili f = 0 ili postoji jedistven t € R takav
da je f(x) = " za sve x € R.

Dokaz. Pretpostavimo da f # 0. Tada je o¢ito f(0) = 1. Nadalje, kako je f neprekidna, postoji

0 > 0 takav da je 5
= f(y)d\(y) #
¢ /0 (y) dA(y) # 0

) )
ef(x) = / F(2)f(y) dA(y) = / f(x+ ) dA()

z+0
_ / £(y) dA(y)

Bududi da je f neprekidna, funkcija z — [ v+ f(z + y)dA(y) je neprekidno derivabilna. Dakle,
kako je ¢ # 0, zaklju¢ujemo da je i funkcija f neprekidno derivabilna. Ukoliko deriviramo jednakost
flz+y) = f(x)f(y) po y i zatim uvrstimo y = 0, dobivamo f'(z) = af(z), gdje je o := f'(0).
Dakle, f(z) = e** za sve x € R. Napokon, kako je f ogranicena, slijedi da je « ¢isto imaginaran
broj. [

Tada za sve x € R imamo
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Primgjer 2.5.13. Za svako t € R definirajmo linearni funkcional ¢; na L'(R) s

_ /R F@)e™ dA(z)

Tada je ¢; karakter na L'(R) i preslikavanje F : t — ¢, je homeomorfizam s R na Q(L*(R)).

Dokaz. Najprije primijetimo da je ¢; # 0 za sve t € R. Zaista, iz p;(f) = 0 za sve f € L'(R) bi
slijedilo da je funkcija x — € gotovo svuda jednaka 0, §to je apsurdno.

Nadalje, koristeé¢i Fubinijev teorem i translacionu invarijatnost Lebesgueove mjere A\, za f, g €
LY(R) imamo

olfrg) = / (f * g)(@)e™ dA(x)

= [ ([ rwsta = ixen ) e ane)
_ / ) ( / g(x—y>e“w(x>) dA(y)
_ / 1y ( / )9 (3 >) dA(y)
_ / e dA(y / 9(w)e™ dA(z)

= o(f)ee(9).

Dakle, ¢, € Q(L*(R)) za sve t € R. Dokazimo da je preslikavanje F : t — ¢, homeomorfizam s R
na Q(L'(R)). Pretpostavimo da je ¢; = ¢, za neke tocke t, s € R. Tada je

[ f@e = emyana) -

za sve f € L'(R) odakle slijedi € = ¢%* za gotovo sve * € R, pa je nuzno t = s. Time je
dokazana injektivnost od F'.

Dokazimo sada surjektivnost od F. Neka je ¢ € Q(L*(R)). Kako je Q(L}(R)) C L}(R)? =
L*>*(R), postoji funkcija h € L*(R) takva da je

_ /R F@)h(z)d\z)  (f € L (R)).

Ponovno koriste¢i Fubinijev teorem, za f, g € L'(R) imamo

o(frg) = / (f * 9)()h(z) dA\(z)

- [ ( [ 1wt ) dA<y>) h(x) dA(2)
- [ ( [ ot = nie) dA(sc)) 1) ()

- / (90 F(y) dA(y),

gdje je gy(z) := g(x —y). S druge strane, iz multiplikativnosti od ¢ dobivamo

o+ 9) = o(F)elg) = olg) / F(w)h(y) dA(y).
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Kako je f € L'(R) bila proizvoljna, zakljuéujemo da vrijedi

©(g9y) = w(9)h(y) (2.21)

za sve g € L'(R) i gotovo sve y € R. Fiksirajmo funkciju g € L'(R) za koju je ¢(g) # 0. Bududi
da je y — g, neprekidno preslikavanje s R u L!(R), funkcija y — h(y) = ¢(g,)/¢(g) je neprekidna.
Ako u jednakosti (2.21)) y zamijenimo s x + y dobivamo

e@h(r+y) = ©(gary) = P((92)y) = ©(92)(y)
= p(g)h(z)h(y),

odakle slijedi h(z + y) = h(x)h(y) za sve x,y € R. Kako je h ogranic¢ena i neprekidna, iz Leme
2.5.12] slijedi da postoji jedinstven ¢t € R takav da je h(x) = € za sve x € R. Dakle, p = .
Time smo pokazali surjektivnost od F'.

Neprekidnost preslikavanja F' bismo sli¢cno pokazali kao u Primjeru [2.5.10] Takoder, ako je (¢;)
mreza u R ity tocka u R takva da vrijedi

/Rf(x)(eit’“ — ") d\(x) — 0

za sve [ € L'(R), tada posmatraju¢i funkciju

f(a:):{em 0<z<1

0 . inace,

se moze pokazati da t; — ty u R (Zadatak [2.6.28]). Odavde slijedi da je F' homeomorfizam.
O

Ukoliko Q(L'(R)) identificiramo s R preko homeomorfizma F~!, Geljfandova transformacija
od L*(R) postaje homomorfizam algebri " : L'(R) — Cy(R), koji je dan s

FUW%{éﬂwﬁwM@ (f € I'(R), t€R).

S druge strane, Fourierova transformacija funkcije f € L'(R) je definirana s

fUW%jéﬂ@em“M@)

Dakle, I' se esencijalno podudara s F. Odavde slijedi da je I' injektivna (jer je F injektivna
prema teoremu o Fourierovoj inverziji). Dakle, L'(R) je poluprosta Banachova algebra. Takoder
istaknimo da I' nije niti izometrija (Sto se lako vidi koristeé¢i Teorem (vi)) niti surjekcija (jer
F nije surjekcija). Za razliku od algebre ¢1(Z), sliku algebre L*(R) po I nije jednostavno opisati.

U Primjerima [2.5.10| i [2.5.13| smo opisali Geljfandovu trasformaciju grupovne algebre L'(G)
za slucajeve G = Z i G = R. Sada ¢emo ukratko opisati Geljfandovu transformaciju od L'(G) za
opcéenitu LCA (lokalno kompaktnu (Hausdorffovu) Abelovu) grupu G. Kako bismo to napravili,
najprije fiksirajmo Haarovu mjeru p na G (koja je jedinstvena do na pozitivnu konstantu).

- Karakter na G je svaki neprekidni homomorfizam x s G u multiplikativnu grupu T. Skup
svih karaktera na GG oznacavamo s G. Na G uvodimo operaciju mnozenja po tockama i s
obzirom na nju G postaje Abelova grupa, koja se zove dualna grupa od G.
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-G opskrbljujemo s relativhom kompaktno-otvorenom topologijom, nasljedenom od C(G).
Prisjetimo se, kompaktno-otvorena topologija na C'(G) je topologija generirana sa skupovima
oblika

LU K):={f €C(G): f(K)CU},

gdje K prolazi po svim kompaktnim podskupovima od G, a U po svim otvorenim podsku-
povima od C. Lako se provjeri da je s obzirom na tu topologiju G Hausdorffova topoloska

grupa.

- Za funkciju f € L'(G) definiramo njenu Fourierovu transformaciju kao funkciju f : G —

C definiranu s
_ /G F(@)X(@) du(z).

Teorem 2.5.14. Preslikavanje F : G — Q(L'(G)) definirano s

Tada vrijedi sljedeci bitan rezultat:

Fixm—dy gdieje  d(f):=f(x) (x€G, fel(q)
je homeomorfizam. Specijalno:
(i) G je LCA grupa.
(it) Za svaku funkciju f € LY(G) je f € Co(@).

Dakle, ako identificiramo Q(L'(G)) s G preko preslikavanja F' ~1, Geljfandova transformacija
prevodi funkciju f € L'(G) u njen Fourierov transformat f. Moze se pokazati da je I' injektivna
(dakle, L'(G) je poluprosta) i da je I' surjektivna ako i samo ako je G kona¢na grupa.

Na kraju ove tocke istaknimo jos dva bitna rezultata iz ove tematike. Kao Sto smo vidjeli u
prethodnlm primjerima, Z=TiR= R, a slicno bismo pokazali i da je T =2Z. Specijalno, 7, = Z,
T=TiR=R. Da to bas i nije slucajno, govori sljede¢i duboki rezultat iz teorije LCA grupa:

Teorem 2.5.15 (Pontryaginova dualnost). Za svaku LCA grupu G su grupe G i G kanonski
izomorfne.

Prirodni izomorfizam s G na G iz prethodnog teorema je dan s x — &, gdje je Z(x) = x(z),

(zed, xed).

Teorem 2.5.16 (Fourierova 1nverz1Ja) Ako je G LCA grupa i p Haarova mgjera na G, tada
postoji jedinstvena Haarova mjera jt na G takva da za sve funkcije f € LY(G) za koje je f S Ll(G)

vrijedi
= /G FOOxX () diu(x)

za [i-gotovo sve x € G.

2.6 Zadaci

Zadatak 2.6.1. Nadite primjer komutativne Banachove algebre koja ima nemodularni maksimalni
ideal.
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Zadatak 2.6.2. Neka je A komutativna algebra i neka je ||-|| norma na A sa svojstvom ||a?|| = ||a||?
za sve a € A.

(i) Dokazite da iz jednakosti 4ab = (a+b)* — (a—b)? slijedi 2||ab|| < (||a||+]0]|)? za sve a,b € A.
(ii) Dokazite da vrijedi ||abl| < 2a||||b]| za sve a,b € A.
(iii) Zakljucite da je norma || - || submultiplikativna, tj. ||ab|| < ||a||||b|| za sve a,b € A.

Zadatak 2.6.3. Neka je A normirana algebra i neka su a,b € A dva komutirajué¢a idempotenta,
tj. a® = a, b* = b i ab = ba. Dokazite da je tada ili @ = b ili |ja — b|| > 1. Vrijedi li isti zakljucak
ako a i b ne komutiraju?

Zadatak 2.6.4. Neka je A neunitalna C*-algebra. Dokazite da A (sa strukturom *-algebre) uz
normu |la + Al|| = ||a|| + [\ (a € A, A € C) nije C*-algebra.

Zadatak 2.6.5. Dokazite da fT(z) := f(%Z) definira involuciju na algebri diska A(D) (Primjer
2.1.19)) s obzirom na koju je A(D) Banachova *-algebra.

Zadatak 2.6.6. Neka je A Banachova algebra i neka su A% i A% redom dual i bidual od A. Za
a,bc A, p € A¥im,n € A% definirajmo redom elemente ¢ -a, m-¢ € A*imn € A¥ s

(¢ -a)d) = wp(ab), (m-p)(a):=m(p-a) i mn(p):=m(n-ep).

Tako definirani produkt (m,n) ~ mn na A¥ zove se prvi Arensov produkt. Dokazite da
A% snabdjeven s prvim Arensovim produktom postaje Banachova algebra i da kanonsko ulaganje
L : A — A% definira izometricki izomorfizam Banchovih algebri A i +(A).

Zadatak 2.6.7. Neka su a,b € R takvi da je a < b. Neka je C''([a,b]) prostor koji se sastoji od
svih neprekidno derivabilnih funkcija f : [a,b] — C. Dokazite da je uz operacije po tockama i
normu

A= 1flloe + 11 loe (f € CH ([, B])),

C'([a, b]) komutativna unitalna Banachova algebra.

Zadatak 2.6.8. Neka je T = {z € C: |z] = 1} jedini¢na kruznica u C. Za f € C(T) in € Z,
n-ti Fourierov koeficijent ¢,(f) od f je definiran s

1 21

cn(f) = — f(e)e ™ dt.

:27r0

Oznacimo s AC(T) prostor svih funkcija f € C(T) ¢iji je Fourierov red Y, ., ¢a(f)e™™" apsolutno
konvergentan (tj. (c,(f))nez € £*(Z)). Dokazite da je AC(T) uz operacije po tockama i normu

£ = "lea(H)l  (f € AC(T)),

nez
unitalna komutativna Banachova algebra koja je izometricki izomorfna Banachovoj algebri ¢(Z).

Zadatak 2.6.9. Za 0 < o < 1 neka je Lip, ([0, 1]) prostor svih neprekidnih funkcija f : [0,1] — C
koje zadovoljavaju Lipschitzovo svojstvo reda a, tj. f € C([0,1]) lezi u Lip,([0, 1]) ako i samo

ako vrijedi
— J(t
| flla := sup |f(t)]+ sup M < 0.
t€[0.1] 0<s<t<1 |s —t@
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Dokazite da je Lip, ([0, 1]) uz operacije po tockama i normu || - ||, komutativna unitalna Ba-
nachova algebra.

Zadatak 2.6.10. Neka je A = L>(, 1) kao u Primjeru [2.1.18] Dokazite da je o4(f) = R(f) za
sve f € A.

Zadatak 2.6.11. Dokazite da algebra L'(R) iz Primjera [2.1.21| nije unitalna.

Zadatak 2.6.12. Neka je A = (*(Z) kao u Primjeru [2.1.20|i neka je B zatvorena podalgebra od
A koja se sastoji od svih funkcija f € ¢1(Z) za koje je f(n) =0 za sve n < 0. Ako s x; oznac¢imo
karakteristicnu funkciju skupa {1}, dokazite da je oa(x1) # oB(x1)-

Zadatak 2.6.13. Neka je K :={2z€ C: 1 < |z| <2} inekaje f € C(K) definirana s f(z) := 2
(z € K). Neka je A najmanja zatvorena podalgebra od C(K) koja sadrzi funkcije 1 i f te neka je
B najmanja zatvorena podalgebra od C(K) koja sadrzi funkcije f i 1/f. Odredite spektre o(f)
i op(f). Nadalje, odredite te spektre ako je K = T jedini¢na kruznica u C.

Zadatak 2.6.14. Neka je A unitalna Banachova algebra i neka je a € A idempotent (tj. a? = a).
Dokazite da je o(a) C {0,1} i eksplicitno odredite rezolventu od a.

Zadatak 2.6.15. Neka je A unitalna Banachova algebra i neka je (a,) niz invertibilnih elemenata
u A koji konvergira prema neinvertibilnom elementu. Dokazite da je tada lim, . ||a, || = co.

Zadatak 2.6.16. Neka je A unitalna Banachova algebra. Pretpostavimo da su a i b elementi u
A za koje postoji A € C takav da je ab — ba = A\1. Dokazite da tada a i b komutiraju.

Zadatak 2.6.17. Derivacija na algebri A je linearno preslikavanje 6 : A — A koje zadovoljava
Leibnizovo svojstvo

d(ab) = 0(a)b+ ad(b) za sve a,b € A.

Zan € N neka je 6" ;== §o---0d (n-puta) i stavimo ¢° := id4. Dokazite da vrijedi

0" (ab) = (Z) 6F(a)d™ " (b) za sve a,be AineN.
k=0

Zadatak 2.6.18. Neka je § ogranicena derivacija na unitalnoj Banachovoj algebri A. Pretposta-
vimo da je a € A element za kojeg postoji skalar A € C\ {0} takav da je d(a) = Aa. Dokazite da
je a nilpotentan, tj. da postoji n € N takav da je a™ = 0.

Zadatak 2.6.19. Neka je § ogranicena derivacija na unitalnoj Banachovoj algebri A. Pretposta-
vimo da je a € A element takav da je §%(a) = 0. Dokazite da je r(d(a)) = 0.

Zadatak 2.6.20. Neka je A unitalna Banachova algebra. Za element a € A stavimo

Dokazite:
(i) expa je dobro definiran invertibilni element u A.
(ii) Ako elementi a,b € A komutiraju, tada vrijedi exp(a + b) = exp(a) exp(b).

(iii) Ako je § ogranic¢ena derivacija na A, tada je exp d ogranic¢eni automorfizam od A.
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Zadatak 2.6.21. Nadite primjer (nekomutativne) unitalne Banachove algebre A koja u kojoj
postoje elementi a,b € A takvi da je

r(a4+0) >r(a)+rd) 1 r(ab) > r(a)r(b).
Zadatak 2.6.22. Neka je A unitalna Banachova algebra.

(i) Pretpostavimo da je B maksimalna komutativna Banachova podalgebra od A. Dokazite da
je B zatvorena i da B sadrzi jedinicu od A. Nadalje, dokazite da vrijedi o4(b) = op(b) za
sve b € B.

(ii) Dokazite da za svaki par komutiraju¢ih elemenata a,b € A vrijedi
oalab) € oa(a)oa(b) 1 oala+b) S oala)+oa(b).

Zadatak 2.6.23. Neka je T : C([0,1]) — C(]0, 1]) operator definiran s

t
T0= [ fe)ds  (re (o), teo.1).
0
Dokazite da je T ogranicen operator, tj. 7' € B(C([0,1])). Ozna¢imo s A zatvara¢ skupa

{p(T) = p e C[], p(0) =0}
u B(C(]0,1])). Dokazite da je A radikalna komutativna Banachova algebra.

Zadatak 2.6.24. Neka je Cr([0,1]) Banachova algebra realnih neprekidnih funkcija na [0, 1] sa
sup-normom. Definirajmo funkcional ¢ : Cg([0,1]) = R

wﬁ:éfwﬁ (f € Ca((0, 1))).

Dokazite da je ¢(f) # 0 za svaku invertibilnu funkciju f € Cg([0, 1]), ali da ¢ nije multiplikativan.
Dakle, Gleason-Kahane-Zelazkov teorem (Teorem [2.3.3)) ne vrijedi za realne Banachove algebre.

Zadatak 2.6.25. Nadite primjer realne komutativne unitalne Banachove algebre koja ne dozvo-
ljava (realni) multiplikativni linearni funkcional razlicit od 0.

Zadatak 2.6.26. Neka je A neunitalna komutativna Banachova algebra i neka je M maksimalni
ideal u A. Dokazite da je M modularan ako i samo ako je M kodimenzije 11 A% ¢ M.

Zadatak 2.6.27. Neka je A algebra cijelih (analitickih) funkcija f : C — C opskrbljena s normom

IfIF:= sup{|f(2)] : 2 € T}.

Dokazite da je A komutativna normirana algebra koja nije potpuna. Nadalje, dokazite da A sadrzi
maksimalni ideal beskonacne kodimenzije.

Zadatak 2.6.28. Dokazite da je preslikavanje F': t +— ¢, iz Primjera [2.5.13| homeomorfizam s R
na Q(LY(R)).

Zadatak 2.6.29. Neka je A := C'([0,1]) (Zadatak [2.6.7). Dokazite da je 2(A) homeomorfan s
[0,1] i da uz identifikaciju Q(A) = [0,1], Geljfandova transformacija I'y : A — C(]0, 1]) postaje
ulaganje A — C([0,1]). Zakljucite da I'4 nije niti izometri¢na niti surjektivna.
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Zadatak 2.6.30. Neka je A = C"([0,1]) kao u prethodnom zadatku i stavimo

I={feA: f(0)=f(0)=0}

Dokazite da je I zatvoren ideal u A. Nadalje, dokazite da je A/I dvodimenzionalna algebra s
jednodimenzionalnim radikalom. Dakle, A je primjer poluproste Banachove algebre koja dopusta
nepoluprosti kvocijent.

Zadatak 2.6.31. Neka je A := Lip,([0,1]) (Zadatak [2.6.9). Odredite Q(A).

Zadatak 2.6.32. Vrijede li Korolari [2.3.12] i [2.3.13] i bez pretpostavke da je A poluprosta? U
slucaju negativnog odgovora, nadite kontraprimjere.

Zadatak 2.6.33. Neka je A komutativna Banachova algebra i neka je I' : A — Cy(£2(A)) njena
Geljfandova transformacija. Dokazite da je I' topoloski monomorfizam ako i samo ako postoji
konstanta ¢ > 0 takva da vrijedi ||a?| > c||a||* za sve a € A.

Zadatak 2.6.34. Neka je A poluprosta komutativna Banachova algebra s normom || - || i neka je
B podalgebra od A koja je Banachova algebra s obzirom na neku normu | - |. Dokazite da postoji
konstanta ¢ > 0 takva da vrijedi ||b|| < ¢|b| za sve b € B.

Zadatak 2.6.35. Neka je A unitalna komutativna Banachova algebra i neka su I; i I netrivijalni
zatvoreni ideali u A takvi da je A = I; @ I5. Dokazite da je €2(A) nepovezan prostor.

Zadatak 2.6.36. Neka su §2; i Qy CH prostori i neka je ¢ : C'(2;) — C(€2) unitalni homomorfizam
algebri. Neka je ¢' : Q(C'(22)) — Q(C(Q1)) njegov trasponat, tj. ¢' : 1) — 1 o ¢. Dokazite:

(i) @' je injektivan ako i samo ako je ¢ surjektivan.
(i) @' je surjektivan ako i samo ako je ¢ injektivan.

Zadatak 2.6.37. Neka su A i B poluproste unitalne komutativne Banachove algebre i neka je
¢ : A — B linearno preslikavanje. Dokazite da je ¢ izomorfizam algebri ako i samo ako vrijedi
op(¢(a)) = oa(a) za sve a € A.

Zadatak 2.6.38. Neka je A unitalna komutativna Banachova algebra takva da je spektar svakog
elementa konacan. Dokazite da je tada §2(A) konacan.



Poglavlje 3

C*-algebre

3.1 Osnovna svojstva C*-algebri

Teorem 3.1.1. Neka je A C*-algebra. Tada za svaki normalni element a € A vrijedi ||a|| = r(a).
Dokaz. Najprije pretpostavimo da je a hermitski. Tada je ||a?|| = |la*al| = ||a||*. Indukcijom
dobivamo da vrijedi ||a®"|| = ||a||*" za sve n € N. Koriste¢i formulu za spektralni radijus (Teorem

2.2.8)), dobivamo

r(a) = lim [|a®" || = |a].
n

Sada pretpostavimo da je a samo normalan. Buduéi da je a*a hermitski, iz dokazanog, Pro-
pozicije [2.5.1| i Propozicije [1.3.13| dobivamo

lall* = lla*a]| = r(a*a) < r(a*)r(a) = r(a)* < |lal*
Dakle, r(a) = ||al|. O

Definicija 3.1.2. Neka je A x-algebra. C*-norma na A je norma na A s obzirom na koju je A
C*-algebra.

Kao jednostavnu posljedicu prethodnog teorema dobivamo sljede¢u bitnu ¢injenicu:
Korolar 3.1.3. Na x-algebri A postoji najvise jedna C*-norma.

Dokaz. Ako je || - || C*-norma na A, tada iz Teorema slijedi
lall* = lla*all = r(a*a) = sup{|A] : A € o(a"a)}
za sve a € A. Dakle, norma || - || je u potpunosti odredena x-algebarskom strukturom od A. [

Teorem 3.1.4. Neka su A i B C*-algebre i neka je ¢ : A — B x-homomorfizam. Tada je ¢
kontraktivan.

Dokaz. Najprije pretpostavimo da su obje C*-algebre A i B unitalne i da je homomorfizam ¢
unitalan. Tada prema Propoziciji vrijedi op(¢(a)) C oa(a) za sve a € A, pa iz Teorema

slijedi
le(a)])* = l¢(a*a)|| = r(¢(a*a)) < r(a*a) = [la*al| = |la]* (3.1)
za sve a € A. Dakle, ¢ je je uz navedene pretpostavke kontrakcija.

Sada pretpostavimo da je samo algebra A unitalna. Tada je ¢(1,4) jedinica u x-algebri ¢(A).
Oznacimo s C zatvara¢ slike ¢(A) u B i primijetimo da je C' C*-algebra. Buduéi da je mnozenje
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neprekidno i buduéi da je ¢(A) gusta u C', zakljué¢ujemo da je ¢(14) jedinicaiu C. Kako spektralni
radijus elementa ne ovisi o ambijentalnoj C*-algebri koja ga sadrzi, isti racun kao u (3.1]) pokazuje
da je ¢ kontrakcija i u tom slucaju.

Pretpostavimo napokon da algebra A nije unitalna i neka je A njena unitizacija. Bez smanjenja
opcenitosti mozemo pretpostaviti da je algebra B unitalna. Naime, u protivnom bismo algebru B
zamijenili s njenom unitizacijom B. Definirajmo preslikavanje ¢ : A — B na sljede¢i nacin:

dla+ A1) := d(a) + M\p (ae A, N eC).

Lako se provjeri da je 5 unitalan *-homomorfizam koji prosiruje ¢. Iz dokazanog slijedi da je 5
kontrakcija. Naravno, tada je i restrikcija ¢ = ¢|4 kontrakcija. Time je tvrdnja u potpunosti
dokazana. O

Korolar 3.1.5. Ako je ¢ : A — B x-izomorfizam izmedu C*-algebri A i B, tada je ¢ izometrican.

Dokaz. Tvrdnja slijedi direktno iz Teorema i ¢injenice da je ¢! takoder *-homomorfizam.
]

Kasnije ¢emo pokazati (Teorem [3.2.13) i da je svaki injektvni s-homomorfizam izmedu C*-
algebri izometrican.

Propozicija 3.1.6. Neka je A C*-algebra i neka je a € A.
(i) Ako je a hermitski, tada je o(a) C R.
(ii) Ako je A unitalna i a unitaran, tada je o(a) C T.

Dokaz. (i). Prelaskom na Z, ako je potrebno, mozemo pretpostaviti da je A unitalna. Neka je

oblika
a, :=a—al+infl (neN).

Tada je ocito i(n + 1)5 € o(a,) za sve n € N, odakle slijedi
(n*+2n+1)F° = iln+ 1B <r(an)” < flan|”
= lananll = l[(a — a1)® +n?51]
< Jla—al|® +n*p%
Dakle,
2n+1)B* < |la —al|* zasven € N.

To je jedino moguce za 8 = 0, pa zaklju¢ujemo da je A = a € R.

(ii). Buduéi da je a unitaran, imamo |ja|| = 1, pa je 0(a) C D. Takoder, budué¢idajeia™! = a*
unitaran, dobivamo o(a)™' = o(a™!) C D (prva jednakost slijedi iz Propozicije [L.3.3] (ii)). Dakle,
daza A € o(a) vrijedi i [A\| < 111/|A] <1, odnosno |\ = 1. O

3.2 Komutativne C'*-algebre i neprekidni funkcionalni racun

Geljfandova transformacija komutativne Banachove algebre A opéenito ne mora davati dovoljno
informacija o samoj algebri. To se najbolje vidi na primjeru radikalnih algebri. S druge strane,
ako je A komutativna C*-algebra, tada njena Geljfandova transformacija ima najbolja svojstva
koja ona opéenito moze imati:
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Teorem 3.2.1 (Komutativni Geljfand-Naimarkov teorem). Ako je A komutativna C*-
algebra, tada je njena Geljfandova transformacija

I':A— Cy(R2A)), [:a—a

(izometricki) x-izomorfizam. Nadalje, ako je A unitalna, tada je T' unitalni (izometricki) *-
izomorfizam s A na C(2(A)).

U dokazu Teorema koristit ¢emo sljede¢u jednostavnu ¢injenicu:
Propozicija 3.2.2. Neka je A C*-algebra. Svaki karatker ¢ na A je hermitski funkcional.

Dokaz. Prema Teoremu [2.4.4] (iii) i Propoziciji za svaki hermitski element a € A imamo
p(a) € o(a) C R, pa tvrdnja slijedi iz Propozicije [1.3.19 O

Dokaz Teorema[3.2.1. Kao §to znamo, I' : A — Cy(Q2(A)) je kontraktivni homomorfizam i | T'(a)||s =
r(a) za sve a € A. Takoder, prema Propoziciji [3.2.2 za ¢ € Q(A) i a € A imamo

odakle slijedi da je I' #-homomorfizam. Nadalje, koriste¢i Teorem dobivamo

lal* = lla*all = r(a”a) = [T(a"a) ]| = [T(a)T(a)ll
= |T(a)ll5
odakle slijedi da je I' izometrija, pa specijalno i injekcija. Kako bismo dokazali surjektivnost od

[, dovoljno je primijetiti da I'(A) zadovoljava uvjete Korolara Zaista, prema dokazanom

je I'(A) zatvorena samoadjungirana podalgebra od Cy(£2(A)), a iz Teorema znamo da ['(A)
razdvaja tocke od Q(A) i da za svaku tocku ¢ € Q(A) postoji element a € A takav da je I'(a)(¢) #
0.

Stovige, ako je algebra A unitalna, tada je Q(A) kompaktan (Propozicija [2.4.2) i I' je unitalni
homomomorfizam (Teorem [2.4.4] (1)). O

Korolar 3.2.3. Svaka komutativna C*-algebra je poluprosta (kao komutativna Banachova alge-
bra).

Neka je F' : € — Q5 homeomorfizam LCH prostora €2; i 25. Kao $to znamo, njegov transponat
Ft: g goF (g € Cy()) definira izometricki izomorfizam s Cp(£22) na Cy(£2;). Stovise,
primijetimo da je F* zapravo x-izomorfizam, jer za g € Cy(€s) i ¢ € £; imamo

Fi(g)(t) = (g0 F)(t) =g (F(t)) = g(F(t) = (g0 F)"(t)
= (F'(9)"(®)

Koristeci tu ¢injenicu, zajedno s Teoremom [3.2.1]i Korolarom dobivamo sljedeci rezultat:
Korolar 3.2.4. Za komutativne C*-algebre A i B su sljedece tvrdnje ekvivalentne:

(i) A i B su x-izomorfne.

(ii) A i B su algebarski izomorfne.

(113) QA) i QB) su homeomorfni.
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Ako je B unitalna Banachova podalgebra unitalne Banachove algebre A, tada znamo da za
svaki element b € B vrijedi inkluzija spektara o4(b) C o5(b) (Propozicija2.2.9 (ii)) i da opéenito
ta inkluzija moze biti striktna (Primjer [2.2.10)). Ipak, ako su A i B C*-algebre, to se ne moze
desiti:

Teorem 3.2.5. Neka je B unitalna C*-podalgebra unitalne C*-algebre A. Tada je op(b) = 04(b)
za sve elemente b € B.

Dokaz. Dovoljno je dokazati da vrijedi B* = B N A*. Najprije pretpostavimo da je b hermitski
element u B koji je invertibilan u A. U tom slucaju je prema Propoziciji [3.1.6, 04(b) C R\ {0}.
Specijalno, 04(b) nema rupa (kao podskup od C), pa iz Propozicije [2.2.9] (iii) zaklju¢ujemo da je
04(b) = op(b). Posebno 0 ¢ op(b), odnosno b € B*.

Sada pretpostavimo da je b € B N A* proizvoljni element i neka je a € A njegov inverz (u
A). Adjungiranjem jednakosti ab = ba = 1 dobivamo a*b* = b*a* = 1, odakle slijedi bb*a*a = 1.
Dakle, hermitski element bb* je invertibilan u A, pa je prema dokazanom on invertibilan i u B.
Neka je ¢ € B njegov inverz (u B). Iz bb*c = 11 ba = 1 zakljuc¢ujemo da je a = b*c € B. ]

Napomena 3.2.6. Ako je A unitalna C*-algebra i a € A, tada Teorem ujedno opravdava i
kratku oznaku o(a), buduéi da spektar od a ne ovisi o ambijentalnoj unitalnoj C*-podalgebri u
kojoj ga rac¢unamo.

Lema 3.2.7. Neka je B podalgebra unitalne algebre A takva da je B+ C1l = A. Tada je op(b) U
{0} = 04(b) U{0} za sve b € B.

Dokaz. Ako B nije unitalna, tada je preslikavanje B — A, (b, ) — b+ Al (unitalni) izomorfizam
algebri, pa je op(b) = 05(b) = 04(b) za sve b € B. Sada pretpostavimo da je B unitalna i neka je
e njena jedinica. Ako je e = 1, tada je B = A, pa u tom slu¢aju nemamo nista za dokazati. Ako
je pak e # 1, tada tvrdimo da je 04(b) = op(b) U {0}. Zaista, u tom slucaju je o¢ito 0 € g 4(b)
za sve b € B. Akosub € Bi )\ € C takvi da je A1 — b invertibilan u A, tada je oc¢ito Ae — b
invertibilan u B, odakle slijedi inkluzija op(b) C 04(b). Obratno, neka je A # 0 takav da je \e — b
invertibilan u B. Ako je V' inverz od Ae — b u B, tada je &’ + A71(1 —e) inverz od A1 — b u A,
odakle slijedi 04(b) \ {0} C op(b). O

Korolar 3.2.8. Ako je B C*-podalgebra C*-algebre A, tada je op(b) U {0} = o4(b) U{0} za sve
be B.

Dokaz. Tvrdnja slijedi direktno iz Leme i Teorema [3.2.5] O

Neka je A unitalna C*-algebra. Ocito je presjek bilo koje familije unitalnih C*-podalgebri od
A ponovno unitalna C*-podalgebra od A. Odatle slijedi da za bilo koji podskup S C A postoji
najmanja unitalna C*-podalgebra od A koja sadrzi skup S. Tu C*-algebru oznacavamo s C*(.S) i
za nju kazemo da je generirana skupom S. O¢ito se C*(S) podudara s unitalnom Banachovom
algebrom generiranom sa skupom SUS*; dakle C*(S) je zatvara¢ skupa svih linearnih kombinacija
produkata elemenata iz skupa SUS*U{1}. Ako je S = {a} jednoclan, tada pisemo C*(a) umjesto
C*({a}). Primijetimo da je element a € A normalan ako i samo ako je C*(a) komutativna C*-
algebra koja je jednaka zatvaracu skupa

{p(a,a”): p € Clz,wl},
gdje C[z,w] oznacava algebru kompleksnih polinoma u dvije varijable z i w.

Propozicija 3.2.9. Neka je A unitalna C*-algebra i neka je a € A normalan element. Geljfandova
transformacija a od a je homeomorfizam s Q(C*(a)) na o(a).
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Dokaz. Prema Propoziciji[2.5.3] preslikavanje T': ¢ — (p(a), p(a®)) je homeomorﬁzam S Q(C’*( )
na zajednicki spektar o(a, a*) elemenata a i a*. Kako je ¢(a*) = p(a) (Propozicija , projek-
cija m; na prvu koordinatu uspostavlja homeomorﬁzam s o(a,a*) na o(a). Odavde slijedi da je
a = m o T homeomorfizam. O

Teorem 3.2.10. Neka je a normalan element unitalne C*-algebre A. Postoji jedinstven unitalni

x-izomorfizam ¢, : C(o(a)) — C*(a) takav da vrijedi ¢, (id) = a, gdje jeid(A) = X za sve X € o(a).

Dokaz. Prema Teoremu Geljfandova transformacija I' = I'¢+(,) uspostavlja unitalni *-
izomorfizam s C*(a) na C'(£2(C*(a))). S druge strane, bududi da je a je homeomrfizam s Q(C*(a))
na o(a) (Propozicijal3.2.9)), njegov transponat a' je unitalni *-izomorfizam s C'(o(a)) na C(Q(C*(a)).

Tada je i ¢, := I'"! o a’ unitalni *-izomorfizam s C(c(a)) na C*(a) te vrijedi
$a(id) = T(a'(id)) =T '(a) = a.

Nadalje, prema Stone-Weierstrassovom teoremu (Teorem [1.4.7)) imamo C(o(a)) = C*(id), odakle
slijedi da je ¢, jedinstven unitalni x-izomorfizam s C(o(a)) na C*(a) sa svojstvom ¢,(id) = a. O

Koristeéi notaciju iz Teorema za svaku funkciju f € C'(o(a)) postoji jedinstven element
fla) € C*(a) C A takav da je f(a) = ¢.(f). Oznaka f(a) opravdana je Cinjenicom da za
polinom p € C[z,w] i funkciju f € C(o(a)) definiranu s f(A) := p(\, A) imamo f(a) = p(a,a*).
Pridruzivanje f — f(a) zove se neprekidni funkcionalni ra¢un normalnog elementa a.

Korolar 3.2.11. Neka je A unitalna C*-algebra i neka je a € A normalan element. Neprekidni
funkcionalni racun od a ima sljedeca svojstva:

(i) Ako je f(\) = p(\,A) (A € a(a)), gdje je p € Clz,w], tada je f(a) = p(a,a*).

(i) Ako je (fn) miz u C’( (a)) i f € C(o(a)) takva da f, — f uniformno na o(a), tada
fula) — f(a) u

(iii) o(f(a)) = f(o(a)) za sve f € Clo(a))

(iv) Ako je f € C(o(a)) i g € C(f(o(a)) = C(a(f(a))), tako da je go f € C(o(a)), tada je
(g0 f)la) = g(f(a)).

v o je (an) niz normalnih elemenata takav da a, — a, ompaktna okolina od o(a) 1
Ak Inih el kav d K k k kol d
f € C(K), tada je o(a,) C K za gotovo sven i f(a,) — f(a).

(vi) Ako je ¢ unitalni x-homomorfizam s A u unitalnu C*-algebru B, tada je ¢(f(a)) = f(¢(a))
za sve f € C(o(a)).

Dokaz. Tvrdnje (i) i (ii) su direktne posljedice Teorema [3.2.10| (i Korolara|3.1.5)).
(iii). Buduéi da je ¢, : a — f(a) unitalni *-izomorfizam s C(o(a)) na C*(a) imamo

oa(f(a)) = UC*(a)(f(a)) = UC(U(a))(f) = f(o(a)).

(iv). Prema (i), jednakost (g o f)(a) = g(f(a)) vrijedi za sve funkcije g oblika g(\) = p(A, \),
gdje je p € Clz, w]. Bududi da su takve funkcije guste u C(o(f(a)) i bududi da je ¢, neprekidan,
zakljucujemo da vrijedi (g o f)(a) = g(f(a)) za sve g € C(o(f(a))).

(v). Najprije dokazimo da za svaki otvoreni podskup O C C koji sadrzi o(a) postoji 6 > 0
takav da je o(b) C O za sve b € A za koje je |ja — b|| < 0. Zaista, neka je D zatvoreni disk u C s
centrom u 0 radijusa 1 + ||al|. Prema Propoziciji za svaki A € C\ o(a) postoji ry > 0 takav
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da je otvorena kugla Uy u A s centrom u Al — a radijusa 2r) sadrzana u A*. Neka je O, otvoreni
disk u C s centrom u A radijusa r,. Kako je o(a) C D, slijedi da je {O) : A € C\ o(a)} otvoreni
pokriva¢ od D\ O. Bududi da je D\ O kompaktan, postoji konaéno mnogo Ay, ..., A\, € C\ o(a)
tako da {O,,,...,0,,} pokriva D\ O. Stavimo 0 := min{ry,,...,ry,,1}. Akoje[ja—10b| <4 i
A€ D\ O, tada je A € Oy, za neko j i

I\ —a) = AL = B[ < [Aj = Al + [la—bl| <6 +ry, < 2ry,.

Dakle, A1 —b € Uy, pa je A1l —b € A, Slijedi da je D\ O C D\ o(b). Takoder, o(b) C D, jer je
la—b|| < 1, odakle slijedi ||b]] < 1+ ||a||. Ako je X € o(b), tada X' ¢ D\ o(b), tako da X' € D\ O.
No X € D, tako da X' € O, odakle zakljucujemo o(b) C O.

Neka je sada O = K kao u iskazu. Prema dokazanom zaklju¢ujemo da postoji ny € N takav
da vrijedi o(a,) C K za sve n > ny. Stavimo C' := sup,cy ||as|| 1 neka je ¢ > 0. Prema Stone-
Weierstrassovom teoremu postoji polinom p € C[z,w] takav da je sup,cx |f(A) — p(\,A)| < e.
Tada imamo

limsup | f(an) — f(@)] < 2sup [ F(A) — O\, W) + limsup [[p(an, a3) — pla,a”)]

n—oo AeK n—00

< 2Ce.

Buduéi da je € > 0 bio proizvoljan, zaklju¢ujemo da f(a,) — f(a).

(vi). Kako je op(¢(a)) C oa(a) (Propozicija|l.3.5)), element f(¢(a)) je dobro definiran za svaku
funkeiju f € C(ca(a)). Fiksirajmo f € C(0a(a)) i neka je e > 0. Prema Stone-Weierstrassovom
teoremu postoji polinom p € C[z, w] takav da je supye, ) [f(A) = p(A, A)[| < €/2 na g4(a). Tada
iz (i) slijedi || f(¢(a)) — p(P(a), d(a)*)|| < /2. Kako je ¢ kontraktivan (Teorem , imamo

l6(f(a)) = fle(a)]l < Hcﬁ(f(a))—d)(p(%g*))HJrHd)(p(@ a*)) = f(¢(a))]
< sup [f(A) =pA A+ [p(d(a), p(a)”) = f((a))]]

A€o (a)
E.

A\

Iz proizvoljnosti € > 0 zaklju¢ujemo ¢(f(a)) = f(¢(a)).

Svojstvo (iii) iz Korolara [3.2.11| cesto se zove Teorem o preslikavanju spektra.

Neka je sada A opcenita (ne nuzno unitalna) C*-algebra. Definirajmo C*-algebru A na sljededi
na¢in: A = A ako je A unitalna, odnosno A = A ako A nije unitalna. Ako je a € A normalan
element, tada neprekidni funkcionalni ra¢un od a mozemo naravno provesti u algebri A. Preciznije,
ako je C*(a) unitalna C*-podalgebra od A generirana elementom a, tada je preslikavanje ¢, : f
f(a) #-izomorfizam s C'(c(a)) na C*(a). Stavimo

C(a(a))o = {f € Clo(a)) - f(0) =0}

i neka je C§(a) najmanja C*-podalgebra od A koja sadrzi element a. Primijetimo da je Cf(a)
jednaka zatvaracu podalgebre

{p(a,a®) : p € Clz,w], p(0,0) =0}. (3.2)

Pretpostavimo da je 0 € o(a) (Sto je uvijek slucaj kada A nije unitalna). Prema Zadatku [1.5.16}
svaka funkcija f € C(o(a))o je uniformni limes funkcija oblika A — p(A, A) (A € a(a)), gdje je
p € C[z,w] takav da je p(0,0) = 0. Odatle slijedi da je f(a) limes niza elemenata iz skupa ((3.2]).
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Odavde slijedi da je f(a) € C§(a) € A. Dakle, ukoliko se ograni¢imo na funkcije iz C(o(a))o,
neprekidni funkcionalni ra¢un u tom slu¢aju mozemo u potpunosti provesti unutar algebre A, bez
ikakvog pozivanja na jedinicu 1 od A. To se zove neunitalni neprekidni funkcionalni ra¢un
od a. S druge strane, ako je A unitalna i 0 ¢ o(a), tada je C(c(a))o = C(o(a)) i Cj(a) = C*(a),
odakle slijedi da se u tom slucaju neunitalni neprekidni funkcionalni racun podudara sa standardim
neprekidnim funkcionalnim ra¢unom. Time smo pokazali sljedeci korolar:

Korolar 3.2.12. Neka je A C*-algebra. Neunitalni neprekidni funkcionalni racun ¢, : f — f(a)
normalnog elementa a € A je x-izomorfizam s C(o(a))y na Ci(a).

Na kraju ove tocke istaknimo neke bitne posljedice neprekidnog funkcionalnog racuna.
Teorem 3.2.13. Neka su A © B C*-algebre i neka je ¢ : A — B x-homomorfizam.
(1) Slika ¢(A) je zatvorena, tj. ¢(A) je C*-podalgebra od B.

(i1) Ako je ¢ injekcija, tada je ¢ izometrija.

Dokaz. (i). Neka je b € B takav da ¢(a,) — b za neki niz (a,) u A. Trebamo pokazati da
je b = ¢(a) za neko a € A. Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da su svi elementi
ap 1 b hermitski. Naime, u protivhom bismo dokaz proveli nad njihovim realnim i imaginarnim
dijelovima. Nadalje, prelaskom na podniz u slucaju potrebe, mozemo pretpostaviti da vrijedi

1
|lo(ans1) — dlan)| < o za sve n € N.

Definirajmo niz funkcija f, : R — R na sljede¢i nacin:

1 . 1
3tz
fu(t) =<t :—2%<t<2in

1 . 1

Kako je f,(0) = 0, znamo da je f,(x) € A za sve x € A, i n € N (Korolar 3.2.12)). Buduéi
da je svaki element ¢(a,.1) — ¢(a,) hermitski s normom manjom od 27", zaklju¢ujemo da je f,
identiteta na o(¢(a,+1) — ¢(ay,)). Koristeéi neprekidni funkcionalni racun, imamo:

¢(an+l) - ¢(an> = fn(¢<an+l) - ¢(an)> = fn(¢(an+l - an))
= O(ful@ny1 — an))

I = an)l| = sup{£(O)] ¢ € o{anss — an)} < 51

Stavimo .
a:=ay+ an(an—l—l - an)~
n=1

Tadajeae€ Ai
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(ii). Postupajuéi slicno kao u dokazu Teorema mozemo pretpostaviti da su A i B unitalne
te da je x-homomorfizam ¢ unitalan. U tom sluc¢aju ¢emo dokazati da vrijedi

op(p(a)) = oala) za sve a € Ay, (3.3)

Fiksirajmo a € Aj. Kao §to znamo, uvijek vrijedi op(¢(a)) C oa(a) (Propozicija [1.3.5)). Pret-

postavimo da ti spektri nisu jednaki. Tada postoji funkcija f € C(o4(a)) takva da je f # 0,
ali flop(s(a) = 0. Prema Korolaru [3.2.11] (vi) imamo ¢(f(a)) = f(¢(a)) = 0. Bududi da je ¢

injektivan, zaklju¢ujemo da je f(a) = 0. No to je kontradikcija s ¢injenicom da je f # 0 na o4(a).
Time smo pokazali jednakost ((3.3)).

Buduéi da je norma svakog normalnog elementa jednaka njegovom spektralnom radijusu (Te-

orem , iz zakljucujemo
l¢(a)|I* = l|é(a”a)l| = r(¢(a"a)) = r(a"a) = [la*al| = |lal?
za sve a € A. Dakle, ¢ je izometrija. ]
Propozicija 3.2.14. Neka je A C*-algebra i neka je a € A normalan element.
(i) a je hermitski ako i samo ako je o(a) C R.
(ii) a je projektor ako i samo ako je o(a) C {0, 1}.
(iii) Ako je A unitalna, tada je a unitaran ako i samo ako je o(a) C T.

Dokaz. (i). Ako je a hermitski, tada je prema Propoziciji (i) o(a) € R. Obratno, ako je
o(a) C R, tada je A = X na o(a), pa je a* = a.

(ii). Pretpostavimo da je a idempotent i stavimo p()\) := A2 —\. Tada je p(a) =0iza ) € o(a)
imamo A\? — X\ = p()\) € o(p(a)) = {0}; dakle A € {0,1}. Obratno, ako je o(a) C {0,1}, tada je
A2 = A na o(a), paje a® = a.

(iii). Ako je a unitaran, tada je prema Propoziciji [3.1.6] (ii) o(a) € T. Obratno, ako je
o(a) C T, tada je AX = A\ = 1 na o(a), pa je a*a = aa* = 1. O
Propozicija 3.2.15. Svaki element unitalne C*-algebre A se moze prikazati kao linearna kombi-
nacija cetiri unitarna elementa.

Dokaz. Najprije pretpostavimo da je a € A hermitski element s ||a|| < 1. Tada je o(a) C [-1,1],

pa funkcija
JA) = A+iv1— )2
pripada C*-algebri C(o(a)). Stavimo u := f(a). Bududi da za sve A € [—1, 1] vrijedi

Fofm=1 i A=)

iz. neprekidnog funkcionalnog racuna slijedi da je u unitaran i da je a = (u + u*)/2.

U opéem slucaju za svaki a € A, a # 0 imamo rastav

1 1
a = |al (m Rea) +i||al| (m Ima) .

Prema dokazanom, elementi [la|| ™! Reai |la]|~! Im a se mogu prikazati kao linearne kombinacije dva
unitarna elementa. Dakle, a se moze prikazati kao linearna kombinacija cetiri unitarna elementa.

O
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3.3 Uredaj u (*-algebrama

U ovoj tocki ¢emo uvesti uredaj na hermitskom dijelu A, C*-algebre A. Kao motivaciju,
promotrimo sljedeé¢i (komutativni) primjer.

Primjer 3.3.1. Neka je A = Cy(Q2), gdje je Q LCH prostor. Tada je A, skup svih realnih funkcija
iz A. Na A; imamo prirodan parcijalni uredaj koji je dan s

f<g = f(s) <g(s) zasvese.

Funkcija f € A je pozitivna, tj. f > 0 ako i samo ako je oblika f = g*g za neku funkciju g € A.
U tom sluc¢aju f ima jedinstven pozitivni drugi korijen u A koji je dan s s — 4/ f(s). Primijetimo
da pozitivnost realnih funkcija mozemo iskazati u terminu norme: Ako je f € Ay, tada su sljedece
tvrdnje ekvivalentne:

(i) f>0.
(ii) Za neki t > || f|lo vrijedi [[t1 — flloo < t.

(iii) Za svaki t > || f]leo vrijedi [[t1 — flloe <t

Neka je A C*-algebra. Za element a € A kazemo da je pozitivan i pisemo a > 0 ako je a
hermitski i ako vrijedi o(a) C Ry. Skup svih pozitivnih elemenata u A oznacavamo s A,.

Napomena 3.3.2. Primijetimo da je A, N (—A,) = {0}. Zaista, ako je a € A, N (—A,), tada je
o(a) = {0}, pa iz Teorema slijedi ||a|| = r(a) = 0, odnosno a = 0. Takoder primijetimo da
iz Korolara [3.2.§8| slijedi da za svaku C*-podalgebru B od A imamo B, = BN A,.

Propozicija 3.3.3. Neka je A C*-algebra i neka je n € N. Za svaki pozitivni element a € A,
postoji jedinstven pozitivni element b € A, takav da je b" = a.

Dokaz. Definirajmo neprekidnu funkciju f : Ry — Ry s f(t) := ¥/t. Kako je o(a) C R, i
f(0) = 0, imamo b := f(a) € C{(a) C A (Korolar [3.2.12). Nadalje, iz Teorema o preslikavanju
spektra (Korolar (iii)) zakljucujemo da je o(b) C R,; dakle b € A,. Nadalje, kako je
f@)" =t zasve t € Ry, slijedi " = a. Ostaje dokazati jedinstvenost takvog elementa b.
Pretpostavimo da je ¢ € A, neki drugi element takav da je ¢” = a. Tada je ca = c¢c” = ¢"c = ac,
tj. ¢ i a komutiraju. Nadalje, kako je b € Cj(a), elementi b i ¢ takoder komutiraju. Neka je B
C*-podalgebra od A generirana s b i ¢. Tada je B komutativna i a € B. Buduéi da Geljfandovi
transformati od a, b i ¢ zadovoljavaju ¢" = a = IS", mora biti b = ¢, jer su bié pozitivne funkcije.
Iz Teorema |3.2.1] zakljucujemo da je b = c. ]

. o . 1. o e . . .o
Element b iz Propozicije oznacavamo s a» i zovemo ga pozitivni n-ti korijen od a.

Propozicija 3.3.4. Neka je A C*-algebra. Za svaki hermitski element a € Ay, postoje jedinstven:
pozitivni elementi a,a_ € A, takvi da vrijedi

a=ay —a_ 1 ara_ =a_aq = 0.
Pri tome vrijedi ||a|] = max{||a;|, ||a—]}

Dokaz. Definirajmo funkcije fo, f- : R —-R's
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Stavimo ay = fi(a) i a_ := f_(a). Bududi da je f(0) = f_(0) = 0, zaklju¢ujemo da su a; i
a_ elementi u C(a) C A (Korolar [3.2.12)). Takoder, elementi a. i a_ su hermitski, jer su fi i f-
realne funkcije. Nadalje, iz Teorema o preslikavanju spektra (Korolar (iii)) zakljuéujemo
da su elementi a, i a_ pozitivni, jer je fL(R) C R, i f (R) C R,. Kako je

dg = fr— /- 1 frf-=/-f+=0,
iz neprekidnog funkcionalnog racuna dobivamo
a=ay—a- 1 aya_=a_ay =0.
Takoder,
lall = sup{[t|: ¢ € o(a)} = max {sup{fi(t) : t € a(a)},sup{f-(t): t € o(a)}}
= max{|la|], [la]}-

Kako bismo dokazali jedinstvenost elemenata a, i a_, pretpostavimo da su a; i as neki drugi
elementi u A, takvi da je a = a3 — ag 1 ajas = aga; = 0. Tada je a™ = a} + (—ag)™ za sve n € N,
odakle slijedi jednakost

p(a) = p(a1) + p(—az)

za sve polinome p € R[z] za koje je p(0) = 0. Kako je f,(0) = 0, prema Stone-Weierstrassovom
teoremu postoji niz takvih polinoma (p,) koji uniformno konvergira prema f, na o(a) U o(a;) U
o(—az). Tada je

Fila) = Jim pua) = im [pu(ar) +po(—ea)] = filar) + fi(=a2). (3.4)

n—oo

Kako je fi(t) =tzasvet € o(a1)i f1(t) = 0zasvet € o(—az), imamo f,(a;) = a; i fi(—az) =0.
Iz (3.4) zaklju¢ujemo da je a; = fi(a) =ay, pajeondaias=a; —a=a_. O

Korolar 3.3.5. Neka je A C*-algebra. Svaki element a € A se moze prikazati kao linearna
kombinacija c¢etiri pozitivna elementa

Dokaz. Koriste¢i Propoziciju za a € A imamo
a=Rea+ilma=(Rea); — (Rea)- +i[(Ima); — (Ima)_],
pri ¢emu su (Rea), (Rea)_, (Ima);, (Ima)_ € A,. O

Lema 3.3.6. Neka je A unitalna C*-algebra. Za hermitski element a € Ay, su sljedeée turdnje
ekvivalentne:

(i) a € Ay.
(ii) Za nekit > |a|| vrijedi |[t1 — a|| < t.
(iii) Za svakit > ||a|| vrijedi |[t1 — a| < t.

Dokaz. Mozemo pretpostaviti da je A = C*(a). Tada je prema Teoremu [3.2.10| A (izometricki)
s-izomorfna C*-algebri C(o(a)). Tvrdnja sada slijedi iz Primjera |3.3.1} O

Propozicija 3.3.7. Neka je A C*-algebra. Skup svih pozitivnih elemenata A je zatvoren konus
u A, tj. Ay je zatvoren podskup od A i vrijedi:

(i) Ako sua € Ay it e Ry, tada je ita € Ay.
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(i) Ako sua,be A, tadajeia+be A,.

Dokaz. Buduéi da za neunitalnu algebru A imamo A, = ;LL N A, bez smanjenja opcéenitosti
mozemo pretpostaviti da je A unitalna.

Najprije dokazimo da je A, zatvoren podskup od A. Prema Lemi imamo
Ap=Apn{ae A llafl —all < [lafl}.

Buduéi da je involucija na A izometrija, skup A, je zatvoren u A. Drugi skup u gornjem presjeku
je takoder zatvoren zbog neprekidnosti norme. Dakle, A, je zatvoren podskup kao presjek dva
zatvorena podskupa.

(i). Akosua € A, it € Ry, tada je ocito ta € Aj,. Nadalje, kako je o(a) C R, imamo
o(ta) ={tA: A€ o(a)} CR,. Dakle, ta € A,.

(ii). Neka su a,b € Ay. Prema Lemi imamo ||||a||1 — a|| < ||a|| 1 ]|]|6]]1 — b]] < |||, pa je

[lall + 116Dt = (a+0)[| = l(llall —a) + (l[ol[L = )| < [[llallL —all + [[l|o]1 — b
< lall + ol
Pozivajuéi se ponovno na Lemu zakljucujemo a +b € A,. O

Propozicija 3.3.8. Neka je A C*-algebra. Svaki element oblika a*a (a € A) je pozitivan.

Dokaz. Najprije dokazimo da iz —a*a € Ay (a € A) slijedi a = 0. Zaista, prema Propoziciji [1.3.4]
imamo o(—aa*) \ {0} = o(—a*a) \ {0}. Odatle slijedi da je i —aa* € A,. Kako je a*a + aa* =
2(Rea)? + 2(Ima)?, zakljuéujemo

a*a =2(Rea)? +2(Ima)® — aa* € A,.

Dakle, o(a*a) = Ry N (—Ry) = {0}, pa je ||a|]|* = ||a*a|| = r(a*a) = 0, odnosno a = 0.
Sada pretpostavimo da je a € A proizvoljan element i stavimo b := a*a. Tada je b € Ay, pa
imamo rastav b = b, — b_, gdje su by, b_ € A, kao u Propoziciji [3.3.4. Ako je ¢ := ab_, tada je

—c*'c=—b_a*ab_ = —b_(b, —b_)b_ =b* € A,.

Prema prvom dijelu dokaza zaklju¢ujemo da je ¢ = 0. Dakle, b_ = 0, odakle slijedi da je a*a =
by € A. O

Pomoc¢u pojma pozitivnog elementa mozemo definirati uredaj na realnom vektorskom prostoru
Ap: Za a,b € Ay stavljamo a < b ako je b —a € A,. Tada piSemo i b > a. Primijetimo da je <
relacija parcijalnog uredaja na Ap:

- Refleksivnost: oc¢ito je a < a za sve a € Ay,.

- Antisimetri¢nost: akosua,b € A, takvidajea <bib < a,tadajeb—a € A, N(—A;) = {0}

(Napomena [3.3.2)), odnosno b = a.

- Tranzitivnost: ako su a,b,c € A, takvidajea <bib<c,tadasub—ac A ic—be A,.
Iz Propozicije slijedi c —a = (¢ —0b) + (b—a) € A;, odnosno a < c.

Nadalje, taj uredaj postuje strukturu realnog vektorskog prostora na Ay :

- Akosua,b,c € Ay iakojea < b, ondaje (b+c)—(a+c)=b—a € A,, odnosno a+c < b+c.
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- Ako su a,b € Ay, takvi da jea < biakojet € Ry, tada je b—a € A, pa iz Propozicije
dobivamo th — ta = t(b — a) € A, odnosno ta < tb. Takoder, a < b ako i samo ako je
—-b < —a.

Neka je A C*-algebra. Za prozivoljan element a € A definiramo njegovu apsolutnu vri-
. 1 TR . . . . .
jednost |a| := (a*a)z. Primijetimo da je prema Propozicijama i la| dobro definiran
element u A,. Iz C*-svojstva dobivamo |||a||| = ||a||. Takoder primijetimo da za svaki a € A,
Imamo

1 ) 1
ay = 5(lal+a) 1 a-=S(la] —a)

i da je a pozitivan ako i samo ako je a = |al.
U sljede¢em rezultatu istaknuta su osnovna svojstva od A,:

Teorem 3.3.9. Neka je A C*-algebra.

(i) Ay ={a*: a€ A} ={a*a: a€ A}.

(ii) Ako su a,b € Ay takvi da je a < b, tada vrijedi c*ac < ¢*be za sve ¢ € A.
(iii) Ako su a,b € A, takvi da je a < b, tada je ||a|| < ||b]|.

(iv) Ako je algebra A unitalna i ako su a i b pozitivni invertibilni elementi u A, tada iz a < b
slijedi 0 < b~ < a1,

Dokaz. (i). Tvrdnja slijedi diretkno iz Propozicija i
(ii). Buduéi da je b —a > 0, koristeé¢i Propozicije i imamo:

c’be —cfac = c(b—a)ce=c"(b— a)%(b - a)%c
1
3

odakle slijedi c*ac < c*be.

(iii). Mozemo pretpostaviti da je algebra A unitalna (u protivhom dokaz provodimo u Av)
Tada je ocito b < ||b[|1, pa je i a < ||b]|]1. Kako je a € Ay, imamo |la|| € o(a), odakle slijedi

16l = llall € o([[blIt = a) € Ry..

Dakle, [|b]| = ||al|.

(iv). Najprije primijetimo da iz ¢ > 1 (¢ € Ap) slijedi ¢! < 1. Zaista, to je o¢ito toéno u
funkcijskim C*-algebrama C(K') (K je CH prostor), dok opéenita tvrdnja slijedi iz Teorema|3.2.10
primijenjenog na C*-algebru C*(c). Sada, ako su a,b € A, takvi da je a < b, tada prema (ii)
imamo

1

N
[NIE
[NIE

1
l=a"2aa"2 <a 2ba" 2,

pa je azb~taz = (a"2ba~2)~* < 1. Ponovno koristedi (ii) dobivamo

a

[NIE
[SIES
[SIE

_ PSS T T _ _
b'=a2(a2b ta2)a 2 <a =a '

O

Propozicija 3.3.10. Neka je A C*-algebra i neka su a,b € A, takvi da je a < b. Tada je i
1 1
az < b2.
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Dokaz. Dokazat ¢emo da za a,b € Ay iz a® < b* slijedi a < b, §to je naravno ekvivalentno s
originalnom tvrdnjom. Kao i inace, mozemo pretpostaviti da je A unitalna. Fiksirajmo ¢ > 0 i
ozna¢imo redom s ¢ i d realni i imaginarni dio elementa (¢1 + b+ a)(el + b — a). Tada je

- %[(51+b+a)(51+b—a)—|—(51+b—a)(51+b+a)}

= 21+ 2b+b? — d?
> &7,

odakle slijedi da je c € Ay N A*. Kako je
c_%(c + id)c_% —14ic2dc 2 € AX,

zakljucujemo da je (e1 + b+ a)(el +b—a) = c+id € A*. Specijalno, element 1 + b — a je
invertibilan slijeva. Kako je €1 + b — a € A;, iz Propozicije (i) slijedi el +b —a € A*.
Posljedi¢no, —e ¢ o(b — a) za sve ¢ > 0. To je jedino moguée ako je o(b —a) C Ry. Dakle,
b—a € A, odnosno a < b. O

Sljedeéi primjer pokazuje da iz 0 < a < b opéenito ne slijedi a? < b?:

Primjer 3.3.11. Neka je A = M,(C). Stavimo

_[ro] . 111

Tada su p i g projektori u Aip < p+gq. S druge strane imamo p* = p £ (p+q)* = p+q+pg—+qp.
buduéi da matrica

e L3 2

ima negativnu svojstvenu vrijednost.

Stovise, moze se dokazati da u svakoj nekomutativnoj C*-algebri A postoje pozitivni elementi

a,b € A takvi da je a < b, ali a® £ b* (Zadatak [3.6.15).

Neka je ¢ : A — B *-homomorfizam izmedu C*-algebri A i B. Kao $to znamo, ¢(A) je C*-
algebra (Teorem[3.2.13), pa je ¢(A); = #(A)NB,. Primijetimo da vrijedi ¢(A;) C ¢(A);. Zaista,
prema Teoremu [3.3.9) (i), svaki a € A; mozemo prikazati u obliku a = z*z za neko x € A. Odatle
slijedi ¢(a) = ¢(z)*¢(x) € p(A)4. Stovise, svaki element iz ¢(A), pogoden je nekim elementom
iz A, . Preciznije, vrijedi:

Propozicija 3.3.12. Ako je ¢ : A — B x-homomorfizam izmedu C*-algebri A i B, tada je
P(Ay) = o(A)+.

Dokaz. Prema prethodnom razmatranju dovoljno je dokazati inkluziju ¢(A); C ¢(Ay). Neka je
be d(A), inekaje a € A takav da je b = ¢(a). Tada je ¢p(a*) = ¢(a)* = b* = b, pa je ¢(a*a) = V°.
Kako je a*a € Ay, prema Propoziciji m postoji x € A, takav da je a*a = x?. Imamo

B = g(a*a) = 6(a?) = ¢(x)?. (3.5)

Kako su b i ¢(z) pozitivni elementi u B te kako je kvadriranje injektivna funkcija na B, (Propo-

zicija |3.3.3)), iz (3.5)) dobivamo b = ¢(x) € ¢(AL). O
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3.4 Aproksimativne jedinice, zatvoreni ideali i kvocijenti

Pri radu s neunitalnom C*-algebrom A ¢esto prelazimo na njenu unitizaciju A. Kao §to ¢emo
vidjeti, u nekim situacijama to nece biti dovoljno (npr. pri dokazivanju da je svaki zatvoren ideal
u C*-algebri automatski samoadjungiran). U takvim sitaucijama se pokazuje prednost koncepta
aproksimativne jedinice. Prije nego li definiramo taj pojam, najprije napomenimo da ¢emo u
cijeloj ovoj tocki s A oznacavati C*-algebru A ako je A unitalna, odnosno C*-algebru A ako A
nije unitalna.

Neka je A C*-algebra. Aproksimativna jedinica u A je rastuca mreza (e;);e; u Ball(A,)
takva da za svaki element a € A mreze (ae;);er i (e;a);er konvergiraju prema a, tj.

lim |jae; — al| = lim ||ae; — a|| = 0.
iel i€l

Budud¢i da je involucija na A izometrija i kako je A = Ay, & 1A, ocito vrijedi a = lim;¢g ae;
za sve a € A ako i samo ako vrijedi a = limycre;a za sve a € A. Takoder primijetimo da je
koncept aproksimativne jedinice interesantan jedino u neunitalnim C*-algebrama, jer u svakoj
unitalnoj C*-algebri A uvijek mozemo staviti e; = 1 za sve i € I. StoviSe, u tom slucaju svaka
aproksimativna jedinica u A konvergira prema 1.

Neka je sada A proizvoljna C*-algebra i oznac¢imo s I skup svih pozitivnih elemenata a € A
za koje je |la|| < 1. Tada je I parcijalno ureden skup (s uredajem naslijedenim od Aj). Stovise,
I je usmjeren skup, tj. za svaka dva elementa a,b € I postoji ¢ € I takav da je a,b < c¢. Kako
bismo to pokazali, najprije primijetimo da je za svaki a € Ay, element 1 + a invertibilan u Ai
a(l+a)™ =1—(1+a)"'. Tvrdimo:

0<a<b = a(l+a)'<b1+b)7" (3.6)

Zaista, ako je 0 < a < b, tada je 1+a < 1+0, pa iz Teoremam (iv) slijedi (1+b)7' < (1+a)~".
Odavde dobivamo 1 — (1 +a)™' <1 — (1 +0)"!, $to je prema prethodnoj napomeni ekvivalentno
s a(l +a)”! < b(1+b)~t. Time smo pokazali tvrdnju (3.6). Nadalje, primijetimo da za svaki
a € Ay, element a(l + a)~! lezi u I. Zaista, to je jasno ako je A funkcijska C*-algebra C(K),
dok opcenita tvrdnja slijedi iz Korolara primijenjenog na C*-algebru C*(a) C A. Sada
pretpostavimo da su a i b proizvoljni elementi u I. Stavimo

d:=a(l—a)?, b:=0b1-b"" i ci=@+0)1+d+V)"

Tada je ¢ € 1, a kako je ' < o' + ¥ iz (3.6) dobivamo a = /(1 + a/)~! < ¢. Analogno bismo
pokazali da jei b < c.

Time smo pripremili teren sa sljedeci bitan rezultat:
Teorem 3.4.1. Svaka C*-algebra A dopusta aproksimativnu jedinicu.

Dokaz. Dovoljno je dokazati tvrdnju u slu¢aju kada algebra A nije unitalna. Tada je 0 € o(a) za
sve a € A. Neka je I skup svih pozitivnih elemenata a € A, za koje je |ja]| < 1. Kao §to smo
pokazali, I je usmjeren skup. Za svako i € I definirajmo e; := i. Tada je o¢ito (e;);ey rastuéa mreza
u Ball(A,). Jedino $to nam preostaje pokazati je a = lim;eye;a za sve a € A. Prema Korolaru
3.3.5 tu jednakost je dovoljno dokazati za elemente a € 1.

Fiksirajmo stoga element a € I i neka je 0 < ¢ < 1. Tada je o(a) C [0,1) i stavimo K :=
[e,1) No(a). Neka je g : o(a) — [0,1] neprekidna funkcija takva da je g(0) = 01 g|x = 1.
Izaberimo 0 < ¢ < 1 takav da je 1 — § < € i stavimo iy = ¢;, := dg(a). Pozivajuéi se na Korolar
zakljucujemo da je ig € I, a kako je sup,c,, [t — dg(t)t| < ¢, imamo |a — e;al| < e. Neka
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je v € I takav da je i > i5. Tada u A imamo 1 — e; < 1— ¢, odakle primjenom Teorema m
dobivamo a(1 — ¢;)a < a(l — ¢;,)a. Sada imamo

la —eal? = |[(1—e)2(1—e)2al?> < [|(1 - e)zal?
la(1 = e)all < [la(l — ex)all < [[(1 = es)al
< €.

Odavde slijedi da je a = lim;¢g €;a. O

Korolar 3.4.2. Svaka separabilna C*-algebra A dopusta aproksimativnu jedinicu koja je indeksi-
rana s prirodnim brojevima, tj. koja je niz u A.

Dokaz. Neka je (F),) rastu¢ niz konacnih podskupova od A takav da je F' := J, oy I gust u A
i neka je (e;);er proizvoljna aproksimativna jedinica u A. Bududi da je svaki skup F,, konacan,
za svako € > 0 postoji i. € I takav da je ||a — e;a|| < € za sve a € F,, 1 i > i.. Posebno, ako je
n € Nie = 1/n, tada postoji i, = i. € I takav da je ||a — ae;, || < 1/n za sve a € F,,. Mozemo

postiéi da je i, < i,41 za sve n € N. Tada je lim,_, |ja — ae;, || = 0 za sve a € F, jer je niz
skupova (F,) rastu¢. Bududi da je F' gust u A, to naravno vrijedi i za sve a € A. Dakle, (e;, )nen
je aproksimativna jedinica u A. ]

Korolar 3.4.3. Neka je I zatvoren lijevi ideal uw C*-algebri A. Tada postoji rastu¢a mreza (e;)cr
pozitivnih elemenata v Ball(I) takva da je a = lim;erae; za sve a € I (tzv. desna aproksimativna
jedinica,).

Dokaz. Stavimo B := INI* ={a € I :a* € I} i primijetimo da je B C*-podalgebra od A.
Prema Teoremu m B dopusta aproksimativnu jedinicu (€;)ie1. Ako je a € I, tada je a*a € B,

pa je lim;er ||a*a — a*ae;|| = 0. Rac¢unajudéi u A, imamo
; —aell2 = 1 —eNa* — el <1 * — e
lim la — aei|? = L (1 e)aa(1 - e < lim a1 - )|
= lim|la*a — a*ae;]| = 0.
1€l
Dakle, a = lim;¢g ae;. O

Teorem 3.4.4. Neka je A C*-algebra i neka je I zatvoren (obostrani) ideal w A. Tada je I
samoadjungiran, dakle C*-podalgebra od A. Nadalje, ako je (e;)ic1 aproksimativna jedinica u I,
tada za kvocijentnu normu na A/I vrijedi

la + 1] = lim fla — e;a| = lim f|a —aeif|  (a € A).

Dokaz. Najprije dokazimo da je I* = I. Prema Korolaru I dopusta rastu¢u mrezu (e;);er
pozitivnih elemenata u Ball(]) takvu da je a = lim;cjae; za sve a € I. Bududi da je involucija
izometric¢na, tada je i a* = lim;cpe;a*. Kako je I ideal u A imamo e;a* € I za sve ¢ € [, a kako je
I zatvoren, slijedi da jeia* € 1.

Neka je sada (e;);e; proizvoljna aproksimativna jedinica u I. Po definiciji kvocijentne norme
na A/I, za a € Aie >0 mozemo naci element b € I takav da je ||a + b[| < |[[a + I]| +¢/2. Kako
je b = lim;ey e;b, postoji iy € I takav da je ||b — e;b|| < /2 za sve i > i5. Racunajuéi u A, imamo

11 = ei)(a+b)]| + [[b— el

<
< la+blf +[b — esdl]
< Jla+1Il|+e¢

la — ejall
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za sve i > ig. Time smo pokazali jednakost ||a + I]| = lim;eg ||a — e;al|. Odavde takoder slijedi i
la+ 1]} = lla” + I]] = lim [ja” — e;a™|| = lim [la — ae,]].
i€l i€l
0

Korolar 3.4.5. Neka je A C*-algebra i neka je I zatvoren ideal u A. Tada je A/I C*-algebra.
Dokaz. Neka je (e;);er aproksimativna jedinica u I. Koristeéi Teorem [3.4.4) za a € Aib € [

imamo
2 _ . . 12 =13 o\ A* L.
la+ 1" = lim|la —ae;l|” = Um[|(1 — e;)a’a(l — )|
< sup[(1—ei)(a"a+b)(1 — e +Um [(1 —e)b(1 — &)
i€l ¢

< fla%a+b] +lim b — be|
1€

la*a + o],

odakle slijedi ||a + I]|*> < |la*a + I| (gdje smo, kao i inace, prethodni racun proveli u A). Iz
Propozicije slijedi da je A/I C*-algebra. O

Napomena 3.4.6. Koristeéi Korolar i Teorem |3.2.13| (ii) mozemo dati alternativno dokaz
¢injenice da je slika x-homomorfizma ¢ : A — B izmedu C*-algebri A i B C*-podalgebra od B
(Teorem [3.2.13| (i)). Zaista, inducirano preslikavanje

d:A/kerdp — B,  ¢la+kerg)=¢a) (ael)

definira *-monomorfizam izmedu C*-algebri A/ker ¢ i B, pa je stoga gb izometrican. Bududi da je
slika od ¢ jednaka ¢(A), zakljucujemo da je ¢(A) potpuna, dakle C*-podalgebra od B.

Na kraju ove tocke istaknimo i sljedece dvije jednostavne posljedice dobivenih rezultata:

Propozicija 3.4.7. Neka je A C*-algebra. Ako je I zatvoren ideal uw A i J zatvoren ideal u I,
tada je J ideal i u A.

Dokaz. Buduéi da je J samoadjungiran, dovoljno je dokazati da za sve a € A i b € J vrijedi
ab € J. Nadalje, kako je J C*-algebra, prema Korolaru tu je tvrdnju dovoljno dokazati
kada je b € J, = A, N J. U tom slucaju, neka je (e;);er aproksimativna jedinica u I, tada je
bz = lim;ey e;b2, jer je b2 € 1. Odavde slijedi da je ab = lim;e; ae;b2b2. Kako je bz € J, ae;bz € I
i kako je J ideal u I, zakljucujemo da je ab € J. O

Propozicija 3.4.8. Neka je A C*-algebra te neka je B C*-podalgebra od A i I zatvoren ideal u
A. Tada je B+ I C*-podalgebra od A.

Dokaz. Mi ¢emo samo pokazati da je B + I zatvoren podskup od A, jer je ostalo trivijalno.
Bududi da je I zatvoren (dakle Banachov prostor), dovoljno je pokazati da je i kvocijent (B+1)/1
Banachov prostor. Kako je BNI zatvoren ideal u B, prema Korolaru B/(BNI) je C*-algebra.
Nadalje, preslikavanje

¢:B/(BNI)— AJI,  ¢(b+BNI):=b+1 (beB) (3.7)

je dobro definirani *-homomorfizam izmedu C*-algebri B/(BNI)i A/I. Njegova slika je (B+1)/1,
pa iz Teorema [3.2.13| (i) slijedi da je (B + I)/I C*-algebra. Specijalno, (B + I)/I je Banachov
prostor. O

Napomena 3.4.9. Preslikavanje ¢ iz (3.7]) uspostavlja x-izomorfizam izmedu C*-algebri
B/(BNI)i(B+1)/I, pa se ¢esto te dvije C*-algebre identificiraju.
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3.5 Hereditarne C*-podalgebre

U ovoj tocki proucavat ¢emo istaknutu klasu C*-podalgebri, tzv. hereditarne C*-podalgebre,
koje se dosta dobro ponasaju sa stanovista teorije reprezentacija.

Definicija 3.5.1. Za C*-podalgebru B C*-alegbre A kazemo da je hereditarna ako B sadrzava
sve pozitivne elemente iz A koji su manji ili jednaki od nekog pozitivnhog elementa od A, tj. ako
sua € A, ibe By takvi da je a < b, onda je nuzno a € B.

Ocito su 0 i A hereditarne C*-podalgebre od A te je presjek proizvoljne familije hereditarnih
C*-podalgebri od A takoder hereditarna C*-podalgebra od A. Zbog toga ima smisla definirati
hereditarnu C*-podalgebru generiranu s podskupom S od A kao najmanju hereditarnu C*-
podalgebru od A koja sadrzi S.

Primjer 3.5.2. Ako je p projektor u C*-algebri A onda je C*-podalgbra pAp hereditarna. Zaista,
najprije primijetimo da je pAp uistinu C*-podalgebra od A. Nadalje, ako je b € A, takav da je
b < pap za neko a € A, onda je 0 < (1 — p)b(1 — p) < (1 — p)pap(1l — p) = 0, odakle slijedi
(1 — p)b(1 — p) = 0. Koriste¢i C*-svojstvo dobivamo [|b2(1 — p)||2 = ||(1 — p)b(1 — p)|| = 0, pa je
b(1 — p) = 0. Bududi da su b i p hermitski, mora biti i (1 — p)b = 0. Dakle, b = pbp € pAp.

U narednom korisnom teoremu uspostavljamo korespodenciju izmedu hereditarnih C*-podalgebri
i zatvorenih lijevih ideala.

Teorem 3.5.3. Neka je A C*-algebra. Ako je L zatvoren lijevi ideal u A onda je LNL* hereditarna
C*-podalgebra od A. Nadalje, preslikavanje ® : L — L N L* definira, s obzirom na skupovnu
inkluziju, uredajni izomorfizam sa skupa svih zatvorenih lijevih ideala u A na skup svih hereditarnih
C*-podalgebri od A. Ako je B hereditarna C*-podalgebra od A tada je ®~1(B) = L(B), gdje je

L(B):={a€ A: a'a € B}. (3.8)

Dokaz. Ako je L zatvoren lijevi ideal u A tada je B := L N L* oc¢ito C*-podalgebra od A. Pret-
postavimo da sua € A, i b€ B, takvi da je a < b. Prema Korolaru postoji rastuc¢a mreza
(€;)ie1 pozitivnih elemenata u Ball(L) takva da je b = lim;ey be;. Kako je za sve i € 1

0<(1—e)a(l—e)<(1—e)b(l—e¢),
slijedi ) )
la® —aZe;]|* = [[(1 — ex)a(l — es)|| < [[(1 — ea)b(1 — eq)|| < [|b— bes]|.

Kako je lim;eg ||b—be;|| = 0, slijedi a? = lim;e aze;. Bududi da je e; € L za sve i € I, zakljuéujemo
da je az € L. Dakle, a € B pa je B zaista hereditarna C*-podalgebra od A.

Neka je sada B hereditarna C*-podalgebra od A i stavimo L = L(B), gdje je L(B) kao u .
Ako su a,b € L onda jeia—+ b€ L bududi da je

(a+b)*(a+b) <(a+b)*(a+b)+ (a—b)"(a—0b) =2(a"a+ ") € B.
Nadalje, ako sua € Aib € L onda je ab € L buduéi da je
(ab)*(ab) = b*a*ab < ||a*||b*b € B.

Lako se vidi i da je L zatvoren s obzirom na mnozenje skalarom. Dakle, L je lijevi ideal koji je
ocito zatvoren budu¢i da je B zatvorena. Ako je b € B onda je b*b € B pa je b € L. Dakle,
B C LN L*. Obratno, ako je b € (LN L*), tada je b> € B, pajeib e B. Dakle, B= LN L*
Time smo pokazali da je funkcija ® : L — L N L* bijekcija te da je ~1(B) = L(B).
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Ostaje dokazati da je ® uredajni izomorfizam s obzirom na skupovnu inkluziju. Pretpostavimo
stoga da su L; i Lo zatvoreni lijevi ideali u A. Ocito iz Ly C Ly slijedi Ly N L7 € Ly N L3.
Pretpostavimo sada da je Ly N LY C Ly N L% i neka je (e;);e1 aproksimativna jedinica za Ly N Lj.
Tada za a € L, imamo

; _ 12 = 13 — o \n* — el < 1 * _ o\ =
lim o — ae;|[* = lim |(1 = e)a’a(l — e:)| < lim la"a(1 - )] =0,

jer je a*a € Ly N Lj. Slijedi da je a = lim;cjae; € Lo, buduci da jee; € L1 N L} C Ly zasve i € L.
Time smo pokazali da je Ly C Ly pa je dokaz teorema u potpunosti zavrsen.
m

Imamo sljdede¢u ocitu posljedicu Teorema [3.5.3f
Korolar 3.5.4. Svaki zatvoren (obostran) ideal u C*-algebri A je hereditarna C*-algebra.
Sljedec¢i teorem nam daje korisnu karakterizaciju hereditarnosti:

Teorem 3.5.5. Neka je B C*-podalgebra C*-algebre A. Tada je B hereditarna ako i samo ako je
bab' € B za sve b,b € B ia € A.

Dokaz. Ako je B hereditarna onda je prema Teoremu [3.5.3] B = L N L* za neki zatvoren lijevi
ideal L od A. Tada za b,b' € Bia € A imamo b(al’) € Lib*(a*b*) € L paje bal’ € LN L* = B.

Obratno, pretpostavimo da B zadovoljava svojstvo da je bab' € B za sve b,b € Bia € A.
Neka je (e;);er aproksimativna jedinica za B. Ako sua € A, i By takvi da je a < b, onda za sve
i € Timamo 0 < (1—e¢;)a(l—e;) < (1—e;)b(1—e;), pa je stoga [|az —aze;|| < |ja? —a2e]|. Kako
je b — lim;ep b%ei, slijedi az = lim;ep a%ei, paje a = limcr e;ae; € B. Dakle, B je hereditarna. [

Imamo sljedeé¢u ocitu posljedicu:
Korolar 3.5.6. Svaki zatvoren ideal C*-algebre je hereditarna C*-podalgebra.

Korolar 3.5.7. Ako je A C*-algebra i a € Ay, tada je hereditarna C*-podalgebra generirana s a
jednaka zatvaracu aAa.

Dokaz. Jedino $to tu trebamo provjeriti je da je a € aAa; ostatak je rutina. Ako je (e;)ier
aproksimativna jedinica za A, tada je a® = lim;e ae;a, pa je a® € aAa. Kako je aAa C*-algebra,
to jeia =+va? € aAa. O

Stovise, svaka separabilna hereditarna C*-podalgebra ima oblik kao u iskazu Korolara m

Teorem 3.5.8. Pretpostavimo da je B separabilna hereditarna C*-podalgebra C*-algebre A. Tada
postoji element a € B takav da je B = aAa.

Dokaz. Buduéi da je B separabilna, prema Korolaru B dopusta aproksimativnu jedinicu koja
je indeksirana prirodnim brojevima; oznac¢imo jus (e,)nen. Definirajmo a := >~ 27 "¢,. Tada je
a € B, pa B sadrzi aAa. Kako je 27"e, < a te kako je aAa hereditarna C*-podalgebra (Korolar
, zakljuéujemo e,, € aAa za sve n € N. Bududi da za svaki b € B vrijedi b = lim,,_,o0 €,bén,
mora biti b € aAa jer je e, € aAa za sve n € N. Time smo pokazali da je B = aAa. O

Sljedeci primjer nam pokazuje da Teorem [3.5.8/ opcéenito ne vrijedi bez pretpostavke separabil-
nosti:
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Primjer 3.5.9. Neka je H Hilbertov prostor. Buduéi da je algebra kompaktnih operatora K(#)
ideal u B(H), ona je svakako hereditarna C*-podalgebra od B(#). Pretpostavimo da je K(H) =
uB(H)u za neki u € B(H),. Ako je x € H onda je x @ x = lim,,_,o uv,u za neki niz (v,) u B(H),
pa se stoga x nalazi u zatvaracu slike od u. To pokazuje da je H = ranu. Posebno, H mora biti
separabilan (Napomena [4.4.5)). Dakle, ako H nije separabilan, tada ideal K(H) od B(H) ne moze
biti oblika uB(H)u za neki u € B(H),.

Propozicija 3.5.10. Pretpostavimo da je B hereditarna C*-podalgebra unitalne C*-algebre A 1
neka je a € A,. Ako za svako € > 0 postoji b € B, takav da je a < b+ €1, onda je a € B.

Dokaz. Neka je e > 0. Prema pretpostavci postoji b. € By takav da je a < b + %1, tako da je
a < (b. +¢1)2. Stoga je:

(bl+e)tab.+e1)' <1 = |(b-+¢cl)talb. +e1)7| < 1.
Koristedi ¢injenicu da je 1 — b.(b. +¢1)™! = (b, + 1)~ dobivamo:
laz — azb.(b. + 1) 7Y = [laz(b. + 1)

= (b + 1) ta(b. +c1)7 Y

2.

IN

Stoga,
az = lim a2b.(b. + 1)

e—=0t+
Uzimajué¢i adjungate u gornjoj jednakosti dobivamo i

az = lim (b + 1) 'baz.

e—0t

Dakle,
a = lim (b, + 1) 'b.ab.(b. + 1)~ (3.9)

e—0t

Kako je b.(b. +¢1)~! € B, slijedi da je (b. +1) 'b.ab.(b. +1)~! € B bududi da je B hereditarna
C*-podalgebra od A. Iz (3.9)) zakljucujemo da jeia € B.
O]

Struktura ideala hereditarnih C*-podalgebri je na lijep nacin povezana sa strukturom ideala
maticne algebre:

Teorem 3.5.11. Neka je B hereditarna C*-podalgebra C*-algebre A te neka je J zatvoren ideal u
B. Tada postoji zatvoren ideal I u A takav da je J = BN 1.

Dokaz. Stavimo I := AJA. Tada je I zatvoren ideal u A. Kako je J C*-algebra imamo J = J3,
a kako je B hereditarna u A imamo B NI = BIB (obje te jednakosti lako slijedi iz egzistencije
aproksimativne jedinice). Stoga:

BN1I=BIB=B(AJA)B = BAJ*AB C BJB, (3.10)

jer su BAJ i JAB sadrzane u B (Teorem|3.5.5)). Kako je J ideal u B, vrijedi BJB = B, pa iz ({3.10)
slijedi B N1 C J. Bududi da je obratna inkluzija oc¢igledna, zaklju¢ujemo da je BN 1 = J. ]

Korolar 3.5.12. Svaka hereditarna C*-podalgebra proste C*-algebre je i sama prosta.
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Dokaz. Neka je B hereditarna C*-podalgebra proste C*-algebre A. Ako je J zatvoren ideal u B,
tada je prema Teoremu [3.5.11] J = B N I za neki zatvoren ideal I u A. Bududi da je A prosta,
mora biti I = {0} ili [ = A, pa je posljedi¢no J = 01ili J = B. ]

Napomena 3.5.13. Korolar opcenito ne vrijedi bez pretpostavke hereditarnosti. Npr., neka
je H separabilan beskona¢nodimenzionalan Hilbertov prostor te neka su p i ¢ dva projektora
kona¢nog ranga na ‘H takva da je pg = 0. Tada je A = Cp 4+ Cq C*-podalgebra od (proste
C*-algebre) K(H) koja nije prosta. Naime, Ap = Cp i Aqg = Cq su sva netrivijalna ideala u A.

3.6 Zadaci

Zadatak 3.6.1. Neka je A unitalna C*-algebra. Dokazite da je normalan element a € A inverti-
bilan ako i samo ako postoji € > 0 takav da vrijedi €1 < a*a < e7!1.

Zadatak 3.6.2. Neka je A unitalna C*-algebra i neka je a € A. Dokazite da je skup {1,a,a*}
linearno zavisan ako i samo ako je a normalan i o(a) lezi na nekom praveu u C.

Zadatak 3.6.3. Neka je A C*-algebra i neka su ay,as,b1,b0 € A takvi da je 0 < a1 < by i
0 < ay < by. Dokazite da za sve a € A vrijedi

1 1 _ 11 11
lafall < |bfall 1 llafaaz || <[bfabs|.

Zadatak 3.6.4. Neka je A C*-algebra, neka je a € A, pozitivan element te neka su p,q € A
projektori takvi da je pg = 0. Ako je pap = 0, dokazite da je paq = 0.

Zadatak 3.6.5. Neka je A unitalna C*-algebra i neka je a € A invertibilan element. Dokazite da
postoje jedinstveni elementi u,p € A, pri cemu je u unitaran, a p pozitivan, takvi da je a = up.

Zadatak 3.6.6. Neka su A i B C*-algebre te neka je ¢ : A — B x-epimorfizam. Akosu by, by € B,
takvi da je bibs = 0, tada posmatrajuci element b; — by dokazite da postoje elementi aq,a, € A,
takvi da je ajag = 0 te ¢(a) = by 1 ¢(az) = bs.

Zadatak 3.6.7. Neka su A i B C*-algebre. Za linearno preslikavanje ¢ : A — B kazemo da
je pozitivno ako je ¢(A;) C B,. Dokazite da je svako pozitivno linearno preslikavanje izmedu
(C*-algebri ograniceno.

Zadatak 3.6.8. Neka su A i B (C*-algebre i neka je ¢ : A — B kontraktivni homomorfizam
algebri. Dokazite da je ¢ *-homomorfizam.

Zadatak 3.6.9. Neka je

| 3
K::{e”: teR, §|t|§—7r}g']r.

4
Neka su ¢ : C(D) — C(T) i ¥ : C(T) — C(K) *-epimorfizmi definirani restrikcijom, t;j.
o(f)=fle 1 V(g =gk (felD)geC(T)).

(i) Nadite primjer unitarnog elementa v € C(T) takvog da je u # ¢(f) za svaku invertibilnu
funkciju f € C(D).

(ii) Nadite primjer projektora g € C'(K) takvog da je W(p) # q za svaki projektor p € C(T).
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Zadatak 3.6.10. Dokazite ili opovrginite sljede¢u tvrdnju: Ako su A i B unitalne komutativne
C*-algebre i ako je ¢ : A — B x-epimorfizam, tada za svaki invertibilni hermitski element b € B
postoji invertibilni hermitski element a € A takav da je ¢(a) = b.

Ako je A unitalna C*-algebra, tada u daljnjem s U(A) oznacavamo (multiplikativnu) grupu
svih unitarnih elemenata u A, koja je opskrbljena s relativnom topologijom induciranom iz norme.

Zadatak 3.6.11. Neka je A unitalna C*-algebra.
(i) Ako je h € Ay, dokazite da je exp(ih) € U(A).

(ii) Nadite primjer unitalne komutativne C*-algebre A u kojoj postoji u € U(A) koji nije oblika
exp(ith) za neko h € Ay,

Zadatak 3.6.12. Neka je A unitalna C*-algebra.
(i) Akojeu € U(A) takav da je |1 —u|| < 2, dokazite da postoji h € A, takav da je u = exp(ih).

(ii) Ako su v,w € U(A) takvi da je |[v — w|| < 2, dokazite da postoji h € A, takav da je
v = wexp(th).

Zadatak 3.6.13. Neka je A unitalna C*-algebra. Za elemente u,v € U(A) kazemo da su homo-
topni ako postoji neprekidna funkcija f : [0, 1] — U(A) takva daje f(0) = ui f(1) = v. Oznacimo
s Up(A) skup svih elemenata u u € U(A) koji su homotopni s jedinicom 1 od A. Dokazite:

(i) exp(Ap) = {exp(ih) : h € A} CUy(A).
(ii) Ako je u € U(A) ¢iji spektar nije cijela kruznica T, tada je u € Uy(A).

(iii) Up(A) je normalna podgrupa od U(A) koja je i otvorena i zatvorena u relativnoj topologiji
od U(A).

(iv) Unitarni element v € U(A) se nalazi u u Uy(A) ako i samo ako postoji konatno mnogo
hermitskih elemenata hy, ..., h, € A, takvi da je u = exp(ihy) - - - exp(ihy,).

Zadatak 3.6.14. Za topoloski prostor K kazemo da je kontraktibilan ako postoji tocka sg € K
i neprekidna funkcija F': K x [0, 1] — K takva daje f(s,0) = si f(s,1) = sp zasve s € K. Ako je
K kontraktibilan CH prostor, dokazite da je svaki unitarni element u € C'(K) oblika u = exp(ih)
za neki hermitski element h € C(K).

Zadatak 3.6.15. Dokazite da je C*-algebra A komutativna ako i samo ako za sve a,b € A, iz
a < b slijedi a? < b2

Zadatak 3.6.16. Neka je A unitalna C*-algebra. Dokazite da je presjek svih maksimalnih lijevih
ideala u A jednak {0}.

Zadatak 3.6.17. Neka je A unitalna C*-algebra takva da je svaki zatvoren lijevi ideal u A
obostran ideal u A. Dokazite:

(i) Svaki maksimalni lijevi ideal u A je takoder maksimalni desni ideal u A.

(ii) Ako je I maksimalni lijevi ideal u A (pa onda i obostrani ideal u A), tada je svaki nenul
element od A/I invertibilan.

(iii) Svaki maksimalni lijevi ideal u A je jezgra nekog karaktera na A.
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(iv) Akojea € Ai )€ o(a), tada postoji karakter ¢ na A takav da je A = p(a).
Zakljucite da je A komutativna.

Zadatak 3.6.18. Neka je A unitalna C*-algebra sa sljede¢im svojstvom: Ako je a € A takav da
je a®> =0, tada je a = 0.

(i) Zasvakon € Nneka je f,, : R — [0, 1] neprekidna funkcija takva da je f,,(t) = 0za [t| < 1/2n
i fu(t) =1 za [t| < 1/n. Dokazite da vrijedi

falaa) = fon(a*a)fu(a’a), [la—afu(@a)| <n™2 i fu(a’a)b= fu(a*a)bfon(aa)
za sve a,b € A.
(il) Koristeéi Zadatak dokazite da je A komutativna.
Zadatak 3.6.19. Neka je H Hilbertov prostor dimenzije veée od 1. Za £ € H, ||£]| = 1 stavimo
L:={T eB(H): T¢=0}.
Dokazite da je L lijevi zatvoreni ideal u B(H) koji ne dopusta lijevu aproksimativnu jedinicu.
Zadatak 3.6.20. (i) U C*-algebri C(D) nadite primjer ideala koji nije samoadjungiran.

(ii) Neka je A := C([0,1]) i neka je f(t) =t (¢t € [0,1]). Stavimo I := fA (I je ocito ideal u A).
Nadite primjer ideala u I koji nije ideal u A.



Poglavlje 4

Operatori na Hilbertovim prostorima

U ovom poglavlju ¢emo se kocentrirati na C*-algebru B(#), gdje je H Hilbertov prostor.
Jedinicu (odnosno jedini¢ni operator) u B(H) standardno oznacavamo s I. Sliku operatora 1" €
B(H) ¢emo oznacavati s ran 7.

4.1 Osnovna svojstva operatora na Hilbertovim prosto-
rima

U ovoj tocki ¢emo dati pregled nekih osnovnih ¢injenica o operatorima na Hilbertovim pros-
torima. Veéina njih je ve¢ poznata iz standardnih kurseva iz funkcionalne analize.

Propozicija 4.1.1. Neka je T € B(H). Tada vrijeds

1T} = sup{|(T€, m| = & n € Ball(H)}. (4.1)

Stovise, ako je T hermitski tada je
T = sup{|(T€. §)| : € € Ball(H)}. (4.2)

Dokaz. Za T € B(H) stavimo M := sup{|(T¢,n)| : &,n € Ball(H)}. Tada je ocito [(T€,n)| <
TN < IT]| za sve §,n € Ball(H). Obratno, neka je & € Ball(H) takav da je T¢ # 0 (ako
je T = 0 tvrdnja je trivijalna) i stavimo ne = ||T¢||71T¢. Tada je ||ne|| = 11 (T&,ne) = || T¢].
Odavde dobivamo

1T} = sup{[|T¢]| - € € Ball(#)} = sup{(T¢,n¢) : € € Ball(#)} <M.

Time smo dokazali jednakost (4.1])

Sada pretpostavimo da je T* = T i stavimo N := sup{|[({T¢,¢)|: & € Ball(#)}. Prema (4.1)) je
oc¢ito N < ||T'||. Kako bismo pokazali obratnu nejednakost, primijetimo da za sve £, € H imamo

(T(E+mn),E+n) —(T(E—n),§ —n) =4Re(TE, 7).

Koristedi tu ¢injenicu zajedno s relacijom paralelograma, za &, n € Ball(H) imamo

4 Re(TE,m)| < [T +mn),E+m|+[KT(E—n),&—n)
< N[+l + N —=nll? =2N([EI17 + Inl1?)
4N,
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iz. cega slijedi |Re(T¢,n)| < N. Izaberimo skalar A € T takav da vrijedi (T'¢,n) = A(T¢,n)|.
Tada je

(7€ m)| = (T(A), ) = [Re(T (X&), m)| < N.
Prema zakljucujemo da je ||T']| < N. O

Iz jednakosti (4.2]) specijalno dobivamo:

Korolar 4.1.2. Neka je T' € B(H) takav da je (TE,&) = 0 za sve & € H. Ako je T hermitski,
tada je T = 0.

Napomena 4.1.3. Nije tesko vidjeti da tvrdnja iz Korolara vrijedi i za sve (ne nuzno hermitske)
operatore 1" € B(H) (bitno je da je H kompleksan Hilbertov prostor).

Korolar 4.1.4. Operator T' € B(H) je normalan ako i samo ako vrijedi | T¢|| = [|T*¢|| za sve
& € H. Specijalno, ker T* = ker T'.

Dokaz. Za & € H imamo
TN — | T*E|* = (T€, T¢) — (T€,T€) = ((T"T — TT*)E, ).
Bududi da je T*T — TT* hermitski, tvrdnja slijedi direktno iz Korolara [£.1.2] O

Propozicija 4.1.5. Operator T € B(H) je hermitski ako i samo ako vrijedi (T€,€) € R za sve
EeH.

Dokaz. Ako je T =T, tada je (T€, &) = (£, TE) = (TE, ), odakle slijedi (T¢,€) € R.
Obratno, pretpostavimo da je (T'€, &) € R za sve £ € H. Budué¢idaza a € Ci¢,n € H imamo
(T€,6) +a(TEm) + a(Tn, &) +|al*(Tn,n) = (T(§ + an), £ + an) € R,

taj izraz je jednak svom kompleksnom konjugatu. Kako je (T'€, &) € Ri (T'n,n) € R, dobivamo

a(Tn, &) + (T, n) (€,Tn) + aln, TE)
= a(T"¢n) + a(T™n,§).

Stavljaju¢i u gornji izraz a = 1 i a = ¢ redom dobivamo
(T, &) +(T& m) = (T n) + (IT"n, ),

i(Tn, &) — i{T€,m) = —i(T"E,m) + (T, §).
Uz malo aritmetike dobivamo (7', &) = (T%n,&); dakle T' = T™. O

a
a

Propozicija 4.1.6. Za svaki operator T' € B(H) imamo
ker T = (ranT%)* i ranT = (ker T%)*.

Dokaz. Najprije primijetimo da su gornje dvije jednakosti ekvivalentne jer je K+ = K za svaki
potprostor K od H. Neka su & € kerT in € H. Tada je (&, T*n) = (T¢,n) = 0, odakle slijedi
inkluzija ker T' C (ranT™*)*. Obratno, ako je £ € (ranT*)* in € H, tada je (T¢,n) = (£, T*n) = 0,
odakle slijedi i (ran 7*)* C ker T O

Napomena 4.1.7. 1z Propozicije m slijedi da za svaki T € B(H) imamo dekompozicije
H=kerT @ranT* i H=kerT* ®ranT.
Posebno, ako je T normalan, imamo ker T* = ker T (Korolar 4.1.4)), pa je H = ker T @ ranT.
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Za operator T' € B(H) kazemo da je ogranic¢en odozdo ako postoji € > 0 takav da vrijedi
1]l > i) za sve € € H.

Propozicija 4.1.8. Operator T € B(H) je invertibilan ako i samo ako je T ogranicen odozdo i
ima gustu sliku.

Dokaz. Ako je T invertibilan u B(#H), tada je ranT = H i ||| > ||[T7|||€]| za sve & € H.

Obratno, ako je € > 0 takav da je ||T¢|| > €||¢]| za sve £ € H, tada je T ocito injektivan, pa je
dovoljno pokazati da je slika od T zatvorena u H. Zaista, neka je (&,) niz u H in € H takav da
T¢, — 1. Iz nejednakosti

6~ &nll < ZITE ~ Tl (mneN)

slijedi da je (&,) Cauchyjev niz. Kako je H potpun, postoji {, € H takav da &, — &. Bududi da
je T neprekidan, imamo n = lim,, T¢,, = T&; dakle n € ranT'. ]

Kao direktnu posljedicu Propozicija i dobivamo:

Korolar 4.1.9. Operator T' € B(H) je invertibilan ako i samo ako su T i T* ogranic¢eni odozdo.

Kao sto smo vidjeli, operator T' € B(H) je hermitski ako i samo ako je (T'€,£) € R za sve
¢ € H. Ako je T pozitivan (kao element C*-algebre B(H)), tada je prema Teoremu [3.3.9] (i),
T = S*S za neki S € B(H). Odatle slijedi (T¢,&) = ||SE||? > 0 za sve £ € H. Vrijedi i obrat:

Propozicija 4.1.10. Operator T' € B(H) je pozitivan ako i samo ako je (TE,&) > 0 za sve & € H.

Dokaz. Veé smo pokazali da iz T' € B(H), slijedi (T€,£) > 0 za sve £ € H.

Obratno, pretpostavimo da vrijedi (T'€,&) > 0 za sve £ € H. Buduéi da je T" hermitski, imamo
o(T) C R (Propozicija [3.1.6] (i)). Nadalje, za svaki A < 01 & € H imamo

1A = T)El* = ITE]1* — 2MT€, &) + N*[lg]1* > N*[j¢ ]

Kako je i AI — T hermitski, iz Korolara slijedi da je A\I — T invertibilan. Dakle, o(T) C R,
pa je T pozitivan. O]

Prisjetimo se da za element p C*-algebre A kaZemo da je projektor ako je p* = p* = p. Ako
je A unitalna, tada je o¢ito i 1 — p projektor. U C*-algebri A = B(H) projektore dobivamo na
sljedeci nac¢in: Neka je K zatvoren potprostor H i definirajamo operator Pc € B(H) s

& ek
P’Cg'_{o e Kt

Za Py kazemo da je ortogonalni projektor na K. Ocito je P? = P* = P, tj. P je projektor u
C*-algebri B(H). Stovise, svaki projektor u B(#) dobivamo na taj nacin.

Propozicija 4.1.11. Preslikavanje IKC — Px je bijekcija sa skupa svih zatvorenih potprostora od
H na skup svih projektora u B(H).
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Dokaz. Jedino sto ¢emo pokazati je surjektivnost tog preslikavanja, jer je ostalo trivijalno. Neka
je P € B(H) takav da je P> = P* = P. Stavimo K := ran P. Budu¢i da je P* = P, iz Propozicije
?? dobivamo ker P @ ran P = #H. Nadalje, primijetimo da vrijedi ran P = ker(I — P) odakle
specijalno slijedi da je ran P zatvorena. Zaista, (I — P){ = 0 (£ € H) ako i samo ako je P§ = ¢,
odakle slijedi ker(/ — P) C ran P. Obratno, neka je je £ € ran P i neka je n € H takav da je
¢ = Pn. Tada je P¢ = P’ = Pnp=¢, pajeiran P C ker(I — P). Neka je sada £ € H. Prema
dokazanom postoje jedinstveni vektori & € ker P i & € ran P takvi da je & = & & &. Tada je
P§ = P& = & = P& = Pef; dakle P = Pe [

Propozicija 4.1.12. Za projektore P,Q € B(H) su sljedeée tvrdnje ekvivalentne:

(i) P<Q.
(ii) PQ =P
(iii) QP = P.

(iv) ran P C ran

(v) 1PE] < (| Q€| za sve £ € H.
(vi) @Q — P je projektor.

Dokaz. Ekvivalencija uvjeta (ii), (iii) i (iv) je jasna, kao sto su i implikacije (ii) = (vi) = (i).
Dokazat ¢emo da vrijedi i (i) = (v) = (ii), odakle ¢ée onda slijediti da su sve tvrdnje (i)—(vi)
medusobno ekvivalentne.

(i) = (v). Kako e P < Q, prema Propozeiji ELT0 imamo Q€] | PE]1? = {(Q— P)&,€) > 0
za sve & € H.

(v) = (ii). Ako je |P¢|| < ||Q€|| za sve € € H, tada je |[P(1 — Q)¢ < [|Q(1 — Q)| =0 za
sve £ € H, odnosno P = PQ). n

Neka je T' € B(H) i neka je K zatvoren potprostor od H. Prisjetimo se da za K kazemo da je
invarijantan za T' (odnosno T-invarijantan) ako je TXC C K. Takoder kazemo da K reducira
T ako su K i K+ T-invarijantni. Kazemo da je T ireducibilan ako su {0} i H jedini zatvoreni
potprostori od ‘H koji reduciraju 7'

Propozicija 4.1.13. Neka je T € B(H) i neka je K zatvoren potprostor od H. Tada su sljedece
turdnje ekvivalentne:

(i) K je invarijantan za T.

(ii) K+ je invarijantan za T*.
(iii) PeTPyc = TPg.
Takoder su i sljedece tvrdnje ekvivalentne:
() K reducira T

(v) K je invarijantan za T i za T*.

(UZ) P]CT = TP]C
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Dokaz. (i) <= (ii).

TKCK < (T*¢n)={(Tn) =0 zasvelc K inek
— T*K+tcCKt

(i) = (iii). Za £ € H imamo P& € K, pa je TP € K, pa je Pc(TPc&) = TPc&. Dakle,
PTPc = TPe.

(i) = (i). Za & € K imamo T¢ = TPc§ = PcTPc€ € K, paje TK C K.

(iv) <= (v). Prema definiciji K reducira T ako i samo ako je TK C K i TK+ C K*. Prema
(i), TK+ C K+ je ekvivaletno s T*K C K (zbog zatvorenosti imamo K+ = K).

(v) = (vi). Ako je TK C K iT*K C K, tada prema dokazanom vrijedi PcT Pc = TPy i
PcT*Pc = T*Pc. Adjungiranjem druge jednakosti dobivamo PcT Pe = PcT, pa je PcT =T Px.

(vi) = (v). Ako je PcT = TPy, tada je i T* P = PcT*, $to implicira PcT = PET = PcT Pk
i PcT* = PET* = PxT*Pc. Prema dokazanom, imamo TK C K i T*K C K. O

Takoder mozemo definirati pojmove invarijatnosti i (i)reducibilnosti za proizvoljan skup opera-
torau B(H): Ako je K zatvoren potprostor od H i £ C B(H), tada kazemo da je K E-invarijantan
ako je K T-invarijantan za sve T' € E. Sli¢no, K reducira E ako K reducira sve T' € E. Ako su
pak {0} i H jedini zatvoreni potprostori od H koji reduciraju sve operatore iz S, tada kazemo da
je E ireducibilan.

Napomena 4.1.14. 1z Propozicije slijedi da je E ireducibilan ako i samo ako su 0 i I jedini
projektori u B(#) koji komutiraju sa svim operatorima iz E. Nadalje, ako je F samoadjungiran,
tada iz Propozicije takoder slijedi da je E ireducibilan ako i samo ako su {0} i K jedini
FE-invarijantni potprostori.

4.2 Parcijalne izometrije i polarna dekompozicija

Kao sto svaki kompleksni broj mozemo napisati kao produkt unitarnog (tj. kompleksnog broja
modula 1) i nenegativnog realnog broja, u ovoj tocki ¢emo pokazati da svaki operator u B(H)
mozemo prikazati kao produkt parcijalne izometrije i pozitivnog operatora (Teorem [4.2.6)

Prisjetimo se, ako je A unitalna C*-algebra, tada ze element a € A kazemo da je a izometrija
ako je a*a = 1. U algebri B(H) to se podudara sa standardnim pojmom izometrije u normiranom
prostoru:

Propozicija 4.2.1. Za operator T € B(H) vrijedi T*T = I ako i samo ako vrijedi | TE|| = ||€]|| za
sve & € H.

Dokaz. Ako je T*T = I, tada je
ITE)* = (T€, T¢) = (T"T¢,£) = ||¢]I*.
Obratno, ako je [|T¢|| = [|£]| za sve £ € H, tada je
(1T - 1)¢, &) = | T¢|* — |Ig]I* = 0.
Kako je T*T — I hermitski, iz Korolara slijedi T*T = 1. [

Ako je H konacnodimenzionalan, tada iz T*T = [ slijedi da je operator T invertibilan (jer je
det T # 0) i T~! = T*. Dakle svaka izometrija na kona¢nodimenzionalnom Hilbertovom prostoru
je unitaran operator. Ako je ‘H beskona¢nodimenzionalan, to vise ne vrijedi:
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Primjer 4.2.2. Pretpostavimo da je H separabilan i beskona¢nodimenzionalan te neka je (e,)
neka ortonormirana baza za H. Unilateralni §ift (s obzirom na tu bazu) je operator S : H — H

definiran s
o0

SE=> (Senenss  (EE€H).

n=1

Prema Parsevalovoj jednakosti imamo

ISEN? = 1€ el = NEN7,
n=1

odakle slijedi da je S izometrija. Nadalje, njegov adjungat S* je dan s

S = D (S enen = (& Sen)en =D (€ en1)en
n=1 n=1 n=1
= Z<€7en>en—1
n=2

Specijalno, S*e; = 0, odakle slijedi da S nije unitaran operator.

Ako je A C*-algebra, tada za element a € A kazemo da je parcijalna izometrija ako je aa*a = a.
Ocito je a parcijalna izometrija ako i samo ako je a* parcijalna izometrija. Primijetimo da su sve
izometrije, koizometrije te svi projektori u A parcijalne izometrije.

Lema 4.2.3. Neka je A C*-algebra i neka je a € A. Tada je a*a projektor ako © samo ako je aa*
projektor.

Dokaz. Pretpostavimo da je a*a projektor. Tada je (aa*)® = (aa*)?, pa iz neprekidnog funk-

cionalnog racuna elementa aa* zakljutujemo da vrijedi A> = A\? za sve A € o(aa*). Dakle,
o(aa*) € {0,1}, pa iz Propozicije [3.2.14] slijedi da je aa* je projektor. Obratnu implikaciju
dobivamo simetrijom. O

U algebri B(#H) imamo sljede¢u karakterizaciju parcijalnih izometrija:
Propozicija 4.2.4. Za operator V- € B(H) su sljedece tvrdnje ekvivalentne:
(i) V je parcijalna izometrija.
(ii) V* je parcijalna izometrija
(iii) V*V je projektor.
(iv) VV* je projektor.
(v) V je izometrija na (ker V), tj. ||[VE|| = ||€]] za sve € € (ker VL.

Dokaz. Implikacija (i) = (iii) je trivijalna, dok ekvivalencije (i) <= (ii) i (ili) <= (iv) vrijede
u svim C*-algebrama (Lema [4.2.3)).
(ili) = (i). Pretpostavimo da je V*V projektor. Tada je

IVEN* = (VE,VE) = (VVE &) = (VVEVVE) = [VVE|? (4.3)

za sve { € H. Specijalno, |V (I — V*V)¢|| = [[V*V (1 = V*V)E|| = 0 za sve £ € H, odakle slijedi
V(1 —-V*V) =0, odnosno V = VV*V.
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(i) = (v). Pretpostavimo da je VV*V = V. Tada je V*V projektor, pa iz (4.3) slijedi
ker(V*V') = ker V, odnosno ran(V*V) = (ker V)1. Ako je ¢ € (ker V)* tada imamo
IVEIP = (VVE €)= (€6 = [l€]”.
Dakle, V je izometrija na (ker V)*.
(v) = (iii). Pretpostavimo da je V izometrija na (ker V). Ako je P projektor na (ker V)+,
tada za € € (ker V)* imamo

(V'VE &) = [IVE|I* = (&) = (PE.€).
Ako je pak & € ker V', tada imamo

(VTVE,§) =0 =(£,€) = (P&, ).
Dakle, (V*V — P)¢§, &) = 0 za sve £ € H, pa iz Korolara [1.1.2] slijedi V*V = P. O

Napomena 4.2.5. Ako je V € B(H) parcijalna izometrija, tada iz (dokaza) Propozicije slijedi
da je ranV zatvoren potprostor od H, te da su V*V i VV* projektori redom na potprostore
(ker V)+ iranV. Za prostor (ker V)* kazemo da je inicijalni prostor od V, a za ranV kaZemo
da je finalni prostor od V.

Teorem 4.2.6 (Teorem o polarnoj dekompoziciji). Za svaki operator T € B(H) postoji
parcijalna izometrija V € B(H) s inicijalnim prostorom (ker T)* i finalnim prostorom ranT takva
da vrijeds

T =VI|T|.

Pri tome vrijedi V*VI|T| = |T|, V*T = |T| i VV*T = T. Nadalje, ako je T = WR, gdje su
R, W € B(H) takvi da je R pozitivan, a W parcijalna izometrija s ker W = ker R, tada je R = |T|
iW=V.

Dokaz. Za svaki vektor £ € H imamo

TN = (ITls, |TI€) = (|ITI*¢, &) = (T"T¢, &) = (T¢, T¢)
= ||T¢l*

Odatle slijedi da je ker |T'| = ker T', pa je preslikavanje
Vo iran |T| — H, Vo : |T|€ — T¢

dobro definirana izometrija. Takoder je jasno da je V} linearno preslikavanje i da je ran V; = ranT.
Stoga, Vp mozemo na jedinstven naéin prosiriti do linearne izometrije (koju takoder oznac¢avamo
s Vo) s ran |T'| na ranT". Definirajmo operator V' € B(H) na sljede¢i naéin:

Ve {vog . ¢ e tan |T|(= (ker T)*

0 ¢ € (ran|T|) (= ker T).

Tada je V parcijalna izometrija s inicijalnim prostorom (ker7)* i finalnim prostorom ranT.
Takoder, prema kontstrukciji je V|T'| = T. Nadalje, prema Napomeni V*V je projek-
tor na (ker T')* = ran |T|, odakle dobivamo jednakosti V*V|T| = |T|, V*T = V*VI|T| = |T| i
VvV T =VV*VIT|=V|T| =T.

Ostaje dokazati jedinstvenost takve dekompozicije. Pretpostavimo da je T = WR, gdje su
R, W € B(H) takvi da je R pozitivan, a W parcijalna izometrija s ker W = ker R. Tada je
T*T = RW*WR. Prema Napomeni 4.2.5) W*W je projektor na inicijalni prostor (ker W)+ od
W. Kako je (ker W)+ = (ker R)* = ran R, zakljucujemo da je T*T = R?. Iz Propozicije m
slijedi da je R = |T|. Napokon, za £ € H imamo W|T|{ = T¢ = V|T|€, odakle slijedi da se W i
V' podudaraju na gustom potprostoru zajednickog inicijalnog prostora. Dakle, W = T. [
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Napomena 4.2.7. Neka je T = V|T|, gdje su T i V kao u Teoremu [4.2.6] Tada iz V*V|T| = |T|
dobivamo TT* = V|T||T|V* = V|T|(V*V|T|)V* = (V|T|V*)?, pa iz Propozicije [3.3.3 slijedi
T*| = (TT*)% = V|T|V*.
Tada je polarna dekompozicija od T dana s
T =|T\V*=V*(V|T|V*)=V*T"|.

Korolar 4.2.8. Ako je operator T' € B(H) invertibilan, tada je parcijalna izometrija V' u polarnoj
dekompoziciji od T unitaran operator.

Dokaz. Prema Teoremu imamo rastav T' = V|T'|, gdje je V parcijalna izometrija s inicijalnim
prostorom (kerT)* = H i finalnim prostorom ran7T = H. Dakle, V je surjektivna izometrija,
odnosno V' je unitaran operator.

[]

Napomena 4.2.9. Prema Zadatku [3.6.5, Korolar vrijedi u svim unitalnim C*-algebrama.

Korolar 4.2.10. Ako je operator T € B(H) normalan, tada postoji unitaran operator U € B(H)
koji komutira s operatorima T i T* takav da je T = U|T)|.

Dokaz. Neka je T = V|T|, gdje je V kao u Teoremu m Budu¢i da je operator T" normalan,
koriste¢i Napomenu [4.2.7| imamo

* * %\ L * 1
VITIV: = |T7 = (TT")> = (T"T)> = |T|,
pa je
VIT| =VI|T|" =V (V*V|T|)" = V|T|V*V = |T|V. (4.4)
Nadalje, kako je ker T* = kerT (Propozicija [4.1.4), imamo ranT = (kerT*)t = (kerT)*+ =
(ker |T|)* = ran |T|. Stoga je s

Ut — {Vf & eran|T|(=ranT)
19 & €kerT.

defininiran unitaran operator na H. Takoder, U|T| = V|T| = T. Napokon, iz (4.4) slijedi da U
komutira s |T|, pa posljedi¢no U komutira i s 7' 1 T*. ]

4.3 Operatori konacnog ranga

Za linearni operator T : H — H kazemo da ima konacan rang ako je ran T kona¢nodimenzionalan
(specijalno zatvoren) potprostor od H. U tom slucaju se broj r(7") := dim(ranT") zove rang od 7.
Ukoliko je ‘H beskona¢nodimenzionalan, napomenimo da 7' ne mora biti nuzno ogranicen. Skup
svih ograni¢enih operatora konacnog ranga oznacavamo s F(H). Tada je F(#H) ocito potprostor
od B(H).

Napomena 4.3.1. U daljnjem ¢emo operatore iz F(H) kratko (i malo neprecizno) zvati operatorima
kona¢nog ranga.

Za svaki par vektora (§,7) € H x H definiramo operator { @ n € F(H) s

E@n)(C) = me  (CeH).

Ocito je ran(§ @ ) = C€ ako je n # 0 i ker(¢ ®n) = {n}* ako je £ # 0. Specijalno, r(§ ®n) < 11
r({ ®n) =1 ako i samo ako su & i n razli¢iti od 0. Dokaz sljedece jednostavne tvrdnje ostavljamo
za zadacu.
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Propozicija 4.3.2. Neka su &,n € H. Tada vrijedi:

(i) € @ nll = ligllnll-
(i1) Preslikavanje (§,m) — £@n s H X H u F(H) je seskvilinearno.

(i) (@) @n) =) (E@n) 2asve g n €H.
(iv) TERn)=(TE)@ni ()T =R (T*n) za sve T € B(H).
(v) @) =n®¢

(vi) Operator € @1 je projektor (ranga 1) ako je € = n i ||€]| = 1. Stovie, svaki projektor ranga
1 je tog oblika.

Propozicija 4.3.3. Operator T € F(H) je ranga n ako i samo postoje linearno nezavisni skupovi
vektora {&1, ..., &} i {m, ..., mn} uH takvi da je

T = Zfz’ & 15 (4.5)
i=1

Pri tome je {&1,...,&.} baza za ranT @ {my,...,n,} baza za ranT*. Posebno, T € F(H) ako i
samo ako je T* € F(H) i v(T) = r(T™).

Dokaz. Pretpostavimo da T' mozemo prikazati u obliku . Tada je o¢itoran T' C span{¢y, ..., &, },
odakle slijedi r(7") < n. Najprije dokazimo da je r(T") = n ako i samo su {&y, ..., & i{m,...,m}
linearno nezavisni skupovi vektora. Zaista, pretpostavimo da je skup {&,...,&,} linearno zavi-
san. Tada neki vektor & mozemo prikazati kao linearnu kombinaciju preostala n — 1 vektora. Bez

smanjenja opcenitosti pretpostavimo da je to vektor &, i neka su aq,...,qa,_1 € C takvi da je
& = S ;€. Tada iz [4.5) dobivamo

n n—1 n—1 n—1 n—1
T = Z&@m = Zfz’ Qi + <Zaz‘§i> & Nn = Z&@)Tiﬂrz& ® (1)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

n—1
= D & (m+am,).
i=1
Odavde slijedi da je ranT C span{&,...,&,—1}, pa je (T) < n. Analnogno bismo pokazali i da
je r(T) < n ako je skup {ny,...,n,} linearno zavisan.
Obratno, ako su su skupovi {&1,...,&,} 1 {m,...,n,} linearno nezavisni, izaberimo vektore

Ci,. .., G € H takve da je (¢j,n;) = 6;; zasve 1 <i,57 <n. Tada je

n

TG = (G =&

i=1
odakle slijedi da je {&;,...,&,} CranT. Dakle r(T) =ni{&,...,&,} je baza za ranT. Nadalje,
kako je T* = " m; ® & (Propozicija [4.3.2)), isti argument pokazuje da je r(7*) = n i da je
{m,...,n.} baza za ran T*.

Ostaje jos dokazati da se svaki operator T € F(#H) ranga n moze prikazati u obliku (4.5). Neka
je {&1, ..., &y} ortonormirana baza za ranT. Stavimo 7; := T¢;. Tada za svako ¢ € H imamo

n n n

T¢ = Y (TG =Y (CT&)6 =Y (¢ m)é

=1 =1 =1

= (Z & ® 77i> (€)-
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dakle, T =>"" & ®n;. O
Kao direktnu posljedicu Propozicija i imamo:

Korolar 4.3.4. F(H) je (obostran) samoadjungiran ideal u B(H).

Korolar 4.3.5. Svaki netrivijalni ideal J v B(H) sadrzi F(H).

Dokaz. Neka je 0 # T € I i izaberimo vektor &, € H takav da je ||T|| = 1. Stavimo gy := T&.
Tada za sve £,n € ‘H imamo

E@n=o,n){@n=(§@m)(T)=@n) = (§@n)T(& @n),

odakle slijedi da je £ ®n € J. Dakle, J sadrzi sve operatore ranga 1, pa iz Propozicije slijedi
da J sadrzi citav F(H). O

Napomena 4.3.6. Ako je K n-dimenzionalan (n € N) potprostor od H (specijalno, K je zatvoren)
i ako je {&,...,&,} ortonormirana baza za K tada je Y, § ®&; (ortogonalni) projektor na pot-
prostor K. Nadalje, buduéi da je preslikavanje (£,7) — £ ® n seskvilinearno, vrijedi polarizacijski

identitet:
3

E@n= izik(fﬂkn)@(&ﬂkn)

i=0
Odavde i iz Propozicije [£.3.3] slijedi da je F(H) razapet s operatorima oblika £ @ £ (& € H).
Specijalno, F(H) je razapet s projektorima ranga 1.

Propozicija 4.3.7. U F(H) postoji mreza projektora (P,)er takva da vrijedi ||PE —&|| — 0 za
sve £ € H.

Dokaz. Neka je {e; :j € J} (neka) ortonormirana baza za H i neka je I skup svih konac¢nih
podskupova od J. Uredimo I s inkluzijom. Za ¢ € I stavimo P; := ) ._.e; ® e;. Tada je (P);er
mreza projektora u F(H). Neka je £ € H. Tada je § = >, (€, ej)e; i

jei

2
. 2_ . 1 2_
lim || ¢ — ¢]|* = lim ;@ejm —I;g;!@,eﬁ! = 0.
JE J&

]

Na kraju ove tocke napomenimo da je linearni operator T : H — H ogranicen ako i samo ako
je on w — w neprekidan (tj. 7 je neprekidan kada su obje kopije od H opskrbljene sa slabom
topologijom. Zaista, ako je T € B(H) i (&) mreza u H takva da & —— & (& € H), tada
(€& — &0,&) — 0 zasve £ € H, paondai|[(T(& — &), &) = [(& — &, T*)] — 0. Obratno,
pretpostavimo da je T w — w neprekidan. Kako bismo pokazali da je T € B(H) koristit ¢emo
teorem o zatvorenom grafu: Neka (£,) niz u H takav da &, — & i T¢, — n (&,1 € H). Tada
naravno vrijedi i &, — & te T¢, — 1. Prema pretpostavci T¢, — T&,, odakle slijedi da je
T& = n. Slicnim arugmentom bismo pokazali i da je svaki s — w neprekidan linearni operator
T : H — H ogranicen. S druge strane, uvjet w — s neprekidosti na operator T ispada vrlo
restriktivan:

Propozicija 4.3.8. Linearan operator T': H — H je konacnog ranga ako i samo ako je T w — s
neprekidan.
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Dokaz. Neka je (&) mreza u H takva da & —— & (& € H). Tada (& — &, &) — 0 zasve £ € H,
odakle slijedi

lim [|(§ @ €)(&) = (£ @ E)(&o)|| = lim [(& — &, OI[€]] = 0.

Dakle, svaki operator oblika ¢ ® £ je w — s neprekidan. Iz Napomene [4.3.6| zakljucujemo i da je
svaki T € F(H) w — s neprekidan.

Obratno, pretpostavimo da je T w — s neprekidan i neka je B otvorena jedini¢na kugla u H.
Tada je skup T!(B) slabo otvoren, pa specijalno sadrzi i neku baznu otvorenu okolinu nul-vektora.
Dakle, postoje € > 0 i vektori &, ...,&, € H takvi da je T(U(0,&1,...,&0,¢)) € B. To znadi da
iz [(£,&)] <e (€ H)zasve 1 <i <mnslijedi ||T¢]] < 1. Stavimo K := span{{y,...,&,}. Tada
za svako & € K+ vrijedi ||T€|| < 1, pa je T¢ = 0. Naime, ako bi bilo ||T¢|| > 0 za neki £ € K1,
tada bismo mogli na¢i n € N takav da je 1 < n||T¢|| = ||T'(n)||. To je naravno kontradikcija, jer
je né € K. Dakle, ranT = T(H) = T(K ® K*+) = TK, pa je T € F(H). O

4.4 Kompaktni operatori

Vaznu klasu operatora na Hilbertovim (ili opéenitije normiranim) prostorima ¢ine kompaktni
operatori. Prije nego li damo formalnu definiciju, prisjetimo se da za podskup S topoloskog
prostora €2 kazemo da je relativho kompaktan ako je njegov zatvaraé S kompaktan. Ako je
metricki prostor, tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:

(i) S je relativno kompaktan.
(ii) Svaki niz elemenata u S ima podniz koji konvergira u €.
Nadalje, ako je € potpun, s prethodnim svojstvima su ekvivalentna i sljedec¢a dva uvjeta:
iii) Svaki niz elemenata u S ima Cauchyjev podniz.
yJev p

(iv) S je potpuno omeden, tj. za svako ¢ > 0 .S dopusta kona¢nu e-mrezu. To znaci da za svako
e > 0 postoji konaéno mnogo tocaka xi,...,z, € S tako da vrijedi S C |J;_, Ko(xi,€) ,
gdje Kq(x;,e) oznacava otvorenu kuglu u s centrom u z; radijusa e.

Kao $to znamo, svaki kompaktan podskup metrickog prostora () je zatvoren i omeden. Posebno,
svaki relativno kompaktan podskup od €2 je omeden.

Neka je H (kao i inace) Hilbertov prostor. Za linearni operator 7' : ‘H — H kazemo da
je kompaktan ako je T'(Ball(H)) relativnho kompaktan podskup od H. Skup svih kompaktnih
operatora na H oznacavamo s K(#).

Napomena 4.4.1. (i) Iz nizovne karakterizacije relativne kompaktnosti slijedi da je linearan ope-
rator T : H — H kompaktan ako i samo ako za svaki ograni¢en niz (§,) u H niz (T¢,) ima
konvergentan podniz.

(i) K(H) € B(H), tj. svaki kompaktni operator na H je ogranicen. To je ocito, jer je T'(Ball(H))
ogranicen kao relativno kompaktan podskup od H.

(iii) Iz (i) slijedi da je K(H) (vektorski) potprostor od B(#).

(iv) Buduéi da je svaki omeden podskup konac¢nodimenzionalnog normiranog prostora relativno
kompaktan, imamo F(H) C K(#H). Ta inkluzija je striktna ako i samo ako je H be-
skona¢nodimenzionalan. Naime, u tom sluc¢aju I ¢ K(H).

Imamo sljede¢u karakterizaciju kompaktnih operatora:
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Teorem 4.4.2. Za linearan operator T' : H — H su sljedece tvrdnje ekvivalentne:
(i) T je kompaktan.
(ii) T je uniformni limes operatora konacnog ranga.
(iii) Restrikcija T|gany) : Ball(H) — H je w — s neprekidna.
(iv) T(Ball(H)) je kompaktan podskup od H.

Prije nego li damo dokaz Teorema napomenimo da je zatvorena jedini¢na kugla Ball(#)
slabo kompaktna. Tu ¢injenicu mozemo direktno dokazati (slicno kao Banach-Alaogluov teorem),
no mozemo postupiti i na sljede¢i nacin: Neka je H, := H kao aditivna grupa. Na H, definirajmo
novo mnozenje skalarom \.£ := A\ (A € C, ¢ € H,) i novi skalarni produkt (£,7), = (n,&)
(&,n € H). Tada je H. Hilbertov prostor. Za & € H definirajmo funkcional ®(§) € (H.)* s
O(&)(n) == (n,€)« = (,n). Tada prema Rieszovom teoremu reprezentacije ograni¢enog linearnog

funkcionala (Teorem |1.1.10)) preslikavanje
O:H— (H) O P(E)

definira izometricki izomorfizam, preko kojeg ¢emo identificirati ta dva prostora. Uz tu identifi-
kaciju, slaba topologija na H postaje slaba x-topologija, pa mozemo iskorisititi Banach-Alaogluov
teorem (Teorem |1.2.10)) kako bismo zakljucili da je Ball(#) slabo kompaktna.

Dokaz Teorema[[.4.3 (i) = (ii). Neka je (P;);c; mreza projektora u F(H) takva da B¢ — ¢
za sve & € H (Propozicija [1.3.7). Ako je T € K(H), tvrdimo da je lime |PT — T|| = 0.
Pretpostavimo suprotno. Tada bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da postoji € > 0
i mreza jedinicnih vektora (&;)i;cr u H tako da vrijedi ||P,T¢; — T¢;|| > ¢ (u protivhom prijedemo
na podmrezu). Buduéi da je T" kompaktan, takoder mozemo pretpostaviti da mreza (T¢;);c1 jako
konvergira u H i oznac¢imo s £ njen limes. Tada imamo

IT¢ — PT&G| = 1(1 = P)T&| < [|(1 = F)(TE — ) + [[(1 = P)&ll
IT& =&l + I1(1 = P)sll — 05

e <
<

kontradikcija. Dakle, |P,T — T|| — 0. Bududi da je F(#) ideal u B(H) (Korolar [4.3.4)), imamo
PT € F(H) za sve i € I, odakle slijedi da je T uniformni limes operatora kona¢nog ranga.

(il) = (iii). Neka je (&)ier slabo konvergentna mreza u Ball(#) s limesom . Prema pret-
postavci, za dano € > 0 postoji S € F(H) takav da je ||T'— S| < ¢/3. Tada za svako i € I
Imamo

176 = T¢|| < |T6 — S&ll + 1158 — S¢l[ + [15¢ = T¢]|

< Ze+ st - el
Buduéi da je S € F(H), prema Propoziciji S je (globalno) w — s neprekidan, pa postoji
ip € I takav da je ||S¢ — S| < €/3 za sve i > iy. Dakle, | T¢;, — T¢|| < € za sve i > ij, odnosno
T¢ =5 TE.

(ili) = (iv). Bududi da je Ball(#) slabo kompaktna i buduéi da je restrikcija T'|gane) w — s
neprekidna, 7'(Ball(H)) je (jako) kompaktan podskup od H.

(iv) = (i). Ovo je trivijalno. O

N

Korolar 4.4.3. K(H) je zatvoren ideal u B(H). Specijalno, K(H) je C*-podalgebra od B(H).
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Dokaz. Dovoljno je dokazati da je K(H) uniformno zatvoren podskup od B(#). Naime, odatle
i iz Teorema ¢e onda slijediti da je K(H) uniformni zatvara¢ od F(#H). Bududi da je F(H)
(samoadjungirani) ideal u B(#) (Propozicija [4.3.4)), isti zakljucak vrijedi i za K(H). Dokazimo
stoga zatvorenost od K(#). Neka je S € B(H) operator iz uniformnog zatvaraca od K(#). Tada
za dano € > 0 postoji T € K(H) takav da je ||S — T|| < ¢/3. Buduéi da je T" kompaktan,
T(Ball(H)) je (relativno) kompaktan podskup od H i neka je {&i,...,&,} neka njegova konacna
e/3-mreza. Tvrdimo da je tada {S&, ..., S¢,} jedna e-mreza za S(Ball(H)). Zaista, za proizvoljno
¢ € Ball(H) postoji 1 <i < n takav da je |[|T¢;, — T¢|| < /3. Tada je

156 =S¢l < 156G = T&G| + [|T¢ — T+ T€ =S¢l < 2T - S| +¢/3
< €.

]

Napomena 4.4.4. Ako je ‘H separabilan i beskonacnodimenzionalan, tada se moze pokazati da je
K(H) jedinstven pravi zatvoren ideal u B(H).

Napomena 4.4.5. Kao $to smo napomenuli, ako je ‘H beskona¢nodimenzionalan, tada C*-algebra
K(#) nije unitalna. Primijetimo da je u tom slu¢aju mreza projektora (P;);e; iz Propozicije [1.3.7]
aproksimativna jedinica za K(#H). Nadalje, ako je T € K(H) tada je T'(Ball(H)) kompaktan,
specijalno separabilan podskup od #H. Stoga je ranT separabilan potprostor od H. Ako je (e,)
neka ortonormirana baza za ranT, stavimo P, := Z?:l e; ® e; (Napomena . Tada isti dokaz
kao u implikaciji (i) = (ii) Teorema pokazuje da je lim,, . ||P, T — T|| = 0.

Kompaktni operatori su bitni kako s teorijske strane tako i sa strane primjene. Stovise, sam
zacetak teorije kompaktnih operatora dosao je iz teorije integralnih jednadzbi. Eksplicitne primjere
dobivamo na sljedeé¢i nacin:

Propozicija 4.4.6. Neka je (Q, 1) prostor mjere i neka je k € L*(2 x Q, u® p). Tada je s

(THa) = [ Man)fW)duts) (€ L@.0)
definiran kompaktan operator na L*(Q, p) i |T|| < ||kl r2@xopuen- Za funkciju k kaZemo da je
jezgra integralnog operatora T .
U dokazu ¢emo koristiti sljedecu ¢injenicu koju ostavljamo za domacu zadacu:
Lema 4.4.7. Neka je (e;)ier ortonormirana baza za L*(Q, p) i definiragmo
ij(,y) = ej(x)eily)

zai,j € lix,y € Q. Tada je {¢i; : i,j € I} ortonormiran skup u L*(2 x Q, u® u). Nadalje, ako
suk i T kao w Propoziciji[{.4.0, tada imamo

< ¢z]>L2(Q><Q nep) — <T€]7 ez)LQ(Q )
za sve 1,7 € L.

Dokaz Propozicije [{.4.6. Najprije pokazimo da je operator T ograni¢en. Za f € L*({, 1) imamo

2

k(fc YY) dpy)| dple)

/(/u«chzu [P dutw)) dute)

-l Z2 0 e | 1220,

ITf20, =

IN
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Odavde slijedi da je T' € B(L*(Q, 1)) i ||T]| < |kl .2@xpuom)-

Neka je (e;)ier ortonormirana baza za L*(Q, ) 1 definirajmo funkcije ¢;; kao u Lemi m
Tada imamo

”k”LZ OxQ,uR ) > Z‘ ¢m L2(QxQ,u®p) ’ - Z’ T63762>L2(Q u)'

1,J€l i,j€l

Kako je k € L*(Q x Q,u ® u), postoji najvise prebrojivo mnogo indeksa i i j takvih da je
(k, dij) L2(axuen) 7 0; oznacimo ih s {1,y : 1 < p,q < oo}. Tada prema Lemi imamo
(Tej,ei) 2@ = 0 ako ¢ & {1y © 1 < p,qg < oo}. Neka je P, := Z;L:l e, ® e, (projektor

na potprostor span{ey,...,e,}) i stavimo T,, := TP, + P,T7 — P,TP,. Tada je naravno T,, €
F(L*(Q, ). Tvrdimo da je lim,, s [|T—T5,|| = 0, odakle ¢e slijediti da je T' kompaktan operator.

Zaista, neka je f € Ball(L?(Q, uu)). Tada je f = > ieilfsei) 2 pe;- Sada imamo:

ITf = Tuf o0 = > WTF=Tuf iz

i€l
2
= Y D (e @ - (T = Ta)ej e 2@
iel | jel
oo o0 2
= > D freq) @ - (T =Toeg ep) 2
p=1 | q=1
< Z [Z [{f; GQ>L2(Qu [Z| (T = T,)eq, ep) L2 ()l ]
p=1 Lg=1 q=1
< ||f||%2(9,,u) Z Z |<T€¢J7 ep>L2(Q,/4) - <TPneq7 Pn€p>L2(Q,H)

p=1 ¢g=1

—(TP,e,, Pn€p>L2(Q”u) + (T'P,eq, Pnep>L2(Q,u) \2

_ Z Z (Teq, ep) 12|

p*n—&— 1 Q*n—l— 1

— Z Z| , Upa) L2@x e |-

p=n-+1g=n+1

Bududi da je 32 [(k, ¥pg) 2(@xauew|? < 00, za svako ¢ > 0 mozemo naéi ny € N tako da za
sve n > ng zadnja gornja suma bude manja od €. Dakle, lim,,_,, ||T"— T,|| = 0. O

U daljnjem ¢emo se baviti s izucavanjem spektra kompaktnih operatora. Osnovni cilj nam je
dokazati spektralni teorem za kompaktan normalni operator (Teorem [4.4.15)). Najprije se prisje-
timo za operator T' € B(H) definiramo sljedeca tri podskupa od o(A):

- Tockovni spektar od 7"
0,(T) :={ e C: ker(\] —T) #{0}}

(tj. 0,(T) je skup svih svojstvenih vrijednosti od T'). Ako je A € 0,(T) tada za ker(Al —T)
kazemo da je svojstveni potprostor od A. Takoder, za svaki vektor & € ker(AI —=T), £ #0
kazemo da je svojstveni vektor od \.
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- Rezidualni spektar od 7"
0.(T) :={\eC: ker(\[ —T) = {0} i ran(\] — T # H}.
- Kontinuirani spektar od 7"
0.(T) :=={A € C: ker(AI —T) = {0}, ran(A\] —T) # H i ran(\] — T) = H}
Ocito su gornji skupovi medusobno diskjunktni i vrijedi o(T") = 0,(T") U, (T) U 0.(T"). Naravno,

neki od tih skupova mogu biti i prazni. Nadalje, primijetimo da kontinuirani spektar od T mozemo
ekvivalentno zapisati s

o.(T)={ e C: ker(\M —T) = {0}, ran(A\ —T) =H i \I — T nije ogranic¢en odozdo}.
Propozicija 4.4.8. Neka je T € B(H) normalan operator. Tada vrijedi:

(i) X\ € 0,(T) ako i samo ako je X\ € o,(T*). Pri tome se pripadni svojstveni potprostori
podudaraju.

(i1) Svogstveni potprostori koji pripadaju razlicitim svojstvenim vrijednostima operatora T su
medusobno okomiti.

(111) o.(T) = 0. Specijalno, A € o(T) ako i samo ako NI — T nije ogranicen odozdo.

Dokaz. (i). Tvrdnja slijedi iz Cinjenice da je za svaki A € C operator Al — T normalan, pa je
ker(M — T') = ker((A —T)*) = ker(A —T™).

(ii). Neka su A\, € 0,(T'), A # p i neka su redom & i 7 pripadni svojstveni vektori za A i p.
Tada je prema (i):

A& m) = (T&n) = (£, T™n) = (&, mm) = (&, n)-

Kako je A # p, slijedi (£, n) = 0.

(iii). Neka je A € C takav da je AI — T injektivan. Buduéi da je operator A\l — T' normalan,
imamo ran(A\ — T) = ker(Al — T)* = H, pa A ¢ o,(T). O

Propozicija 4.4.9. Neka je {e, : n € N} ortonormirana baza separabilnog Hilbertovog prostora
H i neka je (N\,) ogranicen niz kompleksnih brojeva. Stavimo M := sup{|\,| : n € N}. Tada
postoji jedinstven T € B(H) takav da je Te, = Ae, za sve n € N. Operator T je normalan,
IT|| = M te vrijeds

o(T)=4{\,: neN} i 0p,(T) ={ \n: neN}
Nadalje, T je kompaktan ako i samo ako je lim,,_,o A\, = 0.

Dokaz. Neka je £ € H. Tada imamo § = (€, en)en 1 [IE]12 =D 07, (€, en)*. Stavimo

T¢ = Z M€, enen
n=1

i primijetimo da je T¢ dobro definiran vektor u H, buduéi da gornji red konvergira apsolutno, a
‘H je potpun. Lako se vidi da je operator T : £ — T¢ linearan i oCito vrijedi Te,, = A\, e, za sve
n € N. Nadalje, za £ € ‘H imamo

ITEI? =D IMalPl(E en) P < MY [(Esen) P = MP|[€]P7,
n=1 n=1
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odakle slijedi da je T ogranicen i ||T|| > M. Stovise, iz Te, = Ape, slijedi [\,| < ||T|, pa je
|T|] = M. Time smo pokazali egzistenciju takvog operatora T'. Jedinstvenost od T slijedi iz
¢injenice da je T neprekidan i da je span{e, : n € N} gust podskup od H.

Odredimo T™. Za & € ‘H imamo

T*g - Z(T*§7 €n>€n = Z<£7T6n>€n = Z<§; )\nen>€n
n=1 n=1 n=1

- Z )\_n<€a €n>€n-
n=1

Specijalno T*e, = A\yen, pa je (T*T — TT*)e, = 0 za sve n € N. Dakle, operator T je normalan.

Odredimo 0,(T"). Oc¢ito je {\, :n € N} C 0,(T). Pretpostavimo da je ta inkluzija striktna i
neka je A € 0,(T) \ {\, :n € N} s pripadnim svojstvenim vektorom £. Tada je

<)‘ - An)<€7 €n> = <)‘§7 €n> - <’£7)‘_n€n> = <T€7 €n> - <€7T*€n> = 07

odakle slijedi da je & okomit na sve vektore e,. To je naravno nemoguce jer je {e, : n € N}
ortonormirana baza za H. Dakle, 0,(T) = {\, :n € N}.

Dokazimo da je o(T) = o, gdje je 0 := {\,: n € N}. Buduéi da je {\,: n €N} =0,(T) C
o(T) i kako je o(T') zatvoren, imamo o C ¢(7"). Dokazimo i obratnu inkluziju. Neka je A € C\ o
i izaberimo ¢ > 0 takav da je |A — \,| > ¢ za sve n € N. Tvrdimo da je AI — T ograni¢en odozdo.
Zaista, za £ € H imamo

IAT =T)EN” =D 1IN = MalPlE e = 2D [ en)” = £2[1€)1%
n=1 n=1

Buduéi da je operator 7' normalan, iz Propozicije [4.4.8] (iii) slijedi da A ¢ o(T).

Ostaje dokazati da je operator T kompaktan ako i samo ako je lim, .., A, = 0. Kako bismo
to pokazali, za n € N stavimo P, := ZLI e, ®e; 1T, :=T—TPF,. Tada je T,e,, = A\nen za
m >niT,e, =0 inace. Odavde slijedi da je ||T,,|| = sup{|A\m| : m > n}. Ako je lim;, 00 Ay =0,
tada je lim,_, ||7,,]] = 0, pa je T' kompaktan kao uniformni limes operatora konacnog ranga T'P,,.
Obratno, ako je T' kompaktan, tada iz Napomene slijedi da je lim, oo Ay = lim,, s [| T3] =

0. ]

Za operator T' € B(H) kazemo da je dijagonalizabilan ako postoji ortonormirana baza (e;);ecr
za H koja se sastoji od svojstvenih vektora za T. Ako s \; ozna¢imo svojstvenu vrijednost
pridruzenu svojstvenom vektoru e;, tada je skup {); :i € I} ogranicen i vrijedi

Tf = Z<)\15, €i>€i (6 < H)
i€l

Nadalje, imamo

¢ =) NlEede  (E€H),

i€l

odakle slijedi da je T normalan.

Lema 4.4.10. Neka je T € K(H). Ako je A € o(T') \ {0}, tada je X svojstvena vrijednost za T
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Dokaz. Pretpostavimo da A # 0 nije svojstvena vrijednost za T. Pokazat ¢emo da je tada operator
Al —T invertibilan u B(H) odakle ¢e naravno slijediti da A ¢ o(7T"). Dokaz provodimo u koracima:

Najprije pokazimo da je operator A — T' ograni¢en odozdo. Zaista, u suprotnom bi postojao
niz jedini¢nih vektora (&,) u ‘H takav da vrijedi

|07 = Thél < (16)

za sve n € N. Bududi da je T kompaktan, postoji podniz (&,,) od (&,) takav da niz (T¢,,) jako
konvergira u H. Oznacimo njegov limes s 7. Kako je
1
Eny = X(()‘I - T)gnk + Ténk)’

za sve k, odavde 1 iz 1} slijedi da &,, — n/A. Bududi da je (&,,) niz jedni¢nih vektora u H,

imamo 7 # 0. Napokon, iz

zakljucujemo da je A € 0,(7); kontradikcija.

Tvrdimo da je ran(A — T') = H. Kako bismo to pokazali, stavimo H,, := ran((A — 1T)")
(n € N) i Hp := H. Buduéi da je prema prvom dijelu dokaza AI — T ogranicen odozdo, (H.,) je
niz zatvorenih potprostora u H. Takoder imamo

(M =T)H,, = Hpa ) Ho2Hi D2Hes DHz 2o

Nadalje, ako je n € H,, tada je Tn = ((T'— X )n+ An) € H.,, odakle slijedi T'(H,,) € H,. Tvrdimo
da se niz (H,) stabilizira pocevsi od nekog n € N, tj. da vrijedi H,, = H, za sve m > n.
Pretpostavimo suprotno, tj. da je

Ho 2HI 2Ho 2 Hg 2+ .

Za svako n € N izaberimo jedini¢ni vektor &, € H,, takav da je &, L H,.1. Tada za sve m > n
imamo
T —T6n = (T—=M)&+ My — T = M + (T — A&, — TE,)]
An + €,
gdje je ¢ := [(T — MN)&, — T¢,]. Kako je T, € Hy € Hpyr (jer je m > n), slijedi ¢ € Hpyiq.

Stoga je
|1 7€, — T&ull* = A + [ICII* = [A* > 0.

Odavde slijedi da niz (T¢,) ne dozvoljava Cauchyjev podniz, $to je nemoguée jer je niz (&)
ogranicen, a operator 7" kompaktan. Ova kontradikcija pokazuje da se (H,,) eventualno stabilizira
i neka je £ € N najmanji takav da je Hy = Hiy1. Pretpostavimo da je k # 0 i izaberimo vektor
€ € Hi1 \ Hi. Tada je (M —T)¢ € Hy, = Hit1, pa postoji vektor n € H takav da je

(M =T)¢ = (A =T)"'yp = (A - T)C,
gdje je ¢ := (M — T)kn € Hy. Bududi da & ¢ Hy, imamo € — ¢ # 0, pa iz
(M-T)(§-¢)=0

zaklju¢ujemo da je A € 0,(T"). Ova kontradikcija pokazuje da je k = 0, odnosno ran(A\ —T') =
Hi=Ho="H.

Sve zajedno, A\I —T je surjektivan operator koji je ograni¢en odozdo. Prema Propoziciju [4.1.8]
A — T je invertibilan u B(H). O
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Teorem 4.4.11. Neka je H beskonacnodimenzionalan Hilbertov prostor i neka je T € K(H).
Tada vrijedi:

(i) o(T) = ap(T) U {0}
(i1) Za svako X € a,(T)\{0} je pripadni svojstveni potprostor ker(AI—T') konacnodimenzionalan.
(111) o,(T) (pa onda i o(T')) je konacan ili prebrojiv skup, a 0 mu je jedino moguce gomiliste.

Dokaz. (i). Buduéi da je H beskonacnodimenzionalan, imamo 0 € o(7"), pa tvrdnja slijedi direktno

iz Leme L4101

(ii). Neka je A € 0,(T) \ {0}. Ako bi ker(AI — T') bio beskona¢nodimenzionalan, tada bismo
mogli naéi (beskonacan) ortonormiran niz (&,) u ker(Al — 7). Tada za sve m,n € N imamo

||T§n - Témn2 = H)‘gn - /\me2 = 2|)‘2|7

sto je kontradikcija, jer je T' kompaktan.

(iii). Tvrdimo da je skup {A € 0,(T) : || > €} konacan za svako ¢ > 0. Pretpostavimo
suprotno. Tada postoji niz medusobno razlicitih svojstvenih vrijednosti (\,) od T takav da je
|An| > € za sve n € N. Neka &, pripadni svojstveni vektor od A, i stavimo H,, := span{¢y, ..., &}
Tada je oc¢ito dim H,, = n, pa je

HIGHa GHs GHa G-

Nadalje, imamo T(H,) € H,, za sve n € Ni (A, —T)(H,) C H,—1 za sve n > 2. Naime, za
§€H,in>2imamo £ =) 1, a;& (za neke o; € C), odakle slijedi da je

n—1
(AnI — T)g = ZO(Z<>\1 — )‘n)gn < Hn—l.
=1

Neka je (1,) niz jedini¢nih vektora u H takav da je n, € H, i n, L Hpuoq. Tada za sve n > m
imamo

Ty —TNm = Al — [()‘n] - T)nn + Tnm]'

Kako je (M I —T)ny € Hyo1 1 Ty € Hin € Hoq, slijedi (AL — T)np + Ty € Hyo1. Napokon,
buduéi da je n, L H,_1, slijedi
1T — Tl = [An] > &,

sto je naravno kontradikcija, jer je T" kompaktan. ]
U literaturi se Cesto susrece sljedeca varijanta tvrdnji (i) i (ii) Teorema [4.4.11}

Korolar 4.4.12 (Fredholmova alternativa). Neka je T € K(H). Tada za svaki skalar pp € C ili
jednadzba (I — uT)E = n ima jedinstveno rjesenje za svakin € H ili pripadna homogena jednadzba
(I — uT)¢ = 0 ima konacéno mnogo linearno nezavisnih rjesenja.

Napomena 4.4.13. E. 1. Fredholm je formulirao prethodni rezultat za specifican integralni operator
b
T = [ Kag)fw)dy
na L?([a,b]) (vidjeti Propoziciju 4.4.6)). Stovise, rekao je: "Ili integralna jednadzba

b
ﬂ@—u/k@wN@Myzm@
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ima jedinstveno rjesenje ili pripadna homogena jednadzba

b
f@) = [ Kw.o)f ) dy =0
ima konacno mnogo linearno nezavisnih rjesenja”.

U nastavku ¢emo opisati normalne kompaktne operatore. Prisjetimo se da smo u Propoziciji
vec¢ opisali kompaktne dijagonalne operatore. Pokazat ¢emo da je takav oblik zapravo tipican,
tj. da se svaki normalan kompaktan operator moze dijagonalizirati u nekoj ortonormiranoj bazi.
Ako je bazni prostor H kona¢nodimenzinalan, tada nam je taj rezulrat poznat iz elementarne
linearne algebre (dijagonalizacija normalnog operatora/normalne matrice).

Propozicija 4.4.14. Ako je T € K(H) normalan i injektivan, tada je H = @/\EUF(T) ker(AI —=T).
Posebno, prostor H je separabilan.

Dokaz. 1z Propozicije m (i) znamo da su svojstveni potprostori koji pripadaju razli¢itim svoj-
stvenim vrijednostima normalnog operatora operatora 7" medusobno okomiti. Stavimo K :=
Dico,r ker(A — T). Tvrdimo da je K = H. Pretpostavimo suprotno. Tada je K+ # {0}.
Bududéi da je svaki od potprostora ker(AI — T') svojstven i za T i za T* (Propozicija refosnop (i)),
potprostor K je reducira T'i T*, pa i K reducira T i T*. Osim toga, operator T'|c1 je takoder
normalan i kompaktan, kao operator na prostoru K+, i vrijedi (T|c.)* = T*|cr. Nadalje, T'|,c.
je takoder injektivan, a budué¢i da je K+ # {0}, imamo T'|ci. Posebno 7(T|c.) = ||T|xco|| # 0,
pa u spektru od 7|1 postoji barem jedan skalar \g razlicit od 0. Buduéi da je T'|xr kompaktan
operator, iz Leme zakljucujemo da je Ao € 0,(T|x2), pa onda i Ay € 0,(T). No to je
nemoguée, jer bi to znacilo da je pripadni svojstveni potprostor sadrzan u K*; dakle okomit na

K.

Prema Teoremu [4.4.11| (iii) (tockovni) spektar kompaktnog operatora je najvise prebrojiv, a
prema (ii) dijelu istog teorema svaki svojstveni potprostor (osim eventualno jezgre) kompaktnog

operatora je konacne dimenzije. To dokazuje posljednju tvrdnju teorema.
O

Teorem 4.4.15. Neka je T normalan kompaktan injektivan operator na Hilbertovom prostoru
H i neka je 0,(T) = {\, : n € N}. Oznacimo s KC,, pripadne osvojstvene potprostore i s P,
ortogonalne projektore na K,, n € N. Tada je I = (s) — > 2| P, i vrijedi

T=> \P.
n=1
Dokaz. Mozemo pretpostaviti da je |A,| < |An11] za sve n € N. Iz Propozicije [4.4.14] znamo da
postoji ortonormirana baza (e,) za H takva da je {e,, ,+1,-..,en} baza za IC,, n € N. Pritom

je mg = 0, a m,, su prirodni brojevi indukivno definirani s m,, —m,,_1 = dim K,,, n € N. Za svako
§ € Himamo =377 (§ ei)e; i P& =370, (& e Zato je

E=) P
i=1

Time je pokazano da je I = (s) — >~ P,. Odavde je zbog neprekidnosti operatora T najprije
TE=3700ThE =572\ Pj€ aondai

()] - [
j=1

Jj=n+1
< P PllEN®.

2 (e}
T N2 —
=1lim »  |{Ee)f*=0.

1=mn—+1

n—0o0

lim ‘

2

2 00 00
= > INPIBIIPEIR < Pl D 1PN
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Dakle, [T — >7"_ AjPjll < [Auyal, @ znamo da niz () konvergira u 0, jer je e, 5 0, pa
Am| = [ITem]| — 0. O

4.5 Fredholmovi operatori

U cijeloj ovoj tocki H ¢e biti beskona¢nodimenzionalan separabilan Hilbertov prostor. Kao sto
smo vidjeli, tada je K(H) jedini pravi zatvoren ideal u B(H), pa je stoga kvocijent B(H)/K(H)
prosta C*-algebra uz kvocijentnu normu (Korolar [3.4.5). Ta se kvocijentna algebra zove Calki-
nova algebra i oznacava s C(H). Akosu S,T € B(H) takvi da je S—T € K(H), tada kazemo da
je operator S kompaktna perturbacija operatora T' (kao i obratno). To znaci da S i T imaju
jednake slike u Calkinovoj algebri. Takva "lokalna” perturbacija javlja se ¢esto u primjenama
i svojstva koja su invarijantna na kompaktne perturbacije su vrlo cijenjena. Jedno od takvih
svojstava je indeks o kojemu ¢e biti rije¢ u ovoj tocki.

Propozicija 4.5.1. Za operator T € B(H) su sljedeca svojstva medusobno ekvivalentna:
(i) T ima zatvorenu sliku.
(ii) Postoji operator S € B(H) takav da su ST i T'S projektori redom na (ker T)* i ranT.
(iii) Postoji operator S € B(H) takav da je TST =T.

Dokaz. (i) = (ii). Pretpostavimo da je ranl" zatvorena. Tada restrikcija T'|e ). definira
bijektivni ogranicen operator s (ker T')* na ran T, pa je prema Teoremu o otvorenom preslikavanju
njegov inverz Sy ogranicen. Progirimo Sy do operatora S na citav H tako da stavimo S|yan 1)L = 0.
Tada je S € B(H), ST je projektor na (ker T')* i T'S je projektor na ranT.

(i) = (iii). Ovo je trivijalno, jer ako je S € B(H) operator takav da je T'S projektor na
ranT, tada je TST =T.

(iii) = (i). Neka je S € B(H) takav da je TST = T. Stavimo Q := T'S. Tada je Q* =
TSTS =TS = Q. Dakle, Q je idempotent u B(H) i o¢ito je ran ) = ran(7'S) C ranT. Dokazimo
i obratnu inkluziju. Neka je n € ranT i izaberimo vektor £ € H takav da je n = T¢. Tada je
n="TE=TSTE =QT¢ € ran@. Dakle, ran (@ = ranT, a kako je ran ) = ker(/ — @), slika od @
(pa onda i od T') je zatvorena. O

Napomena 4.5.2. Za element x prestena R kazemo da je von Neumann regularan ako postoji
element y € R takav da vrijedi z = zyz. U tom slucaju za y kazemo da je pseudoinverz od
x. Element y opcenito nije jedinstveno odreden s x. Ako je svaki element z € R von Neumann
regularan, tada kazemo da je R von Neumann regularan prsten. U slucaju R = B(H), Propozicija
kaze da je operator 7' € B(H) von Neumann regularan ako i samo ako 7" ima zatvorenu sliku.
Posebno B(#H) je von Neumann regularan ako i samo ako je dim H < oo.

Teorem 4.5.3 (Atkinsonov teorem). Za operator T € B(H) su sljedeéi uvjeti medusobno
ekvivalentni:

(i) Postoji S € B(H) takav da su oba operatora I — ST i I — TS konacnog ranga.
(ii) Postoji S € B(H) takav da su oba operatora I — ST i I — TS kompaktna.
(#ii) Slika od T (po kvocijentnom preslikavangu) je invertibilan element u Calkinovoj algebri.

(iv) Slika od T je zatvorena i oba potprostora ker T' i ker T su konacénodimenzionalna.
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Dokaz. Implikacija (i) = (ii) kao i ekvivalencija (ii) <= (iii) je ocita.

(ii) = (iv) Pretpostavimo da je ker T" beskona¢nodimenzionalna i neka je (§,) ortonormiran
niz u kerT. Tada za K := ST — I € K(H) imamo K¢, = =&, za sve n € N. Buduéi da
¢, — 0 (Parsevalova jednakost), iz Teorema (i) slijedi 1 = || = &l = |K&|| — 0, sto je
kontradikcija. Dakle, dimker T" < oo. Takoder, iz T'S — I € K(H) dobivamo i S*T* — I € K(H),
pa isti dokaz pokazuje da je i dimker 7™ < oo.

Ostaje dokazati da je slika od T" zatvorena. Neka je K = ST —1I kao prije, i izaberimo F' € F(H)
takav da je ||[K — F|| < 1/2 (Teorem [4.4.2] (ii)). Tada za svaki vektor £ € ker F' imamo

ISIITEN = [[STE = [[(1 + K)El| = (€l = [[K€]]

1
> = .
> el

Dakle, restrikcija 7|k, # je ograni¢ena odozdo, pa je njena slika H; := T'(ker F') zatvorena. S
druge strane, prostor
Ky := T((ker F)*) = T(ran F*)

je konaénodimenzionalan. Neka je P € B(H) projektor na potprostor Hi-. Tada je naravno P(Hs)
kona¢nodimenzionalan (specijalno zatvoren) potprostor od H, pa je i

ranT = Hl + 7‘[2 = Pilp(Hg)

zatvoren potprostor od H.

(iv) = (i). Bududi da je ran T zatvorena, prema Propoziciji [4.5.1] postoji operator S € B(H)
takav da su ST i T'S projektori redom na (ker T')* i ran T'. Tada su naravno I —ST i [ —T'S redom
projektori na ker 7" i ker T*. Oba ta potprostora su kona¢nodimenzionalna prema pretpostavci,
pa imamo [ — ST, I — TS € F(H). O

Za operator T € B(H) koji zadovoljava uvjete Atkinsonovog teorema kazemo da je Fred-
holmov. Skup svih Fredholmovih operatora na H oznacavamo s F(H). Za svaki T € F(H)
definiramo indeks od 7' s

index T := dim ker T — dim ker T™.

Napomena 4.5.4. Neka je T' € F(H) i izaberimo operator S € B(H) takav da su ST i T'S projektori
redom na (ker T')* i ranT'. Stavimo P :=1— ST iQ :=1—TS. Tada su P i Q projektori redom
na ker T i (ranT)* = ker T*, pa je

indexT = r(P) — r(Q). (4.7)

Primijetimo da iz uvjeta (iii) Atkinsonovog teorema slijedi da je skup F(#H) stabilan s obzirom
na operaciju mnozenja operatora. Posebno, za svaki operator 7" € F(H) i invertibilan operator
R € B(H)* imamo RT,TR € F(H). U tom slucaju je

index(RT') = index(T'R) = index(T")
jer je T bijekcija. Takoder je jasno da je F(H) samoadjungiran podskup od B(H) te da je
indexT* = —indexT (T € F(H)).
Za svako n € Z definiramo
F,(H):={T € F(H) : indexT = n}.

Sljede¢i primjer pokazuje da je svaki od tih skupva neprazan:
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Primjer 4.5.5. Neka je S € B(H) unilateralni $ift (s obzirom na neku ortonormiranu bazu), tada je
S € F(H). Nadalje, za sve n € Z, imamo ker S™ = {0} i dim ker(S*)™ = n. Dakle, index S™ = —n
i index(S*)" = n.

Lema 4.5.6. Ako je F € F(H), tada je I + F € Fo(H).

Dokaz. Ocito je T := I+ F € F(H). Neka je S pseudoinverz od T kao u Napomeni [£.5.4]i neka su
P =1-ST,Q = I-TS pripadni projektori konacnog ranga. Tada je P—Q = ST-TS = F'S—SF.
Oznacimo s R projektor na kona¢nodimenzionalni potprostor K := ran P+ran () +ran F' +ran F*.
Tada je R jedinica za operatore P, () i I, pa i operator S; := RSR zadovoljava

P-Q=FS, —SF

Primijetimo da je to zapravo jednakost operatora u B(KC). Ako je tr trag na B(#H) (koji postoji
jer je dim K < o0), tada imamo

r(P)—r(Q) =tr(P—Q) =tr(FSy, — S1F) =0.
Iz [4.7| zakljucujemo da je index T = 0, odnosno T' € Fo(H). O

Propozicija 4.5.7. Za svaki T € Fo(H) postoji parcijalna izometrija V€ F(H) takva da je
operator T+ V invertibilan. Nadalje, ako je K € K(H), tada je T + K € Fo(H).

Dokaz. Kako je indexT = 0 <= dimkerT = dimker7*, mozemo naci parcijalnu izometriju
V € F(H) s inicijalnim prostorom ker 7" i finalnim prostorom ker 7. Primijetimo da je operator
T + V injektivan. Zaista, ako je £ € ker(T' + V), tada je

T¢ =—-V¢eranT Nker T = {0}.
Dakle, T¢ =0, paje £ € ker T Nker V = ker T'N (ker T')* = {0}, odnosno £ = 0. Nadalje, iz

ran(T+V) = (T+V)H)=(T+V)((kerT)* @kerT) =ranT & ker T*
= H,

zakljucujemo da je T'+ V surjekcija. Prema Teoremu o otvorenom preslikavanju, operator 7'+ V'
je invertibilan u B(H).
Neka je sada K € K(#) i izaberimo operator F' € F(H) takav da je |K — F|| < ||(T+ V)| ~!
(Teorem [4.4.2). Stavimo
S=T+V+K-F=T+V)I+(T+V)(K-F)).

Buduéi da je |[(T + V) (K — F)|| < 1, operator I + (T + V)" }(K — F) je invertibilan u B(H)
(Propozicija 2.2.1)). Tada je i operator S invertibilan u B(#), pa imamo

index(T' + K) = index(S+ F — V) = index(S(I + S~Y(F — V)))
= index(I + S~ HF - V)) =0,

gdje zadnja jednakost slijedi iz Leme m jer je STHF — V) € F(H). ]

Korolar 4.5.8. Fredholmov operator T € F(H) je indeksa 0 ako i samo ako je T kompaktna
perturbacija invertibilnog operatora.
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Teorem 4.5.9. Za svaki Fredholmov operator T € F(H) i za svaki kompaktan operator K € K(H)
1mamo
index(T"+ K) = index T,

Dokaz. Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je n := indexT > 0. Naime, slucaj
kada je n = 0 je rijesen u Propoziciji [£.5.7 dok slucaj kada je n < 0 mozemo izvesti iz pozitivnog
slucaja promatrajuci operator 1.

Neka je ¢? Hilbertov prostor kvadratno sumabilnih nizova kompleksnih brojeva. Ako je S €
F(¢?) neki Fredholmov operator, tada je T ® S € F(H @ %) (gdje je H & ¢? direktna suma
Hilbertovih prostora, a T @ S direktna suma operatora) i vrijedi

index(T' @ S) = index T + index S, (4.8)

gdje su indeksi racunati redom u B(H & ¢2), B(H) i B(¢?). Uzmimo da je S unilateralni sift. Tada
iz Primjera i jednakosti zakljucujemo T @ S™ € Fo(H @ (?), pa je prema Propoziciji
4.5.7

(T+K)®S"=T®S"+A30c Fo(H o).

Dakle, T'+ K € F,,(H), kao §to je i trebalo pokazati. O

Teorem 4.5.10. Svaka Fredholmova klasa F,,(H) (n € Z) je otvorena u operatorskoj topologiji na
B(H). Posebno, preslikavangje index : F(H) — Z je neprekidno. Nadalje, vrijedi

index(717T») = index T7 + index T (4.9)
za sve Ty, Ty € F(H).

Dokaz. Najprije dokazimo da je klasa Fo(H) otvorena u B(H). Pretpostavimo stoga da je T' €
Fo(#) i prepostavimo da je (7;,) niz u B(H) koji konvergira prema 7. Prema Propoziciji 4.5.7]
postoji parcijalna izometrija V' € F(H) takva da je operator T+ V invertibilan u B(H). Specijalno,
oba operatora T+ V i (T + V)* su ograni¢ena odozodo s nekom pozitivnom konstantom . Tada
su i operatori T,, + V i (T,, + V)* ograni¢eni odozdo za dovoljno velike n, pa iz Korolara
zakljuc¢ujemo da su oni nuzno invertibilni. Dakle,

index 7T}, = index(7,, + V) = 0,

za sve n > ng. Time smo pokazali otvorenost skupa Fo(H).

Pretpostavimo sada da je n > 0 i neka je T" € F,,(H). Tada je prema dokazu Teorema m
T @ S™ € Fo(H @ (?), gdje je S unilateralni §ift na ¢2. Iz prvog dijela dokaza znamo da postoji
e > 0 takav da je W € Fo(H @& (?), ¢cim je W € B(H @ (?) takav da je ||T @ S" — W || < e. Posebno,
ako je R € B(H) takav da je |T — R|| < ¢, tada jei ||T & S™ — R® S™|| < ¢, pa zakljucujemo da
je R® S™ € Fo(H @ ¢?). Odavde naravno slijedi da je R € F,,(H). Time je dokazana i otvorenost
klase F,,(#H) za pozitivne n. Negativni slu¢aj dobivamo iz pozitivnog primjenom involucije koja
je izometrija s F_,(#H) na F,,(H).

Ostalo nam je dokazati jednakost (4.9). Neka su T} € F,,(H) i T5 € F,,,(#). Uzmimo najprije
da je m = 0. Tada prema Propoziciji m postoji parcijalna izometrija V € F(H) takva da je
operator Ty + V invertibilan u B(?). Buduéi da je T}V € F(#), prema Teoremu imamo

index Tl = index(T1 (T2 + V)) = indeX(T1T2 + T1V>
= index(T1T3).
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Sada pretpostavimo da je m > 0. Tada je To ® S™ € Fo(H @ £?) (gdje je S unilateralni §ift na
(% kao i prije), pa prema prijasnjem rezultatu imamo

n = index((Th ® Ip2)(To @ S™)) = index(T1 T, ® S™) = index(T1T,) + index(S™)
= index(T1T3) — m.

Dakle index(T1T5) = n + m = index(7}) + index(T5), kada je m > 0. Negativni slu¢aj dobivamo
analogno, posmatrajuéi operator To & (S*)™. ]

Korolar 4.5.11. Ako je T' Fredholmov operator na H, tada je i svaki pseudoinverz S od T Fred-
holmov operator te vrijeds
index S = —indexT.

Dokaz. Neka je q : B(H) — C(H) kvocijentno preslikavanje. 1z T'ST = T slijedi ¢(T)q(S)q(T) =
q(T). Kako je element ¢(T') ivertibilan u C(H) (Teorem [4.5.3)), slijedi ¢(T")¢(S) = ¢(S)q(T) = 1.
Dakle, ¢(S) je takoder invertibilan u C(H), pa je S € F(H). Nadalje, iz jednakosti TST = T' i
formule dobivamo

index(7T") = index(7'ST) = index(T") + index(S) + index(T),
odakle slijedi da je index(S) = —index(T) . O

Na kraju ove tocke istaknimo i jos jedno topolosko svojstvo Fredholmovih klasa F,(#). Naj-
prije se prisjetimo par pojmova iz topologije.

Neka je €2 topoloski prostor.

- Za dvije tocke x,y € Q kazemo da su homotopne u 2 (oznaka x 2 y) ako postoji put u €2
od z do y (tj. postoji neprekidna funkcija f : [0,1] — X takva da je f(0) =z i f(1) = v.

Relacija & je ocigledno relacija ekvivalencija na 2.

- Za prostor () kazemo da je putevima povezan ako su svake dvije tocke iz €2 homotopne u

Q.

- Za potprostor 0y od 2 kazemo da je deformacioni retrakt od €2 ako postoji neprekidno
preslikavanje F' : Q — Q takvo da je z & Fz)uQzasvex € Qi F(x) =z zasve x € .

- Za prostor 2 kazemo da je kontraktibilan ako postoji jednoclan podskup od €2 koji je
deformacioni retrakt od €.

Pretpostavimo da je sada A unitalna C*-algebra i neka su redom A* i U(A) grupe invertibilnih
i unitarnih elemenata u A. Primijetimo da je tada U(A) deformacioni retrakt od A*. Zaista, ako
je a € A, tada je ocito i |a] € A* te se lako provjeri da je element w(a) := ala|™' unitaran
(vidjeti Zadatak [3.6.5]). Tada prema Zadatku preslikavanje a — w(a) definira deformacionu
retrakciju s A* na U(A). Drugim rijeima, vrijedi w(u) = u za sve u € U(A) te w(a) L au A% za
sve a € AX.

Uzmimo sada da je A = B(H). Tada se koriste¢i Borelov funkcionalni ra¢un moze pokazati da
je svaki unitarni operator U € B(H) oblika T' = exp(iH) za neki hermitski operator H € B(H)
(to ne vrijedi u opéenitim C*-algebrama, vidjeti Zadatak [3.6.11). Posebno, grupa U(B(H)) je
putevima povezana, pa je onda i grupa B(H)* putevima povezana (Stovise, moze se pokazati da
su te grupe u stvari kontraktibilne, o ¢emu govori tzv. Kuiperov teorem). Odavde specijalno
dobivamo:
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Propozicija 4.5.12. Svaka Fredholmova klasa F,,(H) je putevima povezana. Posebno, dva Fred-
holmova operatora Ty, Ty € F(H) su homotopna u F(H) ako i samo ako je index(T7) = index(T3).

Dokaz. Koristedi slicne arugmente kao i prije, dovoljno je pokazati da je klasa Fo(H) putevima
povezana. Neka su stoga 77, Ty € Fo(H). Tada prema Korolaru[t.5.§ postoje invertibilni operatori
Ry, Ry € B(H) i kompaktni operatori Ky, Ko € K(H) takvi da je T; = R; + K; (i = 1,2). Kao
Sto smo napomenuli By 2 Ry u B(H)* te K, LKy u K(#H) (jer je K(H) konveksan skup, kao
potprostor od B(#H)). Dakle T} = Ry + K; L Ry + Ky =Ty u Fo(H). O

Oznac¢imo sada s & grupu invertibilnih elemenata Calkinove algebre C(#). Za svako n € Z
neka je &, slika Fredholmove klase F,,(H) u €(#H). Tada je &, otvorena i zatvorena normalna
podgrupa od & koja se sastoji od svih elemenata iz & koji su homotopni s 1¢) (vidjeti Zadatak
3.6.13). Stovise, kvocijentna grupa & /B je izomorfna aditivnoj grupi Z, preko izomorfizma P :
&/, — Z, koji slika klasu (&,,.8¢)/® u cijeli broj n. U tom kontekstu je index(T") = ®(w(q(T)))
zasve T € F(H), gdje suq:B(H) — €(H) inm: & — &/B, pripadna kvocijentna preslikavanja.

4.6 Hilbert-Schmidtovi i nuklearni operatori

Posebno istaknute klase kompaktnih operatora na Hilbertovim prostorima ¢ine tzv. Nuklearni
i Hilbert-Schmidtovi operatori o kojima ¢e biti rije¢ u ovoj tocki. Prije nego li damo formalne
definicije, najprije se prisjetimo pojma sumabilnosti u Banachovim prostorima.

Neka je {z; }ier familija vektora u Banachovom prostoru X. Oznac¢imo s F skup svih nepraznih
kona¢nih podskupova od I te ga uredimo sa skupovnom inkluzijom. Za svaki F' € F stavimo
rp =) ;cpZi. Tada je (vp)per mreza u X. Za familiju {z;},c1 kazemo da je sumabilna ako
postoji vektor x € X koji je limes mreze (zr)per. U tom slucéaju takoder kazemo da je x suma
familije {;}icr i piSemo x = ), ;. Vrijedi sljede¢i Cauchyjev kriterij sumabilnosti ¢iji dokaz
ostavljamo za zadacu:

Propozicija 4.6.1. Familija vektora {z;};c1 Banachovog prostora X je sumabilna ako i samo ako
vrijedi

Zasve e >0 postoji F. €¢ F takavda Fe€ F, FNF.=0) — <e.

>

icF

Posebno, skup {i € L : ||z;|| > 0} je najvise prebrojiv.

Ako su svi x; nenegativni realni brojevi, tada je familija {z;};c; sumabilna ako i samo ako je
SUPper D icp T3 < 00 iU tom slucaju je

inzsup{zgvi: Fe]—"}.

i€l 1€F

Koriste¢i desnu stranu gornjeg izraza mozemo definirati sumu ), ;#; za proizvoljnu familiju
{w;}ic1 elemenata u R,

Propozicija 4.6.2. Neka su € i@ F ortonormirane baze za Hilbertov prostor H. Tada za svaki
operator T € B(H) vrijedi

DoITel> =Y NTfIP =D I(Te. ).

ecé feF ecf feF
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Dokaz. Tvrdnjaslijedi direktno iz Parsevalove jednakosti , buduéi da imamo || Te||* = 3~ » [(Te, f)[?
zasve e € €, kao i [|[T*f||* = > cc (e, T*f)|* za sve f € F. O

Za svaki operator T' € B(H) i ortonormiranu bazu &€ za H definiramo

172 = (Z HTeH2> € Ry U {oo}.

ec&

Prema Propoziciji broj ||T'||s ne ovisi o izboru ortonormirane baze £. Kazemo da je T
Hilbert-Schmidtov operator ako je ||T'||; < oo. Skup svih Hilbert-Schmidtovih operatora na
H oznacavamo s By(H).

Primjer 4.6.3. (i) Fiksirajmo ortonormiranu bazu £ za H u promotrimo dijagonalni operator
Te = f(e)e, gdje je f € £>°(E). Tada je T € By(H) ako i samo ako je f € (3(E).

(ii) Pretpostavimo sada da je H separabilan i da je & = {e, : n € N}. Neka je (am,) N x N-
matrica od 7' s obzirom na bazu &, tj. ., = (Ten, €,). Tada iz definicije slijedi

17 = <ii |am,n\2> |

m=1 n=1
Posebno, T je Hilbert-Schmidtov operator ako i samo ako je Y oo > | |ay,,[* < 0.

(iii) Neka je (€, u) prostor mjere i neka je k € L*(2 x Q,u ® u). Kao §to znamo, integralni
operator

(Tf)(y) = / Ko ) fy) duly)  (f € L. p))

Q
je kompaktan operator na L*(Q, 1) i vrijedi ||T|| < ||| 2oxauep (Primijer (4.4.6)). Stovise,
ako je (9, u) o-konacan prostor mjere, tada je T Hilbert-Schmidtov operator na L*(£2, u1)
i vrijedi [Tl = ||k|lr2@xauew- Zaista, neka je (e;)icr ortonormirana baza za L*($, ).
Bududi da je prostor mjere (2, 1) o-konacan, familija {¢;; : i,j € I}, gdje je
(bij(x?y) = ej(x)ei(y) (%] € ]Ia T,y €< Q)

definira ortonormiranu bazu za L*(Q x Q, u ® p) (opéenito je familija {¢,,,} samo ortonor-
miran skup u L2(2 x Q, u ® p), vidjeti Lemu [4.4.7)). Tada prema Lemi imamo

ITI = Y oITeslEaqu = Y D K Tes e zaml® = Y D 1tk dip)li2@xo s
j€l jel el jel el
=kl @xausmn-
Osnovna svojstva Hilbert-Schmidtovih operatora dana su sljede¢im teoremom:
Teorem 4.6.4. (i) Ako je T € Bo(H) tada je i T* € Bo(H) te vrigedi || T = || T||2-
(i) |T) <||T||2 za sve T € Bo(H).

(i1i) Ako je S € B(H) i T € Bo(H), tada su T'S,ST € Bo(H) i vrijedi max{||T'S||2, || ST||2} <
ISTIT -

(iv) Bo(H) je (obostran) samoadjungiran ideal uB(H) i |- |2 definira normu na Bo(H) s obzirom
na koju je Bo(H) Banachova x-algebra.
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(v) F(H) je u normi || - ||2 gust podskup od Bo(H). Posebno, Bo(H) C K(H).

(vi) Norma || - ||2 na Bo(H) pridruzena je skalarnom produktu

<T1, T2>2 = Z<T167T26> (T17T2 S BQ(H)),

eef

gdje je € neka ortonormirana baza za H. Pri tome gorngi red konvergira apsolutno i suma
mu ne ovisi o izboru ortonormirane baze E. Posebno, (Bo(H), (-, -)2) je Hilbertov prostor.

Dokaz. (i). Neka je € neka ortonormirana baza za H. Prema Propoziciji imamo

715 =Y IIT"el® =D ITel® = TI3,

ecf ec&

odakle slijedi da je T* € By(H) i [|T%]|2 = ||T]]2-

(ii). Fiksirajmo jedini¢ni vektor £ € H i neka je £ neka ortonormirana baza za ‘H koja sadrzi
vektor £. Tada je ||T]]3 = 3 .c¢ [|Te||* > || T€|]*. Kako je jediniéni vektor & € H bio proizvoljan,
slijedi |T||o > ||T].

(iii). Ako je £ proizvoljna ortonormirana baza za H, tada imamo ||STe|* < ||S|?|Te|*.
Odavde slijedi da je ST € By(H) te da je ||ST|| < ||S|||T]|2. Nadalje, iz (i) slijedi da je S*T™* €
Bo(H), pajeonda i TS € Bo(H) i ||ST||2 < ||S|IT]|2-

(iv). Fiksirajmo neku ortonormiranu bazu €. Ako je T' € By(H), tada je ||T||s = 0 ako i samo
ako je ||Te|| = 0 za sve e € &, odnosno ako i samo ako je T' = 0. Nadalje, za o € C, je ocito
aT € Bo(H) i ||oT||2 = |a|||T||2- Neka je sad S € Bo(H) neki drugi Hilbert-Schmidtov operator.
Tada su {||Se||}ece i {||Te||}ece familije u £2(€). Koristedi nejednakost trokuta u ¢£2(€) imamo

(D _(lISell + ITel)®)* < IS]l2 + I T]le.

ec&

Odavde slijedi

IS+TI5 = D lSe+Tel® <) (lISell + | Tell)?

ee& ec&
< (ISll2 + IT12)* < oo

Dakle, S+T € Bo(H) i [|S+T||2 < [|S]|2+ ||T]|2- Odavde te iz (i) i (iii) zakljucujemo da je Bo(H)
samoadjungirani ideal u B(#) te da || - |2 definira normu na Bo(?). Nadalje, koriste¢i (ii) i (iii)
imamo ||[ST||2 < [|S||2]|T]| < [|S]l2l|T||2, pa je B2(H) normirana x-algebra s obzirom na normu
- ll2-

Dokazimo da je algebra By (H) potpuna s obzirom na normu || - ||o. Neka je (7;,) Cauchyjev niz
u By (#) s obizrom na normu ||-||2. Tada je prema (ii) taj niz Cauchyjev i s obzirom na operatorsku
normu, pa zakljucujemo da postoji 7' € B(H) takav da je lim, o |7 — T},|| = 0. Bududi da je niz
(T},) Cauchyjev s obzirom na normu || - ||2, za svako € > 0 postoji n. € N takav da vrijedi

Za sve m,n € N, m,n>n. = ||Tp—Tnl2<e. (4.10)
Bududi da je svaki Cauchyjev niz u metrickom prostoru ogranic¢en, postoji M > 0 takav da vrijedi

Tl < M za sve n € N. (4.11)
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Fiksirajmo neku ortonormiranu bazu £ za H. Bududi da je prebrojiva unija prebrojivih skupova
prebrojiv skup, prema Propoziciji postoji konacan ili prebrojiv podskup F' C &£ takav da
vrijedi

T,e=0 zasveneNiec&\F.
Kako je lim,, o |7 — T},|| = 0, za sve e € £\ F imamo Te = lim,,_,, T,e = 0. Posebno, skup

{e € £: Te # 0} je sadrzan u skupu F, pa je kao takav on konacan ili prebrojiv. Poredajmo
elemente od F u niz (e;). Prema|4.11] za sve n, k € N vrijedi

k 00
D o Twesl> <Y N Tesll® = 1T15 < M>.
=1 =1

Kako je lim, . [|T"— T},|| = 0, odavde dobivamo

k k
D Tl < lim Y || Tesl|* < M2
i=1 nee =1

Bududi da gornja jednakost vrijedi za sve k € N, slijedi

1713 = ST IITe]? = 3 [[Tei]? < M? < o

ecf =1
Time smo pokazali da je T' € Bo(H). Napokon, iz (4.10) slijedi da za svako k € N vrijedi

k
mn>n. = Y (T —Tn)e|* <&
=1

Pustimo li da n tezi u oo, nalazimo
k

m>n. = Y |(T—Tnel’ <&

=1

Kako je k € N bio prozivoljan, zakljucujemo

mzn. = |T=Tal3=)_ (T~ Tnel® <
i=1
Time je dokazana potpunost od By(#H) s obzirom na normu || - ||2.

(v). Najprije primijetimo da za €7 € # imamo |l ® 7l = €], pa je £ ® 7 € By(H).
Odavde i iz (iv) slijedi da je F(H) C Bo(H). Neka je sad T' € By(H) i neka je £ ortonormirana baza
za H. Za dano & > ( izaberimo konacan podskup F' C & takav da je > .\ p | Te||* < &2 i stavimo
P:=3 pe®eiS:=TP. TadajeS € F(H)i||T-S5|3=>.ce\r ITel* < &®. Time smo pokazali
da je F(H) || - ||2-gust podskup od By(H). Nadalje, prema (ii) imamo |7 — Slls < ||T = S| < &,
pa iz Teorema slijedi da je T' € K(H).

(vi). Dokaz ove tvrdnje je jednostavan i ostavljamo ga za zadacu (Zadatak [4.7.22]).

Za operator T' € B(H) i ortonormiranu bazu £ za H definiramo

1Tl =) (I Tle,e) € Ry U {oo}.

ecf
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Prema Propoziciji [.6.2] broj || T||; ne ovisi o izboru ortonormirane baze £. Ako je ||T||; < oo,
tada kazemo da je T' nuklearan operator. Skup svih nuklearnih operatora na H oznacavamo
s By(H). Osnovna veza izmedu Hilbert-Schmidtovih i nuklearnih operatora dana je sljede¢om
propozicijom:

Propozicija 4.6.5. Za operator T' € B(H) su sljedeca svojstva medusobno ekivalentna:
(1) T € By(H).
(i) |T|'/? € By(H).

(i) T je produkt dva Hilbert-Schmidtova operatora.

(iv) |T| je produkt dva Hilbert-Schmidtova operatora.

Dokaz. Neka je T'= V|T| polarna dekompozicija od 7'

(i) <= (ii). Ovo slijedi iz ¢injenice da je || T||; = |||T]"/?||3.

(ii) = (iii). Imamo T = (V| A|"/?)|A|'/?, a prema pretpostavici i Teoremu [4.6.4] oba faktora
su Hilbert-Schmidtovi operatori.

(iii) = (iv). Pretpostavimo da je T" = T1T5, gdje su Ty, Ty € Bo(H). Tada je |T'| = V*T =
(V*T1)T5, a iz Teorema slijedi V*T} € By(H).

(iv) = (i). Pretpostavimo da je |T'| = T1T5, gdje su 11,1y € Bo(H). Fiksirajmo ortonormi-
ranu bazu € za H. Bududi da za svaki vektor e € £ imamo (|T'|e,e) = (Tre, Tie) < || Tre|l||T7ell,
imamo

> AITlese) < > |ITeell|Tvell < (ZHTzeHg) (ZHQ"@W)

ecf ecf ecf ecf

= |[|Ta|2]|T1 ]2

Korolar 4.6.6. Imamo inkluzije B;(H) C Bo(H) C K(H).

Propozicija 4.6.7. Neka jeT' € By (H). Ako je & ortonormirana baza za H, tadaje ) o |(Te, e)| <

00 i suma Y .c(Te,e) ne ovisi o izboru ortonormirane baze .

Dokaz. Prema Propoziciji imamo T = TyTy, gdje su 71, Ty € Byo(H). Kako je |[(Ty —
ATy)e||* > 0 za svaki skalar A € C i vektor e € £, imamo

2Re MTve, The) < ||Tvel” + | AP (| Toell.
[zabrimo skalar \ tako da vrijedi |\| = 1 i M(Tye, The) = |(Tie, Toe)|. Tada za svako e € € imamo
1
(Te, e) = [{Tie, Toe)| < S(ITaell” + | Tael),

odakle slijedi
(1735 + 1 T2[13) < oo.

DO | —

S |(Te,e)] <

ecf

Ostaje dokazati da suma ) _(T'e,e) ne ovisi o odabiru ortonormirane baze £. Kako bismo
to pokazali, najprije primijetimo da za svako e € £ imamo

Re(Te, ) = i(H(Tl +Dy)el* = |(T1 — To)el”).
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Odavde slijedi

Re <Z<Te,e>) = 1T + T~ |7y = o). (412)

el

Ukoliko T" zamijenimo s ¢7', tada dobivamo

Im <Z(T€, €>> = i(HZTI + Doll5 = [Ty — To|). (4.13)

eel

Iz (4.12)) i (4.13)) je sada jasno da suma ) _.(Te, e) ne ovisi o odabiru ortonormirane baze £. [

U svjetlu Propozicije m za nuklearni operator T € By (#H) mozemo definirati trag od 7" s

tr7 = Z(Te, e,

ecf

gdje je £ neka ortonormirana baza za H.

Iduci teorem opisuje osnovna svojstva nuklearnih operatora.

Teorem 4.6.8. (i) By(H) je (obostran) ideal wB(H) i || - ||1 definira normu na By(H).

(ii) Ako je T € K(H) i ako su A1, Aa, ... sve svojstvene vrijednosti od T (brojeéi njihove krat-
nosti), tada je T € By(H) ako i samo ako je (N\,) € €' i u tom slucaju vrijedi | Ty = >, M-

(#i) tr: By(H) — C je pozitivno definitan linearni funkcional.

(iv) F(H) CBy(H) i F(H) je u normi || - |1 gust podskup od B1(H).

(v) Ako je T € By(H), tada vrijedi tr(T'S) = tr(ST) i | tr(ST)| < |IS|IIT]|1 za svaki operator

S eB(H).
(vi) [|T*||1 = ||T|l1 za sve T € By(H).
(vii) Ako je T € B1(H) i S € B(H), tada vrijedi max{||ST|1, |TS||1} < [|S|T]|1-

Dokaz. (1) Neka su Tl,TQ S 1831(%) i neka su T1 = V’T1| i, T2 = W’T2| i T1 —|—T2 = U|T1 + T2|
pripadne polarne dekompozicije. Buduéi da je prema Korolaru operator | T +T3| kompaktan,
prema spektralnom teoremu postoji ortonormiran niz (e,) u H i niz (\,) u ¢y takav da vrijedi
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Ty + 1ol =307, Aven @ €, Tada imamo

> = D T+ Tolen,en)
n=1 n=1

o

= Z<(T1 + Ty)e,, Uey)

n=1
= Y ((Tiea Uey) + (Toey, Uey)

n=1

I
K

(| Tilen, V*Uen) + ([Talen, W*Uen))

i
I

I
NE

(<|T1|%en, T2V Uey) + (|Ta|2 ey, yT2|%W*Uen>)

n=1
= 1 R 1 1 %
< > (Imleall - NITEVUenll + T2 benll - T3 W Uey)
n=1
< (Zumvenuz) <2\|1T112V*Uen|r2> +<ZIHT2\2enH2> (ZIHTQPW*U%!P)
n=1 n=1 n=1 n=1
< T - TVl + T2l 2 - (1T WU
1 1
< T3+ 172l )

T[] + (1721

Odavde istovremeno vidimo da iz 71,75 € By(#H) slijedi T} + 75 € By(H) te da || - ||; zadovoljava
nejednakost trokuta. Ostatak dokaza da ||-||; definira normu na B;(#) je lagan, pa ga izostavljamo.

Pretpostavimo sada da je T" € By(H) i faktorizirajmo T" = 1175, gdje su 11,7y € Bo(H).
Bududi da je By(H) ideal u B(H), za svaki operator S € B(H) imamo ST = (ST1)T» € B1(H) i
TS =Ti(T»S) € B;(H). Time smo pokazali da je By (H) ideal u B(H).

(ii). Pretpostavimo da je T € K(H) i neka je T = V|T'| njegova polarna dekompozicija. Bududéi
daje |T| € B(H)., prema spektralnom teoremu postoji ortonormiran niz (e, ) u H takav da vrijedi
IT| = >07 Anen ® €n, gdje je (\,) € ¢ niz svojstvenih vrijednosti za |T'|. Naravno, kako je |T|
pozitivan, imamo A, > 0 za sve n € N. Pretpostavimo da je T € By(H) i £ neka ortonormirana
baza za H koja sadrzi niz (e, ), tada imamo

i)\n = (ITle,e) = tr|T| < 0.
=1

ee€

Obratno, ako je > . A, < 00, tada se lako vidi da je operator |T'| nuklearan, pa je posljedi¢no i
T =V|T| €By(H).

(iii). Jasno je da trag definira pozitivan linearni funkcional na By(#). Nadalje, ako je T
pozitivan nuklearni operator s dijagonalizacijom T = Y 7 A,e, ® €,, tada je trT = > 7 A,.
Odavde slijedi da je tr'T' = 0 ako i samo ako je T' = 0.

(iv). Dokaz ove Cinjenice je slican dokazu od (v) Teorema pa ga ostavljamo za zadaéu

(Zadatak 4.7.23]).

VI
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(v). Neka su Ty, T, € Bo(H). Tada kao u dokazu Propozicije imamo

U177 + T35 = 177 = T313)

) 1 1
Re(tr(1311)) = Z(HTl + Ll — 1Ty — T2ll3) = 1

= Re(tr(TxT})).

Ako u gornjoj jednakosti operator T} zamijenimo s operatorom 7}, dobivamo Im(tr(757})) =
— Im(tr(72T7)). Dakle,

tr(T5Ty) = tr(TRTy)  zasve 11, Ty € By(H).

Neka je sada T' € By(H), T = T5Th, gdje su T1, Ty € By(H). Tada za sve S € B(H) imamo

tr(ST) = tr((STy)1T1) = tr((12:5%)Ty) = tr(Tx(T1S)*) = tr(T5 (T1S))
= tr(7T9).

Kako bismo dokazali drugi dio tvrdnje, primijetimo da su za T € By(H) i S € B(H), S|T)|z
i |T)2S Hilbert-Schmidtovi operatori. Ako je T' = V|T| polarna dekompozicija od T i € neka
ortonormirana baza za H, tada primjenom Cauchy-Schwarzove nejednakosti dobivamo

te(ST)| = Y [(|T|ze,|T|2V"S"e)]

eef
< > NTellIT]2VeS%e|
eel
! :
< (ZIHTP@!F) (Z\HT!2V*5*€I\2>
ecf eef

= Tz []2l[|T]2V*S]|2.
Odavde i iz Teorema [4.6.4] dobivamo

[te(ST) < TEINTEVS | < IT1=[311S]
= ITILIST;

¢ime je tvrdnja (v) u potpunosti dokazana.
(vi). Ako je T € By(H) s polarnom dekompozicijom T = V|T, tada je prema Napomeni [4.2.7]

|T*| = V|T'|V*. Odavde i iz (v) dobivamo
T = tr|T"| =te(V|T|V*) =te(V|T|V*) = tr(V*V|T]) = tr |T|
= [T}

(vii). Neka su T € By(H) i S € B(H). Napravimo polarne dekomorzicije ' = V|T'| i ST =
W|ST|, tako da je |ST| = R|T|, gdje je R := W*SV. Posebno, ||R| < |S]|. Koristedi (v)
dobivamo

15Tl = te(|ST]) = te(R[T]) < [|R[[[[T]]x
< ISIITl

Nadalje, odavde i iz (vi) dobivamo ||T'S||y = ||S*T*[|1 < [|S*[|[|T*|lx = ISIIIT]|1- O
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Korolar 4.6.9. Ako je T € By(H) i ako su & = {e;}ic1 @ F = {fi}icr dvije ortonormirane baze za
H, tada vrijedi

Z [(Tes, fi)| < (|7}

i€l
Dokaz. Neka je a; € T takav da je o;(Te;, f;) = [(Te;, fi)] 1 neka je U € B(H) unitaran operator
takav da je Ue; = @, f; za sve i € 1. Tada je [(Te;, fi)| = [(Tei, Uei)| = [(U*Te;, €;)| za sve i € L.
Kako je U*T € By(#), imamo

> WTew fi)l = w(UT) < U IT[h = I}

1€l
O]

Napomena 4.6.10. Ako su &,n € H, primijetimo da je ||€¢ ® 7|1 = ||€]|||n]|. Dakle, na operatorima
ranga 1 se norme || - ||, || - |1 1| - [|]2 podudaraju.

Teorem 4.6.11. Neka su (&,) i (n,) dva kvadratno sumabilna niza vektora v H. Tada je T =
> 1 &n @ my nuklearan operator i vrigedi || Ty < >0 [[&allllnnll. Obratno, ako je T nuklearan
operator na H, tada postoje dva ortogonalna kvadratno sumabilna niza vektora (&,) i (n,) u H

takva da vrijedi T = 3772 & @1 i | Tl = 3205 [16al1® = 22724 Il

Dokaz. Nekasu (&,) 1 (n,) dva kvadratno sumabilna niza vektora u H te neka je (e,,) ortonormiran
niz vektora u H. Za n € N stavimo F,, := 3 ,_, & ® ex € F(H). Tada za n > m imamo

IE = Fallz= Y I(F—Fa)e)lP= Y KenéalP< Do &l
k=m4+1 k=m+1 k=m+1
Odavde slijedi da je (F},) Cauchyjev niz u F(#) s obzirom na normu || - |2, pa prema Teoremu

4.6.4] (iv) imamo F' := > 7 &, ® e, € By(H). Kako je G := > 7 e, ®n, adjungat operatora
Yot @ €, € By(H), imamo G € By(H). Koristedi ¢injenicu da je mnozenje u normiranoj
algebri neprekidno i Propoziciju [4.3.2] (iii), imamo

T=Y &o®n=FGeB(H) i [Th<> l@mli=> Il
n=1 n=1 n=1

Obratno, neka je T € By(H) i neka je T = V|T'| njegova polara dekompozicija. Prikazimo
operator |T'| u dijagonalnom obliku [T = > 77 \ye, ® ey, gdje su A, > 01 (e,) ortonormirana
baza za (ker |T|)* = (ker T)*. Stavimo 7, := v Anen i & = Vn,. Ocito je (n,) ortogonalan niz
u H. Bududi da je V parcijalna izometrija s inicijalnim prostorom (ker ')+, niz (&,) je takoder
ortogonalan i [|€,||* = ||7.]|* = \.. Dakle,

> l&lP = ZHnnHz ZA = tr[T] = |17
n=1

te

o0

T = V|IT|=V (Z Anén @ en> =Y V(v Aen) @ VAnen
n=1

n=1
= Z En & M.
n=1
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Neka je T € By (H). Tada je s
or : K(H) = C, or(K) = tr(KT) = tr(TK).
dobro definiran linearni funkcional na K(#). Prema Teoremu imamo
sup{|r(TK) : K € BallK(H)[} < |T]|,
sto pokazuje da je @ ogranicen funkcional s ||¢r|| < ||T]]1. Vrijedi i puno vise:
Teorem 4.6.12. Preslikavanje ® : T + o definira izometricki izomorfizam s B1(H) na K(H)".

Dokaz. Trebamo pokazati da je preslikavanje ® surjektivno te da vrijedi ||®(T)| > ||T||1 za sve
T € Bi(H). Za ¢ € K(H)" definirajmo
€, n], =p(E®n)  zasve&,neH.

Tada je [[£, 0| < [l@lll€llln]l za sve &,n € H, pa je [-, -], ogranicena seskvilinearna forma na H.
Prema Teoremu |1.1.11| postoji jedinstven ogranic¢en operator 7' € B(H) takav da vrijedi

(T¢,m) =], =e(l®n)  zasve&,neH.

Tvrdimo da je T' € By(H) i da je ¢ = @p. Zaista, neka je T = V|T| polarna dekompozicija
od T i neka je £ neka ortonormirana baza za H. Ako je E konacan podskup od &, tada je
Cg = (D .cpe ®e)V* kontrakcija u F(H), pa je

lell = le(Cr)| = w(Ze@Ve)‘=ZI<T6,Ve>I
= ) (|Tle,e).

Odavde slijedi da je

llp|l > sup {Z<|T|e, e): ECE& konaéan} =||T.

eck
Dakle, T" € By (H) 1 [Ty = [l¢l]-
Ostalo nam je pokazati da je ¢ = ¢r. Kako su ti funkcionali ograniceni te kako je F(H) u normi
| - |l gust podskup od By (H) (Teorem [4.6.§| (iv)), dovoljno je pokazati da vrijedi ¢(F) = @7 (F)
za sve F € F(H). Neka je stoga F' € F(H). Tada prema Propoziciji [4.3.3 postoji konatno mnogo
vektora &1,...,&, € H te mi,...,n, € H tako da vrijedi F' =Y | & @ n;. Tada imamo

o(F) = ¢ (Z & ® 77i> = Z(sz‘,m> = Ztr(T(fi ®n;)) = tr(TF)

= or(F)

Time je dokaz teorema zavrsen. O

Na skupove operatora F(#H), By (#H), Bo(#H), K(H) i B(H) mozemo redom gledati kao ne-
komutativne analogone od coy, ¢*, 2, ¢y i (. Buduéi da je ¢~ dual od ¢!, ta nam analogija
moze sugerirati da je B(H) dual od By(#H). Kako bismo pokazali da je to zaista toéno, najprije
primijetimo da je za svako S € B(H) s

VYs:Bi(H) = C,  ¢s(T) :==tx(ST) = tr(T'5)

dobro definiran linearni funkcional na B (H).
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Teorem 4.6.13. Preslikavanje U : S + g definira izometricki izomorfizam s B(H) na By (H)".

Dokaz. 1z Teorema [4.6.8] (v) slijedi da je |[vs| < [|S]], tako da je ¥s € Bi(H)" Takoder, pres-
likavanje W je ocito linearno. Neka je ¢ > 0 i izaberimo jedini¢ni vektor & € H takav da je
I15¢]l > ||1S]| — €. Sada izaberimo jedini¢ni vektor n € H takav da je (S¢,n) = ||S¢||. Tada za
C:=¢®nimamo C € F(H) CBy(H)i||Cl; = 1. Dakle,

[Psll = [tr(SC)| = tr(SE€ @ n) = (S€n) = [|5¢]]
> ||S]| —e.

Kako je € > 0 bio proizvoljan, slijedi ||1)s]| = ||S||. Dakle, preslikavanje ¥ je izometrija.

Ostaje dokazati surjektivnost od . Neka je ¢ € B;(#H)?. Tada koristeéi slicne argumente kao

u dokazu Teorema dolazimo do operatora S € B(H) koji zadovoljava (S, n) = (& ® n)
za sve £,n € H. Odavde naravno dobivamo da je (F) = 1s(F) za sve operatore F' € F(H).
Kako je F(H) u normi || - ||; gust potprostor od B;(#H) te kako su funkcionali ¢ i 1g ograniceni,
zakljucujemo da je ¥ = 9g. ]

4.7 Zadaci

U svim zadacima mozete pretpostaviti da je H beskona¢nodimenzionalan separabilan Hilbertov
prostor.

Zadatak 4.7.1. Neka su P, () € B(#H) dva projektora.
(i) Dokazite da je P + @ projektor ako i samo ako vrijedi ran P 1 ran Q.
(ii) Dokazite da je PQ projektor ako i samo ako vrijedi PQ = QP.

(iii) Dokazite da je P 4+ @ — PQ projektor ako i samo ako vrijedi PQ = QP.

Nadalje, u dijelovima (i) i (ii) odredite ker(P + Q) i ran(P + @), a u dijelu (iii) odredite ker(P +
Q — PQ) iran(P + Q — PQ).

Zadatak 4.7.2. Neka je U : (*(Z) — (*(Z) bilateralni $ift, tj. U : e, — e,41 (n € Z), gdje je (en)
standardna ortonormitana baza za (*(Z).

(i) Dokazite da je U unitaran operator i odredite U*.

(ii) Nadalje, nadite neki invarijantan potprostor od U koji ne reducira U.
Zadatak 4.7.3. Neka je S € B(#H) unilateralni sift.

(i) Dokazite da je S ireducibilan operator.

(ii) Dokazite da S nema drugi korijen u B(H).

Zadatak 4.7.4. Pretpostavimo da su V, W € B(H) parcijalne izometrije takve da je ||V —W|| < 1.
Dokazite da tada vrijedi dimranV = dimran W, dim(ranV)*+ = dim(ran W)+ i dimkerV =
dim ker W'.

Zadatak 4.7.5. Dokazite da je skup svih nenul parcijalnih izometrija u B(?H) u normi zatvoren i
nepovezan podskup od B(H). Vrijedi li ista tvrdnja i za skup svih izometrija u B(H)?
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Zadatak 4.7.6. Nadite nuzan i dovoljan uvjet na kompaktan podskup K C C takav da postoji
parcijalna izometrija V € B(H) sa spektrom K.

Zadatak 4.7.7. Pretpostavimo da je T' € B(#) operator s polarnom dekompozicijom 7" = V|T.
Dokazite:

(i) V je izometrija ako i samo ako je T" injektivan operator.

(ii) V je koizometrija ako i samo ako je ranT gust potprostor od H.

Zadatak 4.7.8. Zan > 2 definirajmo operator T : C* — C"sTep =ep1zal <k <n—1iTe, =
0, gdje je {e1, ..., e,} standardna ortonormirana baza za C". Odredite polarnu dekompoziciju od

T.
Zadatak 4.7.9. Neka su &, € H.
(i) Odredite polarnu dekompoziciju operatora £ ® 7).
(if) Dokazite da je [|€ @ n = [§ @ nlly = [ @ nll2 = [[E]]In]]
Zadatak 4.7.10. Neka je T' € B(H). Dokazite:
(i) Ako je A € 0,(T), tada je X € 0,(T*) U o,(T*).
(ii) Ako je A € 0,.(T), tada je A € o, (T).
Zadatak 4.7.11. Dokazite Propoziciju 4.3.2]
Zadatak 4.7.12. Dokazite Lemu [£.4.7

Zadatak 4.7.13. Neka je T € K(H). Dokazite da je svaki zatvoren potprostor K < H koji je
sadrzan u slici od T nuzno kona¢nodimenzionalan.

Zadatak 4.7.14. Neka je T' € B(H). Dokazite da je operator T kompaktan ako i samo ako vrijedi
Te, — 0 za svaku ortonormiranu bazu (e,) za H. Vrijedi li ista tvrdnja ukoliko izraz "za svaku”
zamijenimo izrazom ”za neku 77

Zadatak 4.7.15. Ako je S € B(H) unilateralni 8ift, izra¢unajte
d(S,K(H)) =inf{||S — K||: K €e K(H)}.

Zadatak 4.7.16. Pretpostavimo da je T' € B(H) operator takav da je ker 7% konac¢nodimenzionalan
potprostor od H. Dokazite da je slika od T zatvorena.

Zadatak 4.7.17. Pretpostavimo da su 5,7 € B(#) operatori takvi da operator T'ST — T ima
zatvorenu sliku. Dokazite da tada i operator T" ima zatvorenu sliku.

Zadatak 4.7.18. Neka su 7' € F(H) i R € B(#H) operatori takvi da vrijedi 7'+ R € Fo(H).
Dokazite da za svaki pseudoinverz S operatora T vrijedi I + SR € Fo(H).

Zadatak 4.7.19. Neka je S € B(H) unilateralni sift. Dokazite da je slika od S u Calkinovo]
algebri C(H) normalan element, ali da ne postoji normalan operator 7' € B(H) takav da je S —T
kompaktan operator.

Zadatak 4.7.20. Ako je A unitalna C*-algebra, dokazite da preslikavanje a — w(a) = ala|™
definira deformacionu retrakciju s A* na U(A).
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Zadatak 4.7.21. Dokazite Propoziciju 4.6.1]
Zadatak 4.7.22. Dokazite dio (vi) Teorema [£.6.4]
Zadatak 4.7.23. Dokazite dio (iv) Teorema [4.6.8

Zadatak 4.7.24. Neka je T' € B(H). Dokazite da je operator 7' nuklearan ako i samo ako vrijedi
Y ece |(Te, e)| < oo za svaku ortonormiranu bazu £ za H. Vrijedi li ista tvrdnja ukoliko izraz ”za
svaku” zamijenimo izrazom ”za neku "7

Zadatak 4.7.25. Ako je T' € B(#), dokazite da je T' nuklearan operator ako i samo ako su ReT’
i Im T nuklerani operatori. Nadalje, ako je T" hermitski, dokazite da je T" nuklearan ako i samo
ako su T, i T nuklearni operatori. Vrijede li analogne tvrdnje za Hilbert-Schmidtove operatore?
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