Kvaternioni i Frobeniusov teorem
1lja Gogié, Sveuciliste u Zagrebu

Sazetak

U ovom predavanju proucavamo algebru kvaterniona H, ¢etverodimenzionalnu
nekomutativnu realnu algebru s dijeljenjem koju je 1843. godine uveo Sir William
Rowan Hamilton, irski matematicar poznat po svojim doprinosima u algebri i me-
hanici. Kvaternioni prosiruju skup kompleksnih brojeva i imaju temeljnu ulogu u
raznim granama matematike i fizike. Sredisnja tema je Frobeniusov teorem, koji kla-
sificira sve kona¢nodimenzionalne asocijativne realne algebre s dijeljenjem, tvrdeci
da je svaka takva algebra izomorfna tocno jednoj od sljedeé e tri: realnim brojevima
R, kompleksnim brojevima C, ili kvaternionima H. Slijedeé¢i pazljivo osmisljeni niz
zadataka i teorijskih smjernica, razvijamo potrebne algebarske alate kako bismo dali
potpun i rigorozan dokaz teorema. Usput istrazujemo klju¢na svojstva kvaterniona
i njihovu primjenu, osobito u reprezentaciji trodimenzionalnih rotacija, gdje nude
elegantnu i ra¢unalno u¢inkovitiju alternativu tradicionalnim matri¢nim metodama.

Oznake: algebra, geometrija.

Kljuéne rijeci: kvaternioni, Frobeniusov teorem, asocijativna algebra, kona¢nodimenzionalna
realna algebra s dijeljenjem, trodimenzionalne rotacije.
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1 Uvod

Osnovni cilj ovog predavanja je obraditi osnove teorije kona¢nodimenzionalnih algebri s
dijeljenjem, uvesti algebru Hamiltonovil{*| kvaterniona H, razraditi neka njezina svojstva
i primjene, te dokazati sljede¢i fundamentalni teorem:

Teorem 1.1 (Frobeniusov teorenﬂ, 1877.). Do na izomorfizam postoje toéno tri
konacnodimenzionalne realne algebre s dijeljenjem: realni brojevi R, kompleksni brojevi
C i kvaternioni H.

Tijekom ovog predavanja oznacavamo s F proizvoljno polje. Prisjetimo se da je
karakteristika polja F najmanji prirodan broj n € N za kojeg vrijedi

1+1+-+1=n-1=0,
| S

n puta

pri ¢emu 0 i 1 oznac¢uju aditivni i multiplikativni neutralni element u F. Ako takav
broj n ne postoji (odnosno, ako je n -1 # 0 za svaki n € N), tada kazemo da F ima
karakteristiku nula. Karakteristika polja F oznacava se s char(F).

Tipi¢ni primjeri polja s karakteristikom nula uklju¢uju polje racionalnih brojeva Q,
realnih brojeva R i kompleksnih brojeva C. S druge strane, svako konacno polje F, s
q elemenata ima karakteristiku p, gdje je p prost broj takav da vrijedi ¢ = p™ za neki
n € N.

U ovom ¢emo se predavanju uglavnom baviti poljima R i C.

2 Algebre

Definicija 2.1. Za vektorski prostor A nad poljem F kazemo da je asocijativna alge-
bra ili samo F-algebra, ako je na A zadana operacija mnozenja, odnosno asocijativna
bilinearna binarna operacija

AxA— A, (a,b) — ab.
Drugim rije¢ima, za sve A\, u € F te a,b,c € A vrijedi:

(ab)c = a(be),
(Aa -+ b)e = Mac) + p(be),
a(Ab+ pc) = A(ab) + p(ac).

Takoder ¢emo podrazumijevati da A ima jedinicu, tj. da postoji element 14 € A\ {0}
sa svojstvom
lga =aly =a

za sve a € A. Jedinica u algebri je nuzno jedinstvena i kada je iz konteksta jasno o kojoj
algebri je rijec, cesto ¢éemo umjesto 14 pisati samo 1.

*William Rowan Hamilton (1805-1865), irski matematicar
TFerdinand Georg Frobenius (1849-1917), njemacki matematicar



e Za element a € A kazemo da je invertibilan ako postoji element a~! € A takav

da je
ata=aa" ' =1.

Element o', ako postoji, je jedinstven i zovemo ga inverz od a.

e Za elemente a,b € A definiramo njihov komutator s

la, b] :== ab — ba.

Ako je [a,b] = 0, odnosno ako vrijedi ab = ba, kazemo da a i b komutiraju.

e Skup svih elemenata u A koji komutiraju sa svim elementima u A zove se centar

od A i oznacava sa Z(A). Dakle,
Z(A)={z€ A: za=azVa € A}.

Ako je A= Z(A), tj. ako svaka dva elementa u A komutiraju, onda kazemo da je
A komutativna algebra.

Ako je F = R onda govorimo o realnim algebrama, a ako je F = C onda govorimo
o kompleksnim algebrama.

Primjer 2.2. (a) Svako polje F mozemo promatrati kao algebru nad samim sobom,

(b)

tj. operacija mnozenja skalarom F x F — F je definirana kao mnozenje elemenata
ulF.

Opcenitije, ako je K potpolje od F, onda F mozemo promatrati i kao K-algebru,
tj. operacija mnozenja skalarom je funkcija K x ' — [F. Posebno, polje komplek-
snih brojeva C mozemo promatrati i kao C-algebru (dimenzije 1) i kao R-algebru
(dimenzije 2).

Oznac¢imo s F[X] skup svih polinoma u jednoj varijabli X nad poljem F. S ob-
zirom na standardne operacije na polinomima, F[X] ima strukturu komutativne
F-algebre. Jedinica u F[X] je konstantni polinom 1, a invertibilni elementi u F[X]
su jedino nenul konstantni polinomi.

Neka je V vektorski prostor nad poljem F. Ozna¢imo s Lr(V') skup svih F-linearnih
operatora s V u V. Dakle, Lp(V) sa sastoji od svih preslikavanja ¢ : V' — V koja
zadovoljavaju

d(Av + pw) = Ap(v) + pop(w), zasve ,peFiv,weV.

Skup Lp(V) ima strukturu F-algebre s obzirom na standardne operacije na line-
arnim operatorima:

(A¢)(v) := A(¢(v)),
(¥ + @) (v) :== ¥ (v) + ¢(v),
(V) (v) := ¥ (d(v)),
gdje su ¢, € Lr(V), v € V te X € F. Jedinica u algebri Ly(V') je identiteta idy .

Primijetimo da je algebra Lp(V) nekomutativna ¢im je dimp V' > 1, gdje dimp V'
oznacava dimenziju od V.



(e) Neka je A algebra nad poljem F i n € N. Promotrimo skup M, (A) svih n x n
matrica s elementima u A. Tada je M,(A) algebra s obzirom na standardne
matri¢ne operacije:

Aaij] == [Aag],
[aij] + [bij] == [as; + bij],

[aij][bij] := [Z aikbkj] ;
k=1
gdje su A € FF te [ay5], [bij] € M, (F). Jedinica u algebri M, (IF) je jedini¢na matrica

I, = diag(la,...,14),

odnosno dijagonalna matrica ¢iji su svi elementi na dijagonali jednaki 1 4. Posebno,
M, (F) je F-algebra.

Zadatak 1. Neka A algebra nad poljem F karakteristike razlicite od 2. Ako za sve
a,b € A vrijedi (ab)? = (ba)?, dokazite da je A nuzno komutativna.

Definicija 2.3. Podskup B algebre A zove se podalgebra od A ako B sadrzi jedinicu
od A i B je algebra s obzirom na operacije koje su definirane kao restrikcije operacija
algebre A.

Napomena 2.4. (a) Primijetimo da je podskup B od A podalgebra od A ako i samo
ako je B potprostor od A, 14 € Bi B je zatvoren s obzirom na operaciju mnozenja,
tj. vrijedi ab € B za sve a,b € B.

(b) Skup F14 = {Al4 : XA € F} je podalgebra od A dimenzije 1. Nju ¢emo obi¢no
poistovjetiti s poljem F, preko identifikacije A = A4 (A € F), tako da je F C A.

(c¢) Centar Z(A) je podalgebra od A. Buduéi da Z(A) sadrzi F = F14 kao podalgebru,
Z(A) je dimenzije barem 1.

Definicija 2.5. Ako je Z(A) =T, tj. ako jedino skalarni multipli jedinice komutiraju
sa svim ostalim elmentima od A, onda kazemo da je A centralna algebra.

Primjer 2.6. Algebra kompleksnih brojeva C je o¢ito centralna kao C-algebra, ali ne i
kao R-algebra.

Zadatak 2. Neka je A algebra koja sadrzi polje K kao podalgebru. Dokazite da A ima
strukturu K-algebre (pri ¢emu je operacija mnozenja skalarom K x A — A definirana
kao mnozenje elemenata u A) ako i samo ako je polje K sadrzano u centru od A.

Definicija 2.7. Neka je A algebra.

e Za potprostor I od A kazemo da je (obostrani) ideal u A ako za sve a € A i
bel vrijediabe Iiba€l.

e Ocitosu {0} i Aideali u A koje zovemo trivijalni ideali. Ako A nema netrivijalnih
ideala, onda kazemo da je A prosta algebra.

Primjer 2.8. (a) Neka je K bilo koje potpolje polja F. Onda je F prosta K-algebra.
Naime, neka je I ideal u Fia € I. Ako je a # 0, onda je 1 = aa~! € I, tako da
x=1x € I zasve x € F. Dakle, I = TF.



(b) Promotrimo polinomijalnu algebru F[X]. Ako je p(X) € F[X] proizvoljan polinom,
onda je I := p(X)F[X] (skup svih polinoma djeljivih s p(X)) ideal u F[X]. Stovige,
moze se dokazati da je svaki ideal u F[X] oblika p(X)F[X], za neki polinom p(X)
(vidjeti npr. [3, Corollary 6.4])

Zadatak 3. Neka je A algebra in € N.

(a) Dokazite da je A centralna algebra ako i samo ako je matri¢na algebra M, (A)
centralna.

(b) Dokazite da je A prosta algebra ako i samo ako je M,,(A) prosta algebra.
Posljediéno, M, (F) je centralna prosta F-algebra.
Definicija 2.9. Neka su su A i B algebre nad istim poljem F.

e Za preslikavanje ¢ : A — B kazemo da je homomorfizam algebri ako je F-
linearno, multiplikativno te jedinicu slika u jedinicu, tj. vrijedi

P(Aa + pb) = Ap(a) + pd(b),
p(ab) = ¢(a)o(b),
¢(14) = 1B,

zasve a,be Ai A\ ueF.

e Injektivni homomorfizmi zovu se monomorfizmi, surjektivni homomorfizmi epi-
morfizmi, a bijektivni homomorfizmi izomorfizmi. Izomorfizmi ¢ : A — A zovu
se automorfizmi algebre A.

e Zaalgebre Ai B kazemo da su izomorfne i piSemo A = B ako postoji izomorfizam
¢:A— B.

Napomena 2.10. (a) Izomorfnost algebri je relacija ekvivalencije na klasi svih F-
algebri.

(b) Skup automorfizama algebre A oznac¢avamo s Autp(A) i on ima strukturu grupe s
obzirom na mnozenje u Lr(A) (tj. kompoziciju).

(c) Neka je A algebra. Svaki invertibilni element ¢ € A inducira tzv. unutrasnji
automorfizam Ad, od 4, dan s

Ady(z) := queq .

Unutrasnji automorfizmi ¢ine podgrupu od Autp(A) i oni su naravno interesantni
samo u nekomutativnom slucaju.

(d) Prema vaznom Skolem—Noetherinovom teoremuﬂﬂ kona¢nodimenzionalne centralne
proste algebre dopustaju samo unutrasnje automorfizme (vidjeti [I, Theorem 1.30]).
Posebno, prema Zadatku (3| svaki automorfizam matri¢ne algebre M, (IF) je nuzno
unutrasnji.

!Thoralf Albert Skolem (1887.-1963.), norveski matematicar
¥ Amalie Emmy Noether (1882.-1935.), njemacka matematicarka



Zadatak 4. (a) Odredite grupu automorfizama Autg(C) realne algebre C.

(b) Odredite grupu automorfizama Autg (C?) realne algebre C2, s obzirom na operacije
po koordinatama:

Az1, 22) 1= (Az1, Az2),
(zh z2) + (wl, ’U)Q) = (21 + wi, 22 + w2),

(21, 22) - (w1, w2) == (z1w1, 22w2),
gdje su A € R te z1, 20, w1, ws € C.

Primjer 2.11. Neka je A algebra. Ako je p € F[X] polinom s rastavom
n
p=p(X) =X+ 0X + XX+ .+ XX =) NXF
k=0
tada za element a € A definiramo
n
p(a) :== Aol + Aja + Aoa? + .. 4 M\ = Z)\kak € A.
k=0

Preslikavanje

¢a :FIX] > A, ¢a:prpla)

je homomorfizam algebri, a njegova slika je najmanja podalgebra od A koja sadrzi
element a, tj. potprostor od A razapet svim potencijama {1, a, a?, .. .} elementa a.

Primjer 2.12. Neka je V n-dimenzionalni vektorski prostor nad poljem F i (b) =
(b1,...,bn) neka uredena baza za V. Za linearni operator ¢ € Lr(V) oznacimo s [¢] )
njegov matri¢ni prikaz u bazi (b), tj.

Q11 Q12 Qln
Qo] Q2 - Q2n,

Bloy=1| . . . .| €M),
On1 Qp2 - Qnpp

gdje su koeficijenti o;; € IF jedinstveno odredeni s

P(b;) = Zaijbiv forall 1 <j<n.
=1

Tada je preslikavanje Lp(V') — M,,(IF), koje linearnom operatoru 7' € Ly(V') pridruzuje
njegov matriéni prikaz [Ty € M, (FF) u bazi (b), izomorfizam algebri.

Napomena 2.13. (a) Svaka algebra A izomorfna je nekoj podalgebri od Lr(A). Na-
ime, za fiksirani element a € A definirajmo preslikavanje

Ly:A— A, Lo(z) := az.

Preslikavanje L, je o¢ito linearno, tj. L, € Lr(A). Nadalje, lako se provjeri da je
S
m:A— Lp(A), m(a) = L,

definiran monomorfizam algebri, koji se zove regularna reprezentacija od A.



(b) Posebno, ako je A kona¢ne dimenzije n, A je izomorfna nekoj podalgebri matri¢ne
algebre M, (F).

Zadatak 5. Neka je A kona¢nodimenzionalna algebra nad poljem F karakteristike 0.
Dokazite da se jedinica 14 ne moze prikazati kao kona¢na suma komutatora u A.

Definicija 2.14. Neka je A algebra. Ako postoji nenul element a € A takav da je ab =0
za neki nenul element b € A, onda kazemo da je a djelitelj nule. Ako A nema djelitelja
nule, onda kazemo da je A domena. Komutativne domene zovu se jos i integralne
domene.

Primjer 2.15. Algebra polinoma F[X] je integralna domena.

Napomena 2.16. Istaknutu klasu djelitelja nule u algebri A (ako takvi postoje) ¢ine
tzv. nilpotentni elementi, tj. nenul elementi a € A za koje postoji prirodan broj n > 2
takav da je a = 0. Nilpotentni elementi uvijek postoje u matri¢nim algebrama M, (F),
¢im je n > 2. Naime, ako je T' € M, (F) bilo koja nenul striktno gornje trokutasta
matrica, onda je T™ = 0.

Zadatak 6. Neka je A kona¢nodimenzionalna algebra nad poljem F karakteristike O.
Pretpostavimo da elementi a,b € A zadovoljavaju jednakost [[a,b],a] = 0. Dokazite da
tada postoji prirodan broj n takav da je [a, b]™ = 0.

3 Kona¢nodimenzionalne algebre s dijeljenjem

Definicija 3.1. Neka je A algebra nad poljem F te neka je a € A. Ako postoji normirani
polinom m, € F[X] takav da je m,(a) = 0, te za svaki drugi normirani polinom p € F[X]
sa svojstvom p(a) = 0 vrijedi degm, < degp, onda kazemo da je m, minimalni
polinom elementa a.

Propozicija 3.2. Neka je A konacénodimenzionalna algebra nad poljem F. Tada svaki
element a € A ima jedinstven minimalni polinom my,.
Dokaz. Neka je dimp A = n i fiksirajmo element a € A.

Egzistencija od mg,. Promotrimo skup
{14,a,...,a"} C A.

Jer je dimg A = n, taj skup je linearno zavisan pa postoje skalari Ag, A1, ..., A\, € F koji
nisu svi 0 takvi da je
Mla+Ma+...+ X a"=0.
Neka je 0 < k < n najvedi broj takav da je A\ # 0. Tada je
1
X):=—
p(X) =+

normiran polinom u F[X] takav da je p(a) = 0. Posebno, postoji polinom m, € F[X]
najmanjeg stupnja koji se ponistava na elementu a i m, je po definicji minimalni polinom
elementa a.

WX 4 MX + )

Jedinstvenost od m,. Pretpostavimo da su mg, m,, € F[X| dva minimalna polinoma
od a. Po definiciji, m, 1 m/ su istog supnja k < n. Ocito je (mg — m))(a) = 0.
Jer su polinomi m, i m/, normirani i istog su stupnja, zakljuéujemo da je polinom
p := mg —m), € F[X] stupnja manjeg od k sa svojstvom p(a) = 0. Stoga je nuzno p = 0,

odnosno m, = m,,. O



Zadatak 7. Neka je A algebra. Za element a € A kazemo da je lijevo (desno)
invertibilan ako postoji element b € A takav da je ba =1 (ab =1).

(a) Ako je algebra A kona¢nodimenzionalna, dokazite da su svi lijevo (desno) invert-
bilni elementi u A nuzno invertibilni.

(b) U algebri Lx(R[X]) nadite primjer neinvertibilnog operatora koji je lijevo inverti-
bilan.

Definicija 3.3. Za algebru A kazemo da je algebra s dijeljenjem ako je svaki nenul
element u A invertibilan.

Primjer 3.4. Polja R i C su ociti primjeri komutativnih realnih algebri s dijeljenjem.

Napomena 3.5. Analogni argument kao u Primjeru (a) pokazuje da je svaka algebra
s dijeljenjem prosta algebra.

Zadatak 8. Neka je A algebra s dijeljenjem.
(a) Dokazite da za sve a,b € A\ {0}, a # b~!, vrijedi tzv. Huin identitetﬂ

aba = ((a—b"1)"" - ail)_l + a.

(b) Pretpostavimo da je ¢ € Lp(A) linearno preslikavanje takvo da vrijedi

p(1)=1 i ¢la)p(a ) =1, zasveac A\{0}.
Dokazite da tada vrijedi

#(a®) = ¢(a)?, zasvea € A. (3.1)
Stovige, ako je char(F) # 2, dokazite da je jednakost ([3.1)) ekvivalentna s
o(ab+ ba) = ¢p(a)p(b) + ¢(b)p(a), zasvea,be A. (3.2)

Napomena. Preslikavanja ¢ € Lp(A) koja zadovoljavaju jednakost (3.2]) zovu se Jordanovi
homomorﬁzmﬂi igraju vaznu ulogu u teoriji algebri i prstenova, kao i u matematickoj fundaciji
kvantne mehanike.

Propozicija 3.6. Svaka konacnodimenzionalna domena je algebra s dijeljenjem.

Dokaz. Pretpostavimo da je A kona¢nodimenzionalna domena. Jer je A domena, za
fiksirani element a # 0, operator L, € Lr(A), Ly(x) = az, je injektivan, pa stoga i
bijektivan jer je dimp A < oo (teorem o rangu i defektu). Posebno, L, u slici sadrzi
jedinicu od A, odnosno postoji b € A takav da je

ab=1.

Analogno, promatrajuéi operator R, € Lr(A), Rq(z) = za, dolazimo do elementa ¢ € A
takvog da vrijedi

ca = 1.
Slijedi
c¢=cl =c(ab) = (ca)b =1b = b,
odnosno ¢ = b je inverz od a. Kako je a # 0 bio proizvoljan, slijedi tvrdnja. O

THua Loo-Keng (1910.-1985.), kineski matematicar i politicar
IErnst Pascual Jordan (1902.-1980.), njemacki fizicar



Napomena 3.7. Beskonactnodimenzionalne domene ne moraju biti algebre s dijelje-
njem. Osnovni primjer koji to pokazuje je algebra polinoma F[X], buduéi da su svi
polinomi stupnja veéeg ili jednakog 1 neinvertibilni u F[X].

Propozicija 3.8. Neka je A konacnodimenzionalna algebra s dijeljenjem. Minimalni
polinom svakog elementa u A je ireducibilan, tj. me moZe faktorizirati u produkt dva
nekonstantna polinoma.

Dokaz. Neka je a € A s minimalnim polinomom m, (Propozicija . Pretpostavimo
da je

ma(X) = p(X)q(X)
za neke polinome p, g € F[X]|. Tada je

pla)q(a) = mq(a) = 0.

Jer je A algebra s dijeljenjem, mora biti p(a) = 0 ili g(a) = 0. Kako su oba polinoma p
i ¢ stupnja najvise degmg, po definiciji od m, barem jedan od polinoma p i ¢ mora biti
stupnja jednakog deg m,. Posljedi¢no drugi polinom onda mora biti konstantan. ]

4 Realne algebre s dijeljenjem - dimenzije 1 i 2

U nastavku ¢emo koristiti sljede¢i fundamentalni teorem i njegovu posljedicu:

Teorem 4.1 (Osnovni teorem algebre). Svaki kompleksni polinom p € C[X]| stupnja
n > 1 ima korijen u C. Posljedicno, p se moze faktorizirati kao produkt polinoma stupnja
1, tj. postoje a, A1, ..., Ay € C takvi da je

PX)=a(X =) (X =)
i takva faktorizacija je jedinstvena do na permutaciju faktora.

Korolar 4.2. Realni polinom p € R[z] je ireducibilan ako i samo ako je p ili stupnja 1
ili stupnja 2 bez realnih korijena, odnosno negativne diskriminante.

Za dokaz i povijesni pregled Osnovnog teorema algebre, Citatelja upuéujemo na [2]
Chapter 4].

Korolar 4.3. Do na izomorfizam, C je jedina konacnodimenzionalna kompleksna alge-
bra s dijeljenjem.

Dokaz. Neka je A kona¢nodimenzionalna kompleksna algebra s dijeljenjem. Fiksirajmo
proizvoljan element a € A te neka je m, € C[X] njegov minimalni polinom. Prema
Propoziciji mg je ireducibilan. Prema Osnovnom teoremu algebre m, je stupnja 1,
odnosno mg(X) = X — X za neki skalar A € C. Slijedi 0 = m4(a) = a — Al 4, odnosno
a = Al4. Dakle, A = C. O

Lema 4.4. Neka je A konacénodimenzionalna realna algebra s dijeljenjem. Tada je
manimalni polinom svakog elementa a € A jednog od sljedeéa dva oblika:

me(X) =

X-X (AeR) ako je a € R
X2 -2 X +pu ApeR N <pu) akoa¢R.

Posljedicno, svaki element a € A moZemo zapisati u obliku a = x + y, gdje je x € R g
y € A takav da je ili y = 0 ili y*> € Rg.



Dokaz. Ako je a € A, onda je ocito a € R ako i samo ako je my(X) = X —a. U tom
slucaju imamo trivijalnu dekompoziciju a = x + y, gdje je y = 0.

Ako a ¢ R, odnosno ako je degm, > 1, onda iz ireducibilnosti od m, (Propozicija
i Korolara slijedi da je m.(X) = X2 — 20X + p za neke )\, € R takve da je
A? < p. U tom slucéaju stavimo z := A €Riy:=a—-A¢ R, takodajea =2 +yi

y? =a® -2 a+ X\ =a* —2Xa+p+ (A —p) = mg(a) + (A2 — p)
=X —-u<o.
O

Propozicija 4.5. Do na izomorfizam, C je jedina dvodimenzionalna realna algebra s
dijeljenjem.

Dokaz. Neka je A dvodimenzionalna realna algebra s dijeljenjem. Prema Lemi[4.4] pos-
toji element y € A takav da je y? € Roo. Stavimo

1A= 5Y €A,

)
tako da je z'124 = —1. Skup {14,i4} je oCito linearno nezavisan pa stoga razapinje A (jer
je dimg A = 2). Dakle

A=Rls+Riy={Ala+pia: A\ peR},

gdje + oznacava (unutrasnju) direktnu sumu vektorskih prostora. Sada je trivijalno
provjeriti da je preslikavanje ¢ : C — A definirano s ¢(A+ pi) := Al 4 + pi 4 izomorfizam
(realnih) algebri. O

Korolar 4.6. Do na izomorfizam, R i C su jedine konacnodimenzionalne komutativne
realne algebre s dijeljenjem.

Dokaz. Pretpostavimo da je A realna kona¢nodimenzionalna komutativna algebra s di-
jeljenjem, te neka je dimg A > 2. Prema dokazu Propozicije A sadrzi podalgebru
C4 izomorfnu s C. Jer je A komutativna, A mozemo promatrati kao C4-algebru (tj.
za polje skalara uzmemo C4; vidjeti zadatak . Kako je dimg A < oo svakako je i
dimc, A < oco. Dakle, A konacnodimenzionalna kompleksna algebra s dijeljenjem pa je
prema Korolaru nuzno A = C,4 = C. O

U ovom trenutku prirodno se namece sljedece pitanje: Za koje prirodne brojeve n > 2
postoje n-dimenzionalne realne algebre s dijeljenjem? Nadalje, jesu li takve algebre (do
na izomorfizam) jednoznacéno odredene svojom dimenzijom n?

Na ova pitanja upravo odgovara Frobeniusov teorem, kojeg ¢emo dokazati u odjeljku[6]

Na kraju ovog odjeljka napomenimo da je klasifikacija dvodimenzionalnih algebri s
dijeljenjem nad poljem racionalnih brojeva Q osjetno kompliciranija:

Zadatak 9. Neka je p prost broj. Promotrimo skup

QVpl ={A+pv/p: A peQ} CR,

s obzirom na standardne operacije zbrajanja i mnozenja realnih brojeva.
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(a) Dokazite da je Q[,/p] polje koje sadrzi Q i dimg Q[,/p] = 2.
(b) Ako su p i ¢ dva razlicita prosta broja, dokazite da Q-algebre Q[,/p] i Q[,/q] nisu

izomorfne.
(¢) Zakljucite da postoji beskonaéno mnogo neizomorfnih dvodimenzionalnih Q-algebri

s dijeljenjem.

5 Algebra kvaterniona H - dimenzija 4
Na vektorskom prostoru
R* = {(q0, q1, 42, 83) : 0,1 42,3 € R},
uz standardne operacije zbrajanja i mnozenja skalarom, uvedimo sljede¢e oznake
1:=(1,0,0,0), i:=(0,1,0,0), j:=1(0,0,1,0) i k :=(0,0,0,1),

Drugim rije¢ima, {1,i,j,k} je upravo kanonska baza za R?*, tako da za svaki ¢ =
(90, 91,G2,43) € R* imamo rastav

q=qo+ qi+ g2+ gzk.

Na R* takoder uvodimo operaciju mnozenja, tako da najprije definiramo medusobne
produkte i, j, k na sljede¢i nacin:

ij = —ji=k,
jk = -kj =i,
ki = —ik = j.

Primijetimo da pravilo mnozenja elemenata i, j, k mozemo lako zapamtiti koristeéi sljede¢i

dijagram:

Definiciju mnozenja zatim po bilinearnosti prosirimo na ¢itav R*. Dakle, za ¢ = qo +
11+ g2j + gsk 1 w = wg + wii + waj + wsk:

(qo + qii + q2j + g3k) - (wo + w1i + waj + w3k) qowo — QW1 — qaW2 — G3W3
(qow1 + qrwo + gawz — gzwe)i
(qow2 — qrw3 + gawo + q3w)j

(qows + qrw2 — gaw1 + qzwo)k

+ o+ +
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Definicija 5.1. Uz prethodno definirane operacije, R* se zove algebra kvaterniona i
oznacava se s H.

Napomena 5.2. Nije tesko (ali je malo naporno) provjeriti da je H zaista realna (aso-
cijativna) algebra. Primijetimo da H nije komutativna.

Napomena 5.3. Pojam kvaterniona dolazi od latinske rije¢i quaternio, koja se prevodi
kao cetvorka, odnosno cjelina od &etiri dijela. Oznaka H za kvaternione dana je u
cast W. R. Hamiltona, koji je 1843. godine otkrio kvaternione, trazeé¢i proSirenje polja
kompleksnih brojeva do trodimenzionalne realne algebre s dijeljenjem s dvije imaginarne
jedinice. Nakon visegodisnjih neuspjelih pokuSaja, shvatio je da to ne moze posti¢i u
dimenziji 3, ve¢ u dimenziji 4, s tri imaginarne jedinice i, j, k koje moraju zadovoljavati
jednakost i = j2 = k% = ijk = —1. Tu formulu je 16. listopada 1843. Hamilton urezao
u kamen dublinskog mosta Broom Bridge, na kojem se i danas nalazi sljedec¢a plaketa:

Sliku je izradio Cone83
https://en.wikipedia.org/wiki/Quaternion

Slicno kao i na algebri kompleksnih brojeva C, na algebri kvaterniona H uvodimo
involuciju (konjugiranje), kao unarnu operaciju * : H — H definiranu s

(g0 + qui + q2j + q3k)" == qo — q1i — q2j — @3k.

Lako se pokaze da konjugiranje na H zadovoljava sljedeéa svojstva:

(@) =gq,
(A + pw)* = Ag" + pw*,
(qu)* =w*q",

1 e e
¢ = —§(Q+1q1 + jgj + kak),

gdje su q,w € H te A\, u € R.
Za svaki kvaternion ¢ = qo+ q1i+ ¢2j + gsk € H definiramo njegov realni (skalarni)

dio s 1
Re(q) = 5(a+¢") = q
i imaginarni (vektorski) dio s

1 * . .
q:= §(q—q ) = qii + g2 + g3k,

12


https://en.wikipedia.org/wiki/Quaternion

tako da se ¢ rastavlja u obliku
q=4qo+q.

Za kvaternion g € H kazemo da je €isti ako je Re(q) = 0, sto je ekvivaletno s ¢* = —q.
Uobicajeno se R? poistovjeéuje sa ¢istim kvaternionima, preko identifikacije

(q1,92,q3) = @i + g2j + qzk. (5.1)

Onda s lako provjeri da produkt dvaju kvaterniona ¢ = gqo + q i w = wg + w mozemo
racunati preko formule

qw = Re(q) Re(w) — (q,w) + Re(q)w + Re(w)q + q X w, (5.2)
gdje (-,-) i x redom oznacavaju (standarni) skalarni i vektorski produkt na R3:
(a, W) = qrw1 + gaws + gzws,
ik
AXW=1|q1 QG ¢3|.
wp wy w3

Napokon, algebru H opskrbljujemo s euklidskom normom

lao + a1i+ g2 + gsk|| == \/QS +ai + 63+ a3,

za koju se lako provjeri da zadovoljava sljede¢a svojstva:

11 =1,
™[l = llqll,
7q=llqll* = aq",
lqwll = llgll|w]l,

za sve ¢, w € H. Posebno, svaki nenul kvaternion ¢ € H je invertibilan s inverzom
*

-1 q
q =75
lq]l?

Nadalje, algebra H je centralna, tj. Z(H) = R. Naime, ako je ¢ = qo + q1i + ¢2J + qsk €
Z(H), onda iz ¢i = ig i ¢j = jq redom dobivamo g2 = g3 = 01 ¢; = g3 = 0, odnosno
g=qo €R.

Sve zajedno, imamo sljedeéi rezultat:

Propozicija 5.4. Algebra kvaterniona H je nekomutativna centralna realna algebra s
dijeljenjem dimenzije 4.

Posebno, prema Skolem-Noethernovom teoremu (Napomena [2.10] (d)), algebra H
dopusta samo unutrasnje automorfizme.
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6 Frobeniusov teorem

Sada smo spremni dokazati Frobeniusov teorem. Prisjetimo se njegovog iskaza:

Frobeniusov teorem. Do na izomorfizam postoje to¢no tri konacnodimenzionalne aso-
cijativne realne algebre s dijeljenjem: realni brojevi R, kompleksni brojevi C i kvaternions
H.
Dokaz Frobeniuosovg teorema provodimo u koracima. Neka je A asocijativna kona¢nodimenzionalna
realna algebra s dijeljenjem.

Korak 1. Ako je dimg A =1 onda je A =R1,4 = R.

Korak 2. Ako je dimg A > 1 onda prema dokazu Propozicije [4.5] postoji element i4 € A
takav da je i4 = —1 te A sadrzi podalgebru C4 = R14 + Ri4 izomorfnu s C. Posebno,
ako je dimg A = 2, imamo A = C4 = C.

Korak 3. Pretpostavimo da je dimg A > 2, tako da je C4 C A.

Zadatak 10. Dokazite da ne postoji element a € A\ C4 koji komutira s i4.

Korak 4. Promotrimo A kao vektorski prostor nad poljem C4 i oznac¢imo ga s cA.
Definirajmo sada preslikavanje

p:cA—cA s Ba):=iaaiy’.
Zadatak 11. Dokazite da preslikavanje ¢ zadovoljava sljedeéa svojstva:
(a) ¢ je involucija, tj. ¢ = ¢po ¢ =ida.

(b) ¢ je Cx-linearno, tj ¢(z1a1 + 22a2) = z1¢(a1) + ze¢(ag) za sve 21,29 € Cy i
ai,a € A.

(¢) ¢ je multiplikativno, tj. ¢(aia2) = ¢(a1)d(az) za sve aj,as € A.

Korak 5.1z (a) i (b) dijela zadatka [11]slijedi da su 1 i —1 jedini kandidati za svojstvene
vrijednosti od ¢. Oznac¢imo pripadne svojstvene potprostore s Vi i V_q, tj.

Vii={a€A: ¢(a) =a},
Voi:={acA: ¢(a) = —a}.
Ocito je C4 C Vj. Stovise, iz zadatka [10]slijedi da je V; = Ca.

Zadatak 12. Zakljucite da je V_1 # {0} i da vrijedi cA = V4 + V_; (direktna suma
vektorskih prostora nad Cy).

Korak 6. Fiksirajmo neki element b € V_; \ {0}. Prema Lemi postoje A, 1 € R takvi
da je
b = A4+ pb (6.1)

Ako na jednakost (6.1) djelujemo s operatorom ¢, tada koriste¢i zadatak [11{ dobivamo

¢(b)* = A4 + pg(b).
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Prema izboru elementa b imamo ¢(b) = —b, pa je
b2 = A g — pb. (6.2)

Iz (6.1) i (6.2)) slijedi da je p = 0. Kako b ¢ Rly4, mora biti A < 0. Uvedimo sada

elemente

ka:=1aJ4.

Zadatak 13. Dokazite da {14,i4,j4,ka} ¢ini linearno nezavisan skup u A, te uspos-
tavite sljedece jednakosti:

i =ja=ki=—1a,
iaja = —jaia = ka,
Jaka = —kaja =1ia,
kaia = —iaka = ja.
Korak 7. 1z prethodnog razmatranja slijedi da je

Hp:=Rlg+Rig+Rjs+REksC A

podalgebra od A koja je izomorfna s algebrom kvaterniona H. Ostaje jos dokazati da je
A = Hy. U tu svrhu izaberimo proizvoljni element a € V_;. Koristeéi (c) dio zadatka
[Tl dobivamo

P(jaa) = ¢(ja)d(a) = (—ja)(—a) = jaa.
Odavde zakljuéujemo da je jaa C Vi = Cy, paje a € j;'Ca C Hy. Dakle, V_y C Hy
iV = Cy C Hy, sto zajedno s A = Vi + V_; povlaci A = Hy. Time je dokaz
Frobeniusovog teorema u potpunosti zavrsen. ]

Na kraju ovog odjeljka napomenimo da se prepostavka konaé¢ne dimenzionalnosti algebre
A u Frobeniusovom teoremu ne moze ispustiti.

Primjer 6.1. Za proizvoljno polje F definiramo algebru Laurentovi redova [F((X))
kao skup svih formalnih redova oblika

o0
D> X
n=-—oo

gdje je samo konactno mnogo skalara A\, € [F' s negativnim indeksima n razli¢ito od 0.
Na F((X)) uvodimo operacije mnozenja skalarom, zbrajanja i mnozenja na slican
nacin kao i na algebri polinoma F[X]:

>\< i )\nX”> = i (AAn) X7,

n=-—o0o n=-—o0o

(0.9} oo oo

Z An X"+ Z pp X" = Z (A + ) X",
n=-—o00 n=—00 n=—o00

**Pierre Alphonse Laurent (1813.—1854.), francuski matematicar, inZenjer i vojni ¢asnik
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( i )\nX”> ( i ,unX”> = io: vp X", gdje je v, = Z ifhj.

n=-—o00 n=-—oo n=-—o0o i+j=n

Primijetimo da je definicija mnozenja na F((X)) smislena, s obzirom da za svaki nenul
element f € F((X)) postoji m € Z takav da je f = > .07 A\ X" 1 Ay, # 0. Nije
tesko provjeriti da F((X)) s obzirom na gore uvedene operacije (komutativna) algebra s
dijeljenjem. Takoder, jer je F[X] C F((X)), algebra F((X)) je beskona¢nodimenzionalna.

Posebno, R((X)) je primjer beskona¢nodimenzionalne (komutativne) realne algebre
s dijeljenjem.

7 Trodimenzionalne rotacije i grupa SO(3)

Osim §to imaju znacajnu teorijsku ulogu, kvaternioni imaju Siroku primjenu u mate-
matici, fizici i racunarstvu. U ovom odjeljku ukratko ¢emo opisati osnovna svojstva
rotacija u R3, §to ¢e posluziti kao uvod u njihovu reprezentaciju pomocéu kvaterniona.
Takva kvaternionska reprezentacija posebno je korisna u podruc¢jima poput robotike i
rac¢unalne grafike.

Tokom ¢itavog ovog odjeljka promatramo vektorski prostor
R" ={v = (v,...,0n) s v1,...,0, € R}
opremljen standardnim (euklidskim) skalarnim produktom
(V1. s o), (W1, ... ywy)) = viwy + ... + Vywy

i pripadnom normom

(1, o)l = VW1, U0)s (U1, ey 00)) = /03 4 - 02,

Kao i obi¢no, za svaki 1 < j < n oznacavamo s e; vektor u R" kojemu su sve
koordinate jednake nuli osim j-te, koja je jednaka 1. Tada

(e) :=(e1,...,en)

¢ini ortonormiranu bazu prostora R"™, koja se naziva kanonska ili standardna ortonor-
mirana baza.

Nadalje, R™ identificiramo sa stupcastim matricama putem identifikacije

U1
(7)17"'71]71)5 )

Un,
tako da je svaka linearna preslikavanje na R™ oblika v — T'v za neku matricu 7' € M, (R).

Definicija 7.1. e Zalinearni operator ¢ € Lr(R"™) kazemo da je ortogonalan ope-
rator ako cuva skalarni produkt, tj. ako vrijedi

(p(v),p(w)) = (v,w), =zasvev,weR"
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e Matrica T € M, (R) zove se ortogonalna ako vrijedi

T'T =TT = I,,

gdje T oznacava transponiranu matricu od 7.

Skup svih ortogonalnih matrica reda n u My (R) oznacavamo s O(n). Lako je pro-
vjeriti da O(n) €ini grupu s obzirom na mnozenje matrica, koja se naziva ortogonalna

grupa.

Napomena 7.2. (a) Prema polarizacijskom identitetu

1
(vow) =5 (Iv+wl* = [lv = wl?),

slijedi da je linearni operator ¢ € Lr(R™) ortogonalan ako i samo ako ¢uva euk-
lidsku normu, t;j.
[eMV)Il = [[v]l, zasveveR"

Matrica T' € M, (R) je ortogonalna ako i samo ako njezini stupci ¢ine ortonormi-
ranu bazu prostora R"™.

Primjenom Binet-Cauchyjevog teorema i ¢injenice da se determinanta matrice ne
mijenja pri transponiranju, zaklju¢ujemo da svaka ortogonalna matrica ima deter-
minantu jednaku +1.

Linearni operator ¢ € Lr(R™) je ortogonalan ako i samo ako postoji ortonormi-
rana baza (f) prostora R" takva da je matricna reprezentacija [¢] ) ortogonalna
matrica. Stovige, u tom slucaju, [¢](f) je ortogonalna matrica s obzirom na svaku
ortonormiranu bazu (f).

Definicija 7.3. Ortogonalna matrica T' € O(n) zove se specijalno ortogonalna ako
vrijedi det T = 1.

Skup svih specijalno ortogonalnih matrica reda n oznacavamo sa SO(n). OCcito je

SO(n

) podgrupa grupe O(n) i naziva se specijalna ortogonalna grupa.

Sada ¢emo detaljnije opisati strukturu grupa SO(2) i SO(3). Za pocetak, promo-
trimo rotaciju Ry : R?> — R? koja svaki vektor v € R? preslikava u vektor dobiven
rotacijom v oko ishodista za kut 6 € [0,27) u pozitivnom smjeru (suprotno od ka-
zaljke na satu). O¢ito je Ry ortogonalni linearni operator koji ¢uva orijentaciju ravnine.
Bududéi da vrijedi

Rp(1,0) = (cosb,sinf) i Ry(0,1) = (—sinb,cosb),

slijedi da je matri¢ni prikaz od Ry u standardnoj bazi (e) = (e, e3) od R? dan s

cosf) —sin6
sinf cos@ |’

[Rol(e) = {

Posebno, vrijedi [Ry] () € SO(2). Nadalje, imamo sljededi rezultat:

Propozicija 7.4. (a) Grupa SO(2) sastoji se tocno od svih rotacija od R? oko is-

hodista.
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(b) Ako je T € O(2) i detT = —1, tada vrijedi T = SR, gdje je R rotacija R? oko
ishodista, a S refleksija preko nekog pravea u R? koji prolazi ishodistem.

Dokaz. Svaka matrica T' € O(2) preslikava par kanonskih vektora (ej, e2) u ortogonalni
par (v,w) jediniénih vektora u R2. Neka je # € [0,27) takav da je v dobiven iz e;
rotacijom u pozitivnom smjeru za kut 6. Moguce su dvije situacije:

e Vektor w je dobiven rotacijom ey za isti kut 6. U tom slucaju vrijedi detT =11
T je rotacija R? za kut 6 oko ishodista, tj.

_ |cosf —sind
~ |sinf cosf |’
e Vektor w ima suprotnu orijentaciju u odnosu na prethodni slu¢aj. Tada vrijedi
T = SR, gdje je R rotacija za kut 6 oko ishodista, a S refleksija preko pravca kroz
ishodiste u smjeru vektora v. U tom slucaju vrijedi det T = —1.

O]

Sada poblize promotrimo slu¢aj n = 3. Svaka rotacija R prostora R? oko ishodista
fiksira jedinstveni pravac ¢ kroz ishodiste, kojeg nazivamo os rotacije, te djeluje kao
rotacija oko te osi. Preciznije, ako je u € R? jedini¢ni vektor koji odreduje os £ i
0 € [0, 2m), tada rotacija

R=Ryuy:R* > R?

preslikava svaki vektor v € R3 u vektor dobiven rotacijom v oko osi £ za kut 6 u smjeru
suprotnom od kazaljke na satu (sukladno pravilu desne ruke, tj. s obzirom pozitivnu
orijentaciju odredenu vektorom u).

Analogno dvodimenzionalnom sluc¢aju, rotacije prostora R? oko ishodista upravo su
ona linearna preslikavanja koja su ortogonalna i ¢uvaju orijentaciju; to jest, pripadaju
specijalnoj ortogonalnoj grupi SO(3). Cinjenicu da rotacije doista imaju ta svojstva lako
je provijeriti odabirom odgovarajuée ortonormirane baze prostora R u kojoj rotacija
poprima odgovaraju¢ matri¢ni oblik. Neka je konkretno R = R,y rotacija oko osi
odredene jedini¢nim vektorom u za kut 6. Stavimo f; := u. Zatim odaberimo bilo koji
jedini¢éni vektor fo ortogonalan na f; i definirajmo f3 := f; x f5 (vektorski produkt).
Trojka (f) = (fi,fa,f3) ¢ini pozitivno orijentiranu ortonormiranu bazu prostora R3, u
kojoj rotacija R djeluje kao:

R(fy) =1,
R(fy) = cos O fs + sin 6 fs,
R(f3) = —sinff; + cos 0 fs.

Dakle,
1 0 0
[R](sy = |0 cost) —sind|,
0 sinf cosf
Sto je o¢ito matrica determinante 1, odnosno iz SO(3). Naravno, jer je determinanta
matrice invarijantna s obzirom na konjugaciju invertibilnom matricom, slijedi da onda i

svaki matri¢ni prikaz od R (u proizvoljnjoj ortonormiranoj bazi za R3) takoder pripada
grupi SO(3).
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Nadalje, matri¢ni prikaz od R u standardnoj ortonormiranoj bazi (e) mozemo odre-
diti preko formule
[Rl(e) = T[R)(pT", (7.1)

gdje je T ortogonalna matrica prijelaza iz baze (e) u bazu (f), tj.
a1 a2 g3

T= |an axp o3|,
31 Q32 (33

pri ¢emu su «a;; € R jedinstveni koeficijenti takvi da vrijedi
f; = aqje1 + agjes +azje3, zaj=1,2,3.

Kao §to smo veé najavili, kao i u slu¢aju grupe SO(2), grupa SO(3) takoder ima
analognu geometrijsku karakterizaciju:

Propozicija 7.5. Grupa SO(3) sastoji se toéno od svih rotacija prostora R® oko is-
hodista.

Dokaz. Veé smo pokazali da je matrica svake rotacije prostora R? oko ishodista (neovisno
o izboru ortonormirane baze) specijalna ortogonalna matrica.

Obratno, neka je R € SO(3). Kako bismo pronasli os rotacije R, dovoljno je pokazati
da jednadzba Rv = v ima netrivijalno rjesenje v € R3, tj. da je 1 svojstvena vrijednost
matrice R. Ekvivalentno, tvrdimo da vrijedi det(R — I3) = 0. Buduéi da vrijedi RR! =
I3, imamo:

(R-—L)R'=RR'-R' =13 - R' = —(R - I3)".

Koristeéi prethodnu opservaciju i ¢injenicu da je det R = det R* = 1, zaklju¢ujemo:
det(R — I3) = det(R — I3) - det(R") = det[(R — I3)R'] = det[—(R — I3)']
= (=1)%-det(R — I3)! = —det(R — I3).
Prema tome, det(R — I3) = 0, kao §to smo tvrdili. Neka je vi € R? jedini¢ni vektor
takav da vrijedi Rv; = vy, i neka je (va, v3) ortonormirana baza ravnine L ortogonalne

na pravac odreden vektorom vi. Tada je (vi, Ve, Vv3) ortonormirana baza prostora R3, s
obzirom na koju linearni operator v — Rv ima blok-dijagonalnu reprezentaciju:

1 0

0 S|’
gdje je S ortogonalna 2 x 2 matrica. Buduéi da je det R = 1, nuzno je detS = 1, tj.
S € SO(2). Prema Propoziciji S inducira rotaciju ravnine L oko ishodista. O

Napomena 7.6. Neka je R € SO(3) interpretirana kao rotacija oko osi zadane jed-
nadzbom Rv = v. Prema , pripadni kut rotacije 8 zadovoljava identitet

trR—1
0= ——
cos 5

gdje tr R oznacava trag matrice R.
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Primjer 7.7. Matrice rotacija u R3 oko koordinatnih osi z, y i z za kut 6 u smjeru
suprotnom od kazaljke na satu (sukladno pravilu desne ruke), u standardnoj bazi (e) za
R3 glase redom:

1 0 0 cos 0 sind cosf) —sinfd 0
0 cosf —sinf|, 0 1 0 i sinf cosf O
0 sinf cosél —sinf® 0 cosf 0 0 1

Primjer 7.8. Odredimo matri¢ni prikaz rotacije R oko osi zadane jedini¢nim vektorom
u= %(1,—1,1) i kuta § = % u standardnoj bazi (e) za R®. Neka je (f) = (f1,f2,f3)
ortonormirana baza prostora R? takva da je

1 1 .
fl—U—<\/§,—3 3), ng_fl, 1 f3:f1><f2.

—_

Na primjer, mozemo uzeti fo = ( 12, %, O), pa je tada f3 = (—%, %, lﬁ) Onda je
1 1 1
Lo 0 Vi VE V6
_ 1 3 _|l-+1r 1 1
Rlp=10 2 —%5|, T=|"3 ¥ ¥4 |
0 ¥3 1 1y 2
2 2 V3 V6
tako da je
[Rl(¢) = T[R](pT"
! 1 1 1 1 1
o w0 T
-1 1 1 o 1 _ V3 1 1 0
- V3 V2 6 2 2 V2 V2
100 2|y B 1 1 2
L V3 V6 2 2 V6 V6 V6
2 _2 _1
_ |32 3
LI
L3 3 3

8 Kvaternionska reprezentacija 3D-rotacija

Kako bismo motivirali temu ovog odjeljka, zapo¢nimo razmatranjem rotacije Ry : R? —
R? oko ishodista za kut 6 € [0,27) u smjeru suprotnom od kazaljke na satu. Kao §to
smo vidjeli, u standardnoj bazi (e) matrica rotacije Ry glasi

cos —sinf
[Rol(e) = [ } :

sinf  cosf
Identificiranjem R? s kompleksnom ravninom C putem korespondencije
(z,y) =z + iy,

ova rotacija odgovara mnozenju s kompleksnim brojem w modula 1. Naime, ako defini-
ramo

w:= e = cosf +isiné,
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onda je |u| =1, te za z = x + iy vrijedi

= Uuz.

no %] Z cosf-x —sinf -y
Oyl = [sin@-z +cosb -y

Cilj nam je dobiti analognu reprezentaciju rotacija u R? oko ishodista koristeéi kvater-
nione. Kao i prije, identificiramo R? s ¢istim kvaternionima preko identifikacije . U
tu svrhu, neka je ¢ € H jedinicni kvaternion, tj. zadovoljava ||q|| = 1. Ako ¢ dekompo-
nitamo na skalarni i vektorski dio, tj.

QZQO+qa

tada slijedi da
g + lall* = lla* = 1.

Stoga postoji 6 € [0, 27| takav da vrijedi
0 0
cos — = i sin- = 8.1
—g i sl = (5.1
(uskoro ¢emo vidjeti zasto smo bas uzeli polovicni zapis kuta). Zapisimo ¢ u formi

q = cos 5 —+ sin Qu,
gdje

|
ui=—

lall

Definirajmo preslikavanje Ly : R3 — R? kao restrikciju unutrasnjeg automorfizama Ad,
od H na R3. Jer je ||¢|| = 1 imamo ¢~! = ¢*, tako da je

L,(v) = qvq*, zasvev R (8.2)

Primijetimo da operator L, doista preslikava R3 u sebe, §to znadi da je slika sastavljena
od ¢istih kvaterniona. Da bismo to provijerili, uzmimo proizvoljni vektor v € R? i uo¢imo
da

*

Le(v)" = (qvq")" = qv*q" = q(—Vv)q" = —qvq" = —Ly(v),

sto pokazuje da je Ly(v) Cisto imaginaran kvaternion, odnosno pripada R3. Nadalje, L,
je linearan operator. Za vektorski dio q kvaterniona ¢ vrijedi

Ly(a) = gaq" = q(¢ — q0)¢" = lla*(a — @) = q,
buduéi da je |¢|| = 1. Takoder, operator L, otuva normu, jer za svaki v € R3 vrijedi
ILqW)Il = llgva[| = llgll - [[vIl - gl = vl

Dakle, prema Napomeni (a), operator L, je ortogonalan i ostavlja os Ru invarijant-
nom. Koristeéi formulu za mnozenje kvaterniona (5.2)), izrazenu pomocéu skalarnog i
vektorskog produkta u R?, dobivamo eksplicitnu formulu za Ly

Lq(v) = (g5 — llal*)v + 2(q, v)q + 2go(q x V). (8.3)
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(vidjeti Zadatak [14).

Tvrdimo da je L, operator rotacije oko osi odredene s u za kut 6, odnosno da vrijedi
Ly = Ry, Zaista, prema dokazanom je Ly(u) = u. Dakle, s obzirom, da je Ly linearni
operator, dovoljno je dokazati da L4 na ravnini okomitoj na u djeluje kao rotacija za kut
6 (pri ¢emu je ravnina orijentirana normalom u). Izaberimo proizvoljan jedini¢ni vektor
n € R3 okomit na u i savimo n; := u x n. Jer je n L u, imamo |n_ || = |lul/|n| = 1,
tako da je

(f) = (11, n, ni)
pozitivno orijentirana ortonormirana baza za R3. Koristeéi raspis (8.3) i zapis (8.1,
dobivamo
Ly(n) = (¢3 — llal*)n + 2(a, n)q + 2¢o(q x n)
= (g5 — llall*)n + 2qolqln1

= COSQQ—siHQQ n -+ 2COS€SinQ n
- 2 2 272t
= (cosf)n + (sinf)n, .
Analogno bismo dobili
Lyn;)=(—sinf)n+ (cosf)n,.

Dakle,
1 0 0
[Lgl(p)y = |0 cosf —sind
0 sinf cosf

Time smo dokazali sljede¢i rezultat:

Teorem 8.1. Za svaki jediniéni kvaternion

0 0
g=gqo+q= cos 5 + sin W (8.4)

operator Lg : R? — R3 definiran formulom (8.2)) je upravo rotacija Ry 9 oko osi odredene
su za kut 6.

Kao direktnu posljedicu dobivamo sljede¢u vaznu formulu:

Korolar 8.2 (Rodriguesova rotacijska formula formulﬂ. Uz iste oznake kao u
prethodnom teoremu, za sve v € R vrijedi

Ryg(v) =cosf v+ (1—cosb)(u,v)u+sinf(ux v). (8.5)
Dokaz. Prema Teoremu za ¢ € H definiran s (8.4) imamo Ry,p = L,. Koristeci
formulu (8.3]) lako dobivamo
0 0 0 0 0 0
o 2 Y 2 v g g v s
Ly(v)= (cos 5 ~sin 2) v+2 <sm 2<u,v>> sin ;u + 2cos 5 (sm 2(u X V))
=cosfv + (1 —cosh)(u,v)u-+sinf(u x v).

O]

Benjamin Olinde Rodrigues (1795.-1851.), francuski bankar, matematic¢ar i drustveni reformator
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Napomena 8.3. Definirajmo linearni operator K : R3 — R? s
K(v):=uxv.

Onda je

tako da je
J (u,viu= (K? - I)(v).

Stoga Rodriguesovu rotacijsku formulu (8.5) mozemo zapisati u obliku
Rug =1+ (sinf)K + (1 — cos ) K. (8.6)

Pritom, ako je u = uzi + uyj + u.k, onda je

0 —u, wy
[K](e) = Uy 0 —Ug
—Uy Uy 0

Nakon direktnog ra¢una u dobivamo eksplictni zapis od [Ry () u terminu koefi-
cijanata od u i kuta 6:

cosf + (1 — cos 0)u? (1 —cos@)uguy —sinbu, (1 — cosf)uzu, + sinfu,
[Ruple) = | (1 — cosO)uyu, + sinfu, cosf + (1 — cosO)u? (1 —cosf)uyu, — sinfu,
(1 —cos@)u,uy —sinfu, (1 —cosf)u,u, + sinfu, cosf + (1 — cos 0)u?

Primjer 8.4. Promotrimo rotaciju R iz Primjera oko osi odredene vektorom u =
%(17 —1,1) za kut 6 = §. Kvaternionska reprezentaciju of R dana je s

R(v) = Ly(v) = qvq’,

gdje je
q—0056+smgu—\2f+\6[ —£ +£k
Nadalje, koriste¢i Rodriguesovu rotacijsku formulu ponovo doblvamo
2 _2 _1
o 3
Rleyy=15 % —%
o=l 5 5
3 3 3

Jer je SO(3) grupa, iz Propozicije zaklju¢ujemo da je kompozicija dviju rotacija
oko ishodista ponovo rotacija oko ishodista. Tu ¢injenicu takoder mozemo lako dokazati
koriste¢i Teorem [R.11

Korolar 8.5. Kompozicija dviju rotacija od R3 oko ishodista je takoder rotacija od R?
oko ishodista.

Dokaz. Tvrdnja je direktna posljedica Teorema i ¢injenice da je kompozicija unu-
tra8njih automorfizama unutrasnji automorfizam . Naime, neka su R i S dvije rotacije
od R? redom reprezentirane jediniénim kvaternionima ¢ i w, tako da je R = LyiS = Ly.
Onda za svaki vektor v € R? imamo

(SoR)(v) = Lu(Lqg(v)) = Lu(qvq’) = w(gvg )w" = (wq)v(wg)*

= Lyqg(V).
Jer je produkt jedni¢nih kvaterniona ponovo jedini¢ni kvaternion, zaklju¢ujemo da je
S o R = Lyyq rotacija od R3. O
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Zadatak 14. Dokazite formulu (8.3)) za djelovanje operatora L.

Zadatak 15. Neka je R rotacija oko osi definirane jediniénim vektorom u = %(1, 1,1)

za kut 6 = 2% Odredite matri¢ni prikaz od R u standardnoj bazi (e) za R? na dva

nacina, koristeéi:
(a) Rodriguesovu rotacijsku formulu,
(b) matriéni prikaz od R u pogodno odabranoj ortonormiranoj bazi za R3.

Zadatak 16. Zadana je matrica

-3 _
7

o
|
=30

R:=| %
6
7

N
|
~lw

Odredite drugi redak od R tako da je R € SO(3) i zatim odredite jedini¢ni kvaternion
q € H takav da je R = L,.

Zadatak 17. Neka je R rotacija oko osi y za kut a i S rotacija oko osi z za kut 5.
Koristedi kvaternione, odredite os i kosinus kuta rotacije S o R.

Veé smo ranije primijetili da je svaki automorfizam algebre H unutrasnji (poslje-
dica Skolem-Noetherinovog teorema). U narednom zadatku dolazimo do istog zakljucka
koristeéi rezultate i metode iz ovog odjeljka.

Zadatak 18. Neka je ¢ proizvoljan automorfizam algebre kvaterniona H.

(a) Dokazite da ¢ preslikava ¢isto imaginarne kvaternione unutar samih sebe, te da je
restrikcija @|gs : R — R3 ¢uva skalarni produkt i orijentaciju, tj. ¢|gs € SO(3).

(b) Zakljucite da postoji jedini¢ni kvaternion ¢ € H takav da je ¢ = Ad,. Posljedi¢no,
¢ je unutrasnji automorfizam.
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