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1 Uvod

1.1 Pocetci kvantne mehanike

Izvorna motivacija za uvodenje Jordanovih algebri proizasla je iz potrebe za podobnim matematickim
okvirom za kvantnu mehaniku. U svrhu boljeg razumijevanja Jordanovih algebri, krenimo od pocetaka
kvantne mehanike.

Kvantna mehanika fizikalna je teorija nastala pocetkom proslog stolje¢a kao odgovor na pitanja koja
klasi¢na fizika nije mogla objasniti: zracenje crnog tijela, fotoelektri¢ni ucinak, opis gibanja elektrona u
atomu vodika... Smatra se jednom od najuspje$nijih teorija u fizici. Pocetak kvantne mehanike obi¢no
se pripisuje radu Maxa Plancka iz 1900. o zracenju crnog tijela u kojem je iznio ideju o kvantizaciji
energije. 1905. godine Einstein je uveo hipotezu o svjetlosnim kvantima, ¢ime je pokrenuta velika
rasprava u svijetu fizike. 1925. godine Werner Heisenberg formulirao je pristup kvantnoj mehanici koji
se oslanjao na opaZljive i mjerljive veli€ine, bez klasi¢nog opisa elektronskih orbita; taj je rad doveo do
matri¢ne mehanike. Na njezinu su daljnjem razvoju uz Heisenberga radili Max Born i Pascual Jordan,
po kojem su Jordanove algebre dobile ime.

Iako je nemoguce navesti imena svih koji su doprinijeli stvaranju i razvoju kvantne mehanike,
kao ni sve njihove doprinose, spomenimo jo§ Erwina Schrodingera kojem dugujemo valnu funkciju i
valnu mehaniku, i Paula Diraca koji je, izmedu ostalog, pokazao ekvivalentnost matri¢cnomehanickog i
valnomehanickog pristupa.

Vise o povijesti kvantne mehanike moZe se pronaci u [18] i [24].

1.2 Opservable i pojava Jordanovih algebri

Kako je ranije navedeno, Heisenbergov rad iz 1925. postavio je opservable u srediSte novog formalizma.

Matematicka pitanja povezana s tim formalizmom navela su Pascuala Jordana da pocetkom 1930-ih

razvija neasocijativne algebarske strukture koje danas nose njegovo ime. Daljnje izlaganje prati [19].
Po¢nimo od definicije onoga §to u fizici promatramo i na ¢emu provodimo mjerenja, fizikalnog

sustava.

Definicija 1.1. Fizikalni sustav je trojka (O, S, (,)), gdje je O skup opservabli, S skup stanja i (,) :
O x S — R funkcija koja opservabli A i stanju ¢ pridruzuje ofekivanu vrijednost (A, ¢) opservable A

u stanju ¢. Svakoj opservabli A pridruZen je mjerni uredaj s omedenom skalom Sc(A) C R.

Fizikalni su sustavi opisani aksiomima. Na opservablama moZemo definirati operacije zbrajanja,
mnoZenja realnim skalarom i potenciranja. Fizikalno te bi operacije odgovarale zbroju ocekivanja mje-
renja te dvije opservable, mjerenju opservable uredajem koji ima reskaliranu skalu i mjerenju opservable
uredajem Cija se skala razlikuje za odgovarajucu potenciju. Takoder bismo htjeli mo¢i mnoziti opserva-
ble. Razlog tome je Sto operatorsko-algebarski formalizam omoguduje koriStenje snaZzne matematicke
aparature: opservable se pritom promatraju kao samoadjungirani elementi C*-algebre [24]. Medutim,
fizikalno mnoZenje opservabli ne moZemo protumaciti kao §to smo protumacili zbrajanje jer umno-
Zak ocekivanja izmjerenih vrijednosti ne mora odgovarati o¢ekivanju umnoska. PokuSamo li naivno
uvesti mnoZenje, ne zamarajuci se fizikalnom interpretacijom, svejedno dolazimo do problema. Naime,
opservable su standardno dane hermitskim matricama, tj. operatorima. U kona¢nodimenzionalnom ma-

tricnom modelu opservable su hermitske matrice; njihove su svojstvene vrijednosti realne i predstavljaju



moguce ishode mjerenja. Bududi da su hermitske matrice unitarno dijagonalizabilne, te se svojstvene
vrijednosti pojavljuju na dijagonali dijagonaliziranog oblika.
Na ideju novog mnoZenja doSao je Jordan, tako da je definirao simetrizirani produkt opservabli A i
B na sljedeci nacin:
AoB:= %(AB + BA).
Uocimo da je Jordanov produkt hermitskih matrica (operatora) ponovno hermitska matrica (operator):
neka su A i B hermitske matrice (A* = A, B* = B). Tada vrijedi:

1 t 1 1
(AoB)" = (E(AB + BA)) = 5((AB)* + (BA)") = E(B*A* + A*BY) = E(BA +AB)=AoB
Prema tome, ima smisla mnoZiti opservable na ovako opisan nacin.
Osvrnimo se na neka svojstva ovako definiranog mnozZenja, koje ¢emo ponekad zvati simetrizirani
produkt. Ono je komutativno:
1 1
AoB= 5(AB+BA) = E(BA+AB) =BoA.

Medutim, mnoZenje o opcenito nije asocijativno. Primjerice, za hermitske matrice

1 0 01
A=B-= R C =
0 10
vrijedi
1 1
(AOB)OC:ECJEZC:AO(BOC).

Umjesto asocijativnosti, simetrizirani produkt zadovoljava takozvani Jordanov identitet:

((AoA)oB)o A= (%(AA-FAA)OB)OA
- %(AAB+BAA) oA
= %(AAAB + AABA + ABAA + BAAA)
= (%(AA + AA)) o (%(BA + AB))
=(AoA)o(BoA).

Jordan je prilikom definiranja algebri (koje je izvorno nazvao sustavima r-brojeva) htio uhvatiti srz
simetriziranog produkta. Uoc¢imo da ne moZemo definirati simetrizirani produkt na prostoru na kojem
veé¢ nemamo definirano asocijativno mnoZenje. Smatrao je da ée se komutativno bilinearno mnoZenje
esencijalno ponasati kao simetrizirani produkt ako zadovoljava Jordanov identitet. Dosao je do sljedece

definicije:

Definicija 1.2. Jordanova algebra nad poljem F (obi¢no karakteristike razlicite od 2) je vektorski prostor



J nad poljem F s bilinearnim produktom

o: X9 -9, (xyrxo0y,

takvim da za sve x, y € J vrijedi
*Xoy=youx
o (x?0y)ox=x0(yox),gdjejex? :=xox.

Medutim, za razliku od Liejevih algebri, kod kojih se mnoZenje takoder definira preko aksioma,
a ne preko eksplicitne formule, ali koje se uvijek mogu uloziti u asocijativnu algebru tako da Liejev
produkt ima oblik [A, B] = AB — BA, kod Jordanovih algebri to nije slucaj. Jordanova algebra naziva se
specijalnom ako se moze izomorfno uloZiti u Jordanovu podalgebru od A* za neku asocijativnu algebru
A, gdje je A* opskrbljena sa simetriziranim produktom x o y := %(xy + yx). Jordanove algebre koje
nisu specijalne nazivaju se iznimnima (vidjeti [22]).

Kao i kod vecine drugih algebarskih struktura, pojavio se problem klasifikacije "najjednostavnijih"
Jordanovih algebri, odnosno Jordanovih algebri koje ne sadrZe netrivijalne ideale. Takve algebre nazi-
vamo proste (engl. simple). Taj je problem za jednu veliku i vaZnu klasu Jordanovih algebri rijeSen popri-
li¢no rano, unutar dvije godine od pojave same strukture. Rijec je o Jordan-von Neumann-Wignerovom

klasifikacijskom teoremu koji su isti autori dokazali u radu [17]:

Teorem 1.3 (Jordan-von Neumann-Wigner). Svaka konacnodimenzionalna prosta formalno realna Jor-

danova algebra, do na izomorfizam, pripada jednoj od sljedecih familija:
(1) algebrama Sym,, (R) realnih simetricnih matrica,
(2) algebrama H,, (C) kompleksnih hermitskih matrica,
(3) algebrama H, (H) kvaternionskih hermitskih matrica,
(4) realnim spin faktorima Spin, zan > 2,
(5) iznimnoj Albertovoj algebri H3(0).

U Jordan-von Neumann-Wignerovoj klasifikaciji jedina iznimna algebra jest Albertova algebra, koja
je izvorno proucavana u [1]. U kasnijem razvoju teorije postavljeno je pitanje postoje li druge proste
iznimne Jordanove algebre, osobito u beskona¢nodimenzionalnom okviru. Zelmanov je u radovima iz
razdoblja 1978.—1983. ([25], [26], [27], [28]) razvio teoriju koja je dovela do tzv. Zelmanovljevog
iznimnog teorema: svaka prosta iznimna Jordanova algebra Albertova je tipa i dimenzije 27 nad svojim
centrom [22]. Kasnije je za svoj doprinos matematici nagraden Fieldsovom medaljom.

Unato¢ tome §to su izvorno potekle iz fizike, Jordanove algebre pokazale su se korisne i u mnogim

podruc¢jima matematike, primjerice u Liejevoj teoriji i diferencijalnoj geometriji (vidjeti [22]).

1.3 Spin faktori

Jordanove algebre kojima se bavimo u ovom radu su formalno realni spin faktori:

Spin, .=R&R"



na kojima je Jordanov produkt definiran kao

(a,x) 0 (B.y) := (af + (x,y),ay + px),

gdje (-, -) oznacCava standardni skalarni produkt na R", tj. zax = (x1,..., X)) 1y = (V1,+++» Vn)>

(x,y) =x1y1+ -+ XpVn.

Primijetimo da je po Teoremu 1.3 rijec¢ o formalno realnoj prostoj Jordanovoj algebri, $to ¢emo kasnije
i pokazati. Teorem 1.3 pokazuje da spin faktori ¢ine jednu od pet familija kona¢nodimenzionalnih
formalno realnih prostih Jordanovih algebri, Sto ukazuje na njihovu vaZnost s algebarskog stajalista.
Vazni su i u fizici jer se koriste za geometrijske opise nekih kvantnomehanickih fenomena. Vise o spin

faktorima bit ¢e receno kasnije.

1.4 Jordanova multiplikacijska polugrupa

Kontekst Jordanovih algebri u ovom radu izrastao je iz koncepta rigidnosti Jordanovih homomorfizama i
problema automatske aditivnosti. Neka su A i B asocijativni prstenovi. Preslikavanje ¢: A — B naziva

se Jordanov homomorfizam ako je aditivno, tj. za sve a, b € A vrijedi

¢(a+b) = ¢p(a) + $(b),
te ako zadovoljava sljedeca dva uvjeta za sve a, b € A:
(i) ¢(a®) = ¢(a)’,
(i) ¢(aba) = $p(a)¢(b)$(a).

Ako u aditivnim grupama prstenova svaki element ¢ ima jedinstvenu polovinu a/2, tada su, uz
veé pretpostavljenu aditivnost preslikavanja ¢, uvjeti (i) i (ii) ekvivalentni jednostavnijem zahtjevu da

preslikavanje ¢ Cuva simetrizirani zbroj produkata:

¢(ab + ba) = ¢p(a)p(b) + p(b)p(a), zasvea,b € A.

Ovako definirana preslikavanja su zapravo prirodna preslikavanja na ranije uvedenim Jordanovim
algebrama, no njihova je motivacija doSla prije nego $to je uopce postojao termin Jordanova algebra i Jor-
danov homomorfizam. Rije€ je o teoriji problema linearnih ocuvanja gdje se analizira oblik preslikavanja
koja ¢uvaju odredena algebarska i geometrijska svojstva. Ispada da su dosta Cesto takva preslikavanja
upravo Jordanovi homomorfizmi. Tako je na primjer Frobenius u svom radu [9] dokazao da je unitalno
linearno preslikavanje na prstenu M, (C) koje ¢uva determinantu nuzno Jordanov automorfizam (bijek-
tivni Jordanov homomorfizam). Kasnije su dokazani sli¢ni rezultati poput onih u [13] i [7]. lako je
to bila pocetna motivacija za proucavanje Jordanovih homomorfizama te je ostala vazna i danas, istra-
Zivanja su se ubrzo okrenula pitanju njihove unutarnje algebarske strukture i rigidnosti. Bududi da su
dvije najprirodnije klase Jordanovih homomorfizama asocijativni homomorfizmi i antihomomorfizmi,

odnosno linearna preslikavanja ¢: A — B za koja vrijedi:

p(xy) = d(x)p(y) ili @(xy) = ¢(y)p(x) (D



zasve x,y € A, pitanje koje iz toga izrasta jest kada se opéi Jordanov homomorfizam moZe prikazati kao
mjeSavina (standardna dekompozicija) ovih dviju klasa. U tom je smjeru rani doprinos pruzio Germén
Ancochea, koji je dokazao da je svaki Jordanov automorfizam na konacnodimenzionalnoj jednostavnoj
asocijativnoj algebri A nuzno ili asocijativni automorfizam ili antiautomorfizam [5]. Kao nastavak teorije
u radu [16] N. Jacobson i C. E. Rickart pokazali su da je Jordanov homomorfizam iz matri¢nog prstena
M, (F), n > 2, u proizvoljan prsten suma homomorfizma i antihomomorfizma [16, Theorem 7]. Ovaj
rezultat precizno opisuje vezu izmedu Jordanove i asocijativne multiplikativne strukture punih matri¢nih
prstenova. Detaljniji pregled veze teorije problema linearnih ocuvanja s Jordanovim homomorfizmima
kao i analiza njihove rigidnosti u kontekstu rastava na asocijativne morfizme moZe se naci u [5].
Paralelno s idejama rigidnosti provlaci se i tema automatske aditivnosti multiplikativnih preslikava-
nja kojoj je vazan rani doprinos dao Martindale u svom radu [21]. On pokazuje da je svako bijektivno
multiplikativno preslikavanje iz prim (engl. prime) prstena R koji sadrZi netrivijalan idempotent e na
proizvoljan prsten S automatski aditivno. lako se [21] bavi asocijativnom strukturom, pitanje o tome
kada multiplikativnost ili srodni uvjeti zajedno s nekim zahtjevima poput bijektivnosti garantiraju adi-
tivnost zadanog preslikavanja moze se promatrati u raznim drugim strukturama. U radu [23] analizira
se upravo pitanje automatske aditivnosti za bijektivna preslikavanja na standardnim operatorskim alge-
brama (dimenzije strogo vece od 1) koja umjesto asocijativnog mnoZenja zadovoljavaju uvjet ocuvanja

Jordanovog produkta, tj.

(¢(A)¢(B) + ¢(B)p(A))

| =

1
¢ (E(AB +BA)) =

za sve operatore A, B € A. Suvremeni korak u povezivanju automatske aditivnosti i rigidnosti Jor-
danovih homomorfizama napravljen je u radu [12], gdje se iz definicije Jordanovih homomorfizama
izuzima pretpostavka aditivnosti te se pokazuje da je za svako Jordanovo multiplikativno preslikava-
nje ¢: M, (F)* — J (n > 2), gdje je J proizvoljan Jordanov prsten bez 2-torzije, vrijednost u nuli
e := ¢(0) nuzno idempotent, a translatirano preslikavanje X +— ¢(X) — ¢(0) je ili trivijalno (jednako
nuli) ili injektivni Jordanov homomorfizam prstena. Drugim rije¢ima, samo o¢uvanje Jordanovog pro-
dukta bilo kojeg takvog preslikavanja, uz uklanjanje idempotentne konstante u nuli, automatski povlaci
njegovu aditivnost i uspostavlja strogu dihotomiju izmedu nul-preslikavanja i injektivnosti. Cilj ovog
rada je istraZiti tu duboku isprepletenost multiplikativne i linearne strukture, no iz jednog drugacijeg i
suptilnijeg kuta. Umjesto izravnog proucavanja nelinearnih Jordanovih preslikavanja, fokusiramo se na
linearnu polugrupu generiranu pripadnim operatorima lijevog mnozenja. Neka je J Jordanova algebra
nad poljem F (karakteristike razlic¢ite od 2). Uocimo da na prirodan nacin proizvoljnom elementu a € J

mozemo pridruZiti linearni operator koji djeluje na J, operator lijevog mnoZenja:
L,: -9, Lusx)=aox.

Poveznica s Jordanovim preslikavanjima leZi u jednostavnoj, ali dubokoj relaciji ispreplitanja (engl.
intertwining relation). Naime, preslikavanje ¢: 9 — J Cuva Jordanov produkt, odnosno zadovoljava

d(xoy) =¢(x)o¢(y) zasvex,y € J, ako i samo ako vrijedi:

¢poLy=Lgix)o¢, zasvakix € J.



Ova relacija povla¢i da svaka kona¢na kompozicija operatora mnoZenja ispreplice preslikavanje ¢ s
odgovaraju¢om kompozicijom operatora oblika L 4(x). U tom smislu, polugrupa generirana operatorima
lijevog mnoZenja odnosno sve moguce kona¢ne kompozicije tih operatora moZe se shvatiti kao linearni
dio te multiplikativne strukture koji je prirodno vidljiv svakom Jordanovom preslikavanju. Osnovno
pitanje je koje sve operatore obuhvacéa ova polugrupa.

Kako bismo precizirali ovaj koncept, uvedimo formalnu definiciju.

Jordanova multiplikacijska polugrupa algebre J je potpolugrupa od Endp(.J) generirana svim

operatorima lijevog mnoZenja, odnosno:
IMS(J) :=(Lg: ae€dJ)<Endr(9).
Bududi da Jordanov produkt ne mora biti asocijativan, za prikladne a, b, x € J moZe vrijediti
LyLp(x) =ao(box)# (aob)ox = Lgop(x).

Stoga kompozicija dvaju operatora lijevog mnoZenja opéenito ne mora biti operator lijevog mnoZenja,
pa ova polugrupa moZe biti puno veca od skupa operatora lijevog mnoZenja.

Sredis$nje pitanje onda postaje: koliko je ova polugrupa velika unutar Citave algebre endomorfizama
Endp(J)? Unedavnom radu [11] pokazano je da vrijedi sljedece. Neka je F polje karakteristike razlicite
od 2 i M,,(F) prostor n X n matrica s koeficijentima iz F. Oznacimo s M,,(F)* prostor M,,(F) opremljen
simetriziranim produktom A o B := %(AB + BA). Iz ranijih komentara je jasno da je (M, (F)*,0)
Jordanova algebra (Stovise, moglo bi se reéi da je ovo najjednostavniji netrivijalni primjer Jordanove
algebre). Tada vrijedi

IMS(M,,(F)¥) = Endzr (M, (F)).

Drugim rije¢ima, svaki linearni operator na prostoru matrica moZe se prikazati kao kona¢na kompozicija
operatora Jordanovog mnoZenja i dobivamo potpunu maksimalnost polugrupe IMS(M,, (F)*).
Jedna interesantna posljedica ovog rezultata je sljedeca Cinjenica. Neka su A, B € M,,(F) i neka je

A # 0. Tada postoji kona¢no mnogo matrica Ay, ..., Ax € M, (F) tako da vrijedi
La,...La,(A)=B,

odnosno
Ajo(Ayo---0(AroA))=B.

Takoder, uo¢imo da je a priori Jordanova multiplikacijska polugrupa zatvorena samo na operaciju
komponiranja, ali je u ovom sluc¢aju osim na komponiranje zatvorena i na operacije zbrajanja i mnoZenja
skalarom (ispostavlja se da je IMS(M,, (F)*) asocijativna algebra s jedinicom, pri ¢emu mnoZenje unutar
algebre odgovara komponiranju). U tom smislu ovaj rezultat spada u tradiciju koja povezuje rigidnost
koju namecu Jordanova preslikavanja i automatsku aditivnost, budu¢i da se samo preko Jordanovog
mnoZenja, koje je kodirano u operatoru lijevog mnoZenja, moZe rekonstruirati cijela linearna struktura
kodirana pomoc¢u endomorfizama.

Da bismo dodatno istaknuli zanimljivost ovog rezultata i potvrdili da je rije¢ o fenomenu specificnom

za Jordanove strukture, promotrimo dva primjera kada analogna tvrdnja ne vrijedi: prostor matrica sa



standardnim matri¢nim mnoZenjem (odnosno sa strukturom asocijativne algebre) i prostor matrica sa
strukturom Liejeve algebre.

U ovom odlomku pretpostavljamo n > 2. Struktura asocijativne algebre na prostoru matrica u neku
je ruku najprirodnija struktura algebre na M,,(F) (u prilog tome govori ¢injenica da su Jordanov produkt
i Liejeva zagrada, o kojoj éemo govoriti u sljede¢em odlomku, definirani preko asocijativhog produkta).

Definiramo operatore lijevog mnoZenja

Aa: M, (F) - M, (F), Aa(X):=AX, zaA e M,(F).
Neka je X € M, (F) singularna matrica (det X = 0). Tada vrijedi

det As(X) =det(AX) =detAdetX =0, VA e M,(F).

Posebno, kompozicija operatora lijevog mnoZenja uvijek slika singularnu matricu u singularnu matricu.
S druge strane, znamo da postoje linearni operatori na M, (F) koji neku nenul singularnu matricu
slikaju u regularnu matricu pa polugrupa generirana operatorima lijevog mnoZenja ne moZe biti jednaka
Endg (M, (F)).

Analogni rezultat ne vrijedi ni ako na prostoru matrica promatramo strukturu Liejeve algebre (koja je
takoder veoma znacajna u kvantnoj teoriji) umjesto Jordanove. Naime, ako na M, (F) definiramo komuta-
tor ili Liejevu zagradu [A, B] := AB— BA i operatore lijevog mnoZenja 14 : M, (F) — M, (F), 14(X) =

[A, X], uo¢avamo da vrijedi
trAa(X) =tr[A, X] = tr(AX — XA) = tr(AX) —tr(XA) =0, VX e M, (F),

pa zakljucujemo da se ne mogu svi linearni operatori na M, (F) prikazati kao kompozicije operatora
oblika A 4: slika svake neprazne kompozicije takvih operatora sadrZana je u potprostoru matrica traga
nula, dok operator identiteta nema to svojstvo.

Motivirano radom [11], pitanje koje se namece je za koje jo§ Jordanove algebre moZemo ocekivati
tu maksimalnost polugrupe JMS(J). Valja naglasiti da ovakav fenomen ima smisla ocekivati eventu-
alno kod prostih Jordanovih algebri, tj. Jordanovih algebri koje nemaju netrivijalnih ideala (ideali su
potprostori koji i sami imaju strukturu Jordanove algebre i zatvoreni su na mnoZenje svim elementima
Jordanove algebre). Pretpostavimo da je J Jordanova algebrai J C g ideal. Tada vrijedi J o7 C 7,
odnosno

L, CI, Vaed.

Posebno, s obzirom na to da elementi oblika L, generiraju JIMS(J), I je invarijantan na sve operatore
uIMS(J).

Glavni cilj ovog rada je dokazati da se ova iznimna rigidnost u potpunosti prenosi i na formalno
realne spin faktore definirane u proSlom odjeljku. To¢nije, dokazujemo da za svaki formalno realni spin
faktor Spin, (n > 2) vrijedi:

IMS(Spin,) = Endr(Spin,).

Ovim rezultatom pokazujemo da maksimalnost Jordanove multiplikacijske polugrupe nije izoliran slucaj

matricnog racuna, ukazujuéi na moguénost daljnjeg istraZzivanja ovog fenomena u ostalim formalno



realnim prostim Jordanovim algebrama (vidi 1.3).

2 Ciljrada

Glavni cilj rada jest dokazati jednakost IMS (S pin,,) = Endgr (S pin,,) za svaki formalno realni spin faktor
Spin, s n > 2. Dokaz se gradi konstrukcijom dovoljno velikog skupa invertibilnih elemenata Jordanove
multiplikacijske polugrupe: najprije se konstruiraju elementarne transvekcije, zatim se dobivaju grupe
SL(Spin,) i GL(Spin,), a zavr$ni korak koristi singularni operator koranga 1 kako bi se obuhvatili svi

endomorfizmi.

3 Plan rada

Ovdje navodimo kratak saZetak svakog odjeljka.

U prvom odjeljku navodimo osnovne definicije i rezultate vezane uz Jordanove algebre, od kojih je
istaknuta Peirceova dekompozicija koja ima vaznu ulogu u kasnijem dokazu.

Nakon toga ukratko uvodimo koncept transvekcije buduéi da one predstavljaju vaZan teorijski koncept
koristen u dokazu.

Sljededi odjeljak posvecen je spin faktorima, njihovoj definiciji i osnovnom racunu u Jordanovoj
algebri Spin,. Odreden je matri¢ni prikaz operatora lijevog mnoZenja na Spin,, te je naveden dokaz
neprostosti algebre Spin;.

Nakon toga prelazimo na nove rezultate. Klasificirani su idempotenti u Spin,, uvedena je ravnina
C, i pokazano je kako odredeni operatori djeluju na tu ravninu.

U sljede¢em odjeljku uveden je cetverofaktorni produkt anizotropnih preslikavanja i pokazano je da
u pogodnoj bazi na ravninu djeluje kao elementarna transvekcija, a na njezin komplement kao operator
identiteta. Pokazano je da JMS(Spin,) sadrzZi sve elementarne transvekcije.

Nadalje su pokazane pomocne tvrdnje kako bi se mogla iskoristiti poznata lema da polugrupa koja
sadrZi sve elementarne transvekcije nuzno sadrZi specijalnu linearnu grupu.

Naposljetku je dokazano da Jordanova multiplikacijska polugrupa realnih spin faktora sadrzi opcu
linearnu grupu, a zatim je pomocu singularnog operatora koranga 1 dobivena jednakost s cijelim
Endg (Spin,,).



4 Rezultati

4.1 Osnovne definicije i teorija

Poglavlje zapoc¢injemo elementarnim definicijama vezanim uz Jordanove algebre, glavnu algebarsku
strukturu koju prouc¢avamo u ovom radu. Izlaganje u ovom odjeljku prati [10].

Jedna od glavnih klasa Jordanovih algebri koje nas zanimaju jest klasa formalno realnih Jordanovih
algebri. One imaju svojstvo da, ako je zbroj kvadrata jednak nuli, svi elementi moraju biti jednaki nuli.

Bududi da analogno svojstvo vrijedi za realne brojeve, takve algebre nazivamo formalno realnima.

Definicija 4.1. Kazemo da je Jordanova algebra I formalno realna ako za sve xy, ..., x, € J vrijedi

2 2
i+ +x,=0 = x;=--=x,=0.

Definicija 4.2. Neka su J i K Jordanove algebre nad poljem F. Jordanov homomorfizam je linearni
operator ¢ : J — K takav da za sve x,y € J vrijedi

p(xoy) =¢(x)od(y).
Definicija 4.3. Ideal u Jordanovoj algebri J je vektorski potprostor 7 < g takav da vrijedi
JolClT.

KaZemo da je Jordanova algebra J # 0 prosta ako su joj jedini ideali 01 7.

Definicija 4.4. Za x € J definiramo operator lijevog mnoZenja

Ly:J9 — Y9, Ly(y)=xoy.
Navodimo sljedec¢u korisnu lemu:
Lema 4.5. Neka je J Jordanova algebra nad poljem F karakteristike 0. Tada za a, b, c € J vrijedi
[La9 Lboc] + [Lb, Lcoa] + [LC9 Laob] =0,
pri Cemu uglate zagrade oznacavaju komutator [A, B] = AB — BA.
Dokaz. Nekajex € . Zasvakiy € J vrijedi
[Les L2l (3) = LiLy2(y) = L Li(y) =x0 (0 y) —=x* o (x 0 y) = 0.

Dakle,
[Ly,L,2] =0.

Stavimo x = aa + b + yc za «, B,y € F. Tada izraz [Ly, L,»] = 0 moZemo shvatiti kao jednakost

polinoma u «, 8, y s koeficijentima u Endg (7). Usporedujudi koeficijente uz ¢Sy dobivamo

Z[La, Lboc] + 2[Lb, Lcoa] + 2[Lc, LaOb] =0.



Karakteristika polja F je O pa izraz moZemo podijeliti s 2 i dobiti tvrdnju. O
Nesto opcenitiji rezultat moZe se pronaci u [15].

Napomena 4.6. Iako Jordanove algebre u pravilu nisu asocijativne, imaju vaZzno svojstvo koje se zove
potencijska asocijativnost: za svaki element a € J podalgebra A generirana s a je asocijativna. To e
slijediti iz sljedeceg teorema.

Ako je J unitalna s jedinicom e, zbog potencijske asocijativnosti moZemo definirati polinome u
jednoj varijabli za Jordanove algebre, tj. za polinom

p(t) =g+ At + -+ A,t" € Flt]

je izraz
pla) = lge + L1a + ... + 1,a"

dobro definiran.

Teorem 4.7 (Albertov teorem o potencijskoj asocijativnosti). Neka je J Jordanova algebra nad poljem
F karakteristike 0. Tada je J potencijski asocijativna. Preciznije, za svaki x € J potencije x™ su

Jjednoznacno definirane i vrijedi

X ox®=x"", r,seN,

pri Cemu potencije definiramo rekurzivno:

Dokaz. Nekajex € J.Zam € N definiramo
A T > T, A(y) =x"oy.
Istodobnom indukcijom po N € N dokazujemo da za sve r, s € N takve da je r + s < N vrijedi
x"ox® =x""i[A,,Ag] =0.
Za N =2jer =s = 11iocito vrijedi
xox=x%i[A;,A] =0.
Za N = 3 bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpostavitidaje r = 11 s = 2. Vrijedi
3

xoxl=xlox=x71i

[A1, A2l (3) = MiAa(y) = A1 (y) =x0 (P oy) —xPo(xoy) = (X oy)ox—x o (yox) =0

za proizvoljan y € J paje
[A1,A2] =0.

Pretpostavimo da tvrdnje vrijede do nekog N > 3. Nekajer +s = N+ 1. Akojer = 1ili

s = 1, produktna formula slijedi iz rekurzivne definicije i komutativnosti produkta; komutatorski dio
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dokazujemo u nastavku zajedno za sve parove. Neka je r,s > 2. Tadajer + 1 < N, pa po pretpostavci
indukcije vrijedi [A,, A1] = 0. Vrijedi x* = Af‘l(x), paje

Xox® = AN ) = ATTIA () = AT =X
Preostaje dokazati da vrijedi [A;;, AN+1-m] =02za 1l <m < N. Definiramo
CN = [AlaAN]’ Dm = [Am’AN+l—m], 1 <m< N.

Nekaje2 <m <N-1in=N+1-m. Iz Leme 4.5 i dokazane produktne formule u stupnju N + 1

dobivamo

0 = [Lxm—l,Lx"Ox] + [an,onxmfl] + [an Lxmfloxn]
= [Am—laAn+1] + [Ana Am] + [Al, AN],
tj.
Dm—l _Dm +CN =0.

1z D] = CN Slijedi DN_1 = (N— I)CN.

S druge strane, primjenom Leme 4.5 dobivamo

0= [LX7onxN_]] + [Lx,LxN-lox] + [LXN—I’onx]
=2[A1, AN] + [AN-1, A7]
= 2CN +Dpy_1.

Uvrstavanjem ovog identiteta u prethodnu jednakost dobivamo (N + 1)Cy = 0. Kako je karakteristika
polja 0, slijedi Cy = 0. Iz relacije D,, = D,,—1 + Cy slijedi D,, = 0zal <m < N-1,aiz
[An,A1] = —Cn = 0 dobivamo

[Ams AN+1-m] =0, 1 <m < N.

Time je indukcija zavrSena.

Podalgebra generirana elementom x razapeta je potencijama od x za koje vrijedi

r+s+t

(x"ox*)ox" =x =x"o (x* ox").

Iz bilinearnosti Jordanovog produkta slijedi asocijativnost na podalgebri generiranoj elementom x. Dakle,

J je potencijski asocijativna. Za nesto drukdiji pristup ovom rezultatu usporediti s [22] i [15]. O
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4.1.1 Peirceova dekompozicija

Neka je V vektorski prostor i P : V — V idempotentan linearni operator, tj. P> = P. Tada je

V = ker P @ imP i uz odgovarajuci izbor baze P moZemo prikazati u matricnom obliku kao
I, O
0 of

Peirceova dekompozicija analogna je ovoj dekompoziciji za Jordanove algebre. Za Jordanovu algebru

P =

gdje je r rang od P.

J iidempotentni elemente € J, eoe = e, Peirceova dekompozicija jest rastav prostora J na svojstvene
prostore operatora L.. U sljedecoj propoziciji navodimo svojstva Peirceove dekompozicije, ali prije nje

uvodimo pojam Peirceovog prostora.

Definicija 4.8. Neka je J Jordanova algebra nad poljem F karakteristike 0 i e € J idempotent. Za

e {1, % O} definiramo Peirceov prostor s obzirom na idempotent e s
Jale) :={xeJ :eox=Ax}.

Ponekad ¢emo umjesto J;(e) pisati samo 7).

Propozicija 4.9. Nekaje J Jordanova algebra nad poljem F karakteristike 0 i neka je e € J idempotent.

Tada se vektorski prostor J moZe prikazati kao direktna suma Peirceovih prostora
T =Ti(e) ® Ji2(e) © Jole).
Nadalje, vrijede Peirceova pravila mnoZenja:
Jioh €. Joo o < Jos

J10oJo=0, G102 € Jij2s
JooJip2 € Jij2s JippoJi2 € G & Ko
Posebno, 1 i Jy su Jordanove podalgebre, a e je jedinica u podalgebri .

Dokaz. Stavimo T = L,. PokaZimo najprije da vrijedi
TQRT - 1g)(T-14) =0.
Koristeéi Lemu 4.51 e o ¢ = e dobivamo

0= [LZ’T] + [T, LTZ] + [T, LTZ] = [LZ’T] +2[T, LTz]-
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Primjenom tog identiteta na e dobivamo

0= ([L,,T]+2[T,Lr;])e
= (L,T —TL, + 2T Ly, — 2L7,T)e
= zo(coe)—eo(zoe)+2e0((zoe)oe)~2evz)o(coe)
=eoz—eo(eoz)+2eo0(eo(eoz))—2eo(eoz)
=Tz -T?z+27°; - 2Tz
= (T -3T% +273)z

za proizvoljan z € . Dakle, 0 = 2T% =372 + T =T(2T - 1.4)(T - I 5).
Korijeni polinoma #(2¢ — 1)(¢ — 1) su 0, % i 1. Projektore na pripadne svojstvene potprostore od T

moZemo zapisati preko Lagrangeovih interpolacijskih polinoma u 7':
m =21 =T, myjp = 4T —4T%, 7o := 14 - 3T + 27>

Iz ranije dokazanog identiteta slijedi da su 71, 712 1 19 medusobno ortogonalni projektori takvi da je

my + my + mo = I 4. Vrijedi

r(J) = Tile), i € {o, > 1}

paje
T =TJi(e) @ Ji2(e) @ Jo(e).

Pokazimo sad Peirceova pravila mnoZenja. Neka je x € J, tj. Tx = Ax. Imamo
0=2[T,Lrx] + [Lx,T] =2A[T,Lx] — [T,Lyx] = (24 - 1)[T, Ly].
Za A € {0, 1} dobivamo [T, L] = 0. Iz ovoga slijedidazax € Jp, 4 € {0,1} iy € g, vrijedi
T(xoy) =TLx(y) = LyT(y) = Lx(uy) = p(x 0 y),
tj. x oy € . Dakle,
J1oJ1 ST JooJo S Jo» JioT2 S Jij2> Joo T2 € Jij2.

Takoder, vrijedi 1 © Jo € Jo N J1, a kako je Jo N J1 = 0, zaklju€ujemo da je J; o Jo = 0.
PokaZzimo jos preostali identitet. Nekasux € Jyiy € J,. Vrijedi

0=1[T, LxOy] + [Lx, LTy] + [Lya L7x]
= [T, ony] +p[Lx, Ly] + /l[Ly’ Ly]
= [T Lyoy] + (st = )[Ly. Ly].
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Primjenom ove jednakosti na e dobivamo

0=([T, Lxoy] + (£ = D) [Lyx, Ly])e
= (TLyoy = Loyl + (1t = A)LyLy — (t = ) LyLy)e
=eo((xoy)oe)—(xoy)o(eoe)+ (u—A)(xo(yoe))—(u—A)(yo(xoe))
=eo(eo(xoy))—eo(xoy)+(u—Du(xoy)—(u-A(xoy)
=T*(xoy)—T(xoy) + (u—A)>*(xoy).

Zau=xoyid=pu= % dobivamo T%u — Tu = 0. Neka jeu =uy +uy )y + up Peirceova dekompozicija.
Vrijedi

0=T%u-Tu
= Tz(ul tuyppt uo) - T(u1 +uyppt uo)
1 1
=up+ Zul/z —Uuy - 5“1/2
1
= —Zul/z.

Polje je karakteristike O pa je u;/, = 0. Dakle,

Jizo T2 € G & Do

[ZJ1091 € J119 0T € Joslijedi da su J; i Jo Jordanove podalgebre, iiz e o x = x, za x € i,
slijedi da je e jedinica u ;. O

Peirceova dekompozicija pokazat ¢e se korisnom kasnije u dokazu jer omogucuje rastav na svojstvene
prostore fiksiranog operatora L, i precizno opisuje kako ih Jordanov produkt medusobno povezuje. Vise

o teoriji Peirceovih prostora moZe se pronaci u [22].
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4.2 Transvekcije

Transvekcije su jedan od glavnih alata koriStenih u kasnijem dokazu maksimalnosti Jordanove multi-
plikacijske polugrupe formalno realnih spin faktora. Pokazuje se da polugrupa linearnih operatora na
vektorskom prostoru V koja sadrZi sve elementarne transvekcije nuZno sadrZi cijelu specijalnu linearnu
grupu SL(V). Pratimo [11], dok se detaljnija teorija transvekcija i njihove uloge u linearnoj algebri moZe

nadi u standardnim udZbenicima poput [2].

Definicija 4.10. Neka je V kona¢nodimenzionalni vektorski prostor nad poljem F. Transvekcija na 'V je
linearni operator oblika
T=Iyv+N,

gdje je N nenul linearni operator ranga 1 takav da je N> = 0. Tada T fiksira hiperravninu ker N po

tockama, a jednodimenzionalni potprostor im N C ker N njegov je sredis$nji pravac.

Od najveceg interesa bit ¢e nam takozvane elementarne transvekcije. Neka je (by,...,b,) baza
prostora V, ;; operator na V koji Salje element baze b ; u b; i ostale bazne elemente u 0, tj. &;;bx = 6 jib;,
iteF. Zai+# jit e F stavimo

xij(t) == Iy +tg;;.

Zat # 0 operator x;;(¢) elementarna je transvekcija, dok je x;;(0) = Iy.
Lema 4.11. Za t # 0 operator x;(t) jest transvekcija.
Dokaz. Zai # j vrijedi g%j = 0, paje (x;;(t) - Iy)? = tzsfj = 0. Osim toga, r(tg;;) = 1 zat # 0.
Nadalje,
xij ()b = (Iy + teij)bi = by

za k # j pa x;;(t) fiksira hiperravninu W := span{by : k # j} po to¢kama. Za t # 0 vrijedi i
x;j(t)bj = bj +tb; # bj, pa je operator netrivijalan. O

O transvekcijama se moZe vrlo intuitivno razmisljati geometrijski. One fiksiraju jednu hiperravninu
po tockama, a vektore izvan nje pomicu u jednom fiksnom smjeru sadrZanom u toj hiperravnini. Kao
Sto je veé navedeno, njihova algebarska vaznost dolazi iz Cinjenice da su to osnovni blokovi specijalne
linearne grupe nekog prostora. Kasnije ¢emo pokazati da Jordanova multiplikacijska polugrupa sadrZzi

sve elementarne transvekcije i da je to dovoljno da bismo pokazali da sadrzi specijalnu linearnu grupu.
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4.3 Spin faktori
4.3.1 Osnovna motivacija i definicija

Neka je V kona¢nodimenzionalni realni vektorski prostor opskrbljen skalarnim produktom (-, -) i pri-

padnom normom ||u|| := W zau € V. Imamo sljedecu definiciju:
Definicija 4.12. Realni vektorski prostor
Spin(V) :=ReV
opskrbljen bilinearnim produktom o definiranim s
(a,u) o (B,v) := (aB + {u,v), av + Bu), zasve (a,u),(B,v) eRdV,

zove se spin faktor pridruZen prostoru V.

Osnovna algebarska motivacija definicije spin faktora dolazi iz sljedece propozicije ¢iji smo dokaz

preuzeli iz [10]:

Propozicija 4.13. Spin faktor Spin(V) je realna unitalna Jordanova algebra s jedinicom (1,0). Nadalje,
Spin(V) je formalno realna. Ako je dimV > 2, tada je Spin(V) prosta Jordanova algebra.

Dokaz. Bilinearnost produkta slijedi iz bilinearnosti skalarnog produkta i linearnih operacija u V, a

komutativnost iz simetri¢nosti skalarnog produkta. Za svaki (a, u) € Spin(V) vrijedi
(1,0) o (,u) = (e, u),
paje (1, 0) jedinica.
1. Jordanov identitet: Neka sux = (a,u) iy = (B, v). Stavimo p = {u,u) i s = {u,v). Tada je
x2=(a®+p,2au) i xoy=(af+s, av+pBu).
Iz formule za produkt dobivamo:

2o (xoy)=((a®+p)(aB+s) +2alu,av + Bu), (& + p)(av + Bu) + 2a(aB + s)u)
= (aB(a® +3p) + (3% + p)s, a(@® + p)v + (B(3a? + p) + 2as)u).

S druge strane, iz x> o y = ((a? + p)B + 2as, (a? + p)v + 2aBu) slijedi:

xo (X2 oy) = (a((a? + p)B + 2as) + (u, (&® + p)v + 2aBu), a((a* + p)v + 2aBu) + ((a* + p)B + 2as)u)
= (a/ﬁ(a'2 +3p) + (3a® + 0)s, a(a® + PV + (ﬁ(3012 + p) +2as)u).

Dobiveni izrazi su jednaki, pa vrijedi Jordanov identitet (x*> o y) o x = x> o (y o x).

2. Formalna realnost: Nekasux, = (a,,u,) € Spin(V)zar =1, ..., mtakvi davrijedix%+- ct+x2, = 0.

Bududi da je x% = (a/% + {uy, uy), 2a,u,), iz skalarne komponente dobivamo:
m
D@} + Gup,ur)) =0,
r=1
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Bududi da su svi pribrojnici nenegativni realni brojevi, svaki od njih mora biti jednak 0. Zato je @, = 0

iu, =0zasvakir,tj.x, =0zasver =1,...,m.

3. Prostost za dimV > 2: Bududi da je Spin(V) unitalna algebra, dovoljno je dokazati da svaki nenul

ideal sadrzi jedinicu. Neka je 7 # 0 ideal u Spin(V) i neka je (@, u) € I nenul element.
* Akojeu =0, tadaje a # 0, pa je é((x, 0) = (1,0) € I, iz Cegaslijedi I = Spin(V).

» Akojea =0, tadajeu # 0i (0,u)? = ({u,u),0). Kako je (u,u) > 0, slijedi (1,0) € 7, pa je opet
I = Spin(V).

* Akosua # 0iu # 0, bududi da je dim V > 2, postoji nenulti vektor v € V takav da je (u,v) = 0.
Tada je
(a,u) o (0,v) =(0,av) € I.

Kako je av # 0, prema prethodnom slucaju slijedi (1,0) € 7, paje I = Spin(V).
Dakle, Spin(V) nema netrivijalnih ideala, pa je prosta. |

Ova propozicija potvrduje da pitanje maksimalnosti polugrupe operatora mnoZenja za spin faktore
ima smisla te promatrana u kontekstu klasifikacijskog teorema 1.3 pokazuje vaznost spin faktora kao

jedne od pet familija formalno realnih prostih kona¢nodimenzionalnih Jordanovih algebri.

Napomena 4.14. U prethodnoj propoziciji je pokazano da su za n > 2 spin faktori proste Jordanove
algebre. Za dimV = 1, medutim, spin faktor nije prost. Naime, ako je dimV = 1, moZemo odabrati
jediniéni vektor ug € V takav da je (ug, ug) = 1. Tada je vektorski prostor V razapet vektorom uyg, tj.
V ={tuy:t € R}.

Elementi algebre Spin(V) = R @ V su uredeni parovi («, u) gdje je skalar @ € R, a vektor u € V.
Jedinica algebre je ¢g = (1,0y) € Spin(V).

Promatrajmo jednodimenzionalni potprostor algebre Spin(V) razapet elementom (1, ug) € Spin(V):
I :=spang{(1,up)} = {c(1,up) : c € R} C Spin(V).

Dokazimo da je 7 Jordanov ideal u Spin(V). Neka je x = (a, tug) € Spin(V) proizvoljan element
algebre (pri ¢emu su a,t € R, atug € V) tenekajey = c¢(1,ugp) = (c, cug) € I proizvoljan element iz
I (c € R).

Izra¢unajmo njihov Jordanov produkt x o y € Spin(V) prema definiciji mnoZenja u Spin(V):

xoy = (a,tup) o (c,cup)
= (a - ¢ + {tug, cug), alcug) + c(tug))

= (ac + ct{ug, ug), (ca + ct)ug) .

Kako je (ug, ug) = 1, dobivamo:

xoy=(c(a+1t), c(a+1t)ug)

cla+1)(1,up).
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Dakle, 7 je zatvoren na mnoZenje s bilo kojim elementom iz Spin(V), pa je po definiciji Jordanov
ideal u Spin(V).
Nadalje, vrijedi:

1. T # {(0,0v)} jerje (1,up) # (0,0y),
2. I # Spin(V) jerjedimg I =1 < dimg Spin(V) = 2.
Dakle, I je pravi netrivijalni ideal u Spin(V), pa Spin(V) nije prosta Jordanova algebra.

Napomena 4.15. Kao $to je prije navedeno, spin faktori specijalne su Jordanove algebre, §to se moze
vidjeti preko njihove veze s Cliffordovim algebrama. Tu ¢emo vezu zapisati u notaciji ovog rada. Za

realni euklidski prostor W = R” sa skalarnim produktom (-, -) piSemo:
Spin, =Reg@® W,

pri ¢emu je eq jedini¢ni element spin faktora.
Najprije definirajmo pripadnu Cliffordovu algebru C(W) nad prostorom W s obzirom na formu (-, -).

Ona se definira kao kvocijentna algebra:
CW)=T(W)/R,

gdjejeT(W)=RleWeae (WeW)®... slobodna asocijativna tenzorska algebra nad W (s jedinicom
1), a R je obostrani ideal u 7(W) generiran elementima oblika x ® x — (x,x)1 za sve x € W. Bududi da
je C(W) kvocijent asocijativne tenzorske algebre, ona je po konstrukciji takoder asocijativna algebra s
jedinicom 1.

Unutar C(W) za svaki vektor (odnosno njegovu klasu) [x] = x + R vrijedi fundamentalna relacija
[x]? = (x,x)1. Polarizacijom te relacije, tj. raspisivanjem kvadrata zbroja dvaju elemenata ([x] +[y])* =

(x + y,x + y)1 unutar asocijativne strukture, izravno se izvode klasi¢ne antikomutacijske relacije:

[x1[y] + [yl[x] = 2 )1 = %([X] ]+ [y1x]) = (. 9)1,

zasvex,y € W.
Nadalje, definiramo kanonsko ulaganje o : Spin,, — C(W) kao linearno preslikavanje koje elemente

iz Spin, preslikava u asocijativnu Cliffordovu algebru C (W) na sljedeéi nacin:
o(aeg+x)=al +[x], VYaeR xeW. 2)

Bududi da antikomutator u C (W) reproducira skalarni produkt {x, y)1, direktno se provjerava da o- ¢uva

Jordanov produkt, odnosno vrijedi:
1
og(aob) = > (o(a)o(b) + o(b)o(a)), Va,b e Spin,. 3)

Bududi da je kanonsko linearno preslikavanje W — C (W), x — [x], injektivno (vidi [20]), preslikavanje
o je injektivno. Stoga je spin faktor S pin,, specijalna Jordanova algebra, buduci da se moZe realizirati kao
Jordanova podalgebra asocijativne algebre C (W) opremljene simetriziranim produktom. Za detaljniju

analizu Cliffordovih algebri i spinora Citatelja se upuéuje na [20].
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Napomena 4.16. Iako gornja propozicija obrazlaZe zaSto nas s algebarskog stajaliSta zanimaju spin
faktori, njihova poc¢etna motivacija dosla je iz fizike. Neka je vremenska komponenta ¢ € R, a prostorna
komponenta element proizvoljnog realnog euklidskog prostora V opremljenog skalarnim produktom (-, -)
i induciranom normom ||v|| = \/m . Dogadaj u ovakvom poopéenom prostor-vremenu prikazujemo
kao uredeni par (#,v) € R @ V. Promatramo referentni dogadaj u ishodistu (0, Oy ) te, bez smanjenja
opdenitosti, uzimamo brzinu svjetlosti ¢ = 1.

Ako se iz ishodiSta u trenutku ¢ = 0 emitira svjetlosni signal, njegova prostorna udaljenost nakon
vremena ¢ iznosi r = ||v||. Bududi da se signal §iri brzinom ¢ = 1, granica njegove propagacije dana je
jednadZbom:

2 =vl> = =l “

Skup svih tocaka (z,v) za koje vrijedi |t| = ||v|| ¢ini svjetlosni stoZac. U njegovom komplementu

razlikujemo tri tipa podru¢ja u odnosu na ishodiste:

* vremenski odvojena buducnost (t > ||v||),
* vremenski odvojena proslost (t < —||v||),

* prostorno odvojeno podrucje (|t| < ||v]|).

Tocke na svjetlosnom stoScu predstavljaju svjetlosno odvojene dogadaje. Zajedno s njegovom unutras-
njoséu, gornji stozac ¢t > ||v|| opisuje zatvorenu kauzalnu buduénost ishodista, a donji stoZac t < —||v||
zatvorenu kauzalnu proSlost. U prostorno odvojenom podrucju uzro¢na veza zahtijevala bi signal brzi
od svjetlosti.

Neka je sad A = R @ V spin faktor. Cilj je analizirati geometrijsku strukturu skupa svih kvadrata u
algebri A, kojeg oznadavamo s K = {a? | a € A}. Kvadriranjem proizvoljnog elementa a € A izravno
dobivamo:

a® = (a,x) o (@,x) = (@ + [Ix|*, 2ax) )

Nekajey = (¢, v) € K kvadrat nekog elementa a. Njegova "vremenska" i "prostorna" komponenta iznose
t = a® + ||x]|? te v = 2ax. PoveZimo sada ovaj algebarski rezultat s prethodno definiranom kauzalnom

strukturom Lorentzovog stoSca. Usporedbom komponente ¢ i norme komponente v dobivamo:
2 2 2 2 2
t=|vll = o + llxlI” = |12ax]| = & + [Ix|I” = 2|elllx]| = (la] - |lxI}) (6)

Bududi da je kvadrat realnog broja uvijek nenegativan, nuzno slijedi ¢ — ||v|| = 0, odnosno ¢ > ||v||.
Takoder, buduéi da su o i ||x||*> nenegativni, jasno je da vrijedii¢ > 0.

Kako bismo dokazali obratnu inkluziju, odnosno da se svaki element Lorentzova stoSca moZe prika-
zati kao kvadrat nekog elementa algebre Spin(V), pretpostavimo da je dan uredeni par (¢,v) e R@V
takav da vrijedi r > ||v||. Zelimo pronaéi elementa = (a, x) € Spin(V) zakoji vrijedi a*> = (,v). Prema
definiciji kvadriranja u spin faktoru, ovaj se zahtjev svodi na rjeSavanje sljedeceg sustava jednadZzbi po

skalaru @ € R i vektoru x € V:

t=a”+||x|% (7)

v =2ax. (®)
Razlikujemo nekoliko slu¢ajeva s obzirom na vrijednost parametara:
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* Akojet =0, tadaiz uvjeta 0 = ¢ > ||v|| = 0 nuzno slijedi ||v|| = 0, odnosno v = 0. U tom sluéaju

trivijalno odabiremo « = 01 x = 0, pa vrijedi (0, 0)%> = (0, 0).

» Akojet > 0iv = 0, sustav se reducira na t = @® i 2ax = 0. Tada moZemo odabrati & = V7 i
x = 0, §to daje traZeni kvadrat (7, 0)? = (z,0).

* Pretpostavimo sadadajer > 01iv # 0. Iz jednadzbe (8) slijedi da je @ # 0, pa vektor x moZemo

izraziti kao:
y

=, 9
x == )
Uvrstavanjem izraza (9) u jednadZbu (7) dobivamo:
2
fal+ vl .
4a?
MnozZenjem cijele jednadZbe s 4a dolazimo do bikvadratne jednadzbe po a:
4a* - 4ta® + ||v])* = 0. (10)

Uvodenjem supstitucije Y = o2, jednadzba (10) prelazi u kvadratnu jednadzbu 4Y>—4¢Y +||v||> = 0,

¢ija su rjeSenja dana s:

y - 4t =162 = 16||v]|2 1+ V12— ||v]]?
B 8 - 2 ‘

Buduéi da po pretpostavci tocka (z, v) lezi unutar (ili na rubu) Lorentzova stosca, vrijedi t > ||v||,
$to povladi 12 — |[v]|?> = 0. To nam jam¢i da je diskriminanta nenegativna te da su rjeSenja za ¥

realna. Odaberimo vede (pozitivno) rjeSenje za Y:

_teNE |

2
-y
@ 2

Kako je > 0, odabrana vrijednost za a? je strogo pozitivna, pa moZemo jednozna¢no definirati

realni skalar « > 0 kao:

t+ = |vi?
@=\——" (11)

Sada, uvrStavanjem dobivenog @ natrag u (9), definiramo vektor x € V:

1%

x= : (12)

\/2 (1 + V=T TP)

Provjerimo normu tako konstruiranog vektora x. Racionalizacijom nazivnika dobivamo:

2
wE -NE R M VEER) e
2 e+ EIVE) t-NP-IVP 207 = (@ = P) 2

2
llx[| =
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Zbrajanjem a? i ||x||> dobivamo:

e NE=IVP | =PIV _

2 2
+ =
o + x| . >

f,

$to u potpunosti zadovoljava jednadZbu (7), dok je jednadZba (8) zadovoljena izravno po konstruk-

ciji vektora x.

1z ovog racuna slijedi da se skup kvadrata K podudara sa zatvorenim gornjim Lorentzovim stoscem:
K={(t,v)eRaeV|t>|v|} (13)

Ovaj algebarski skup K naziva se pozitivnim konusom algebre A. Geometrijski gledano, kvadriranjem se
cijeli prostor A preslikava na zatvorenu kauzalnu buduénost ishodista. Ovaj rezultat povezuje spin faktore
s geometrijom Minkowskijeva prostora i ukazuje na povezanost sa specijalnom teorijom relativnosti.

Daljnja analiza te poveznice moZe se na¢i u [3] i [8].

4.3.2 Formalno realni spin faktori

Neka je V = R" sa standardnim euklidskim skalarnim produktom. Tada pripadni spin faktor oznacavamo
s Spin, := R®R" i zovemo formalno realnim spin faktorom. U nastavku rada fokusirat éemo se iskljucivo
na formalno realne spin faktore te ¢emo, kad nema opasnosti od zabune, izostavljati oznaku formalno
realni te ih nazivati samo spin faktorima. Ovo nije veliki gubitak opcenitosti bududi da je svaki realni
kona¢nodimenzionalni euklidski prostor izometricki izomorfan s R” za neki n € N.

Neka je (e, ..., €,) standardna baza prostora R". Uvedimo oznake:
eo:=(1,0pn), e;:=(0,¢) (1<i<n).
Tada (eg, ey, - - . , e,) ¢ini standardnu bazu prostora Spin,,. Dakle,
Spin, =Reg®W, W :=span{ey,...,e,} = R".

Potprostor Reg zovemo skalarnim dijelom, a W vektorskim dijelom spin faktora.

Napomena 4.17. Bududi da je
W = span{ey,...,e,} = {0} ® R",
u nastavku ¢emo vektorski dio W poistovjecivati s prostorom R" preko prirodne identifikacije
(0,x) & x.

Stoga ¢emo, kad god ne moZe doci do zabune, pisati x € W i x € R" naizmjeni¢no. Posebno,
ako je ry,...,r, baza prostora R", iste ¢emo oznake po potrebi koristiti i za odgovarajuée elemente
0,7r1),...,(0,ry) iz W C Spin,,.
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Lema 4.18. U bazi (eq, €1, .. ., en) prostora Spin, vrijedi:

Dokaz. 1. MnoZenje s jedinicnim elementom eq:

e Zai = 0imamo:
epoey=(1,000(1,0)=(1-14+¢0,0),1-0+1-0) =(1,0) = eo.
* Zal <i < nimamo:
epoe; =(1,0)0(0,6) =(1-0+(0,¢), 1-€+0-0)=(0,¢) = e;.

Zbog komutativnosti produkta vrijedi eg 0o e; = e; 0 eg = e; zasve 0 <i < n.

2. MnoZenje baznih elemenata iz vektorskog dijela (1 < i, j < n):
ejoe;=(0,6)0(0,¢;)=(0-0+(e,€;), 0-€;+0-€) = ((&€)), 0).

Bududi da je (€, . . ., €,) ortonormirana baza, vrijedi:

* Akojei =j > 1,tadaje (e, €) = 1, paje:

e;oe; = (1,0) = ep.

* Akojei # j (1 <i,j <n), tadaje (€,€;) =0, paje:

eioej=(0,0)=0.

Prije nego Sto prijedemo na detaljnu analizu same multiplikacijske polugrupe, iskazujemo sljedeci
teorem koji ne¢emo eksplicitno koristiti, no vazan je zbog dubljih implikacija o simetriji koju posjeduju

spin faktori. Dokaz teorema moZe se pronaci u [10].

Teorem 4.19. Neka je Spin, = Reg ® W formalno realni spin faktor dimenzije n + 1, gdje je W = R"
opremljen standardnim euklidskim skalarnim produktom. Grupa automorfizama Jordanove algebre
Spin,, koju oznacavamo s Aut(Spin,,), izomorfna je ortogonalnoj grupi O(n). Svaki automorfizam
@ € Aut(Spin,) djeluje trivijalno na skalarnom dijelu i fiksira jedinicni element e, dok na vektorskom

dijelu W djeluje kao ortogonalna transformacija.

Geometrijski gledano, ovaj izomorfizam s ortogonalnom grupom nosi temeljnu motivacijsku ulogu

za Citavu strategiju dokaza o maksimalnosti polugrupe. Bududi da grupa O(n) djeluje tranzitivno na
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jedini¢noj sferi vektorskog potprostora W, to povlaci da u vektorskom dijelu prostora nema povlastenih
ili koordinatno specificnih smjerova. Prostor je u potpunosti izotropan.
Ta ¢e nam ravnopravnost smjerova kasnije omoguciti fiksiranje jednog smjera bez potrebe za uvode-

njem sloZenih koordinatnih sustava. Za Siri geometrijski kontekst Jordanovih i Liejevih struktura vidjeti

[4].
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4.4 Matricni prikaz operatora mnoZenja L,

Bududi da je cilj prouditi opseg polugrupe operatora mnoZenja na realnim spin faktorima, prvi korak je
analiza samog operatora mnoZenja. Za fiksirani element a = (@, u) € Spin, (gdje je @« € Riu € R"),
operator mnozenja

Ly: Spin, — Spin,, Ly(z):=aoz

je linearan operator na realnom spin faktoru Spin,, = R@®R". Za proizvoljan element z = (8, x) € Spin,,

djelovanje operatora L, dano je formulom:

Ly(B,x) = (a,u) o (B,x) = (aB + (u,x), ax + Bu).

Propozicija 4.20. Nekajea = (a,u) € Spin, proizvoljan element realnog spin faktora Spin,, = Req®W.
U standardnoj bazi (eq, e1, . . . , en), operator mnoZenja L, : Spin, — Spin,, definiran s L,(z) = ao z,

ima sljedeci blok-matricni prikaz reda (n + 1) X (n + 1):

T
a u
[La] = l ] s
u al,
gdje je I, jedinicna matrica reda n, u € R" je prikazan kao stupcani vektor, a u” kao retcani vektor.

Dokaz. Neka je z = (B,x) € Spin, proizvoljan element, gdje je 8 € R skalarna komponenta, a x € R"
vektorska komponenta.

Prema definiciji Jordanovog produkta u Spin,, djelovanje operatora L, na element z glasi:

Lo(z) =aoz=(a,u)o (B,x) = (aB+ (u,x), ax + Pu).

€ R™!, izratunatu sliku L, (z)

Identificirajuci element z = (B3, x) € Spin, sa stupanim vektorom [
X

moZemo zapisati pomoc¢u matriénog mnoZenja:

af+(u,x)y| |ap+ ulx | ul | |B
ax + fu B Pu+ al,x | al, | |x|
: . . . L a u’
Bududi da gornja jednakost vrijedi za svaki vektor € R™! slijedi da je [Ly] = ! upravo
X u aly
traZena matrica operatora L. |

Korolar 4.21. Neka je a = (a,u) € Spin, (n > 1). Determinanta operatora mnoZenja L, : Spin, —
Spin, dana je formulom:
det(Ly) = (o = [|ul*)a” "

Posebno, operator L, je invertibilan ako i samo ako vrijedi:
1. Zan=1: ® — ||ul|® £ 0 (4. element a je invertibilan u algebri Spin,).

2. Zan>2:a*>—|ul>#0 i a#0.
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Dokaz. Prema prethodnoj propoziciji, u rastavu Spin, = Reg ® R" matrica operatora L, ima blok-

strukturu:

a I/lT

A B
C D

’

L=
[La] v al,

gdiejeA=aeR,B=ul eR>*", C=ueR™ te D =al, e R™",
1. Slucaj a # 0:
Kada je @ # 0, blok D = al, je invertibilan s inverzom D~! = él,,. Primjenom formule za Schurov

komplement:
det(L,) = det(D) - det(A — BD™'C),

dobivamo:
det(D) = det(al,) = a”,

1 1 2 2 _ 2
A-BD 'C=a-u" (—In) u=a—-—ulu=a- el . el
a a

a a

Uvrstavanjem natrag u formulu slijedi:
2 _iyll2
det(Ly) = o - (ﬂ) = (a® = [lul)a"".
o
2. Slucaj a = 0:

. . 0 u’
Za a = 0 matrica ima oblik [L,] = ol
u

0
* Akojen = 1, piSemo u = uje; s u; € R. Tada je matrica l bg], pa je det(L,) = —u% =
uj

—lul|> = a® = ||u||*> za a = 0; time formula vrijedi i u ovom slucaju.

* Akojen > 2, slika operatora L, sadrZana je u potprostoru span{eg, (0,u)}, pajer(Ly) <2 <n+1
i zato det(L,) = 0. Bududi da je tada (0 — ||u|*)0"~! = 0, formula vrijedi i za a = 0.
Operator L, je invertibilan ako i samo ako je det(L,) # 0. Zan = 1 imamo det(L,) = a® — ||u||?,
paje uviet a? — |jul|* # 0.
Zan > 2 imamo det(L,) = (a® — ||lu||>)e"~", pa det(L,) # O zahtijeva da je a® — |lu|> # 0 i
a # 0. O

Napomena 4.22 (Nemogucénost generiranja svih endomorfizama za n = 1). Za n = 1, realni spin faktor
Spin; = Rep ® Re je dvodimenzionalan. Prema opcoj blok-matri¢noj formuli za operator mnoZenja L,

(gdje je a = (a,u) € Spiny, au = Be; € Rey), matrica operatora L, u bazi (eq, e;) ima oblik:

'8] (a,B €R).
a

Promotrimo skup svih 2 X 2 matrica tog oblika:

M = {[“ b‘ :a,beR} c Ms(R).
b a
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Skup M zatvoren je na matri¢cno mnoZenje. Zaista, za proizvoljne dvije matrice iz M vrijedi:

ay bi||az baf _
b] aj b2 an -

Bududi da je svaki generator polugrupe JMS(Spin;) oblika [L,] € M, a kompozicija bilo kojeg

ajaz + blbz albz + b1a2
albz + b]dz ajar + b1b2

‘eM.

konac¢nog broja takvih operatora ostaje unutar skupa M, slijedi:
) a b
JMS(Spml)QM:{lb ] :a,beR}.
a

Kako je dimg M = 2, dok je algebra svih linearnih operatora Endg (Spin;) = M,(R) dimenzije 2% = 4,

zakljuujemo da polugrupa mnoZenja ne moZe generirati sve endomorfizme:
IMS(Spin;) # Endr(Spin,).

Ovaj rezultat u potpunosti je u skladu s ranije dokazanom cinjenicom da Spin; nije prosta Jordanova

algebra, bududéi da u opéoj teoriji jednakost IMS () = Endg(J") nuZno implicira da je algebra J prosta.
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4.5 Idempotenti i anizotropna preslikavanja

U ovom odjeljku prelazimo na samu konstrukciju nekih operatora unutar nase polugrupe. Cilj je
konstruirati anizotropna preslikavanja, odnosno preslikavanja koja razlikuju jedan povlasteni smjer od
drugih. Ona ¢e sluZiti kao most prema dobivanju elementarnih transvekcija. Prema teoremu 4.19 i
napomeni nakon njega ideja je fiksirati jedan smjer odreden jedini¢nim vektorom r i onda iskoristiti
Peirceovu dekompoziciju. Prije toga treba analizirati strukturu idempotenata koja je u spin faktorima

dosta jednostavna. Imamo sljedeci rezultat:

Propozicija 4.23. Neka je Spin, = R & R" realni spin faktor opskrbljen standardnim euklidskim
skalarnim produktom (-, -). Elementx € Spin,, je idempotent (x> = x) ako i samo ako je x jednak jednom

od trivijalnih idempotenata (0, 0) ili eq = (1,0), ili je oblika

11
pr = (E’ Er) za neki jedinicni vektor r € R" (||r|| = 1).

Nadalje, za svaki jedinicni vektor r € R", idempotenti p, i p_, su medusobno ortogonalni i njihov zbroj
daje jedinicu algebre e(:

pr+p-r=ey i prop_,=(0,0).

Dokaz. Pretpostavimo najprije da je elementx = (a,u) € Spin,, pricemujea € Riu € R", idempotent
u algebri Spin,,. Prema definiciji mnoZenja u Spin,,, njegov kvadrat glasi x> = (a2 + ||u||?, 2au), pa se

uvjet x> = x svodi na jednakost uredenih parova
(@ + [|ull?, 2au) = (a,u).

Izjednadavanjem skalarne i vektorske komponente dobivamo sustav jednadzbi o + ||u||* = a te (2a —
Du = 0.

Ako je vektorska komponenta jednaka nuli (u = 0), prva jednadzba prelazi u o>

= a, §to daje
rjeSenja @ = 01 a = 1. Time dobivamo dva trivijalna idempotenta (0, 0) i 9 = (1,0). Pretpostavimo
s druge strane da je vektorska komponenta nenul (z # 0). Tada iz jednakosti (2a — 1)u = 0 nuzZno
slijedi da je skalar u zagradi jednak nuli, odnosno a = % Uvrstavanjem te vrijednosti u prvu jednadZbu

2
dobivamo (%) + Jlul? = % odakle izradunom slijedi ||u||*> = %, odnosno ||u|| = % Ako definiramo

vektor r := 2u € R", uoavamo da je njegova norma ||r|| = 2|ju|| = 1, pa vektor u moZemo zapisati u
obliku u = %r za jedini¢ni vektor r € R". Time je pokazano da svi netrivijalni idempotenti moraju biti
. 11
oblika p, = (5, Er) za||r]| = 1.
Obratno, neposrednim uvrStavanjem lako se provjerava da svi navedeni elementi doista jesu idem-
potenti. Za bilo koji fiksirani jedini¢ni vektor r € R" (J|r|| = 1), promatrajmo sada par idempotenata

Dr = (%, %r) ip_, = (%, —%r). Njihovim zbrajanjem po komponentama dobivamo

1 11 1

—l") = (1’0) = €0,

+pr=|z+=, =r—
Prpeor (2 22 72

dok izraun njihovog Jordanovog produkta daje

LofL 1N r(ny,
ropP-r =173 =V =3r)s 5| =77
prep AT\ 2\ T2
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pri ¢emu zadnja jednakost slijedi iz uvjeta ||r|| = 1. O

Sada kada poznajemo strukturu idempotenata, sljedeci je cilj iskoristiti Peirceovu dekompoziciju.
Za sli¢ne metode u opcenitijim slu¢ajevima vidjeti na primjer [22].
Fiksirajmo stoga r € R” (||| = 1). Neka je a = (a, Br) € Spin,, pri ¢emu su a, 8 € R. Definiramo
dva komplementarna idempotenta odredena s vektorom r:
Seotr) S(eo =)
=—(eg+r) 1 p_==(eo—r).
Pr ) 0 P-r 5 0
Prema prosloj propoziciji ovo su idempotenti i zadovoljavaju jednakosti p, + p_, = eg te p o p_, =
0. KoriStenjem ovih idempotenata, element a = @eo + Sr moZemo zapisati kao njihovu linearnu

kombinaciju:

a=(a+p)pr+(a-P)p-,.

Idempotent p, inducira Peirceovu dekompoziciju cijelog prostora Spin, na svojstvene potprostore
operatora lijevog mnoZenja L, danu sa Spin, = J1(p,) ® Ji2(pr) © Jo(pr).

Da bismo eksplicitno odredili svojstvene potprostore, uzmimo proizvoljan element x = yeg + w €
Spin,. Vektor w € R”" rastavimo na dio paralelan s r i dio ortogonalan na r, tj. w = cr + w,, gdje je
c={(r,w)eR,aw, €rt.

Izrac¢unajmo produkt L, (x) = p, o x:

1
Ly (x)= 5(60 +r)o(yeyp+cr+wy)

[SSSUUNS S SRS N PP § :
= —ve —Cr -Ww —Yyr —c(ror —(row,).
QYeOT TNV S 2 +

Kakojeror =||r||>eo = egirow, = (r,w.)eg = 0, sredivanjem dobivamo:

+c +c 1
Lpr(x)=(y2 )e0+(y2 )r+§wl.

Sada za svaku svojstvenu vrijednost A € {1, 0, %} rjeSavamo jednadzbu L, (x) = Ax:

* Za svojstvenu vrijednost A = 1: Izjednatavanjem komponenti dobivamo YT“: =y = c=v,te

%w L =1-w;, = w, = 0. Svaki svojstveni vektor mora imati oblik y(eg + r), Sto znaci da je

pripadni svojstveni potprostor jednodimenzionalan i razapet elementom eq + r:

Ji(pr) = spanfeq +r}.

* Za svojstvenu vrijednost A = 0: Izjednacavanjem komponenti dobivamo % =0 = c¢=-—vy,

te %w 1+ =0 = w, = 0. Svaki svojstveni vektor ima oblik y(eg — r), pa je i ovaj potprostor

jednodimenzionalan i razapet elementom eg — r:

Jo(pr) = spanfeo —r}.

* Za svojstvenu vrijednost A = % Iz skalarne komponente dobivamo VTJrC = %y, pajec =0. Iz

komponente u smjeru r tada slijedi %(c +y) = %c, odnosno y = 0, dok zaw, € r* imamo identitet
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%w L= %w 1. Dakle, ovaj potprostor obuhvaca cijeli ortogonalni komplement r* (dimenzije n—1):

«71/2(pr) =r.

Dva jednodimenzionalna Peirceova potprostora J;(p,) = span{eg + r} i Jo(p,) = span{eg — r}

spajamo u njihovu direktnu sumu:

Ji(pr) ® Jo(pr) = span{eg + 7, eg —1}.

Bududi da je eg = %((eo +r)+(eg—r))ir = %((eo +7r) — (eg — r)), ova dvodimenzionalna suma
razapeta je elementima eq i r.

Tu dvodimenzionalnu ravninu ozna¢avamo s:

C, :=span{eq,r} = Ji(pr) ® Jo(pr).

Na taj se nacin cijeli prostor Spin,, prirodno raspada na dvodimenzionalnu ravninu C, i njezin ortogonalni
komplement r+:
Spin, =C, ® rt.

Kako smo element a rastavili preko idempotenata kao a = (a + 8)p, + (@ — 8) p—r, zbog linearnosti

se i pripadni operator mnoZenja L, raspada na zbroj operatora:

Lo=(a+pB)L, +(a@-pB)L,,.

Buduc¢i da je p_, = eg — p,, operator L,,__ ima svojstvene vrijednosti 1 — A u odnosu na Peirceove

potprostore idempotenta p,:
* Na Ji(p,) operator L, djelujes1,aL,_ sO.
* Na Jo(p,) operator L, djelujes0,aL,_, sl.
* Na J1/2(p,) = r* obaoperatora L,, i L, , djelujus %
Sada izravno dobivamo kako operator L, djeluje na komponente rastava Spin, = C, & r+:
1. Na ravnini C, (u bazi (eq +r,eqg —1)):

* Naelementu ¢g + r € 91 (p;) operator L, djeluje kao:
(a+B) - 1+(@a=-B)-0=a+p.
* Naelementu ¢g — r € Jo(p;) operator L, djeluje kao:
(a+B)-0+(@-pB)-1=a-p.
Dakle, L, ¢uvaravninu C,., a njegova matrica restrikcije L, |c, ubazi (eg+r, eg—r) je dijagonalna:

a+p 0
0 a-pB|
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2. Na ortogonalnom komplementu r*: Za svaki w, € r* = J12(p,), La djeluje kao:

1 1
(a/+,8)-§wL+(a—ﬁ)-§wL =aw,.
Dakle, L, na cijelom potprostoru r* djeluje kao &isto skalarno mnoZenje s a.
Kao posljedicu gornje analize imamo sljedecu propoziciju:

Propozicija 4.24. Neka je a = (a, Br) € Spin,, pri Cemu su a,3 € R, ar € R" je jedinicni vektor
(lIrll = 1). Promatrajmo dvodimenzionalnu ravninu C, := span{eg,r} te ortogonalni komplement
rt={xeR":(r,x) =0}.

Tada vrijede sljedece tvrdnje:

1. Potprostori C, i r* su invarijanini za operator mnoZenja L : Spin,, — Spin,,.

2. U bazi (f+, f-) ravnine C,, definiranoj elementima
fri=eo+r 1 f.i=ey—r,
matrica restrikcije operatora L, na ravninu C, je dijagonalna i ima oblik:

a+pf 0

Laled= " 05 D)

3. Restrikcija operatora L, na ortogonalni komplement r* djeluje kao skalarno mnoZenje s a,
odnosno za svaki x € r*+ vrijedi:

L,(x) = ax.

Definicija 4.25. Neka je r € W proizvoljan fiksiran jedinicni vektor. Dvodimenzionalni potprostor
C, C Spin, definiran kao
C, :=span{eq, r}

zovemo invarijantnom ravninom pridruZenom vektoru r.

Napomena 4.26. Geometrija idempotenata u spin faktorima uklapa se u Siri geometrijski okvir Jorda-
novih struktura; za takav kontekst vidjeti [6].

Za komplementarne idempotente p, i p_, iz prethodnog racuna dobivamo

ji/Z(pr) = j/l(p—r) = rJ_’

dok su 91 (p,) = span{eg+r}i Ji(p_,) = span{eg —r}. Zato je upravo zajednicki Peirceov 1/2-prostor
jednak r*. Za svaki jedini¢ni vektor x € r* vrijedi x> = e¢g = p, + p_,. Ta ée nam sloboda izbora
elementa x € r* omoguditi prijelaz s anizotropnih preslikavanja na elementarne transvekcije pomocu

biranja novih osi u ravnini span{r, x}.

Propozicija 4.27. Za svakit € R\{-1, 1} postoje elementia, = (1,tr) i b, = (y(t),5(t)r) u Spin,, takvi

da operator L,, Ly, L, djeluje kao operator identiteta na ravnini C,, a na ortogonalnom komplementu
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r* kao mnoZenje pozitivnim skalarom A(t), pri cemu je

1 + 2 -2t

YO =0 =G5 ‘0= g ae

Dokaz. Prema prethodnoj propoziciji, restrikcija operatora mnozenja na ravninu C, u bazi ( fy, f-) ima
dijagonalni oblik. Za element a; = (1, tr) odgovarajuéa matrica restrikcije je diag(1 + ¢, 1 — ¢). Sli¢no,
za element b, = (y(t), 5(¢)r), matrica restrikcije na C, iznosi diag(y(t) + (), y(t) — (¢)).

Operator L,, Ly, L4, na ravnini C, odgovara umnosku triju dijagonalnih matrica:

1+1¢ 0
0 1-1¢

(L+0)*(y(1) +6(1)) 0
0 (1=02(y(1) =6(n) |

y(1) +6(1) 0

0 y(t) — (1) 0 1-¢

1+1¢ Ol_

Kako bi ovaj operator bio jednak operatoru identiteta na C,, dijagonalni elementi moraju biti jednaki

(1+0*(y(1) +6(1) =1 = y(1) +6(t) = T+

— 2 p— ey — [ —
A=y -6(1) =1 = y(1) -6(1) = -2

Zbrajanjem i oduzimanjem ovih jednadzbi dobivamo trazene koeficijente:

B 1 (1=-0?+1+0* 2(1+1%) o 1+7
A e T i g R T e AL T ek

1 1 (A-0*-01+0* & =2
26(1) = (1+02 (-2 (1-12)2 Ta-ep o) = (1-12)2

S druge strane, znamo da L,, djeluje na ortogonalnom komplementu r* kao mnoZenje skalarnim
dijelom elementa a,, $to iznosi 1. Sli¢no, Lp, na r* djeluje kao mnozZenje skalarom (7). Stoga

kompozicija L, Lp, L4, na potprostoru r+ djeluje kao mnoZenje skalarom 1 - y(¢) - 1 = y(z). Dakle,

1412

traZeni parametar skaliranja je A(¢) = y(¢) = o

O
Korolar 4.28. Za svaki A > 01i svaki jedinicni vektor r € W postoji operator u polugrupi IMS (S pin,,) koji
djeluje kao operator identiteta na ravnini C, te kao mnozenje skalarom A na ortogonalnom komplementu

rt.

Dokaz. Dovoljno je pokazati da funkcija A : R\ {-1, 1} — R zadana formulom A(¢) = (11_+—t’22)2 poprima
sve pozitivne vrijednosti. O¢ito je A(r) > 0zasvet € R\ {-1, 1}.

Promotrimo interval (1, +c0). Bududi da je funkcija A neprekidna na tom intervalu te vrijedi
lim A(z) =+c0 1 lim A(¢) =0,
t—1t t—+00

prema teoremu o meduvrijednostima, funkcija poprima sve vrijednosti iz intervala (0, +00). S obzirom
na to da su L,, i Lp, operatori lijevog mnoZenja, operator L., Lp, L,, pripada polugrupi IMS(Spin,,),
¢ime je tvrdnja dokazana. O

Napomena 4.29. Operatore iz prethodnog korolara prirodno je zvati anizotropnim preslikavanjima (ili
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anizotropnim skaliranjima) te ¢emo ih u nastavku rada oznacavati s S, (1). Naziv dolazi iz geometrijske
intuicije: za razliku od standardnih izotropnih skaliranja koja prostor rasteZzu ravnomjerno u svim
smjerovima, ova preslikavanja ne djeluju na svim smjerovima jednako, nego razlikuju jednu povlastenu
ravninu od ostatka prostora.

Geometrijski gledano, operator S, (1) € IMS(Spin,) fiksira ¢itavu ravninu C, = span{eg,r} po
to¢kama, dok na njezinom ortogonalnom komplementu r* djeluje kao skaliranje za faktor 1. Prema

korolaru 4.28 ovakva preslikavanja se nalaze u JMS(Spin,,) za svaki A > 0.
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4.6 Od anizotropnih preslikavanja do transvekcija

U ovom odjeljku anizotropna preslikavanja konstruirana u prethodnom koraku koristimo za dobivanje
elementarnih transvekcija na koordinatnim ravninama. Kao Sto je prije navedeno u poglavlju o transvek-
cijama, polugrupa operatora na nekom vektorskom prostoru koja sadrZi sve elementarne transvekcije
s obzirom na neku bazu automatski sadrZi cijelu specijalnu linearnu grupu tog vektorskog prostora.
Jednom kad imamo specijalnu linearnu grupu mozemo dobiti i opéu linearnu grupu GL(Spin,,) te na-
posljetku i cijelu polugrupu endomorfizama. Stoga je esencijalni korak dokaza pokazati egzistenciju
elementarnih transvekcija unutar nase polugrupe. Neka su p, ¢ € W ortonormirani vektori i promatrajmo
dvodimenzionalnu ravninu R := span{p, g}. Uvest emo jo§ dva dijagonalna smjera u toj ravnini:

L(p +q), u-:= L(p -q).

V2 V2

Za proizvoljan parametar A > 0, definiramo sljedeca Cetiri anizotropna skaliranja:

Uy =

D) :=5,(1), Dg(d):=S,(A), He(d) =S, (1), H_(1):=S, (d).

Prema korolaru 4.28 svi navedeni operatori pripadaju polugrupi JMS(Spin,,).

Lema 4.30. Matrice operatora D (1), D,4(A), Hy(A4) i H_(A) na ravnini R u bazi (p, q) glase redom:

1 0 10
D /1: s D /l: N
p(A) 0 1 q(A) 0 1
H(/l)—l 144 1-2 H(/l)—l 1+44 A-1
B I T B | T2 a1 1+

Dokaz. Prema definiciji, anizotropno skaliranje fiksira svoj definicijski smjer, a na ortogonalni komple-
ment djeluje mnoZenjem s A. Zato operator D , (1) = S, (A) fiksira vektor p, dok okomiti vektor g mnoZi
s A, iz Cega izravno slijedi matrica diag(1, 4). Analogno, D (1) = S, (1) fiksira ¢, a p mnoZi s 4, $to
daje matricu diag(A, 1).

Kako bismo odredili djelovanje operatora H, (1) i H-(1), zapiSimo najprije bazne vektore p i g
preko dijagonalnih smjerova u i u_:

1 1
p=—s+u_), qg=—uy—u).

V2 V2

Operator H, (1) = Sy, (4) fiksira u,, a okomiti smjer #_ mnoZi s A. Stoga imamo:

1 1 1 1+1 1-2A
Hi(Q)p=—wi+Au_)=z(p+q)+=z(p—q) = p+ q,

NG 2 2 2 2

1 1 1 1-1  1+2
Hy(l)q = @(”“ﬂ”-) = §(p+q)—§(p—q) =5 Pt

Time smo dobili matricu za H,(A1).
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Analogno, operator H_(1) = S,,_(A) fiksira u_, a uy mnoZi s 4, pa slijedi:

Ho(D)p =~y +u_) = 2(p 4 )+ s(p—q) = =2 p+ 221
_ = Uy +u_)=— —(p—q) = ,
p \5 + 217 q 2P q ) p 3 q
1 A 1 A-1 1+4
H_/l :—/l —U_) = — + —_ — — = —p+ —¢.
(Dq \/5( Uy —u_) 2(p q) 2(19 q) ;P54

Ovim su izvedene sve Cetiri matrice. O

Definicija 4.31. Za pozitivne realne parametre a, b,c,d > 0, definiramo operator M(a, b, ¢, d) kao

produkt Cetiriju anizotropnih preslikavanja.
M(a,b,c,d) := D,(a)H_(b)D,(c)H(d)

Napomena 4.32. Matricni prikaz restrikcije operatora M (a, b, ¢, d) na ravninu R u bazi (p, ¢) dobiva

se izravnim mnoZenjem Cetiriju matrica iz prethodne leme i eksplicitno glasi:

M(a,b,c,d)| _ 1] e+b)(A+d)+ (b~ 1D ~-d) c(1+b)(1-d)+(b-1)(1+d)
CRCTRZ L ae-DA+d) + (1 +b)(1=d)) alc(b-D(1-d)+(1+b)(1+d)|

Na ortogonalnom komplementu R* ravnine R unutar vektorskog dijela W, svaki od Cetiri faktora djeluje
kao homogeno skalarno mnoZenje s pripadnim parametrom. Zbog toga cijeli produkt M (a, b, ¢, d) na

potprostoru R* djeluje kao mnoZenje skalarom abcd.

Propozicija4.33. Za svaki realni parametart > 0 postoje pozitivni skalaria, b, ¢, d > 0takvi da pripadni
Cetverofaktorski produkt M (a, b, c,d) € JMS(Spin,) na ortogonalnom komplementu R* djeluje kao

1 ¢
operator identiteta, dok na ravnini R u bazi (p, q) djeluje matricom 0 J; za t > 0 to je elementarna

transvekcija, a za t = 0 operator identiteta. Drugim rijecima, vrijedi:
M(a,b,c,d)p =p, M(a,b,c,d)g=q+1tp, M(a,b,c,d)|g: =1Idge.

Osimtoga, svaki od Cetiriju faktora D ,(a), H-(b), D,4(c) i H(d) fiksira eo, pavrijedii M (a, b, c,d)ey =

eo.

Dokaz. Prema prethodnoj napomeni, matri¢ni prikaz restrikcije operatora M (a, b, ¢, d) na ravninu R

:[(1) i]'

Izjednacavanjem odgovarajuc¢ih matri¢nih elemenata na pozicijama (1, 1), (2,1) i (2, 2), koji ne ovise

izjednaCavamo s matricom Zeljenog oblika u bazi (p, g):

L cQ+p)+d)+(b-1)(1=d)  c(1+b)(1-d)+(b-1)(1+d)
4latc(b-1)(1+d)+(1+b)(1=d)) alc(b-1(1-d)+(1+b)(1+d)

o parametru ¢, dobivamo sustav od tri jednadZzbe. Tom sustavu pridruZujemo i nuZan uvjet abcd = 1

kako bi operator na ortogonalnom komplementu R+ djelovao trivijalno. Time postavljamo sljedece Cetiri
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relacije:

c(1+b)(1+d)+(b-1)(1-4d) =4, (1)
cb-1)(1+d)+(1+b)(1-4d) =0, )
alcb-1D(1-d)+(1+b)(1+d)] =4, 3)
abed = 1. “)

Cilj je izraziti parametre a, ¢ i d preko slobodnog parametra b bez koristenja jednadzbe s gornjeg desnog
mjesta matrice koja eksplicitno sadrZi vanjski parametar ¢.

Zapocinjemo od jednadzbe (2). Izoliranjem prvog pribrojnika dobivamo:
cb-1D)(1+d)==-(1+b)(1-d)=(1+b)(d-1).

Uz pretpostavku b # 1, dijeljenjem izrazimo parametar c:

_(1+b)(d-1)

SN E) >

Sada uvrstimo ovaj izraz za c u jednadZbu (1):

(1+b)(d—-1)

m(l +b)(1+d)+(b-1)(1-d) =4.

Kratimo zajednicki ¢lan (1 + d) u prvom pribrojniku i promijenimo predznak u drugom pribrojniku kako

bismo izjednacili baze razlomka:

(1+b)%d-1)

— —(b-1)(d-1) =4

Izlu¢ivanjem zajednickog faktora (d — 1) slijedi:

(1+b)2—(b-1)>2 _

4.
b—1

(d-1)

Razvojem kvadrata u brojniku unutar zagrade dobivamo (1+2b +b?) — (b*> —=2b +1) = 4b, pajednadzba

prelazi u:

4b
d-1)—— =4.
( )b—l

Dijeljenjem cijele jednadZbe s 4, a potom mnoZenjem s (b — 1) dobivamo:
bd-1)=b-1 = bd-b=b-1 = bd=2b-1.

Dijeljenjem s b izvodimo konacan izraz za parametar d:

2b -1
d=——.
b

Kako bismo odredili parametar ¢, izra¢unajmo najprije pomoc¢ne izraze d — 1 i 1 + d supstitucijom
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upravo izvedenog parametra d:

2b -1 b-1 2b-1 3b-1
d-1-= 5 -1= P l+d=1+ =%
Uvrstavanjem ovih relacija natrag u jednadzbu (5) dobivamo:

Cl+b B 14b b-1 14D

c =

b—1'%_b—1'3b—1:3b—1'

Preostaje odrediti parametar a iz jednadZbe (3). IzraCunajmo vrijednost unutar uglate zagrade

uvrStavanjem nadenih izraza za c i d, uzimajuiu obzirdaje 1 — d = %:
1+b 1-b 3b-1
c(b—l)(l—d)+(l+b)(l+d)—m(b—l)7+(l+b)T
1+b[=(b-1)?
= +(3b-1
b 3b -1 ( )
CL+b[-(b2=2b+1)+ (962 -6b+ 1)
b 3b-1
_1+b 8b2-4b
b 3b-1
_1+b 4b(2b-1) 4(1+b)(2b-1)
b 3b-1 3b-1

Uvrstavanjem ovog sredenog izraza natrag u jednadzbu (3) dobivamo:

41 +b)(2b—-1) _ 3b-1
T e Y e T

Na samom kraju, provjeravamo konzistentnost sustava i ispunjenje uvjeta (4) na ortogonalnom

komplementu direktnim mnoZenjem svih Cetiriju izvedenih parametara:

3b -1 1+b 2b -1
“”Cd:(<1+b><2b—1>)'b'(3b—1)'( b ):1'

Bududi da se svi multiplikativni faktori u nazivnicima i brojnicima unakrsno krate, identitet abcd = 1

je univerzalno zadovoljen. Preostaje joS odrediti ovisnost parametra ¢ o slobodnom parametru b te
pokazati da se za svaki t > 0 mogu osigurati strogo pozitivne vrijednosti preostalih parametara a, c i d.

Promatranjem elementa na poziciji (1, 2) u polaznoj matri¢noj jednakosti dobivamo jednadzbu:

% [c(l+b)(1-d)+(b-1)(1+d)] =1,
Sto mnoZenjem s 4 daje:
c(1+b)(1-d)+(b-1)(1+d) =4t

1+b

Uvrstavanjem ranije izvedenih izraza 1 — d = %, 1+d= 3bb—_1 te ¢ = 5,7, lijevu stranu jednadZbe
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transformiramo na sljedeci nacin:

1+b 1-b 3b - 1
=t -D—

(b-1)(1+b)*> (b-1)3b-1)?
 b(3Bb-1) b(3b-1)

At

Izlu¢ivanjem zajednickog faktora % dobivamo:

bh-1 5 5
4t = E@;—j[@b—n - (1+b)?].

Razvojem i oduzimanjem kvadrata unutar uglate zagrade slijedi:
Bb-1) -1 +b)?=(9>-6b+1)—(b*>+2b+1) =8b>-8b=8b(b-1),

pa uvrStavanjem tog rezultata natrag u izraz za 4¢ imamo:

b-1 8(b-1)2
4t=—— .8b(b-1)= ———
b(3b-1) 86 )= 3b-1

Dijeljenjem s 4 dobivamo kona¢nu funkcijsku ovisnost parametra ¢ o parametru b:

_2(b-1)?
- 3b-1

Kako bismo dovrsili dokaz, potrebno je pokazati da za svaki zadani parametar ¢t > 0 postoji odabir
parametra b takav da su svi pripadni parametri a, ¢ i d strogo pozitivni realni brojevi. Ogranicit ¢emo se
naizbor b > 1.

Granicni slu¢aj b = 1 nije bio obuhvacen dijeljenjem s » — 1 u prethodnom racunu. Za ¢t = 0 zato
izravno uzmemo a = b = ¢ = d = 1; tada je M(1, 1, 1, 1) operator identiteta, pa su svi traZeni uvjeti
ispunjeni.

Za b > 1,izrazi (3b—1), (1 +b) i (2b — 1) su ocito strogo pozitivni. Buduéi da su parametri a, ¢ i

d definirani kao umnosci i kvocijenti ovih izraza, oni nuZno ostaju strogo pozitivni za svaki izbor b > 1.
2(b-1)?2
3b-1
¢itavoj domeni te vrijedi (1) = 01 limp— 40 £(b) = +00. Prema teoremu o meduvrijednostima, funkcija

Promatrajmo sada funkciju ¢ : [1,+00) — R zadanu s #1(b) = . Funkcija ¢ je neprekidna na

t poprima sve vrijednosti iz intervala [0, +c0).
Dakle, za svaki zadani parametar + > 0 moZemo pronaci odgovarajuéi b > 1 koji generira strogo

pozitivne parametre a,c,d > 0 takve da je ispunjen uvjet abcd = 1 i da pripadna matrica poprima

1 ¢
Zeljeni oblik [0 1] na ravnini R, ¢ime je propozicija u potpunosti dokazana. O

Korolar 4.34. Za svaki ortonormirani par p,q € W isvakit € R polugrupa IMS (S pin,,) sadrZi operator
koji fiksira eq i R* po tockama, gdje je R = span{p, q}, te zadovoljava

p—p, g q+ip.

Zat # 0 to je elementarna transvekcija na ravnini R, a za t = 0 operator identiteta.
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Dokaz. Promatrajmo modificirani ¢etverofaktorski produkt operatora iz polugrupe JIMS(Spin,,) defini-
ran kao:
M'(a,b,c,d) := Dp(a)H,(b)Dy(c)H-(d),

gdje sua, b, c,d > 0 strogo pozitivni parametri osigurani Propozicijom 4.33 za zadanu vrijednost ¢ > 0.

Na ortogonalnom komplementu R+ svaki od faktora i dalje djeluje kao homogeno skaliranje, pa cijeli
produkt djeluje kao mnoZenje skalarom abcd = 1, $to znaci da je M’ (a, b, c, d)|g: = Idg-.

Za odredivanje djelovanja na ravnini R, uo¢imo odnos izmedu matrica operatora H,(b) i H_(b).
Njihovi elementi na glavnoj dijagonali su identi¢ni, dok su elementi na sporednoj dijagonali suprotnog
predznaka. Algebarski, to znaci da su te dvije matrice vezane konjugacijom pomocu matrice refleksije
‘- ll 0

0 -1

dijagonalne matrice, one komutiraju s matricom S. Koriste¢i ¢injenicu da je S? = I, matricu restrikcije

, odnosno vrijedi H,(b) = SH_(b)S i H_(b) = SH,(b)S. Bududida su D,(a) i Dy(c)

operatora M’ na ravninu R moZemo izraziti preko matrice polaznog operatora M(a, b, c, d)|r:

M'(a,b,c,d)lk = Dp(@)H.(b)Dy()H-(d)
= D (a) (SH-(b)S) D(c) (SH.(d)S)
=SD,(a)H-_(b)Dy4(c)H.(d)S
=S-M(a,b,c,d)|g-S.

Uvrstavanjem poznate matrice transvekcije za operator M (a, b, ¢, d)|gr dobivamo:

/ 1 o1 ¢«]|1 O 1~
M(a,b,c,d)|R:[0 _1] lo J [0 _1]: 0 1].

Time su pokriveni svi negativni parametri; zajedno s prethodnim rezultatom polugrupa sadrZi sve

operatore navedenog oblika, pri ¢emu su za ¢t # 0 elementarne transvekcije, a za t = 0 dobivamo operator
identiteta. O
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4.7 Od ravninskih transvekcija do grupe SL(Spin,)

Prema prethodnom odjeljku, kombiniranjem anizotropnih skaliranja na opéenitoj ravnini R = span{p, ¢}
dobili smo elementarne transvekcije. Posebno, ako u tim izrazima specificiramo bazne vektore p = e;
ig=ejzal <i# j<n,izravno slijedi da polugrupa JIMS(Spin,,) sadrZi sve operatore Iy + t&;; za
svaki t € R; za t # 0 to su elementarne transvekcije, a za ¢ = 0 operator identiteta na vektorskom dijelu
W = R", koje djeluju trivijalno na skalarnom pravcu Rey.

U nastavku iskazujemo standardnu lemu iz linearne algebre (dokaz se moZe naci u [2] [14]) koja
jamci da prisutnost svih elementarnih transvekcija u odabranoj bazi implicira generiranje cijele specijalne

linearne grupe SL(W).

Lema 4.35. Neka je W konacnodimenzionalni vektorski prostor nad poljem F s uredenom bazom & =

(b1,...,bq), pricemu je d > 2, te neka je S € Endr(W) polugrupa koja sadrZi sve operatore
xij(t) =Iw+te;; (1<i#j<d, t€F)

u odnosu na bazu &, gdje je €;; operator ranga 1 koji Salje b; u b;, a sve ostale bazne vektore u 0.

Tada polugrupa S sadrZi citavu specijalnu linearnu grupu:
SL(W) c S.

Direktnom primjenom te leme imamo sljedecu propoziciju:

Propozicija 4.36. Neka je Spin, = Reg ® W realni spin faktor za n > 2, pri cemu je W = R" vektorski
dio. Tada polugrupa IMS(Spin,) sadrZi itavu specijalnu linearnu grupu vektorskog dijela W :

SL(W) C IMS(Spiny),

pri cemu se svaki operator h € SL(W) identificira s endomorfizmom Ig., ® h € Endgr (Spiny,) koji fiksira

skalarni pravac Req po tockama.

Dokaz. Prema korolaru 4.34 polugrupa JMS(Spin,,) sadrZi sve operatore na vektorskom dijelu W oblika
Irey ® (I, +tE;;) zal <i# j<nit€R;zat # 0to suelementarne transvekcije, a za t = 0 operator
identiteta. Primjenom Leme 4.35 na prostor W izravno slijedi SL(W) C IMS(Spin,,). mi

Sljedeci problem je to Sto se grupa SL(W) sastoji isklju¢ivo od operatora koji djeluju unutar vektor-
skog dijela W = R", dok skalarni pravac Reg ostavljaju fiksiranim po toc¢kama. Da bismo dokazali da
polugrupa JMS(Spin,) generira sve endomorfizme prostora Spin,, = Rey® W, moramo dobiti operatore
koji spajaju skalarni i vektorski dio — odnosno moramo konstruirati transvekciju ¢iji sredi$nji pravac
"izlazi" iz hiperravnine W.

Prvi korak u tom smjeru jest pronalazak invertibilnog operatora mnozenja U € JMS(Spin,,) koji

pomice skalarni pravac Rey.

Lema 4.37. Neka je n > 2 i neka je r = \/Lé(el + e2) € W jedinicni vektor (||r|| = 1), neka je
a = (1,V3r) € Spin, te neka je U := L, € IMS(Spin,) pripadni operator mnoZenja.
Tada vrijedi:
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1. Operator U pomice skalarni pravac, tj. U(eg) ¢ Reg.
2. Operator U je invertibilan i njegov inverz pripada polugrupi, tj. U~' € IMS(Spin,,).

Dokaz. 1. Djelovanjem operatora U = L, na jedinicu algebre ¢g = (1, 0) dobivamo:
U(eo) = La(eg) = aoey=a=(1,V3r).

Bududi da je V3r = %(el + ep) # 0, vektorski dio elementa U(eq) je nenul, pa slijedi U(eg) ¢ Rey.

2. Da bismo dokazali invertibilnost operatora U, iskoristit éemo ranije dokazani trofaktorski identitet
L4, Lp,L,, za parametar ¢ = V3.

Prisjetimo se da za a, = (1,tr) i by = (y(t), 5(¢)r), s koeficijentima

1+2 . -2t

y(t) = a-ny o(t) = e

kompozicija L,, Lp, L,, djeluje naravnini C, = span{ey, r } kao operator identiteta, dok na ortogonalnom
komplementu r* djeluje kao skalarno mnozenje s A(t) = y (7).
Uvritavanjem 7 = V3 dobivamo:

ag= (1,\/§r) =a,

dok za koeficijente elementa b ;5 imamo:

1+ (V3)? 1+3 4
3) = — —
y(V3) G- (-37 3

_2V3 2V3 . VB
_(1_(\/§)2)2_ 4 27

Definirajmo element b := (1, —?r) € Spin,. Buduéi da je faktor skaliranja na r* jednak A(V3) = 1,

=1,

§(V3)

kompozicija L, L L, djeluje kao identiteta na C, i na r*, pa je to identiteta na ¢itavom prostoru S pin,,:
L,Ly,L, = idSpinn = ULU = idSpinn .

Odavde slijedi da U ima desni inverz L, U. Bududi da je Spin,, kao vektorski prostor, kona¢nodimenzi-

onalan, U je invertibilan, pa mu je inverz dan s
U™' = LU € IMS(Spin,),

$to je kompozicija dvaju operatora mnoZenja iz polugrupe IMS(Spin,,), pa i sam pripada polugrupi. O

Propozicija 4.38. Neka je T; € SL(W) C IMS(Spin,,) operator na vektorskom dijelu W zadan s
Ti(e2) :=extter, Ti(ex) :=ex (k#2), Ti(eg):=eq (t€R),

te neka je U = L, € IMS(Spin,) operator mnoZenja iz Leme 4.37.
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Za svaki t € R definirajmo konjugirani operator:
S, :=UT,U".

Tada vrijede sljedece tvrdnje:
1. Za svakit € R operator S; pripada polugrupi IMS(S piny,).
2. Skup S = {S; : t € R} tvori transvekcijsku podgrupu u IMS(Spin,,).

Dokaz. 1. Operator T; = idgre, ®(I, + tE2) za t # 0 jest elementarna ravninska transvekcijau W, a za

t = 0 operator identiteta; prema Korolaru 4.34 pripada polugrupi IMS(Spin,,). Buduéi da po Lemi 4.37 i

operator U i njegov inverz U~! pripadaju JIMS(Spin,,), kompozicija S; = UT,U~" pripada IMS(Spin,,).
2. Za proizvoljne a, b € R imamo:

Sqa08p = (UT,UYUT,U™) = UT,(U'O)TU ™" = U(T Tp)U™" = UTaipU™' = Sysp.

Uocimo da je So = Ulspin,, Ul = Ispin, te S-1=5_, €S. Dakle S je podgrupa od IMS(Spin,,).
Nadalje, kako je T; = I + tN, gdje je N nilpotentni operator ranga 1, imamo S; = I + t(UNU™').

Operator N’ := UNU~! takoder je ranga 1 i zadovoljava (N’)> = 0, paje S, — I = tN’ operator ranga 1

zat # 0. Stoga je S, transvekcija za t # 0, dok je So = 1. O

Propozicija 4.39. Neka je {S; : t € R} transvekcijska podgrupa u JIMS(Spin,,) definirana s S; =
UT, U, pri cemu je a = (1,\3r), r = %(61 +e2) te U = L,. Tada vrijedi:

1. Vektor U(e) ne lezi u hiperravnini W, pa sredisnji pravac transvekcijske podgrupe {S;}, jednak
RU(ey), izlazi iz hiperravnine W.

2. Transvekcija S| ne fiksira skalarni pravac po tockama, tj. S1(eg) ¢ Rey.

Dokaz. 1. Sredisnji pravac polazne transvekcijske podgrupe {7;} u W jednak je imN = Re;. Za

konjugiranu podgrupu {S;} sredisnji pravac glasi:
imN' =U(imN) = U(Re;) = RU(ey).
Izracunajmo eksplicitno sliku baznog vektora e; pod operatorom U = L,:
U(ej)=aoce = (eo+\/§r) oe; =eg +\/§(roe1).

Kakojeroe; = %(el +ey)oe = \/%(el + e, e1)eq = \/Lieo, dobivamo:

U(el) = %eo+€1.

Buduc¢i da je skalarna komponenta % # 0, slijedi da U(e;) ¢ W, pa je srediSnji pravac RU(e;) nagnut

izvan hiperravnine W.
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2. Izradunajmo sada djelovanje transvekcije S; = UT{U~! na jedinicu algebre eq. Prisjetimo se iz
dokaza Leme 437 daje U™ = L,Uzab = (1 —ir) paje:

U_l(eo)zboa:(1,-?;»)0(1,\/@):(—%, ?r):( ; \2— +\£ )

Primjenom transvekcije 7 (koja Salje e, — e, + e, a ostale bazne vektore fiksira) dobivamo:

1 V6

T1 (U™ (e0)) = ( 5

+—\/_( +e)|=|-z e+ —
—e e)te , e er|.
> el 2 1 1 2

Sada primijenimo operator U = L(1 V3r) N2 dobiveni element. Za dokaz tvrdnje S;(eg) ¢ Reg dovoljno
je pokazati da je vektorska komponenta elementa S (eq) razlicita od nule. Prema definiciji mnoZenja u

Spin,, za vektorski dio imamo:

Vec(Si(ep)) =1- (?el + ?ez) + (—%) V3r = (?el + ?ez) - (%el %ez) = ?61 # 0.

Kako je vektorska komponenta nenul, izravno slijedi da S;(eg) ¢ Rey. O

Ovime smo konstruirali transvekcijsku podgrupu {S; : r € R} ¢iji sredi$nji pravac izlazi iz hiperrav-
nine W, a u njoj se nalazi operator /s ;n, + N za kojeg vrijedi (Ispin, + N)eo ¢ Reg. Kako bismo dobili

cijelu grupu SL(Spin,,) koristit éemo sljedecu lemu:

Lema 4.40. Neka je J = R fy @ W realni vektorski prostor s dimW = n > 2, te neka je S C Endg(J)

polugrupa. Pretpostavimo da vrijede sljedeci uvjeti:

(i) Polugrupa S sadrZi grupu SL(W) prosirenu tako da djeluje trivijalno na skalarnom pravcu R fj
(4. fiksira fo po tockama),

(ii) Presjek S N GL(J) sadrzi transvekcijsku podgrupu {I; + tN : t € R} (iji sredisnji pravac im N

nije sadrzan u hiperravnini W;
(iii) Za operatorV := I; + N vrijedi V(fo) ¢ Rfo.
Tada polugrupa S sadrZi citavu specijalnu linearnu grupu prostora J:

SL(J) C S.

Napomena 4.41. U dokazu ¢emo Kkoristiti sljedecu notaciju: Ako je J* dualni prostor prostora J, tada
za proizvoljni netrivijalni funkcional ¥ € J* i nenul vektor ¢ € J tenzorski produkt ¢ ® ¢ identificiramo

s linearnim operatorom 7': J — J ranga 1 Cije je djelovanje na elementu x € J zadano s:

(W ®c)(x) :=¢(x)c.

Nadalje, ako je ( fo, f1, - - -, fn) fiksirana baza prostoraJ, a (f, f', . . ., f,;) pripadna dualna baza prostora
J* (definirana s fk* (fin) = Okm, gdje je dxm Kroneckerov simbol), tada standardni matri¢ni generator E ;i
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(operator koji preslikava fi +— f;, a sve ostale bazne vektore u 0) u tenzorskom zapisu poprima oblik:
E jk = f,: ® f]
Doista, izravnim djelovanjem na proizvoljni bazni vektor f,,, dobivamo:

(fZ ® fi) (fm) = [ () [} = Skm i = Eji(fn),
Sto zbog linearnosti opravdava ovu identifikaciju na ¢itavom prostoru J.

Dokaz. Korak 1: Svodenje operatora N na kanonski oblik. Bududi da je dimJ = n + 1, fiksirajmo
bazu ( fy, f1,..., fu) prostora J, gdje fy razapinje skalarni pravac, a (fi, ..., f,) je baza prostora W. Iz
pretpostavke (ii) slijedi da je N linearni operator na J takav da je r(N) = 1i N? = 0; pritom sama lema
ne pretpostavljada N € S, nego da su svi operatori /; + tN u S.

Iz uvjeta rang(N) = 1 slijedi da je slika operatora Im(N) jednodimenzionalni potprostor u J.
Odaberimo nenul vektor ¢ € J koji razapinje Im(N). Tada za svaki vektor x € J slika N(x) mora biti
proporcionalna vektoru ¢, odnosno vrijedi N(x) = axc za neki skalar a, € R. Preslikavanje x — a je
linearno zbog linearnosti operatora N, pa predstavlja linearni funkcional na J. Oznacimo taj funkcional
sy € J*\ {0}, ¢ime dobivamo tenzorski zapis N = ¢y ® ¢, odnosno N(x) = (x)c.

Nadalje, iskoristimo uvijet nilpotentnosti N> = 0. Za proizvoljni x € J imamo:

N?(x) = N(N(x)) = N (x)c) = ¢(x)N(c) = ¢ (0 (¢)c = 0.

Bududidaje ¢ # 01y # 0, gornja jednakost povlaci da nuzno mora vrijediti ¢ (c) = 0.
Iz uvjeta leme znamo da je N(fy) # 0, §to u tenzorskom zapisu daje ¥ (fy)c # 0. To implicira
¥ (fo) # 0. Operator N moZemo normalizirati tako da funkcional poprimi vrijednost 1 na vektoru fj.

Doista, definiramo li novi funkcional ¢’ = mw inovi vektor ¢’ = ¥ (fy)c, uoCavamo da produkt ostaje

invarijantan:
1
y'ec = (— )@(w(fo)c) =y®c=N.
¥ (fo)
Pritom vrijedi ¥’ (fp) = ig"; = 1. ZadrZavajuéi oznake ¥ i ¢ radi jednostavnosti, u nastavku pretpos-

tavljamo da je ¥ (fp) = 1.

Rastavimo sada vektor ¢ i funkcional ¢ s obzirom na direktnu sumu J = R fy & W:
c=afo+u, (ueW,aceR), Ylw =—u, (uewr).

Kako je ¥ (fo) = 1, djelovanje funkcionala na proizvoljni element 8 fy + x € J (gdje je x € W) poprima
oblik ¥ (Bfo + x) = B — u(x). Uvrstavanjem ovih dekompozicija u uvjet ¢ (¢) = 0, dobivamo:

Ylafo+u)=a—-puu) =0 = uu) =a.

Bududi da je N(fy) = ¥ (fo)c = ¢, a prema uvjetu leme je N(fo) ¢ Rfo, zakljuujemo da vektorska
komponenta # mora biti strogo razli¢ita od nule (« # 0). S druge strane, prema uvjetu (ii) leme, srediS$nji
pravac im N = Rc nije sadrZan u hiperravnini W. To znaci da ¢ ne moZe biti Cisto vektorski element,

odnosno njegova skalarna komponenta o mora biti razlicita od nule (o # 0). Iz relacije @ = u(u) tada
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slijedi i da je u(u) # 0.

Konstruirajmo sada operator 2 € SL(W) na sljedeci nacin. Potprostor ker ¢ ima dimenziju dim W —
1 = n—1. Kako je u(u) = a # 0, vektor u ne pripada jezgri ker u. Odaberimo bazu {uy,u;,...,u,}
za W tako da postavimo u; = u, dok preostale vektore {us,...,u,} izaberemo direktno iz potprostora

ker p. Definirajmo najprije invertibilni linearni operator sy : W — W preko djelovanja na ovu bazu:
ho(u) = afi, ho(ui) = fi  zai>?2.

Operator hg preslikava bazu u bazu i njegova determinanta iznosi det( /o) = d # 0. Kako bismo osigurali
da transformacija pripada grupi SL(W), modificiramo djelovanje na vektoru u, ($to je izvedivo jer je po

pretpostavci dim W = n > 2) te definiramo operator A:
1
h(u) = afi, h(uz) = Efz, h(u;) = f; zai>3.

Sada vrijedi det(h) = édet( hg) = 1, §to znadi da h € SL(W). Provjerimo slaganje s funkcionalom u na

baznim elementima:
(ff o) (w) = fi(afi) = @ = p(u),
1
(ff o h)(u2) = f7 (;lfz) = 0= u(ua),
(ff o W) = f{(f) =0 = p(u;) zai>3.

Buduci da se linearni funkcionali f" o & i p podudaraju na Citavoj bazi, oni su identiCni na cijelom
prostoru W, pa vrijedi u = f|" o h, odnosno p o h! = I

ProSirimo operator & na cijeli prostor J u obliku H = Idr s, ® h. Budu¢i da je h € SL(W), proSireni
operator H pripada podgrupi SL(W) C S. Provedimo sada eksplicitan ra¢un konjugacije N = HNH™!
djelovanjem na proizvoljni element y = Bfy + x € J (gdje je x € W):

N(y)=(Ho(p®c)oH ) (y) = HW(H ' (y)c) =y (H ' ()H(c).
Izracunajmo odvojeno vektorsku i funkcionalnu komponentu pod djelovanjem operatora H:

(a) Za vektor smjera imamo:
H(c) = H(afo +u) = aH(fo) + h(u) = afo + afi = a(fo + fi).
(b) Za funkcionalnu komponentu, uo¢imo da je H='(y) = Bfy + h™ ' (x), pa vrijedi:

YH'G)) =¢Bfo+h () =B-uh (x)) =B = (poh™)(x) = B~ f; (x).

ZapiSimo ovo preko dualnih funkcionala na cijelom prostoru J. Po definiciji dualne baze, funk-
cional f; izdvaja skalarnu komponentu (f;(y) = f), dok funkcional f;* djeluje isklju¢ivo na
vektorski dio (f{'(y) = f;(x)). Prema tome, imamo:

WHO) = 0 = ) = (g = ).
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UvrStavanjem rezultata (a) i (b) natrag u izraz za N(y) dobivamo:

N = [(fs = W] - [alfo+ ],

Sto u tenzorskom zapisu daje trazeni kanonski oblik
N=(fg-fHealfo+ fi).
Buduéidasu H,H™! € SL(W) C Sil; +tN € 8 za svaki t, zatvorenost polugrupe na kompoziciju daje
I;+tN=H(I;+tN)H 'eS  (reR).

Posebno, I; + N € S.

Korak 2: Konjugacija transvekcija iz W s operatorima I; + N. U polugrupi S promatramo elemen-
tarne transvekcije iz podgrupe SL(W), oznacene s x;1(t) = I; + tE;; i x1;(¢) = I; + tE1; za fiksni indeks
i > 2. Vazno je istaknuti da ovi operatori, za svaki parametar ¢t € R, po pretpostavci leme pripadaju

polugrupi S. Po napomeni 4.41 ove elementarne transvekcije moZemo zapisati kao:
xi(t) =1y +tEj; = Iy +t(f] ® fi) i xu()=Iy+tE; =1;+1(f ® fi).
Buduéi da je N> = 0, izravno vrijedi da je (I; + N)~' = I; — N. U nastavku ra¢unamo konjugacije
ovih dviju transvekcija pomocu operatora I; + N € S.

1. Promatrajmo najprije konjugaciju transvekcije x;; (¢) za fiksni indeks i > 2. Sredivanjem produkta
triju zagrada i iskoriStavanjem linearnosti tenzorskog produkta dobivamo:

Ly + N)xin (t)(Iy = N) = (I + N) (I +t(ff ® f))(Is = N)
= 1y + M) (1, = N+1(F @ f) = 1(f; © f)N)
=I;-N+t(ff ® ;) —t(ff ® [N+ N - N* +tN(f; ® ;) —tN(f; ® fi)N.

Kako je N> = 0, ¢lanovi —N i +N se ponistavaju, pa izraz poprima oblik:
= IJ +t(f1* ®fz) _t(fl* ®fz‘)l\’?"'ﬂv(ffF ®fl) - tN(fl* ®f1)]\7
Kako bismo izradunali mjeSovite produkte, uvrstit éemo oblik iz proslog koraka N = ( fo—fiea(fotf1):
(a) Zaclan (f] ® fi)N imamo kompoziciju operatora:
(frefo (s - M eath+ /) =5 - e ® flalfo+ 1))
=(fo — ) eafi(fo+ f)fi

Po definiciji dualne baze vrijedi f;"(fo) = 01 f7(f1) = 1, $to daje f]"(fo + fi) = 1. Prema tome,

linearna kombinacija kolapsira u:

(fi®fdN=a(fy - ) fi=alfy®fi) —alfi ®f).
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(b) Za &lan N( /i ® fi) promatramo djelovanje operatora N na desni vektor f;:

((f5 = freatfo+ i) o (f @ fi) = f; © N(f.

Budu¢i da za indeks i > 2 vrijedi fj(f;)) = 01 f(fi) = O, izravno slijedi da je N(f) =

(f5(f) = fi(fi)a(fo+ fi) =0, pa je cijeli produkt jednak nuli:
N(f; @ f;) =0.
(c) S obzirom na to da je desni dio produkta N ( fi® fi) = 0, zadnji trostruki produkt takoder iS¢ezava:
N(f{ ® fi)N =0.
Uvrstavanjem izracunatih kontrakcija (a), (b) i (c) natrag u polazni izraz, dobivamo:

Iy + N)xjy () Uy = N) = I +1(ff © f;) —t(a(fy ® fi) —a(fy ® fi)
=I;—ta(fy ® fi)y +t(1 + @) (f; ® f).

Prelaskom na matri¢ne generatore preko identifikacije E;r = f; ® f;, prepisujemo rezultat u kona¢ni
oblik:
(I] + N)xil(t)(lj - N) =1y —taE;+ t(l + (X)Eil € S. (14)

2. Promatramo sada analogni racun konjugacije za drugu elementarnu transvekciju x1;(¢) = I5 +
t(ff ® f1) uz fiksni indeks i > 2. Razvijanjem produkta triju zagrada dobivamo identi¢nu polaznu
relaciju:

Iy + N)xi;(t)(I; = N) = (Iy + N)(I; +t(ff ® fi))(I; — N)
= Uy +8)(1; = N+1(f @ fi) = 1(f ® )N
=I;-N+t(ff® fi) —t(ff ® i) N+ N - N> +tN(f ® fi) —tN(f7 ® fi)N.

Ponitavanjem ¢lanova —N i +N zbog nilpotentnosti N> = 0, izraz se svodi na:

=1y +t(fi* ® f1) —t(fl-* (Xifl)l\7+t1§7(f;F ® f1) —I‘N(fi* ®f1)]\7.

Uvrstavanjem eksplicitnog oblika operatora N = ( fo = f1) ® a(fo + f1), mjelovite produkte racunamo

sli¢no kao i gore:
(a) Za Clan (ff ® f1)N imamo kompoziciju u kojoj se N primjenjuje prva. Za proizvoljan vektor
y € J vrijedi:
(e fyo (s - D eathor m)]0) = (& I

= A (N fi
= (fo) = frM)afi (fo+ fi) fi.
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Budu¢i da za indeks i > 2 dualni funkcional f;* poniStava vektore fy i fi (vrijedi f(fo) = 01

f(f1) = 0), imamo f(fo + f1) = 0. Stoga ova kompozicija iS¢ezava na cijelom prostoru J:
(f'® fi)N =0.
(b) Bududi da je desni dio produkta jednak nuli, i trostruki produkt trivijalno iS¢ezava:
N(ff ® fi)N =0.
(c) Za preostali netrivijalni lan tN ( fi ® f1) promatramo djelovanje operatora N na desni vektor f;:

((f5 = fr®atfo+ f)o (f ® f) = f; ® N (f).

Sliku baznog vektora f; pod djelovanjem operatora N ra¢unamo izravno:

N(fA) = (fo(f) = [ UD))alfo+ fi) = (0= Da(fo + fi) = —a(fo+ f1).

Uvrstavanjem ovog rezultata natrag u tenzorski zapis kompozicije dobivamo:
N(ff® fi) = f e (-alfo+ fi)) = —a(ff ® fo) —a(f] ® fi).
Uvrstavanjem izracunatih kontrakcija (a), (b) i (c) natrag u polazni izraz, dobivamo:

L+ N)xii (U =N) =L +t(ff @ fi) —t-0+1(—a(ff ® fo) —a(ff® fi)) —=1-0
=1y —ta(f] ® fo) +t(1 —a)(f;i ® f1).

Prelaskom na matri¢ne generatore preko standardne identifikacije Ejx = f; ® f;, prepisujemo rezultat u

korigirani konacni oblik:
(1 +N)x1i(t)(lj —N) =1;—taEy +t(l —a)Ey; € S. (15)

Korak 3: Eliminacija elemenata iz SL(W), racun komutatora i generiranje cijele grupe SL(J). 1z
prethodnih koraka imamo osigurane dvije obitelji operatora u polugrupi S za svaki fiksni indeks i > 2 i

proizvoljni parametar ¢ € R:

Yil(l‘) = (IJ +N)Xi](t)(1j —]\7) =1;—taE;y +t(1 +a)Ei1 €S, (16)
Y]l'(t) = (IJ +N)X]i(t)(1j —]\7) =1;—taEy +t(1 —a)El,- €S. (17)

Provedimo najprije izolaciju Cistih transvekcija koje povezuju skalarni indeks O s prostornim indeksima

i>2:

(a) Dobivanje transvekcija x;o(t) zai > 2: Uo¢imodaje E;oE;; = 0. MnoZenjem operatora Y;;(¢) € S
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zdesna s elementom x;; (—#(1 + @)) € S dobivamo:

Yin(0) - xin(=t(1 + @) = (Iy —taEjp +t(1 + @)E;1) - (Iy —t(1 + @) Ejy)
=1; —taEj+t(1+a)Ey —t(1 + @)Eyy + Pa(l + @)EEn — (1 + @)*E}

=I;—taEjp€S.

Bududi da je skalar @ # O fiksiran, preslikavanje ¢ +— —ta predstavlja bijekciju na R. Stoga

zakljuCujemo da za svakii > 2 i svaki ¢ € R vrijedi:
x,-o(t) =1;+1tE;€S.

(b) Dobivanje transvekcija xo;(t) za i > 2: Analogno, uocavajuci da je Eg; E1; = 0, mnoZimo operator
Y1;(t) € S zdesna s elementom x; (—f(1 — @)) € S:

Yi;() - x1;(=t(1 —a)) = (Iy —taEo; +t(1 —a)Ey;) - (Iy — t(1 = @)Ey;)

=1y —taEy +1(1 - @)Ey; — t(1 — @)Ey; + t*a(l — a)Eg;Ey; — t*(1 — @)*E3,

=1y —taEy € S.

Ponovno bududi da je @ # 0, preslikavanje ¢ — —ta linearna bijekcija na R. Imamo da za svakii > 2 i
svaki ¢ € R vrijedi:
X()i(t) =1, +tEy € S.

Preostaje konstruirati elementarne transvekcije koje izravno povezuju skalarni pravac fp s prvom
prostornom osi f], to jest operatore xo(t) i xo1(¢). Za to éemo Koristiti grupovne komutatore u S
definirane s [A, B] = ABA~!B~!. Fiksiramo jedan indeks i > 2 (§to je izvedivo jer je dim W > 2):

(c) Dobivanje transvekcija x19(t): Za proizvoljne a,b € R promatrajmo komutator transvekcija
x1i(a) € SL(W) € Six;0(b) € S (koju smo osigurali u koraku (a)). Iskoristit ¢emo pravilo
mnoZenja matri¢nih generatora E i Ej, = 6 Ejy,. Kako je x1i(a)7! = x1:(=a) i xio(b)~! =

xio(—=b), imamo:

[x1:(a), xio(D)] = (I + aEy1;)(Iy + bEio)(I; — aEy;) (1 — bEy)
= (IJ +akq; + bEio + Clel())(I] —akEy; — bEio + abEl()).

MnozZenjem ovih dviju zagrada i poniStavanjem svih produkata generatora koji daju nulu (poput
Efl. =0, Eizo =0, E;oE1; = 0), izraz se znatno reducira. PreZivljavaju samo linearni ¢lanovi i oni

uz generator E1g:

[x1;(a),xio(b)] = 1j + aEy; + bEjo + abEo — aEy; — bEjg — abE;E;o + abEy
=1I;+abE|yg+ abE g — abE
=Ij+abE10€S.
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Odabirom parametaraa = 11 b = t, dobivamo da za svaki ¢ € R vrijedi:

X]()(l‘) =1;+tE)p€S.

(d) Dobivanje transvekcija xo1(t): Analogno, promatramo komutator transvekcije xo;(a) € S (iz
koraka (b)) i x;1(b) € SL(W) C S:

[x0i (@), x;1 (D)] = (Iy + aEo;))(Iy + bEn)(I; — aEo)(1y — bE;)
= (IJ + aE()i + bEil + abEOl)(IJ - CZE(),' - bEil + abE01).

Nakon mnoZenja i poniStavanja ¢lanova ¢iji su produkti jednaki nuli dobivamo:
[x0i (@), xi1(b)] = I; + abEp; € S.
Zaa =11b =t,slijedi da za svaki ¢t € R vrijedi:

)C()l(l‘) =1;+tEy € 8.

Zakljucak: 1z tocaka (a), (b), (c) i (d) slijedi da polugrupa S sadrZi sve operatore x i (t) = I; +tE i
za sve parove razli¢itih indeksa 0 < j # k < nisveskalaret € R; zat # 0 to su elementarne transvekcije,
dok je xx(0) = 1. KoriStenjem leme 4.35 slijedi da je SL(J) € S. O

Kao direktnu posljedicu imamo sljedeci rezultat:

Propozicija 4.42. Neka je Spin,, = Req ® W realni spin faktor za n > 2. Tada polugrupa IMS(Spin,,)

sadrZi Citavu specijalnu linearnu grupu prostora Spin,:
SL(Spin,) € IMS(Spin,,).

Dokaz. Tvrdnja slijedi izravnom primjenom leme 4.40 na prostor J = Spin, = Reg @ W i polugrupu

S = IMS(Spin,). Naime, svi potrebni uvjeti leme su ispunjeni:

(i) polugrupa IMS(Spin,,) sadrzi grupu SL(W) pri ¢emu njezini elementi djeluju trivijalno na ska-

larnom pravcu Reg (Propozicija 4.36).

(ii) presjek IMS(Spin,) N GL(Spin,) sadrZi transvekcijsku podgrupu {S; : r € R} ¢iji je sredisnji
pravac RU(e) nagnut izvan hiperravnine W (Propozicija 4.38 i Propozicija 4.39);

(iii) transvekcija S| ne fiksira skalarni pravac, odnosno S (eg) ¢ Req (Propozicija 4.39).

Prema tome, zaklju¢ujemo da vrijedi SL(Spin,) C IMS(Spin,). |
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4.8 Zavrsni prijelaz od SL(Spin,) do svih endomorfizama

Nakon §to smo u prethodnom odjeljku dokazali da polugrupa JMS(Spin,) sadrzi Citavu specijalnu
linearnu grupu SL(Spin,), sljededi korak prema dobivanju svih endomorfizama jest proSirenje na sve

invertibilne operatore.

Propozicija 4.43. Neka je Spin, = Req ® W realni spin faktor za n > 2. Tada polugrupa JMS(Spin,,)

sadrZi ¢itavu opcéu linearnu grupu prostora Spin,,:
GL(Spin,) € IMS(Spin,,).

Dokaz. Dokaz ¢emo provesti u dva koraka. Najprije éemo pokazati da se za svaki skalar y € R* moZe
konstruirati linearno invertibilan operator H € JMS(Spin,) ¢ija je determinanta jednaka y, a potom iz
toga izvesti inkluziju GL(Spin,) € IMS(Spin,).

1. Realizacija svake nenul determinante invertibilnim elementom polugrupe:

* Slucajy > 0: Za proizvoljan pozitivan skalar y > 0, promatrajmo element a,, = (u,0) € Spin,, za
u= yﬁ > 0. Pripadni operator mnoZenja je obicni skalarni operator L, o) = plspin,. Buduci

da je dimenzija prostora Spin, jednaka d = n + 1, njegova determinanta iznosi:

1\ n+l
det(ulspin,) = /Jn-'—1 = (7"”) =7

Operator ul je invertibilan u polugrupi (njegov je inverz L,-1) € JIMS(Spin,)), Cime su

ostvarene sve pozitivne determinante.

* Slucaj y < 0: Promatrajmo element ag = (1,2¢1) € Spin,. Prema Korolaru 4.21, determinanta

pripadnog operatora mnoZenja L, iznosi:
det(Ly) = (12 = |2¢1||>) - 1" ' = (1-4)-1=-3<0.

Buduc¢i da je det(L,,) = =3 # 0, operator L, invertibilan je kao linearni operator na Spin,. Za

1
zadani negativan skalar y < 0, kvocijent _13 > ( je pozitivan, pa moZemo odabrati u = (%) o> (),

Definirajmo operator:
H := pidspin, © Lay = L(4,0) © L(1,2¢,) € IMS(Spin,).

Operator H je invertibilan kao kompozicija dva invertibilna operatora, a njegova determinanta
iznosi:
det(H) = det(uid) - det(Lg,) = p™! - (=3) = (13) (=3) = 7.

2. Inkluzija GL(Spin,) C IMS(Spin,): Neka je G € GL(Spin,) proizvoljan invertibilan en-
domorfizam te neka je y = det(G) € R*. Prema prvom koraku, odaberimo invertibilan operator
H € IMS(Spin,,) takav da je det(H) = y. Promatrajmo linearni operator H~'G. Njegova determinanta
1Znosi:

det(H'G) = det(H)™! - det(G) =y~ ' -y =1,
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$to znaci da H~'G € SL(Spin,,). Kako po Propoziciji 4.42 vrijedi SL(Spin,) € IMS(Spin,), imamo
H~'G € IMS(Spin,). Kona¢no, buduéi da H € IMS(Spin,) i H"'G € IMS(Spin,,), iz zatvorenosti

polugrupe na kompoziciju slijedi:

G = Ho (H'G) € IMS(Spin,).

Kako bismo zakljucili zavrsni dokaz iskazujemo lemu ¢iji se dokaz moZe naéiu [11].

Lema 4.44. Neka je V konacnodimenzionalni vektorski prostor dimenzije d > 1 nad poljem F te neka je
S C Endgr(V) polugrupa. Pretpostavimo da vrijede sljedeci uvjeti:

(i) S sadrzi Citavu opcu linearnu grupu prostora V, tj. GL(V) C S;
(ii) Polugrupa S sadrZi barem jedan singularni operator ranga d — 1 (koranga 1).

Tada je polugrupa S jednaka Citavoj algebri endomorfizama prostora V:
S = El’ldIF(V).

Teorem 4.45. Neka je Spin, = Reg @ W realni spin faktor za n > 2. Tada je njegova Jordanova

multiplikacijska polugrupa jednaka citavoj algebri realnih endomorfizama:
IMS(Spin,) = Endr(Spin,).

Dokaz. Prema Propoziciji 4.43, polugrupa JMS(Spin,) sadrzi ¢itavu opéu linearnu grupu GL(Spin,,).
Kako bismo primijenili Lemu 4.44, preostaje u polugrupi JMS(Spin,) pronaéi jedan singularni
operator koranga 1.
Promatrajmo element a; = (1,e;) € Spin,. Pripadni operator mnoZenja jest Ly, = L(1,¢,) €

JMS(Spin,). Prema Korolaru 4.21, determinanta operatora L, iznosi:
det(Lg,) = (17 = lea]®) - 1" = (1-1)- 1 =0,

Sto znali da je operator L,, singularan. Izracunajmo njegovu jezgru. Za proizvoljan element x =

(B,w) € Spin, vrijedi L,, (x) = 0 ako i samo ako je:
(1,er) o (B,w) =(0,0) &= (B+ (e, w), Ber +w) = (0,0).
Izjednacavanjem vektorske komponente dobivamo w = —fBe;. UvrStavanjem tog izraza u skalarnu
komponentu imamo 8 + {(e1, —Be1) = B(1 - |le1]|?) = 0, §to je ispunjeno za svaki B € R jer je |le]| = 1.
Prema tome, jezgra operatora L, je jednodimenzionalna i razapeta elementom (1, —ey):
ker(Lg,,) = span{(1,—e;)} = R(ep —e1).
Prema teoremu o rangu i defektu, slijedi da je rang operatora L,, jednak:

1(Lg,) = dim(Spin,) —dim(ker(Ly)) = (n+1) -1 =n.
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Dakle, L,, € IMS(Spin,) je singularni operator ranga d — 1 = n (koranga 1).
Konacéno, primjenom Leme 4.44 na prostor V = Spin,, (dimenzije d = n + 1) i polugrupu S =
IMS(Spiny,) slijedi:
IMS(Spin,) = Endr(Spin,),

¢ime je dokaz glavnog teorema u potpunosti zavrsen. O
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S5 Zakljucak

Glavni rezultat rada pokazuje da je za svaki realni spin faktor Spin, s n > 2 polugrupa generirana
operatorima Jordanovog lijevog mnoZenja maksimalna, odnosno jednaka cijeloj algebri endomorfi-
zama. Dokaz je bitno konacnodimenzionalan i oslanja se na strukturu spin faktora: karakterizacija
idempotenata i Peirceova dekompozicija omogucuju konstrukciju anizotropnih preslikavanja iz kojih se
dobivaju elementarne transvekcije nuzne za obuhvacanje grupe SL(Spin,,) i provedbu zavr$nog prijelaza
s GL(Spin,) na sve endomorfizme pomocu singularnog operatora koranga 1. Sluéaj Spin; namjerno je
izuzet jer nije prosta Jordanova algebra i njegova multiplikacijska polugrupa nije maksimalna.

Znacaj ovog rezultata proizlazi iz ¢injenice da je struktura Jordanovog mnoZenja na spin faktorima
dovoljna za generiranje cijele algebre endomorfizama. Tako se ovaj rad nastavlja na tradiciju analize
problema automatske aditivnosti Jordanovih multiplikativnih preslikavanja, ukazujuéi na izrazitu rigid-
nost Jordanovog mnoZenja za familiju realnih spin faktora. Naposljetku, ovaj rezultat prirodno otvara
pitanje ponasa li se ista polugrupa jednako i na preostale Cetiri familije kona¢nodimenzionalnih prostih

formalno realnih Jordanovih algebri iz teorema 1.3.
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Sazetak

Bartol Gulam, Bruno Brsci¢

Maksimalnost Jordanove polugrupe operatora mnoZenja formalno realnih spin faktora

Jordanove algebre proizasle su iz potrebe za matematickom aksiomatizacijom kvantne mehanike, no
ubrzo su postale zaseban predmet izu¢avanja. Jedan od smjerova tih istraZivanja oCituje se u proucavanju
rigidnosti Jordanovih preslikavanja, §to se dobro nadovezuje na analizu problema automatske aditivnosti.
Ovaj rad nastavlja u smjeru tih pitanja analizirajuci Jordanovu multiplikacijsku polugrupu spin faktora,
koji ¢ine jednu od pet familija kona¢nodimenzionalnih prostih formalno realnih Jordanovih algebri. Sre-
diSnji rezultat rada je dokaz da je ta polugrupa upravo jednaka polugrupi svih endomorfizama prostora
Spin,. Najprije je uvedena opc¢a teorija Jordanovih algebri: osnovne definicije, Peirceova dekompozicija
te su obradene transvekcije buduéi da imaju veliku ulogu u kasnijem dokazu. Zatim je napravljen pregled
realnih spin faktora, njihova motivacija, dokaz prostosti za n > 2 te kratki izracuni s operatorom Jor-
danovog mnoZenja. Klasificirani su idempotentni elementi i pokazano je da Jordanova multiplikacijska
polugrupa sadrZi sve elementarne transvekcije ravnine. Pomocu elementarnih transvekcija dokazano je
da Jordanova multiplikacijska polugrupa sadrzi specijalnu linearnu grupu. Naposljetku je pokazano da
sadrZi sve invertibilne operatore, a konstrukcijom singularnog operatora koranga 1 i sve endomorfizme
vektorskog prostora S pin,,.

Kljucne rijeci: Jordanove algebre; spin faktori; Jordanova multiplikacijska polugrupa; transvekcije.
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Summary

Bartol Gulam, Bruno Brsci¢

Macximality of the Jordan multiplication semigroup of formally real spin factors

Jordan algebras originated from the need for a mathematical axiomatization of quantum mechanics,
but they soon became an independent subject of study. One of the directions of this research is manifested
in the study of the rigidity of Jordan mappings, which ties in well with the analysis of the problem of
automatic additivity. This manuscript continues in the direction of these questions by analyzing the Jordan
multiplication semigroup of spin factors, which form one of the five families of finite-dimensional simple
formally real Jordan algebras. The central result of the paper is the proof that this semigroup is precisely
equal to the semigroup of all endomorphisms on the space Spin,,.

First, the general theory of Jordan algebras is introduced: basic definitions, Peirce decomposition,
and transvections are covered, since they play a major role in the subsequent proof. Then, an overview
of real spin factors is given, including their motivation, a proof of simplicity for n > 2, and brief
calculations with the Jordan multiplication operator. Idempotent elements are classified, and it is shown
that the Jordan multiplication semigroup contains all elementary plane transvections. Using elementary
transvections, it is proved that the Jordan multiplication semigroup contains the special linear group.
Finally, it is shown that it contains all invertible operators and, by constructing a singular operator of
corank 1, that it contains all endomorphisms of the vector space Spin,,.

Key words: Jordan algebras; spin factors; Jordan multiplication semigroup; transvections.
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