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Uvod

Ovaj rad pocinje s detaljnim pregledom pojmova i rezultata iz opce algebre koji su nam
potrebni u razvoju pojmova iz algebarske geometrije kljucnih za proucavanje multiplici-
teta presjeka dviju afinih ravninskih krivulja. To se sve nalazi u poglavlju 1 te je veéina
napravljena prema uzoru na tipi¢nu knjigu iz algebre, [12] te predavanja [22]. U poglavlju
2 najprije definiramo najosnovnije algebarsko—geometrijske pojmove kao Sto su mnogos-
trukost, racionalna funkcija, lokalni prsten i sam pojam krivulje. Dakle, to su sekcije
2.1, 2.2, 2.3 te 2.4, uglavnom su koriStene moderne knjige algebarske geometrije, kao Sto
su [3], [6], [9], [20] te [21], naravno, uz predavanja [18]. Zanimljivih stvari o tome ima
takoder i u ¢lancima [14]1[15].

Sada dolazimo na prvu klju¢nu (od dvije) tocku u ovome radu, to su sekcije 2.5, 2.6
te 2.7. Sekcija 2.5 je u potpunosti napravljena prema izvrsnoj knjizi [¢] te je u njoj dana
algebarska definicija multipliciteta presjeka dviju afinih ravninskih krivulja F i G u
to¢ki P, u oznaci:

I(P,FNG).

Za joS apstraktniji pristup istoj temi te objaSnjenja ¢emu nam uopce sluzi pojam multiplici-
teta valja pogledati knjige [7] 1 [13], u drugoj su navedena neka pitanja koja su ljude dovela
do pojma multipliciteta. Klju€an dio te sekcije je teorem 2.5.5 koji nam daje eksplicitnu
formulu za definirani multiplicitet:

I(P, F 0 G) = dimg (Op(A%)/ (F, G)).

No, sam dokaz tog teorema je joS plodonosniji jer u njemu nailazimo na postupak koji
nam daje algoritam za racunanje multipliciteta koji se svodi na elementarne aritmeticke
operacije nad polinomima. O nacinu izraCunavanja multipliciteta postoji mnosto literature,
navodimo samo dio. Knjige [10]1 [ 1], ¢lanci [2] 1 [19], a zanimljive stvari se mogu naci
inal[l], [5]1[16]. Cijela sekcija 2.6 je posvecena upravo tom algoritmu. U njoj se nalazi
prvi znacajniji originalni doprinos ovoj temi. Kljuc¢ne stvari su algoritam (2.6) napisan
u programskom jeziku C te teorem 2.6.6. Odmah nakon algoritma su navedeni primjeri
na kojima je on testiran, njegova valjanost je, jasno, precizno objasnjenja tokom procesa
dolaska do samog algoritma. Spomenuti teorem 2.6.6 nam daje svojevrsnu motivaciju za
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2 UvVOD

ono Sto slijedi u sekciji 2.7. Tu dajemo drugu definiciju multipliciteta presjeka, onu koja
je viSe geometrijske prirode, nju mozemo naci u knjizi [23]. Spomenimo da u [4] moZemo
naci ponesto o racunanju takozvanih Serreovih multipliciteta, no mi se ovdje time neCemo
baviti. Ono $to slijedi je prvi centralni originalni razultat u ovome radu, a to je dokaz
teorema 2.7.9 koji nam govori da su dvije definicije multipliciteta presjeka (algebarska
1 geometrijska) koje smo obradili, jednake. Preciznije, teorem kaZze da za multiplicitet
presjeka krivulja F' 1 G u tocki P = (0, 0), pri ¢emu je barem jedna od krivulja dovoljno
“lijepa” (Sto znaci da o njoj moZemo reci sve samo na osnovu geometrijskih svojstava)

vrijedi:
dimg (O.0(A%)/ (F. G)) = v [G [X > akaD :
k=1
pri ¢emu je f(X) = Z a X" jedinstven takav da je F (X, f (X)) =0 te v(g) = +o0 ako je
k=1
g =0, aako je g # 0, onda je to najveéi n € Z,, takav da X" | g, u K[[X]], za g € K [[X]].

Spomenimo jos kako je sve potkrijepljeno mnoStvom primjera, od kojih je vecina vezana
uz algoritam, kljucan je primjer 2.6.1. Podsekcija 2.7 nam prikazuje lijep primjer u kojemu
se ocCitava korisnost teorema 2.7.9, tj. Cinjenice da su algebarska i geometrijska definicija
multipliciteta presjeka medusobno jednake (kada god geometrijska ima smisla).

Poglavlje 3 sluzi kao uvod u teoriju projektivnih mnogostukosti. Njihova glavna svrha
(ona radi koje su uvedene) je da se u projektivnoj ravnini krivulje ponaSaju puno bolje
nego u afinoj. Preciznije, projektivnu ravninu moZemo gledati kao globalnu situaciju, dok
je afina lokalna. One krivulje koje se ne sijeku u afinoj ravnini, ali se asimptotski pri-
bliZavaju jedna drugoj, u projektivnoj ravnini se sijeku i za njih kazemo da se sijeku “u
beskonacnosti”. Uz vecinu do sada navedene literature, ovdje je joS dobro istaknuti knjigu
[17]. Kljucni dio ovog poglavlja je Bézoutov teorem (3.2.6), koji je svojevrsno poopcenje
osnovnog teorema algebre.



Poglavlje 1

Algebarski skupovi u afinom prostoru

1.1 Osnovni pojmovi iz algebre

Definicija 1.1.1. Prsten je neprazan skup R snabdjeven s dvije binarne operacije, + (zbra-
janje) i - (mnoZenje), takve da vrijedi:

(i) (R, +) je Abelova grupa, tj. vrijedi:

(a) (asocijativnost)a + (b +c) = (a+b) + ¢, Va, b, c € R,
(b) postoji element Og € R takav da jea + Og = Og +a = a, Ya € R,
(c) za svakia € R postoji —a € R takavdajea+ (—a) = —a+a =0,

(d) (komutativnost, tj. Abelovo svojstvo)a+ b =b + a, Ya, b € R,
(ii) (asocijativnost)a - (b-c)=(a-b)-c, VYa, b, c € R,
(iii) (distributivnost)a-(b+c)=a-b+a-ci(a+b)-c=a-c+b-c, Ya, b, c €R.

Potprsten prstena R je svaki podskup prstena R koji je zatvoren s obzirom na operacije
zbrajanje i mnoZenja te je i sam prsten, uz iste operacije.

Napomena 1.1.2. U ovom radu smatrati ¢emo da je prsten uvijek komutativan i da ima
jedinicu (razli¢itu od nule). Odnosno,

a-b=b-a,VYa,beR te dlgeR a-1g=1g-a=a, Ya€eR, 15 # O.

Takoder, krace ¢emo pisati 0 = Og i 1 = 1g. Nadalje, znak za mnoZenje ¢e uglavnom biti
izostavljen, tj. pisati cemo ab umjesto a - b.
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Zar € Ricijeli broj n uvedimo oznaku nr takvudajenr =r+r+...+r,akojen > 0,
S

n puta

nr =0, ako je n = 0 te nr = —((—n) r), ako je n < 0. Takoder, neka je P =1te, zan>0,
" =r-r-...-r. Uprstenu R vrijedi sljedece:
~———————
n puta

e 0-a=0, VaeR,

e (—a)b=a(-b) =—-(ab), Ya, b € R,
o (—a)(—b) =ab, Ya, b € R,

e (ma)b=n(ab), VvneZ, Ya, b € R,

n

e (binomni teorem) (a + b)" = Z db"* YneZ n>0, VYa, b eR,
k=0

ovdje je sa Z oznacen skup cijelih brojeva.
Definicija 1.1.3. Neka je R prsten. Pretpostavimo da postoji prirodan broj n takav da je

nr = 0, za svaki r € R. Najmanji takav prirodan broj n nazivamo karakteristika prstena R
i pisSemo char (R) = n. Ukoliko takav prirodan broj ne postoji, onda je char (R) = 0.

Primijetimo da je karakteristika prstena R zapravo najmanji prirodan broj n (Ukoliko
takav postoji.) takavdajen-1=0.

Definicija 1.1.4. Neka suR i S prsteni. Funkcija f : R — S je homomorfizam prstenova
(RiS) ako:
fla+b)=f(@+f®) i flab)=f(a)f(®),Ya,beR.

Napomena 1.1.5. Za gore definirani homomorfizam (Cesto e biti ispustena rije¢ “prste-
nova”.) ¢emo dodatno podrazumijevati da vrijedi f (1g) = 1s.

Ukoliko je homomorfizam injektivan (surjektivan, bijektivan) nazivati ¢emo ga mo-
nomorfizam (epimorfizam, izomorfizam). Za monomorfizam f : R — § ¢emo reci da je
ulaganje prstena R u prsten S, a za izomorfizam f : R — R ¢emo reci da je automorfizam
prstena R. Ukoliko postoji izomorfizam izmedu prstena R 1 S, onda ¢emo reci da su oni
izomorfni 1 to ¢emo oznacavati s R = .

Definicija 1.1.6.
e Element 0 # a € R se zove djelitelj nule ako postoji O # b € R takav da je ab = 0.

e Element a € R je invertibilan ako postoji b € R takav da jeab = 1.
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Definicija 1.1.7. Integralna domena je prsten koji nema djelitelja nule. Polje je inte-
gralna domena u kojoj je svaki element razlicit od nule invertibilan.

Primijetimo da u integralnoj domeni vrijedi “zakon kradenja”, tj. ako za a, b, c € R
vrijedi ac = bc 1 ¢ # 0, tada je a = b. Nadalje, jednostavnosti radi, standardno ¢emo
oznacavati skup cijelih brojeva (To je primjer integralne domene.) sa Z, skup nenega-
tivnih cijelih brojeva sa Z.(, skup prirodnih brojeva s N, skupove racionalnih, realnih i
kompleksnih brojeva (Sto su sve primjeri polja.) redom s Q, R i C.

Definicija 1.1.8. Polje razlomaka K integralne domene D jest polje Ciji elementi su klase
ekvivalencije elemenata iz D X (D \ {0}) inducirane relacijom:

(@, b)) ~ (a, b) = a'b = ab/,
stavljamo g ={(d,b)e Dx(D\{0}) : (d, b’) ~ (a, b)}, uz zbrajanje i mnoZenje:

a a Cllbz + b1a2 a; a a|ap

+ = — = — = —.
by, by bb, by by bbb,
Napomena 1.1.9. Gornja definicija je dobra za svaku integralnu domenu R, diskusije i
dokaz te ¢injenice se mogu naci u [12].

U smislu gornje definicije, D je potprsten od K, jednostavno a € D identificiramo s %.
Stavimo li D = Z vidimo da je K = Q.

Definicija 1.1.10. Neka je R prsten. Prsten polinoma u varijabli X je prsten R [X] koji
se sastoji od svih nizova u R koji imaju najviSe konacno mnogo ¢lanova razlicitih od 0 uz
operacije, za polinome f = (ay, a;, ay, ...) 1 g = (by, by, by, ...), dane s:

n

f+g=(ay+bo,a+by,a,+by,...), f-g=(aobo, aphy +aby, ..., Zakbn—k, S

k=0
~————
n-to mjesto

Nadalje, X :=(0, 1,0, 0, ...) te X0 .= (1,0, 0, ...). Brojeve ay, a,, a,, ... nazivamo ko-
eficijentima polinoma f.

Napomena 1.1.11. Vrijedi da je Ogx; = (0, 0,0, ...) te 1gx;=(1,0,0,...). Zaa€R
identificiramo (a, 0, 0, ...) = a te time dobivamo da je R potprsten od R [X]. Nadalje,
skup svih invertibilnih elemenata u R [ X] jednak je skupu svih invertibilnih elemenata u R.

Definicija 1.1.12. Neka je f polinom kao gore. Ukoliko postojid € Zs takav da je a, # 0,
najveci takav d nazivamo stupanj polinoma f i pisemo d = deg (f). Ukoliko takav d ne
postoji onda taj polinom nazivamo nul-polinomom i za njega stupanj ne definiramo.
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Polinomi iz definicije 1.1.10 su jednaki ako 1 samo ako je a; = by, za svaki k € Zy.
Nadalje, nul-polinom oznacavamo jednostavno s 0, neka f nije nul-polinom i neka je
d = deg(f). Lako se vidida zan € Zy( vrijedidaje X" = (0, ..., 0, \1/_/ ,0,...). Sada

n-to mjesto
“standardno” piSemo f = (ag, a1, as, ...) =ap + a1 X + X+ .+ aX = f(X). Uko-
liko je R integralna domena, tada je 1 R [X] integralna domena te vrijedi da je deg (f - g) =
deg (f) + deg (g), za sve polinome f i g, razli¢ite od nul—-polinoma.

Napomena 1.1.13. Pomocu definicije 1.1.10 sada lako induktivno definiramo prsten poli-
noma u vise varijabli:

R[X:, Xo] =R[Xi]1[Xo], ..., R[X1, X5, ..., Xyl = R[Xy, ..., Xyl [XW], YR €N, n > 3.

Neka je f = f (X1, Xo, ..., X)) € R[X), Xo, ..., X,]. Nekaje ke{l, 2, ..., n}, pro-
matrajmo R [X;, Xo, ..., X, kao R[X, ..., Xi—1, Xk+1, -+, Xp] [Xi]. U smislu definicije
1.1.10, f moZemo napisati kao (fy, fi, f>, -..). Sada, kao u definiciji 1.1.12 definiramo
degy, (f), stupanj polinoma f u varijabli X;. Kona¢no dolazimo do standardnog nacina za-
pisivanja polinoma, ukoliko je f nul-polinom oznatavamo ga s 0. Ako f nije nul-polinom,
neka je d = degy, (f), tada piSemo:

d
f(Xl’ X29 ey Xn) = Zﬁ(Xb ceey Xk—la Xk+l7 ey Xn)X/lc
1=0
Opet, ukoliko je R integralna domena, tada je i R [X;, X5, ..., X, ] integralna domena. Pri-
padajuée polje razlomaka oznacavamo s R (Xi, X, ..., X,) 1 nazivamo polje racionalnih

funkcija.

Propozicija 1.1.14 (Univerzalno svojstvo). Neka su R i S prsteni, ¢ : R — S homomor-
fizam prstenova te n € N. Nadalje, neka su sy, s», ..., s, €S, tada postoji jedinstveni
homomorfizam¢ : R[X,, X, ..., X,] — S takav da je

¢lg = ¢ (U smislu napomene 1.1.11.) i o (Xy) =8k, Yhe{l, 2, ..., n}.

Dokaz. Moze se na¢iu [12] na stranici 152, Theorem 5.5. Q.ECD.

Neka je f (X, X, ..., X») € R[X|, X5, ..., X,,]. Stavimo da je § = R te pogledajmo
Sto je ¢ (f). Dobiti ¢emo da je to jednako vrijednosti polinoma f (shva¢enog kao funkcije
s R" uR) u tocki (sy, 2, ..., $,), uoznaci f (s, $2, ..., Sp).

Definicija 1.1.15. Upravo opisani homomorfizam nazivamo evaluacija polinoma u tocki
r=(sy, $2, ..., S,) te 0znacavamo s @,.
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Definicija 1.1.16. Polinomi oblika X’l"Xlz€2 . Xﬁ gdje su ky, ko, ..., k, nenegativni cijeli
brojevi, u prstenu R[X;, X, ..., X,] nazivaju se monomi. Stupanj monoma definiramo
kaok, +k, + ...+ k,.

Neka su ki, ky, ..., k, nenegativni cijeli brojevi, uvodimo oznake x® = X’f'X’z‘2 . ~Xﬁ"
te |k| = ky +k, + ...+ k,. Lako se vidi da svaki polinom f € R[X;, X5, ..., X,] ima je-

dinstven zapis u obliku f = Z a(k)X(k), gdje suag € R1 X® monomi. Kako je degy, (f)
k=0
konacan za sve k = 1, 2, ..., n vidimo da je gornja suma zapravo konacna.

Definicija 1.1.17. Reci ¢emo da je polinom f homogen, stupnja (homogenosti) d € Zs,
ako su u gornjem prikazu svi koeficijenti a, jednaki nula, osim eventualno onih gdje je
k| = d.

Napomena 1.1.18. Primijetimo da je prema gornjoj definiciji nul-polinom homogen bilo
kojeg stupnja. Nadalje, svaki polinom f ima jedinstven prikaz f = fo + fi + ...+ fy, gdje
je frx homogen polinom stupnja k. Najvecid € Zs takav da je f; # 0 (Takav uvijek postoji,
osim za nul polinom, ali za njega stupanj ne definiramo.) nazivamo stupnjem polinoma f
i piSemo deg (f) = d. Ukoliko je R integralna domena, vidimo da je i R[X;, Xz, ..., X,]
integralna domena te da je deg (fg) = deg (f) + deg(g), gdje su f i g polinomi, razli¢iti od
nul-polinoma.

1.2 Faktorizacija i derivacija polinoma

Imajmo na umu da nama prsten uvijek predstavlja komutativan prsten s jedinicom, koja
je razlic¢ita od nule. Neke od sljedecih definicija su za “obi¢ni” prsten (Dakle, onaj koji
moZda nije komutativan ili nema jedinicu ili je ima, ali je ona jednaka nuli.) neSto drukcije
ili ¢ak uopce nemaju smisla. Uvedimo dodatnu oznaku za skup invertibilnih elemenata
prstena R, neka to bude R*.

Dodatni pojmovi iz algebre

Definicija 1.2.1. Element a u prstenu R je ireducibilan ako je razlicit od nule, nije inver-
tibilan te za svaku faktorizaciju a = bc, gdje su b, ¢ € R slijedidajeilib € R* ilic € R".

Definicija 1.2.2. Neka je R prsten te neka sua, b € Rib # 0. KaZemo da element b dijeli
element a, to oznacavamo s b | a, ako postoji ¢ € R takav da je a = bc.

Definicija 1.2.3. Neka je R prsten. KaZemo da su elementi a, b € R \ {0} asocirani ako
postoji ¢ € R* takav da je a = bc.
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Neka je D integralna domena. Primijetimo da su a, b € D \ {0} asocirani ako 1 samo
akoa|bib|a. Naime,a|bib|a ako isamo ako postoje ¢, d € D takvida je b =ac i
a = bd. Sada imamo da je a = bd = acd, a to je ako i samo ako je a (1 — cd) = 0, a posto
smo u integralnoj domeni i a # 0, zaklju¢ujemo da je cd = 1, dakle, ¢, d € D".

Definicija 1.2.4. Integralna domena D je domena jedinstvene faktorizacije (faktori-
Jjalna domena), krac¢e DJF, ako za svaki a € D, takav da jea # 0 i a ¢ D", postoje n € N
te a1, a, ..., a, ireducibilni elementi iz D takvi da je a = a,a, - - - a,. Nadalje, vrijedi je-
dinstvenost prikaza, tj. ako sum € N i by, by, ..., b, ireducibilni elementi iz D takvi da
jea=bib,---b,, tada je m = n i postoji permutacija n skupa {1, 2, ..., n} takva da su, za
svakik € {1, 2, ..., n}, a 1 byy) asocirani.

Lema 1.2.5. Neka je R taktorijalna domena i neka je K njezino polje razlomaka. Tada se
. . . . . a . . .. .
svaki element z € K moZe prikazati u obliku z = 5 gdje sua, b € R, b # 0 i koji nemaju

zajednickih faktora. Tj. ne postoji c € R\ R*, ¢ # 0 takavdac|aic|b. Takav prikaz je
jedinstven do na mnoZenje invertibilnim elementima iz R.

Dokaz. Neka je %,, gdje su d’, b’ e R, b # 0, bilo koji reprezentant klase z € K. Uko-
liko je b’ € R* tvrdnja je oCita, kao $to je ocita i ako je @’ = 0 ili @’ € R*. Pretpostavimo
dajed #0id, b’ ¢ R". Tada postoje jedinstveni m, n € N i ireducibilni, jedinstveni do

na poredak i mnoZenje invertibilnim elementima, a;, as, ..., a,, € Rte by, by, ..., b, € R
takvi da je a’ = ayay---a, i b’ = byb, --- b,. Konacno, dobivamo trazene ai b iz a’ i b’
tako da iz prikaza a’, odnosno b’ “izbacimo” sve parove (ay, b)), gdje suk € {1, 2, ..., m},
le{l, 2, ..., n}, koji su asocirani. Q.C.D.

Definicija 1.2.6. Neka je R prsten i I njegov potprsten. KaZemo da je I ideal u R ako je,
zasvakir € Rizasvakix € I, rx € 1. Ideal I je pravi ideal u R ako je I # R. Pravi ideal 1
u R je maksimalan ideal ako nije sadrZan u niti jednom ve¢em pravom idealu. Pravi ideal
I u R je prost ideal ako vrijedi: ako sua, b € R takvida jeab € I, tadajea € I ilib € I.

Primijetimo da je pravi ideal / u prstenu R maksimalan ako i samo ako za svaki ideal J
u prstenu R, takav daje I € J C R, vrijedi da je J = I ili J/ = R. Nadalje, primijetimo da je
ideal / pravi ako i samo ako je / N R* = 0.

Definicija 1.2.7. NekasuRiS prstenitey : R — S homomortizam. Slika homomorfizma
@, u oznaci Im (¢), je skup {¢ (r) : r € R} C S. Jezgra homomorfizma ¢, Ker (¢), je skup
' (0)={reR : ¢(r)=0}CR,

Napomena 1.2.8. Lako se vidi da je Ker (¢) ideal u R. Takoder, ¢ je monomorfizam ako i
samo ako je Ker (¢) = {0}.
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Neka je S bilo koji podskup prstena R, sa (S ) oznacavamo najmanji ideal u R koji sadrzi
S. On uvijek postoji i jednak je presjeku svih ideala u R koji sadrze S (R je uvijek primjer
jednog takvog). Jasno je da je presjek bilo koje (neprazne) familije ideala u R ponovno
ideal u R. Nadalje, znamo to¢no kako izgleda taj ideal:

(S):{Zrksk neN, r,...,r, €R, sl,...,sneS}.

k=1

Definicija 1.2.9. Ideal I u prstenu R je kona¢no generiran, ako postoji konac¢an podskup
S C R takav da je I = (S). U tom slucaju, ako je, zan €N, § ={ry, r, ..., r,}, piSemo
I =(r, ..., r,). Ideal je glavni ako je generiran s jednim elementom. Integralna do-
mena u kojoj je svaki ideal glavni naziva se domena glavnih ideala, krace DGI.

Napomena 1.2.10. Svaka domena glavnih ideala je faktorijalna domena. Skup Z je DGI,
takoder, ako je K polje, prsten polinoma u jednoj varijabli nad poljem K, K [X] je DGI.
Glavni ideal I = (r) u DJF R je prost ako i samo ako je r ireducibilan (ili nula) element u
DJFR.

Definicija 1.2.11. Element p u prstenu R je prost ako je razlic¢it od nule, nije invertibilan
te ako zaneke a, b € R vrijedidap |abondap |ailip | b.

Napomena 1.2.12. U prstenu R, svaki prost element je ireducibilan. Ako je R DGI, onda
vrijedi 1 obratno, tj. svaki ireducibilan element u R je prost.

Definicija 1.2.13. Neka je R prsten. Za a, b € R kaZemo da su relativno prosti ako ne
postojic € R takavdajec #0,c ¢ R",c|aic|b.

Definicija 1.2.14. Neka je I ideal u prstenu R. Kvocijentni prsten je skup R/I Ciji ele-
menti su klase ekvivalencije skupa R, inducirane relacijom: a ~b <= a—-bel, a, b € R.
Njegove elemente oznaCavamo sa, zar € R, r + 1, ili kraCe 7, a operacije su, zar, r' € R:

r+D+@ +D=Fr+r)+1 i r+D( +I)=rr+1.

Napomena 1.2.15. Gornja definicija je dobra, Sto se moZe naci u [12]. Ukoliko je R
komutativan prsten s jedinicom (Sto u ovom radu uvijek jest!) i I ideal u R, onda je i R/I
komutativan prsten s jedinicom. Pravi ideal I u R je prost ako i samo ako je R/I integralna
domena, odnosno maksimalan ako i samo ako je R/I polje. 1z ovoga zakljucujemo: svaki
maksimalni ideal u prstenu R je prost.

Primijetimo da ukoliko je R komutativan prsten s jedinicom, razli¢itom od nule (U
ovom radu je to uvijek tako!) i I ideal u R, onda je i R/l komutativan prsten s jedinicom,
no ona sada ne mora biti razli¢ita od nule. Uzmimo npr. / = R.
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Definicija 1.2.16. Neka je R prsten i I ideal u R. Kanonski epimorfizam prstena R u
kvocijentni prsten R/I je preslikavanjem : R — R/I dano s (r) = r + I, za svakir € R.

Lako se vidi da kanonski epimorfizam uistinu jest epimorfizam s prstena R na prsten
R/I.

Propozicija 1.2.17 (Prvi teorem o izomorfizmu). Neka su Ri S prsteni te ¢ : R — S ho-
momorfizam. Neka je I ideal u R takav da je I C Ker (). Tada postoji jedinstven homomor-
fizam ¢ : R/I — S takav da je ¢ = ¢ o n. Nadalje, Im (¢) = Im (¢) 1 Ker (¢) = Ker (¢) /1.
¢ je izomortfizam ako i samo ako je ¢ epimorfizam i I = Ker (¢).

Dokaz. U [12], stranica 125, Theorem 2.9. Q.ECD.

Neka je D integralna domena i neka je p = char (D). Neka je ¢ : Z — D jedinstven
homomorfizam. On postoji i jedinstven je, zato Sto mora biti ¢ (1) = 1. Sada lako vidimo
da je Ker (¢) = (p). No, D je integralna domena, iz ¢ega zakljuCujemo da je ideal (p) prost
u Z. Odnosno, karakteristika integralne domene moZe biti samo prost broj ili nula.

Neka je K polje te n € N i [ pravi ideal u K [X;, X, ..., X,]. Kako je I pravi ideal,
vidimo da I ne sadrzi niti jedan element polja K, u suprotnom / ne bi bio pravi ideal.
Promatrajmo kanonski epimorfizam r : K [X;, X5, ..., X,] = K[Xy, X5, ..., X,] /] 1 nje-
govu restrikciju na polje K, n|g. Jasno je da je n|x ulaganje polja K u K [X, X5, ..., X,] /1.
Dakle, polje K je potprsten prstena K [X;, X5, ..., X,,] /1. Konacno, K [X;, X>, ..., X,]/1
je vektorski prostor nad poljem K.

Definicija 1.2.18. Neka je D integralna domena i neka je f € D [X]. Za polinom f kaZemo
da je primitivan ako, za a € D takav da a dijeli sve koeficijente od f slijedi da je a € D".

Faktorizacija polinoma

Teorem 1.2.19 (Faktorizacija u prstenu polinoma). Neka je R domena jedinstvene fak-
torizacije, tada je, za svaki n € N, R[X;, X, ..., X,] takoder domena jedinstvene fakto-
rizacije. Nadalje, neka je K pripadajuce polje razlomaka od R i f primitivan polinom
pozitivnog stupnja u R [X]. Tada je f ireducibilan u R [X] ako i samo ako je ireducibilan u
K[X].

Dokaz. Sve tvrdnje teorema su posljedice Gaussove leme Ciji se iskaz 1 dokaz mogu naci u
[12] na stranici 162, Lemma 6.11. Konkretan dokaz tvrdnji teorema se nalaze u istoj knjizi
na stranicama 163 1 164, rijeC je o: Lemma 6.12., Lemma 6.13. i Theorem 6.14. Q.€.D.

Korolar 1.2.20. Neka je R domena jedinstvene faktorizacije i K pripadajuce polje razlo-
maka. Neka su f, g € R[X]. Polinomi f i g imaju zajednicki faktor u R [X] ako i samo ako
ga imaju u K [X].
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Dokaz. Direktna posljedica prethodnog teorema. Naime, f i1 g imaju zajednicki faktor ako
1 samo ako imaju ireducibilni zajednicki faktor, zato jer su R 1 K, a time i R[X] 1 K [X]
DJE. Q.C.D.

Definicija 1.2.21. Neka je R prsten i neka je f € R[X]. a € R je nulto¢ka polinoma f ako
je f(a)=0.

Definicija 1.2.22. Neka je R prsten i f € R[X] takav da f nije nul-polinom. Koeficijent
polinoma f uz X*€Y) nazivamo vodeéi koeficijent polinoma f. Nul-polinom ima vodeéi
koeficijent jednak 0. Polinom je normiran ukoliko mu je vodeci koeficijent jednak 1.

Teorem 1.2.23 (o dijeljenju polinoma). Neka je R prsten i f, g € R[X] razliciti od nul-
polinoma. Nadalje, neka je vodeci koeficijent polinoma g invertibilan u R. Tada postoje
jedinstveni polinomi q, r € R[X] takvi da

f=qg+r i r=0 ili deg(r)<deg(g).
Dokaz. Pogledati u [12], stranica 158, Theorem 6.2. Q.E.D.

Korolar 1.2.24. Neka je D integralna domenai f, g € D [X]. Nadalje, neka je g # 0. Tada
postoje a € D \ {0} i polinomi g, r € D [X] takvi da

af =qg+r i r=0 1ili deg(r)<deg(g).

Dokaz. Sli¢no kao dokaz prethodnog teorema, samo malo “pazimo” na vodeéi koeficijent
polinoma g. Q.C.D.

Korolar 1.2.25. Neka je R prsten i neka je f € R[X]. @ € R je nultocka polinoma f ako i
samo ako polinom X — « dijeli polinom f u R [X].

Dokaz. Ako je f nul-polinom tvrdnja je oCita. Pretpostavimo da f nije nul-polinom.
Neka je g = X —a. Prema teremu o dijeljenju polinoma znamo da postoje jedinstveni
polinomi ¢, r € R[X] takvi da je f =¢gg+rir=0ili deg(r) <deg(g). Vidimo da je
deg(g) = 1. Stoga je ili r = 0 ili deg(r) = 0, u svakom slucaju je r € R. Pretpostavimo
da je f(a) =0. Evaulacijom jednadZe f = gg + r u tocki a tada dobivamo da je 0 = r,
tj. f =qg, odnosno X —a = g | f. Obratno, ako X — | f, to znaci da je r = 0. Opet,
evaulacijom iste jednadZzbe u toc¢ki @ dobivamo da je f (@) = r = 0. Q.C.D.

Korolar 1.2.26. Neka je D integralna domena i f € D [X] razli¢it od nul-polinoma. Tada
f ima najvise deg (f) nultocaka u D.
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Dokaz. Indukcija po deg (f). Ukoliko je deg (f) = O, polinom f nema niti jednu nultocku
jer je jednak nekoj konstanti iz D koja je razliita od nule. Dakle, tvrdnja vrijedi. Pretposta-
vimo da tvrdnja vrijedi za sve polinome stupnja n, za nekin € Zso. Nekajedeg(f) =n + 1.
Ukoliko f nema nulto¢aka u D gotovi smo. Neka je @ € D nultocka polinoma f. Prema
prethodnom korolaru tada znamo da X — « | f. Neka je f = (X — @) g, gdje je g € D [X].
Kako je D integralna domena 1 deg (X — @) = 1 znamo da je deg (g) = n. No, prema pret-
postavci, polinom g ima najviSe n nultoaka u D, zakljuCujemo da polinom f ima najvise
n + 1 nultocaka u D. QEC.D.

Korolar 1.2.27. Neka je K polje s beskonacno mnogo elemenata te neka je F' polinom u
KX, X5, ..., X,]. Ukoliko je F (ay, as, ..., a,) =0, za sve ay, a», ..., a, € K, onda je
F=0.

Dokaz. Ukoliko je n = 1 tvrdnja je direktna posljedica prethodnog korolara. Neka je n > 1
te neka tvrdnja vrijedi za n — 1. Pretpostavimo suprotno, tj. da je F # 0. Tada je poli-
nom F pozitivnog stupnja u barem jednom varijabli, bez smanjenja opcenitosti pretposta-
vimo da je to varijabla X,. Tada postoje m e Ni Fy, Fy, ..., F,, € K[Xy, Xo, ..., X,-1],

F,, #0, takvi da je F = Z FiX!. Kako je F,, # 0 i tvrdnja vrijedi za n — 1 vidimo da
i=0

postoje ay, ay, ..., a,—; € K takvi da je F, (ai, az, ..., a,-1) # 0. Sada smo dobili ne—

nul-polinom F (ay, as, ..., a,-1, X,), u jednoj varijabli, X,,, koji ima beskona¢no mnogo

nultocaka, Sto je kontradikcija. Q...

Definicija 1.2.28. Polje K je algebarski zatvoreno ako svaki ne—konstantni polinom iz
K [X] ima nultocku u K.

Propozicija 1.2.29. Svako algebarski zatvoreno polje ima beskonacno mnogo elemenata.

Dokaz. Neka je K algebarski zatvoreno polje. Pretpostavimo da K ima kona¢no mnogo
elemenata, tj. neka su, zan € N, ky, k, ..., k, svi elementi polja K. Promotrimo polinom
X —-k)(X—ky)---(X —k,) + 1. On se nalazi u K [X], no o€ito nema nulto¢ku u K jer nije
djeljiv s niti jednim od polinoma X — k;, X — k», ..., X — k,. Kontradikcija! Dakle, polje
K ima beskona¢no mnogo elemenata. QEC.D.

Polje kompleksnih brojeva, C, je primjer algebarski zatvorenog polja.

Definicija 1.2.30. Neka je R prsten i f € R [X] razlic¢it od nul-polinoma. Neka je @ € R
takav da je f(a) = 0. Multiplicitet nultocke « polinoma f je najmanji prirodan broj n
takav da (X — «)" dijeli f i (X — a)"*' ne dijeli f.
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Napomena 1.2.31. Sada lako vidimo da u algebarski zatvorenom polju K, svaki polinom f

iz K [X] ima jedinstven prikaz u obliku f = « l_I (X — ap)™. Pritomejem € N, « je vodeci

k=1
koeficijent polinoma f, a,, a», ..., @, su sve medusobno razli¢ite nultocke polinoma f,

redom s multiplicitetimany, ny, ..., n,. Primijetimo jo§ dajen, + n, + ... + n,, = deg (f).

Derivacija polinoma

Definicija 1.2.32. Neka je R prsten i neka je f € R [X]. Promatrajmo polinom f u obliku

f= Z reX*. (Jasno, ako je f nul-polinom suma je prazna, inace suma ide do deg (f).)
k=0

Derivacija polinoma f, u oznaci —f, krace fx ili f’, je polinom Zkrka_l. Ako je

oX k>1

0
neNifeR[X, X, ..., X,] tada, za k € {1, 2, ..., n}, definiramo an odnosno fx,,

k
kao derivaciju polinoma f u varijabli X; nad prstenom R [X,, ..., Xi—1, Xik+1, ..., Xu]. To
je parcijalna derivacija polinoma f po varijabli X.

Propozicija 1.2.33. Neka je R prsten i neka su f, g, h € R[X]. Tada vrijedi:
(1) (@)y =0, Ya € R,
(2) (af +Bg)x = afx +Bgx, Yo, BER,
(3) (fe)x = fxg + f8x
@) (f")x =mf"" fr. ¥m € N,
(5) akoje h(X) = g(f (X)), onda je hx (X) = gx (f (X)) fx (X).
Nekajene N, F e R[X,, X5, ...X,] te Gy, Ga, ..., G, € R[X], tada:

(6) F(G1, G, ..., Gy = ) Fx (G1, G, .., Go) (G,
k=1

(7) (Fx))y, = (Fx)y,» Yk, [€{1,2, ..., n).

Konacno, ako je F homogen polinom stupnja d, vrijedi tkzv. Eulerov teorem:
(8) dF = Z XFy.
k=1

Dokaz. Sve tvrdnje slijede direktno iz definicije, uz elementarni racun. Q.C.D.
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Definicija 1.2.34. Neka je R prsten i f € R[X]. Definiramo derivacije viSeg reda i to
kako sljedi:

" ,
0) . _ () (m—1)
fO=f e Sof=f = ("), VmeN.

Nadalje, zan € N te F € R[X;, Xo, ..., X,], neka je a = (@), as, ..., a,) € Z.,, defini-

ramo:
6\a| a(tl+a/2+...+a,, 6&1 6“2 a(ln
F = F = Fl]l.
aXe"  OX['9Xy?---9X, T OX)' (6X§2( (ﬁXff” )))

Poredak u zadnjemu je nebitan, radi prethodne propozicije, tj. tvrdnje (7).

Propozicija 1.2.35 (Taylorov razvoj). Neka je D integralna domena karakteristike O i neka
je K pripadajuce polje razlomaka. Tada je char (K) = 0. Neka je f € D [X] razlic¢it od nul—-
polinoma te neka je d = deg (f). Za svaki a € D tada, gledajuci u K [X], vrijedi:

d_ k)
reo=21 -t
k=0 :

Analogno, neka jen € N te neka je F € DXy, X», ..., X,]i(ay, ay, ..., a,) € D", tada:

F= Y beXi—a)" (a-a)” - (X, —a,)",

a=(a1, @z, ..., an)€LY,

gdje je
1 ol
ba - F s sy cees Ay).
arlan! - ay XX oxp | (A e )

Jasno, u gornjoj sumi, samo je konacno mnogo c¢lanova b,, razli¢ito od nule.

Dokaz. Cinjenica da iz char (D) = O slijedi da je char (K) = 0 je oCita. Naime, vrijedi i
viSe, ako je char (D) = p, za neki p € Z,, onda je i char (K) = p, jer je u svakom prstenu
njegova karakteristika (ako nije nula) jednaka najmanjem prirodnom broju p takvom da
je p -1 = 0. Taylorov razvoj za polinome u jednoj varijabli se vidi direktno deriviranjem,
dok za n varijabli jednostavno primijenimo ¢injenicu za jednu varijablu n puta, nad odgo-
varaju¢om integralnom domenom. Q.C.D.

Lema 1.2.36. Neka je D domena jedinstvene faktorizacije, karakteristike 0. Neka je
g € D[X] ireducibilan polinom pozitivnog stupnja i neka je f € D [X]. Tada:

glf = glf i glf.
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Dokaz. Pretpostavimo da g | fi g| f'. Dakle, postoje h, hy € D[X] takvi da je f = hg i
f’ = h;g. Deriviranjem prve jednadZbe dobivamo da je f* = h’g + hg’, uvrStavanjem druge
slijedi hig =W g+ hg' = (hy —h') g = hg'. Dakle, g | hg'. Kako je D integralna domena
dobivamo da je g’ # 0, nadalje, jer je char (D) = 0 vidimo da je deg(g’) = deg(g)— 1 > 0.
Polinom g je ireducibilan i g’ je ne—nul-polinom manjeg stupnja od stupnja polinoma g.
Zakljucujemo da su polinomi g i g’ relativno prosti, tj. nemaju zajednickih faktora u D [X].
Dakle, iz g | hg', slijedi g | h, akako je f = hg, imamo da g* | f. Obratno, g* | f, to znaci da
postoji h, € D[X] takav da je f = h,g?, deriviranjem dobivamo da je f’ = h,g* + 2h,gg’.
Konacno, g | 1. Q.ED.

Lema 1.2.37. Neka je R prsten i neka su f, g € R[X] te neka je m € N. Tada:

G =y (’Z)f‘“g('"-">.

k=0
Dokaz. Matematickom indukcijom, uz elementarni racun. Q.EC.D.

Teorem 1.2.38. Neka je D domena jedinstvene faktorizacije, karakteristike 0. Neka je
g € D[X] ireducibilan polinom pozitivnog stupnja i neka je f € D[X]. Tada, za svaki
m € N vrijedi:

gf = glfiglf gl ™

Dokaz. Pretpostavimo najprije da g | f, tada postoji & € D [X] takav da je f = g"h. No,
sada moZemo primijeniti lemu 1.2.37 na polinome g" i & pa odmah vidimo da g | f©, za
svaki k € {0, 1, ..., m — 1}. Obratno, dokaz provodimo matematickom indukcijom. Za
m =1 tvrdnja je o€ita, za m = 2 tvrdnja je dokazana u lemi 1.2.36. Pretpostavimo da
tvrdnja vrijedi za neki m € N, m > 2, Zelimo ju dokazati zam + 1. Dakle, znamo da g | f©,
za sve k € {0, 1, ..., m}, prema pretpostavci tada znamo da g" | f. Dakle, dovoljno nam
je (a i nuZno) pokazati da iz g | f i g | f™ slijedi da g"*' | f. Neka su, sli¢no kao u
dokazu leme 1.2.36, h, h; € D[X] takvi da je f = hg™ i f™ = h,g. Sada, deriviranjem
prve jednadZe m puta, uvrStavanjem druge te primjenom leme 1.2.37 dobivamo:

C m m—.
hmg= (k)h(") """
k=0

Lijeva strana gornje jednakosti je djeljiva s g, svi ¢lanovi sume gornje jednakosti, osim
eventualnog onog za k = 0 su djeljivi s g, dakle, on je isto djeljiv s g. Odnosno, za-
klju¢ujemo da g | £ (¢™)"™. Primijenimo sada lemu 1.2.37 na polinome g" ' i g, slijedi:

m
m 1 (m) — Z( ) m— 1 ®) (m k)
=0
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Zake{0,1,..., m—2}imamo da g | (g’”_l)(k), azak =mimamo da g | g(o) = g. Dakle,
dobili smo da g | & (g’"‘l)(m_l) g’. Kao u dokazu leme 1.2.36 znamo da su g i g’ relativno
prosti. Pretpostavimo da g i (g’”_l)(m_l) nisu relativno prosti. Kako je g ireducibilan poli-
nom pozitivnog stupnja zaklju€ujemo da tada g | (gm_1 )(m_l), no prema pretpostavci induk-

. . . . e\, .
cije tada dobivamo da g" | "', §to je kontradikcija. Dakle, g i (g 1) g’ su relativno
prosti pa mora g | 4. Odnosno, konaéno imamo da g"*' | f. Q.C.D.

Korolar 1.2.39. Neka je D domena jedinstvene faktorizacije, karakteristike 0. Neka je
feD[X]ime N. Vrijedi da je a € D nultocka polinoma f, multipliciteta m ako i samo
akoje f(a)=f' (@) =...= f" V(@) =0if™ (a)#0.

Dokaz. Slijedi direktno primjenom prethodnog teorema i korolara 1.2.25. Q.C.D.

Primjer 1.2.40. Neka je R prsten i neka je char (R) = p, gdje je p prost broj. Primijetimo
da je Z/pZ primjer takvog prstena, StoviSe, polja. Stupanj polinoma f = X” € R[X] je
jednak p. No, f' = p-X?~' =0, jer je char (R) = p. Dakle, da bismo mogli zaklju&it da
je derivacija polinoma pozitivnog stupnja ne—nul—polinom, nuZzno nam je da se nalazimo u
prstenu karakteristike nula.

1.3 Hilbertov teorem o bazi

Definicija 1.3.1. Za prsten R kaZemo da je Noetherin prsten ako je svaki ideal u R
konacno generiran.

Polja i domene glavnih ideala su primjeri Noetherinih prstenova.

Teorem 1.3.2 (Hilbertov teorem o bazi). Neka je R Noetherin prsten, tada je, za svaki
n €N, R[X;, X, ..., X,] Noetherin prsten.

Dokaz. Dovoljno je dokazati da ako je R Noetherin prsten da je tada i R [X] Noetherin
prsten. Tvrdnja ¢e tada za prsten polinoma u n € N varijabli slijediti po principu mate-
maticke indukcije. Dakle, neka je R Noetherin prsten. Neka je I C R[X] ideal. Ukoliko
je I = (0) tvrdnja je ocita, stoga pretpostavimo da je I # (0). Za polinom f € R[X] uve-
dimo oznaku (f), za vodeci koeficijent polinoma f. Neka je J C R skup svih vodecih
koeficijenata svih polinoma iz /. J je ideal u R. Naime, neka je a € J te neka je r € R.
Postoji f € I takav da je (f) = a, sada, poSto je I ideal u R[X] zakljuCujemo da je i
rf € I, odnosno ra = (rf) € J. R je Noetherin prsten pa postojed € N1i fi, f>, ..., fael
takvi da je J = ((f1), {/2), ..., {f4)), naravno, moZzemo pretpostaviti da su svi ovi poli-
nomi razli¢iti od nul-polinoma. Neka je M = max {deg(f,), deg(f2), ..., deg(f,)}. Za
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svaki k € Z5, takav da je k < M, neka je J; C R skup svih vodecih koeficijenata svih po-
linoma iz /, stupnja najvise k. Kao i ranije, zakljuCujemo da je J; ideal u R. Primije-
timodaje Jy € J; C...C Jy. Neka je m € Zo najmanji takav da je J,, # (0), primijetimo
tada da je J; = (0), za svaki k € Zso, k <m. Neka je, za k € Zyp, m <k <M, d, e N te
fits fias -+ +» fra, € RI[X] takvi da je Ji = ((fir)s {fia)s - - -» {fra,)- Tvrdimo da je:

I= (fl’ fZ’ ey fd’ fml’ fmZ, ceey fmdma ceey fMla fMZ’ CE) fMdM)~

Oznacimo desni ideal s I’. Neka je g € I, dovoljno je pokazati da stupanj polinoma g

mozemo po volji smanjiti oduzimaju¢i od njega polinome iz I’. Time dobivamo da je

I CI',dokjeocitol’ CI,tj. I = I'. No, to je oCito. Ako je g = 0 gotovi smo. Neka je g # 0.

Ukoliko je deg (g) > M, jasno je da moZemo izabrati polinom ¢, ¢, ..., gs € R[X] takve
d

da polinom Z q.f; ima vodeci koeficijent jednak (g) te da je istog stupnja kao polinom g.
I=1
Oduzimanjem toga polinoma od polinoma g smanjili smo stupanj polinomu g. Ponavljamo

opisani proces sve dok nije g = O ili deg (g) < M. Ako je g = 0 gotovi smo, a ako nije, neka
je deg(g) = k. Tada je m < k < M, radi definicije skupova J;. No, sada jednostavno na ve¢
opisani nacin “poniStimo” vodeci koeficijent polinoma g, tako da ga promatramo u idealu
Ji (Ranije smo to napravili u idealu J). Jasno je da ¢emo ovim postupkom nakon najvise
deg (g) + 1 koraka dobiti da je g = 0. Q.C.D.

Napomena 1.3.3. Primijetimo da je za svako polje K i svakin € N, K [X{, X5, ..., X,]
Noetherin prsten.

1.4 Algebarski skupovi

Neka je K polje te neka je n € N. S A" (K) ili krade, kada se polje K podrazumijeva, A",
¢emo oznacavati Kartezijev produkt polja K sa samim sobom, n puta. Dakle, A" je skup
svih uredenih n-torki elemenata polja K.

Definicija 1.4.1. Afini n-dimenzionalni prostor nad poljem K jest A" (K). Elemente
toga prostora zvati éemo to¢kama. Specijalno, A' je afini pravac, A? je afina ravnina.

Prisjetimo se, neka je f € K [X|, X5, ..., X,]. To¢ka x = (x1, x2, ..., x,) € A" (K) je
nultocka polinoma f, ako je f (x) = f (x1, x2, ..., x,) = 0.

Definicija 1.4.2. Ako f nije konstanta (tj. ako je pozitivnog stupnja) onda skup svih
nultoc¢aka polinoma f nazivamo afina hiperploha odredena polinomom f, to oznacavamo

sV (/).
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Napomena 1.4.3. Ako je f konstantai f # 0, onda je V (f) = 0, a ako je f = 0, onda je
V (f) = A". Zan = 2 hiperplohe nazivamo afine (ravninske) krivulje.

Definicija 1.4.4. Neka je K polje, ne N te S € K [X;, X, ..., X,] bilo koji skup poli-
noma. (Afini) algebarski skup odredensa$ jeV(S) :={xe€ A"(K) : f(x)=0,YVfeS}.

Primijetimo daje V(S) = ﬂ V (f). Ukoliko je skup S konacan, tj. postoji k € N takav
fes
daje S =1{fi, fo, ..., fx}, zaneke fi, fo, ..., fr € K[Xi, Xz, ..., X,,], onda jednostavno

piSemo V(S) = V(fi, fo, ..., fi)-

Lema 1.4.5. Uz oznake iz prethodne definicije, nekajel = (S) (Idealu K [X;, X5, ..., X,]
generiran skupom S, ako je S = 0, stavimo da je I = (0).), tadaje V(I) = V (S).

Dokaz. Ocito je S C I, stoga, akojex € V(I), ). f(x) =0, Vfel,ondajei f(x) =0, za
sve f€S,t.xeV(S). Dakle, imamo da je V (/) C V(S). Obratno, znamo da je svaki

element iz I oblika kagk, gdjesumeN, f, fo, ..., fu €S te g1, g2, ..., & polinomi

k=1
iz K[X;, Xz, ..., X,,]. Konac¢no, vidimo da ako je x € V(§) onda je i x € V (I), radi oblika

elemenata skupa /. Q.C.D.

Upravo dokazana lema nam govori da je svaki algebarski skup zapravo jednak skupu
V (1), gdje je I neki ideal u K [X;, X, ..., X,].

Definicija 1.4.6. Neka je K polje, n € N te V C A" (K) bilo koji skup to¢aka. Definiramo
I(V)={feK[X, Xz, ..., Xy] : f(x)=0, Vxe V}.

Primijetimo da je I (V) ideal u K [X;, X», ..., X,,], za svaki skup toCaka V iz A".

Definicija 1.4.7. Neka je R prsten i neka je I C R ideal. Definiramo radikal ideala I kao
skup Rad (I) := {a €eR : JkeN, de I}. KazZemo da je ideal I radikalan ideal ako je
Rad (/) = 1.

Primijetimo da je Rad (/) ideal u R. Naime, ako su a, be R i k, [ € N takvi da je
a*, b' € I, onda je (a + b)**' € I, $to se vidi direktno primjenom binomnog teorema i toga
daje I ideal. Takoder, jasno je da je uvijek I C Rad (/). Nadalje, Rad (/) je radikalan ideal,
Sto se vidi direktno iz definicije. Primijetimo joS i da ako je I prost ideal da je on radikalan,
to se takoder vidi direktno iz definicije prostog i radikalnog ideala.

Propozicija 1.4.8. Neka je K poljein € N.
(1) AkosuliJ idealiu K [X;, X5, ..., X,] takvidajel C J,ondajeV (I) 2 V (J).

(2) Ako suV i W skupovi tocaka u A" (K) takvida je V C W, onda je I (V) 2 I (W).
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(3) Presjek proizvoljne (neprazne) familije algebarskih skupova jest algebarski skup.
(4) Konacna unija algebarskih skupova jest algebarski skup.

(5) V(O) = Al’l (K)9 V(l) = 0’ V(Xl — X1, X2 — X2, ey Xn - .Xn) = {(.XI, X2y ooy xn)}apri
demu su xj, X, ..., x, € K.

(6) Svaki konacni skup tocaka u A" (K) je algebarski skup.

(7) 1(0) = K[Xh X25 ) Xn]9 I({(X[, X2y vves xn)}) = (Xl — X1, XZ_xza ) Xn_-xn)9
za xy, Xz, ..., X, € K. Ukoliko je polje K beskonacno, onda je I (A" (K)) = (0).

(8) I(V(S)) 28, za svaki skup polinoma, S. V(I (W)) 2 W, za svaki skup tocaka, W.
Takoder, V(I (V(S))) =V (S) te (VI (W))) = 1(W), za svaki skup polinoma, S i
za svaki skup tocaka, W.

(9) Ideal I (V) je radikalan za svaki skup tocaka V C A" (K).

(10) Svaki algebarski skup, razlicit od praznog skupa i cijelog afinog prostora, jednak je
presjeku konac¢nog broja afinih hiperploha.

Dokaz.

(1) Ocito, ako je tocka nultocka svim polinomima nekog skupa, onda je ona nultocka i
svim polinomima svakog podskupa tog skupa.

(2) Takoder ocito, ako se polinom poniStava na nekom skupu, onda se poniStava i na
svakom njegovom podskupu. Pri tome podrazumijevamo da se polinom poniStava
na skupu, ako je jednak nuli u svakoj tocki toga skupa.

(3) Nekaje {I,},ca neprazna familijaidealau K [X;, X5, ..., X,], gdje je A neki indeksni

skup. Tada je
(v = V(Zu),

AeN AeA

adie je Zlﬂ:{ka feely, e, kefl, 2, ...,m},meN} ideal generi-

FETN k=1
ran skupom U 1.
AeA

(4) Dovoljno je pokazati da je unija dva algebarska skupa opet algebarski skup. Neka
su /i J ideali u K[X;, X5, ..., X,]. Tvrdimo da je V(I)UV (J) =V ({J), gdje
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(& = WEr - Jr€l, gred, Ke, 2Z,...,my, me umnozak iaeala /1 J,
jelJ g I gield ke(l,?2 ) N vak ideala Ii J

Sto je tak(’;c’[ler ideal. Neka je x € V (1J), ako je x € V (I) gotovi smo. Pretpostavimo
da x ¢ V(I). Tada postoji f € I takav da je f(x) # 0. No, sada, kako je fg e 1J,
zasve g€ J, xe V(IJ) i kako je K polje, a time specijalno i integralna domena,
dobivamo da je g (x) =0, za sve g € J. Dakle, x € V(J). Ovime smo dobili da je
V{J)c V(I)uUV(J). Obratno, neka je x € V(I) U V (J). Ocito je tada x € V (1J),
to se vidi iz oblika elemenata ideala /J. Dakle, V() UV (J) = V(1 J).

(5) Ocito.

(6) 1z (5) vidimo da je prazan skup algebarski skup i da je svaka tocka algebarski skup.
Takoder, iz (4) znamo da je kona¢na unija algebarskih skupova takoder algebarski
skup. Dakle, svaki konacni skup tocaka je algebarski skup.

(7) Prva tvrdnja je ocita. Nadalje, jednostavnosti radi, ozna¢imo x = (x, X2, ..., X,) te
L= —x1, X0 —x0, ..., X,, — Xp). Zelimo pokazati da je I ({x}) = I,. Jasno je da
ako je f €I, dajeonda f(x) =0, tj. f €l({x}). Obratno, neka je f € I ({x}). No,
sada napravimo Taylorov razvoj polinoma f oko toc¢ke x i odmah vidimo da on mora
biti u /,. Ovime je i druga tvrdnja pokazana. Neka je sada polje K beskonacno i neka
je feI(A"(K)). Zelimo pokazati da je f = 0. No, to je upravo tvrdnja korolara
1.2.27.

(8) Prvadva svojstva su ocita, dok druga dva slijede primjenom prva dva i ve¢ pokazanih
svojstava u (1)1 (2).

(9) Ocito, ako je fk (x) =0, za neki k € N i neku tocku x € V, onda je i f (x) = 0, zato
jer je K polje, a time i integralna domena.

(10) Neka je I ideal u K [X;, X>, ..., X,] takav da je V (I) neprazan i razlicit od ci-
jelog afinog prostora A" (K). Prema Hilbertovom teoremu o bazi, tj. prema na-
pomeni 1.3.3, znamo da postoje m € N i fi, f>, ..., fu € K[X1, Xz, ..., X,,] takvi
dajeI=C(fi, f>, ..., fm)- Sada prema lemi 1.4.5 i dokazu tocke (3) vidimo da je

V)=V, foy ooy f) = ﬂ V (fi). Radi uvjeta na skup V (/) lako vidimo da
k=1
medu polinomima fi, f5, ..., f,, nema konstantnih. Q.C.D.

Napomena 1.4.9. Svojstva (3) i (4) nam govore da postoji (jedinstvena) topologija na
prostoru A" (K) ¢ija familija zatvorenih skupova je jednaka familiji algebarskih skupova.
Tu topologiju nazivamo topologijom Zariskoga.
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Propozicija 1.4.10. Neka je I ideal u prstenu R i neka je 7 : R — R/I kanonski epimorfi-
zam.

(a) Neka je J' ideal u R/I, tadaje J = n~' (J') ideal u R koji sadrZi I. Obratno, neka je J
ideal u R koji sadrzi I, tada je J' = n (J) ideal u R/1.

(b) Neka je J' ideal u R/I i neka je J = n~' (J'). Ideal J' je radikalan (odnosno prost,
odnosno maksimalan) ako i samo ako je ideal J radikalan (odnosno prost, odnosno
maksimalan).

(c) Neka je J konacno generiran ideal u R koji sadrZi 1. Tada je J' = n(J) konacno
generiran ideal u R/1.

Dokaz.

(a) Tvrdnja da su J i J' ideali je o€ita, takoder, kako je 7' (Og/;) = I, ocita je i tvrdnja
da ideal J sadrzi [.

(b) Pretpostavimo da je J’ radikalan ideal, to znaci da za svaki a € R, ako postoji n € N
takav da je (a+1)" € J', onda je a+ 1 € J'. No, sada je jasno da to vrijedi ako i
samo ako je za svaki a € R za koji postoji n € N takav da je a" € J,dajeondaa € J.
Tvrdnja za proste ideale se dokazuje slicno. Ukoliko je J* maksimalan ideal, znamo
da je J' neprazan, nije jednak R/I te ne postoji pravi ideal u R/I kojemo je J’ pravi
podskup. Lako se vidi da to vrijedi ako i samo ako iste tvrdnje vrijede za ideal J,
tj. J je maksimalan ideal u R.

(c) Tvrdnja je ocita, naime, ako je k € N1iry, ry, ..., 1 € R generatori za J, jasno je da
suondar  +1,n+1,..., r,+ 1 generatori za J'. Q.ECD.

Napomena 1.4.11. Prema prethodnoj propoziciji lako vidimo sljedece, ako je R Noetherin
prsten i I ideal u R, tada je R/I Noetherin prsten. Takoder, za polje K, n € N, I ideal u
KXy, X, ..., Xu], K[X1, X5, ..., X,]1/I je Noetherin prsten.

1.5 Hilbertov teorem o nulama

Prije glavnog rezultata, tj. Hilbertovog teorema o nulama, odnosno Nullstellensatz teorema,
uvesti ¢emo algebarski aparat potreban za dokaz istoga. Takoder, iskazati ¢emo i dokazati
nekoliko pomo¢nih tvrdnji, medu kojima ¢e biti i tkzv. slabi Nullstellensatz. Prije uvodenja
novih pojmova, iskazimo i dokazimo neke (pomoc¢ne) tvrdnje koje ¢e nam biti od koristi,
a za koje ve¢ imamo na raspolaganju potrebnu algebru.
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Lema 1.5.1. Neka je R domena glavnih ideala i neka je P neprazan, prost ideal u R. Tada
je P generiran ireducibilnim elementom u R i P je maksimalan ideal u R.

Dokaz. Kako je R DGI, postojia € Rtakav daje P = (a). Znamodajea # 0, jerje P # (0).
Nadalje, pretpostavimo da je Q ideal u R takav da je P C Q € R. Moramo dokazati da je
a ireducibilan u Rida je Q = R ili Q = P. Neka je b € R takav da je Q = (b). Jasno je,
b+ 0.Nekajea=cdzanekec, d € R. cd = a € (a) 1 (a) je prost, dakle, ili je ¢ € (a) ili je
d € (a). Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da je ¢ € (a), tada postoji e € R takav da
je ¢ = ae. Sada je a = cd = aed, R je DGI, tj. specijalno je R integralna domena pa vrijedi
zakon kracenja, dakle ed = 1, tj. d € R*. ZakljuCujemo, a je ireducibilan, jer @ ne moze
biti invertibilan, poSto je P = (a) prost ideal u R i samim time razli¢it od R. Nadalje, kako
je (a) € (b) zakljuCujemo da je a € (b) pa postoji f € R takav da je a = bf. Ve¢ znamo da
je a ireducibilan, dakle, ili b € R* ili f € R*. Ako je b € R*, onda je Q = (b) = R, a ako je
feR,ondajeb=af" pajeb e (a),odnosno Q = (b) = (a) = P. Q.C.D.

Lema 1.5.2. Neka je K polje. Tada K [X] sadrZi beskonacno mnogo ireducibilnih, normi-
ranih polinoma.

Dokaz. Kako je K [X] DJF (Teorem 1.2.19.) i K [X] nije polje (Npr. X nije invertibilan.),
zaklju¢ujemo da K [X] sadrZi barem jedan ireducibilan, normiran polinom. Pretpostavimo

da postoji m € N takav da su fi, f5, ..., fi svi ireducibilni, normirani polinomi u K [X].
No, tada je fif> - f,, + 1 polinom u K [X] koji nije djeljiv niti jednim od njih, Sto je kon-
tradikcija, jer je K [X] DJF. Q.C.D.

Lema 1.5.3. Neka je K polje, neka je n € N i neka je V algebarski skup u A" (K). Neka je
m € N i neka su xy, x, ..., X, razlicite tocke iz A" (K) koje nisu u V. Tada, za svaki
odabir ay € K, k, 1 €{l, 2, ..., m}, postoje polinomi fi, f>, ..., fn € [(V) takvi da je
fi(x) =ay, zasvek, l€{l, 2, ..., m}.

Dokaz. Neka je W takoder algebarski skup u A". Tvrdimo da je I (V) = I (W) ako i samo
akoje V.=W. Ako je V = W, jasno je da je I (V) = I (W). Obratno, ako je I (V) = I (W),
tada, prema propoziciji 1.4.8, tocki (8) i Cinjenici da su V 1 W algebarski skupovi direktno
dobivamo da je V=V (I (V)) = V(I (W)) = W. Prema istoj propoziciji, ali prema tocki
(5) znamo da je {x;} algebarski skup, dok prema tocki (4) znamo da je i V U {x;} alge-
barski skup. Sada, prema dokazanom znamo da je, jer x; ¢ V, I (V) # I (V U {x;}). Ocito
je VU {x;} 2V pa je prema ve¢ spomenutoj propoziciji, tocki (2), I(V) 2 I(V U {x}),
tocnije, I (V) 2 I(V U {x;}). Dakle, postoji polinom g; € I (V) takav da je g (x;) # 0.
Kako je K polje, moZzemo pomnoZiti s (g (x))! padobivamodajeg, € I(V)ig (x;) = 1.
Oznacdimo sa S skup tocaka x, Xy, ..., X,. Primijenimo 1i gornji postupak na algebarski
skup VU S \ {x;} (Za koji znamo da je algebarski po istoj propoziciji, tocki (6).) 1 tocku
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x,redomzal=1, 2, ..., m, nalazimo polinome gi, g, ..., g, k0ji se svi nalaze u I (V)
1 za koje je gi (x;) = 0. Ovdje je oy Kroneckerova delta, tj.
0, [ #k,
Ou = { L=k

Konacno, stavimo 1i, za svaki k € {1, 2, ..., m},daje f; = Z augi, vidimodaje f, € I (V)

=1
idaje fi (x) = ay, zasve k, l € {1, 2, ..., m}. Q.ECD.

Lema 1.5.4. Neka je K polje, n € N i neka je I ideal u K [X;, X3, ..., X,,]. Tada je
V() =V(Rad{))iRad () C I(V)).

Dokaz. Kako je I € Rad (1), prema propoziciji 1.4.8, tocki (1), slijedi V (I) 2 V (Rad (1)).
Obratno, neka je x € V (/). Neka je f € Rad (1), tada postoji m € N takav da je f" € I,
no to znaci da je ™ (x) = 0, a kako je to jednakost u polju K, tj. u integralnoj domeni,
zakljuCujemo da je f(x) =0. Dakle, x € V(Rad (1)), tj. V(I) € V(Rad (I)). Konacno,
V (I) = V(Rad (1)). Nadalje, prema ve¢ spomenutoj propoziciji, tocki (8), dobivamo da je
Rad (1) Cc I(V(Rad (1)) = 1(V (I)). Q.C.D.

Lema 1.5.5. Neka je K polje, neka je n € N i neka su x;, x», ..., x, € K. Tada je ideal
I =(X;—x1, X —x, ..., X, — x,) maksimalan ideal u prstenu K [X;, X, ..., X,] 1 pos-
toji izomorfizam ¢ : K [ Xy, Xa, ..., X,] /I — K.

Dokaz. Opcenito, znamo da je ideal J u prstenu R maksimalan ako i1 samo ako je R/J po-
lje. Dakle, kako bismo dokazali da je ideal / maksimalan u prstenu K [X;, X>, ..., X,], do-
voljno je pokazati da je K [X;, X», ..., X,] /I polje, a to ¢emo imati odmah ako pokazemo
da postoji izomorfizam ¢ : K [X;, X5, ..., X,,] /[ = K. No, za to je, prema prvom te-
oremu o izomorfizmu, tj. propoziciji 1.2.17, dovoljno pokazati da postoji epimorfizam
¢: K[X, X5, ..., X,] = Ktakav daje Ker (¢) = I. Neka je x = (x, x2, ..., Xx,)1stavimo
da je ¢ = ¢,, evaluacija polinoma u tocki x. Konkretnije, za svaki f € K [X;, Xz, ..., X,],
¢ (f) = f(x). Znamo da je ovako definirano preslikavanje ¢, homomorfizam. Neka je
y € K, stavimo li da je f konstanta jednaka upravo y dobivamo da je ¢ (f) = y, §to znaci da
je ¢ epimorfizam. Kona¢no, prema propoziciji 1.4.8, tocki (7) znamo da je I ({x}) = I, dok
je ocito, prema samoj definiciji jezgre, Ker (¢) = I ({x}), tj. Ker (¢) = I. Q.C.D.

Propozicija 1.5.6. Neka je R Noetherin prsten i neka je S neprazna familija ideala u R.
Tada S sadrZi maksimalni element, tj. postoji ideal I € S koji nije sadrZan u niti jednom
drugom idealu u S.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Neka je I, € S bilo koji ideal, on postoji jer je familija S
neprazna. Kako, prema pretpostavci, familija ideala S nema maksimalni element, postoji
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I, € S takav da je I} G I,. Analogno, postoji I3 € S takav da je I, & I5. Tako postupimo
za svaki m € N i dobivamo niz ideala {/,},, u S takav da je I, & I,,+1, za svaki m € N.

I := U I, je ocito ideal u R. Kako je R Noetherin prsten, ideal / je konacno generiran,

m=1

tj. postoje k e Niay, ap, ..., a; € I takvida je I = (ay, as, ..., a;). No, sada to znaci da
postoji M € N (dovoljno velik) takav da je a;, ay, ..., a; € Iy, Sto onda znaci da je I, = 1,
tj. Iyy = Iy+1, a to je kontradikcija. Q.ED.

Korolar 1.5.7. Svaki pravi ideal I u Noetherinom prstenu R je sadrZzan u nekom maksi-
malnom idealu prstena R.

Dokaz. Direktno primjenom prethodne propozicije na familiju svih pravih ideala prstena
R koji sadrze ideal /, ta familija je neprazna jer uvijek sadrzi sam ideal 1. Q.C.D.

Sada uvodimo dodatne stvari iz algebre koje ¢e nam biti potrebne.

Definicija 1.5.8. Neka je R prsten. Neka je A skup, snabdjeven s binarnom operacijom
+, takav da je (A, +) Abelova grupa. R—modul je aditivna Abelova grupa A zajedno s

preslikavanjem
RxXA — A

(r,a) » r-a=ra
takvim da vrijedi:
(i) r(a+b)=ra+rb, Yr e R, Ya, b €A,
(i) (r+s)a=ra+sa, VYr, se€R, Ya € A,
(iii) (rs)a=r(sa), ¥Yr, s€ R, Ya € A,
(iv) 1-a=a, Ya € A.
Primjer 1.5.9.

(1) 0-a=0, Yae A. To se lako vidi, naime, 0-a=(0+0)-a=0-a+0-a, dakle,
neka je b € A takav da je b =0 -a. Imamo da je b = 2b, dodavanjem —b na obje
strane dobivamo da je b = 0.

(2) Svaka Abelova grupa je zapravo Z—modul. Naime, neka je A Abelova grupa, tada za
m € Zsp 1a € A jednostavno stavimo (zm)a = +(a+a+ ...+ a).
——————

m puta

(3) Neka je R prsten, uz mnoZenje u prstenu, svaki ideal u R je R—modul.

(4) Ako je R polje, onda je R—modul zapravo vektorski prostor nad poljem R.
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(5) Ako je R potprsten prstena S, onda S mozemo smatrati R—modulom.

Definicija 1.5.10. Neka je (A, +) Abelova grupa, B C A je (Abelova) podgrupa od A ako
je B zatvoren na operaciju + i ako je (B, +) Abelova grupa.

Definicija 1.5.11. Neka je R prsten i neka je A R—modul. R—podmodaul ili samo podmodul
modula A je podgrupa B C A za koju vrijedi da je rb € B, zasver € Rib € B. B je tada
takoder R—modul.

Definicija 1.5.12. Neka je R prsten i A R—modul. Neka je S € A. Podmodul modula A
generiran skupom S je najmanji podmodul modula A koji sadrZi skup S. Eksplicitno ga
moZemo zapisati kao:

m
{Zrkak cmeN, r,r, ...,y €R, ay, az,...,ameS}.

k=1
Ako je S konacan skup, tj. akojem e N1 S = {a,, az, ..., ay}, onda podmodul generiran

skupom S oznacavamo sa Z Ray. Za modul A kaZemo da je kona¢no generiran ako je
=1

m
A= ZRak, zanekeay, as, ..., a, € A.
k=1

Definicija 1.5.13.

e Neka je R potprsten prstena S. Promatramo S kao R—-modul. KaZemo da je S
modul-konacan nad R ako je S konacno generiran kao R—modul.

e Neka je R potprsten prstena S. Neka je n € N i neka je s = (s, $2, ..., s,) € S".
Nekajey : R[Xi, Xz, ..., X,] = § evaluacija u tocki s. Im (¢) je najmanji potprsten
odS kojisadrZiRisy, s, ..., S,, 0znacavamo gasR sy, s», ..., s,]. Eksplicitno ga
|k|=ki+ky+...+k,<m

moZemo zapisati kao: Z r(k)sll" s];z - sk moe Zsg, rgy € R}. KaZemo
k= (ki Ka, oo kn)EZL,

da je prsten S prsten-konacan nad R ako je S = R[sy, $2, ..., Sul.

e Neka je K potpolje polja L te neka je K (ly, b5, ..., l,) polje razlomaka prstena
K, b, ..., 1), gdiesuneNily, b, ..., l, e L. K(, b, ..., l,) je najmanje pot-
polje polja L koje sadrzi polje K i ly, L, ..., l,. KaZemo da je polje L konacno
generirano prosirenje polja K akoje L = K (ly, I, ..., [,).

Lema 1.5.14. Neka je R potprsten prstena S i S potprsten prstena T. Tada:
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(a) Akosum, keNisy, s5, ...,5, €S8 tety, tp, ..., t, €T takvi da je S :Zsti

=
k

T = iStz, ondajeT = iZsttl.

=1 _]=1 =1

(b) Akosum, ke N, sy, 83, ..., S €S,t1, tr, ..., ty € TiakojeS = R[s1, 2, ..., Sul
iT=S8[t,t,...,t],ondajeT = R[sy, S2, ..., Sy, t1, L2y ..., 1]].

(c) Neka su R, S i T polja takva da je R potpolje od S i S potpolje od T. Ako su
m,keN, sy, s, ..., s, €S tety, th, ..., 1, €T takvidajeS = R(sy, $2, ..., Sp) 1
T=S8(,t,..., 1), Oﬂd&jCT =R(s1, S2, ..oy Sy U1, B2y ooy 1))

Dokaz. Sve tvrdnje slijede direktno iz prethodne definicije. Q.C.D.

Definicija 1.5.15. Neka je R potprsten prstena S . KaZemo da je element s € S integralan
nad R ako postoji normiran polinom f € R [X] takav da je f (s) = 0. AkosuR i polja, za
s € S kaZemo da je algebarski nad R ako je s integralan nad R.

Propozicija 1.5.16. Neka je R potprsten integralne domene S i neka je s € S. Tada je s
integralan nad R ako i samo ako je R [s] modul-konacan nad R. Tocnije, ako i samo ako
postoji potprsten od S koji je modul-konacan nad R i koji sadrZi R [s].

Dokaz. Pretpostavimo da je s integralan nad R, prema definiciji tada postoji d € N te nor-
miran polinom f(X) = X+ X+ 41 X +r, € R[X], takav da je f(s)=0. Iz

d-1 d-1
ovoga odmah zaklju¢ujemo da je s¢ € ZRsk, a time i da je s" € ZRsk, za sve m € N,
k=0 k=0
d-1
Dakle, R [s] je modul-konacan, to€nije, R [s] = Z Rs*. Obratno, pretpostavimo da pos-
k=0

toeme€N1i sy, 5, ..., 5, €85 takvida je R[s] = ZRsk. Dakle, ss; = Z TSk, gdje su
k=1 k=1

rr€Ri1lefl,?2,..., m}. Promatrajmo sada, u polju razlomaka integralne domene S
sljedeci sustav, u varijablama x;, x;, ..., X!
(rll—s)xl + r12X» + ... + MmXm = 0
r21X1 + (}"22 - S)X2 + ... + omXm = 0
Fm1X1 + Ty X2 + ... + rwm—-9x, = 0
On ima netrivijalno rjeSenje sy, s, ..., s,. Ukoliko je sy =5, =... =15, =0, onda je

R = (0), a mi takve prstene ne promatramo. Dakle, determinanta matrice toga sustava
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jednaka je 0. No, ona je jednaka:

Fip —§ Iz T'im
1)1 o) —8 ... m
M = . : , . ,
m1 147%) vee Ny — 8
vidimo da se s pojavljuje samo na dijagonali te matrice pa postoje ry, 7, ..., I, € R takvi

daje0=detM = s" +r s" V4. +r,_15+r, Dakle, s je integralan nad R. Vidimo da

nam isto vrijedi i ako je R [s] C Z Rsy. Q.C.D.
k=1

Korolar 1.5.17. Neka je R potprsten integralne domene S. Skup elemenata skupa S koji
su integralni nad R je potprsten prstena S koji sadrZi prsten R.

Dokaz. Neka su sy, s, € S integralni nad R, dovoljno je pokazati da sui s; + s, 1 55, In-
tegralni nad R. Kako je s; integralan nad R, prema prethodnoj propoziciji znamo da je
R [s1] modul-konacan nad R. s, je integralan nad R pa je onda integralan i nad R [s;], jer je
R C R[s]. Dakle, R [s;] [s2] je modul-konacan nad R [s;], a prema lemi 1.5.14 tada znamo
da je R[s;, s»] modul-konacan nad R. Kako su s; + s, € R[sy, s3] 1 515, € R[s1, $2],
prema prethodnoj propoziciji zakljuCujemo da su s; £ s, 1 55, integralni nad R.  Q.C.D.

Lema 1.5.18. Algebarski zatvoreno polje K nema modul-konacnih proSirenja polja, osim
samoga sebe.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, neka je L modul-konacno prosirenje polja K takvo da je
L2 K. Neka jel€ L\ K, kako je K [/] € L, prema propoziciji 1.5.16 tada zakljucujemo
da je [ algebarski nad K. Dakle, kako bismo dosli do kontradikcije, dovoljno je dokazati
da se svi elementi algebarski nad K, nalaze u K. No, to je ocito, jer su sve nultocke svakog
polinoma nad algebarski zatvorenim poljem, sadrZane u tom polju. Q.C.D.

Lema 1.5.19. Neka je K polje i neka je L = K (X).
(a) Ako jel € L integralan nad K [X], onda je | € K [X].

(b) Ne postoji f € K[X], f #0, takav da, za svaki | € L, vrijedi da je, za neki m € N,
f™l integralan nad K [X].

Dokaz.

(a) Neka su f, g € K [X] relativno prosti, takvi da je [ = j: [ je integralan nad K [X] pa
8
postoje k € N'i hy, ha, ..., hy € K[X] takvi da je I* + b I + ...+l + by = 0.
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PomnoZimo dobivenu jednadzbu s g* i dobivamo daje f*+h, A 'g+.. . +h_ fg" "+
hig® = 0. Sada vidimo da g | f, a f i g su relativno prosti, iz ¢ega zakljucujemo da
je g € K[X]", odnosno, [ € K [X].

(b) Pretpostavimo suprotno. Prema (a) tada zaklju¢ujemo da postoji f € L[K], f # 0,
takav da, za svaki [/ € L, vrijedi da je, zaneki m € N, "l € K [X]. No ovo sada znaci
da je f djeljiv sa svakim ireducibilnim polinomom iz K [X], a to je nemoguce jer ih,
prema lemi 1.5.2, postoji beskona¢no mnogo. Q.C.D.

Propozicija 1.5.20. Neka je K algebarski zatvoreno polje i neka je L prosirenje polja K
koje je prsten—konacno nad poljem K. Tada je L = K.

Dokaz. 1z leme 1.5.18 vidimo da je dovoljno dokazati da je L modul-kona¢no nad K.
Nekaje L=K][l;, b, ..., l,] zanekene Nily, [, ..., [, € L. Dokaz ¢emo provesti ma-
tematickom indukcijom po n. Neka je n =1 1 neka je ¢ : K [X;] — L odgovarajuéi epi-
morfizam, to¢nije, evaluacija polinoma iz K [X;] u tocki /;. Znamo da je K [X;] DGI,
stoga postoji f € K [X;] takav da je Ker (¢) = (f). Sadaje L = K [/;] = K [X;]/ (f). Dakle,
K [Xi]1/(f) je polje, stoga je (f) maksimalan ideal u K [X;]. K [X;] nije polje, jer npr. ele-
ment X; nije invertibilan, stoga je (f) # 0, odnosno, f # 0. Nadalje, svaki maksimalan
ideal je prost pa prema lemi 1.5.1, zakljuCujemo da je f ireducibilan polinom, dodatno,
kako je K polje, moZemo ga normirati. Konacno, f je normirani polinom u K [X;] za kojeg
je f(l}) =0, dakle, /; je algebarski nad K, odnosno, prema propoziciji 1.5.16, L = K [[;]
je modul-konacno nad K. Neka je n € N, n > 2, pretpostavimo da tvrdnja vrijedi zan — 1.
Neka je K; = K (l,). L je najmanji prsten koji sadrzi Kily, b, ..., [,, no L1 K su polja
pa je zato K (ly, I, ..., l,) = L. Prema lemi 1.5.14 i slicnim zaklju¢ivanjem vidimo da
jeL=KU, by ....L)=KU,) (L, b, ..., L,) =K [}, b, ..., [,-1]. Prema induktivnoj
pretpostavci sada znamo da je L modul-kona¢no nad K, a prema propoziciji 1.5.16 znamo
dasutadaly, I, ..., l,_; algebarski nad K;. Kako bismo pokazali da je L modul-konacno
nad K vidimo da je, prema lemi 1.5.14, dovoljno pokazati da je K; modul-kona¢no nad K,
odnosno, prema propoziciji 1.5.16, da je [, algebarski nad K. Pretpostavimo suprotno. Tada
je K[l,] = K[X], odnosno, K (I,) = K (X). Nadalje, za svaki k € {1, 2, ..., n — 1}, pos-
toje my € Niagy, @i, - -, G € Ky takvidaje I + ap I + ... + Qi + @i, = 0.
Neka je a € K [/,] jednak umnosku svih nazivnika elemenata ay,,, k € {1, 2, ..., n =1} 1
me{l, 2, ..., m}, oCito je a # 0. Mnozeci dobivene jednadZzbe, svaku s odgovarajucim,
a™, dobivamo da je (aly)™ + aa, (al)™ ' + ... + @™ a1 (aly) + @™y, = 0. Dakle,
dobili smo da je al; integralan nad K [[,], za svaki k € {1, 2, ..., n— 1}, dok je al, ocito
integralan nad K [/,], jer je al, € K [l,]. Prema korolaru 1.5.17 sada direktno dobivamo
daje K [aly, al,, ..., al,_,, al,] integralan nad K [/,]. To nam zapravo govori da za svaki
le L=KIlL, b, ..., l,_1, [,] postoji m € N takav da je "/ integralan nad K [/,]. Znamo
da je K, C L, stoga, za svaki [ € K; postoji m € N takav da je "/ integralan nad K [/,]. No
to je kontradikcija s lemom 1.5.19, dio (b), jerje K [[,] = K[X]1 K ([,) = K(X). Q.C€.D.
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Napokon dolazimo do samog dokaza Hilbertovog teorema o nulama. Kao Sto je veé
napisano, najprije ¢emo dokazati tkzv. slabi Nullstellensatz, pomoc¢u kojega ¢emo zatim
dokazati Nullstellensatz.

Teorem 1.5.21 (Slabi Nullstellensatz). Neka je K algebarski zatvoreno polje i neka je
n € N. Ako je I pravi ideal u K [X,, X,, ..., X,], tada je V(I) # 0.

Dokaz. Bez smanjenja opcenitosti moZzemo pretpostaviti da je I maksimalan ideal, jer je
prema korolaru 1.5.7, I sadrzan u nekom maksimalnom idealu J, a prema propoziciji 1.4.8,
dio (1), znamo da je V (J) € V (I). Dakle, L = K [X, X», ..., X,] /I je polje, a kao S§to je
ve¢ spomenuto, polje K moZemo smatrati njegovim potpoljem. Dakle, L je proSirenje polja
K koje je prsten—konacno nad poljem K, prema lemi 1.5.20 slijedi da je L = K. Neka je
ke{l, 2, ..., n}, znamo da je X; + I € L, zakljuCujemo (Imajmo na umu da promatramo
K kao potpolje od L = K [X, X5, ..., X,]/Iidaje K = L.) da postoji x; € K takav da je
Xi — x; € 1. Nadalje, prema lemi 1.5.5 znamo da je (X; — x;, X2 — x2, ..., X, — x,,) maksi-
malan ideal u K [X;, X5, ..., X,], stogaje I = (X; — x1, X2 — x2, ..., X, — x,,). Konacno,
prema propoziciji 1.4.8, dio (5), znamo je V (I) = {(x1, x2, ..., x,)} # 0. Q.C.D.

U dokazu Hilbertovog teorema u nulama sluzit ¢emo se Rabinowitschevim trikom.
Pomocu kojega, uvodenjem jedne dodatne varijable, relativno lako i zgodno dolazimo do
opcenite tvrdnje Nullstellensatza.

Teorem 1.5.22 (Hilbertov teorem o nulama). Neka je K algebarski zatvoreno polje i neka
jen € N. Ako jel ideal u K [X;, X», ..., X,], tada je I (V (I)) = Rad ().

Dokaz. Prema lemi 1.5.4 znamo da je Rad (/) C I (V (I)). Dakle, potrebno je dokazati
obratnu inkluziju. Prema Hilbertovom teoremu o bazi, tj. prema napomeni 1.3.3, znamo da
postojem € Ni fi, fo, ..., fm € K[X1, X5, ..., X,] takvidaje I = (fi, f>, ..., fu). Neka
je g € I(V()). Promatrajmo J = (fi, fo, -5 fu> Xus18 — 1) C K[X1, Xo, ..., Xuy Xps1]-
Pretpostavimo daje J # K [X;, X5, ..., X,, X,+1], prema teoremu 1.5.21 je tada V (J) # 0,
no, to je nemoguce, jer kada god su polinomi fi, f>, ..., f,, jednaki O, polinom g je
takoder jednak 0. Dakle, J = K [X;, X5, ..., X, X,:1]- ZakljuCujemo da postoje polinomi

ai, @, ..., anibiz KXy, Xo, ..., Xy, Xo1] takvi dajeZakfk +b(Xp18 — 1) = 1. Pro-
k=1
1
N b
n+1
gdje je N — 1 € Z,o najveci eksponent na varijabli X, koji se pojavljuje medu polino-

matrajmo dobivenu jednakost u polju K (Xi, X, ..., X, X,+1). PomnoZimo ju s

mima aj, ds, ..., a4, 1b. OznaCimo li ¥ = ——, vidimo da su ¢, = Tk, k=1,2,....,m
n+l n+l1
id= v polinomi u K [X;, X5, ..., X, Y]. Dakle, dobivamo da u tom prstenu, kojeg

n+l
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¢emo promatrati kao K [X;, X5, ..., X,][Y], vrijedi jednakost:
:f101 +f2C2+...+fmCm+gd—Yd.

MozZemo uvrstiti da je Y = g pa dobivamo daje g8 = ¢, (g) i+ 2 (@) fo + ...+ Cn (8) f-
Kako je g € K [X;, X», ..., X,,], vidimo da su ¢, (g), gdje je k € {1, 2, ..., m}, polinomi iz
K [Xi, X5, ..., X,]. Kona¢no, dobili smo da je g" €1, §to znadi dajeg € Rad(l). Q.C.D.

Korolar 1.5.23. Neka je K algebarski zatvoreno polje i neka je n € N. Ako je I radikalan
ideal u K [X,, X3, ..., X,,], onda je I(V (I)) = 1. Dakle, svakim radikalnim idealom je
jedinstveno odreden algebarski skup, a i obratno.

Dokaz. Direktna posljedica Hilbertovog teorema o nulama. Q.C.9D.

Korolar 1.5.24. Neka je K algebarski zatvoreno polje, neka je n € N i neka je I ideal u
K[Xi, Xs, ..., X,]. Tada je V (I) konacan skup ako i samo ako je K [X;, Xp, ..., X,] /1
konacno dimenzionalni vektorski prostor nad K. U tom slucaju je broj tocaka u skupu V (I)
najviSe dimg (K [X,, X5, ..., X,]/1).

Dokaz. Pretpostavimo najprije da je K [X;, Xz, ..., X,,] /I konatno dimenzionalni vek-
torski prostor nad K. Neka su m e N i xy, x5, ..., x,, € V(I) medusobno razli¢ite tocke.
Primijenimo li sada lemu 1.5.3 na algebarski skup W = ), dobivamo da postoje polinomi
fis fos oo fn €I(W) = K [X), Xa, ..., X,] takvi da je fi (x) =6u, k, L €{1, 2, ..., m}.
Promatrajmo sada odgovarajuce elemente (tj. klase ekvivalencije) u kvocijentnom prstenu

KX, X5, ...,Xn]/l,]Tl, ]Tz, ,]Tm Nekasuay, as, ..., a, € K takvi da je akﬁzﬁ,

k=1
m

odnosno takvi da je Z arfr € 1. Zasvaki l € {l, 2, ..., m} je oCito Z arfi (x) =ay, a

k=1 k=1
m

kako je x; € V (I), imamo da je (Z akfk] (x;) =0. Dakle, a; =0,zasvel € {1, 2, ..., m}.
k=1
Zaklju¢ujemo da je fi, f, ..., fn linearno nezavisan skup u K [X;, X», ..., X,]/1, stoga
jem < dimg (K [X|, Xa, ..., X,]/I). Obratno, neka je V (1) konacan. Ukolikoje V (I) = 0

prema slabom Nullstellensatzu (teorem 1.5.21) znamo da jetada I = K [X;, X5, ..., X,] pa
je K[Xi, Xa, ..., X,1/1 =1{0}, tj. tvrdnja je trivijalna. Nadalje, pretpostavimo da je m € N
ida su xp, xo, ..., x, sve tocke skupa V (I). Neka je x; = (x;1, xpp, ..., X5n), za svaki

lefl,2,..., m}. Definiraymo polinome f; = l—[ (Xx — xy), za svaki ke{l, 2, ..., n}.
I=1
Ocito je fr e I(V (1)), Yk e {1, 2, ..., n}, prema Hilbertovom teoremu o nulama (teorem

1.5.22) znamo da, za svaki k € {1, 2, ..., n}, postoji N; € N takav da je fN" € I. Neka
je N =max{Ny, N, ..., N,}. Sada, opet gledajum odgovarajue elemente dobivamo da
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je ﬁN =0u KX, X3, ..., X1 /1, za svaki k € {1, 2, ..., n}. Kona¢no zaklju¢ujemo da
je ZmN jednak nekoj linearnoj kombinaciji (Jasno, s koeficijentima iz K.) elemenata

1, )7;( R YkmN_l, a onda indukcijom da isto vrijedi i za YkM, za svaki M € N 1 za svaki
ke{l,?2,...,n}. Dakle, K [X], X», ..., X,] /I je konacno generiran vektorski prostor nad
K, tj. on je konacno dimenzionalan vektorski prostor nad K. Sada lako dobijemo, kao u
prvom dijelu dokaza, da je m < dimg (K [ Xy, X, ..., X,]/1). Q.ECD.

1.6 Rastav u ireducibilne komponente

Definicija 1.6.1. Neka je K polje in € N. Algebarski skup V C A" (K) je reducibilan ako
jeV =V, UV,, za neke algebarske skupove V|, V, iz A" (K) takvedajeV, # ViV, # V.
V je ireducibilan ako nije reducibilan.

Propozicija 1.6.2. Neka je K polje i n € N. Neka je V algebarski skup u A" (K) te neka
je I prost ideal u K [X,, X5, ..., X,]. V je ireducibilan ako i samo ako je I(V) prost
ideal u K [X,, X3, ..., X,], V(I) je ireducibilan algebarski skup u A" (K). Dakle, svakim
prostim idealom je jedinstveno odreden ireducibilan algebarski skup, a i obratno. Primi-
jetimo takoder da su tocke iz A" (K) u 1—1 korespodenciji s maksimalnim idealima u
KI[Xi1, Xo, ..., X,].

Dokaz. Dokazati ¢emo da je V ireducibilan ako i samo ako je I (V) prost ideal, ostale
tvrdnje tada slijede direktno iz Hilbertovog teorema (1.5.22) o nulama. Pretpostavimo da
je V reducibilan, tada postoje algebarski skupovi V;, V, takvidaje ViuV, =ViV, £V,
V, # V. Sada odmah zakljuujemo da je, za k € {1, 2}, V;, & V, a iz ovoga, kao u dokazu
leme 1.5.3, vidimo da je I (V) 2 I (V). Dakle, postoji f; € I (V)) takav da f; ¢ I (V), za
k=1, 2. No, kako je V = V; U V,, zakljuCujemo da je f; f, € I (V), dakle, I (V) nije prost
ideal u K [X;, X3, ..., X,,]. Obratno, ako 7 (V) nije prost ideal u K [X;, X5, ..., X,,], onda
postoje polinomi fi 1 f; iz K [X;, Xa, ..., X,], koji nisu u I (V), ali fif, € [(V). Tada je
V=WVnV(fiulVnV(f)iocitojeVNV(fi)2V,zak=1,2,jer f; ¢ [ (V). Dakle,
V je reducibilan algebarski skup u A" (K). QEC.D.

Teorem 1.6.3. Neka je K polje, n € N i V algebarski skup u A" (K). Tada postoje jedins-
tveni m € N i ireducibilni algebarski skupovi Vi, V,, ..., V,, (Jedinstveni do na poredak.)
uA"(K)takvidajeV=Vi,UV,U...UV, iV, gV, zasvek, [ €{l,2,...,m},[+k.

Dokaz. Neka je S familija algebarskih skupova u A" (K) koji se ne mogu prikazati kao
kona¢na unija ireducibilnih algebarskih skupova. Zelimo pokazati da je S prazna fami-
lija. Pretpostavimo suprotno. Nadalje, pretpostavimo da § nema minimalni element (U
smislu inkluzije.), tj. da za svaki V € § postoji W € § takav da je W & V. No, pogle-
damo li sada familiju 8’ = {I (V) : V € S}, dobivamo da ona nema maksimalni element,
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a to je u kontradikciji s propozicijom 1.5.6. Dakle, S ima minimalni element. Neka je
V € § jedan takav. Kako je V € §, V je reducibilan pa postoje algebarski skupovi Vi i
V, koji nisu jednaki V takvi da je V = V; U V,. Kako je V minimalan element od § za-
klju¢ujemo da je Vi, V, ¢ S. Dakle, V; i V, su prikazivi kao konac¢na unija ireducibilnih
algebarskih skupova. No, to sada znaci da je i V prikaziv kao konac¢na unija ireducibilnih
algebarskih skupova, jer je V = V; U V,. To je kontradikcija, dakle, familija S je prazna,
tj. svaki algebarski skup se moze prikazati kao konacna unija ireducibilnih algebarskih
skupova. Preostaje nam dokazati jedinstvenost prikaza. Neka je V algebarski skup i neka
jeV=ViuV,u...V,, meN, njegov prikaz kao konacne unije ireducibilnih algebar-
skih skupova. Ukoliko je, za neke k, [ € {1, 2, ..., m}, | # k, V; C V,, izbacimo V,. Neka
jeMeNi1V =W UW,U...U Wy neki drugi prikaz algebarskog skupa V kao konacne
unije ireducibilnih algebarskih skupova za koje ne postoje K, L € {1, 2, ..., M}, L # K,

M
takvi da je W, C Wx. Neka je k€ (1,2, ..., m), vrijedi: Vi =VinV = J(Vinwy).

Kako je V; ireducibilan, vidimo da postoji K € {1, 2, ..., M} takav da je {</k1: Vi N Wk,
odnosno, V; € Wg. Sli¢no, postoji [ € {1, 2, ..., m} takav da je Wx C V|, slijedi V, C 'V,
pa je [ = k. Dakle, V;, = Wg. Analogno dobijemo da za svaki L € {1, 2, ..., M} postoji
lefl, 2, ..., m}takav da je W, = V. Dakle, dobili smo da je M = m i1 da su pripadajuéi
ireducibilni algebarski skupovi jedinstveni, do na poredak. QEC.D.

Definicija 1.6.4. Uz oznake iz prethodnog teorema, V =V, UV, U ... UV, je rastav al-
gebarskog skupa V u ireducibilne komponente, aV;, k = 1, 2, ..., m, su njegove iredu-
cibilne komponente.

Teorem 1.6.5. Neka je K algebarski zatvoreno polje, n € N i neka je f nekonstantni poli-
nomuK [X,, X,, ..., X,]. Nekasum e N, ki, kp, ..., k, e Nif, >, ..., f, ireducibilni
polinomi u K [X;, X5, ..., X,] takvi da je [ = f]k‘ 2"2 -+ f_ Oni postoje i jedinstveni su
(do na poredak i mnoZenje konstantama), jer je, prema teoremu 1.2.19, K [X;, Xz, ..., X,]
domena jedinstvene faktorizacije. Tada je V(f) =V (f1)) UV (f)U...UV(f,) rastav od
V (f) u ireducibilne komponente i I (V (F)) = (fi.f>- - fn). Dakle, postoji 1—1 korespo-
dencija izmedu normiranih ireducibilnih polinoma g € K [X;, X5, ..., X,] i ireducibilnih
hiperploha u A" (K).

Dokaz. Za svakil€ (1,2, ..., m}, je V(f) = V(f). Sada, kao u dokazu totke (4) pro-
pozicije 1.4.8, vidimo da je V() UV (£2)U...uV (i) = V(£ A2 fi) = V().

Nadalje, fi, f>, ..., fm su ireducibilni i medusobno neasocirani pa ne postoje, k # [ iz
skupa {1, 2, ..., m}, takvi da f; | fi, tj. takvi da je V (f)) € V (fi). Ovime smo pokazali
daje V() =V({(fi))UV(f)U...UV(f,) rastav od V (f) rastav skupa V (f) u ireduci-
bilne komponente. Dalje, prema Hilbertovom teoremu (1.5.22) o nulama i ¢injenici da je

(fx) prost (time 1 radikalan) ideal u K [X;, X>, ...], za svaki k € {1, 2, ..., m}, dobivamo
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daje I (V (fi)) = (fx). Konacno je

1(V (F)) = ’(U v<fk>] = (VI VGE) =) = hifs fo-
k=1 k=1 k=1

Posljednja jednakost slijedi iz Cinjenice da za polinom 4 € K [X, X5, ..., X,] vrijedi da
Sfil h,zasvakik € {1, 2, ..., m}, akoisamo ako fif,--- f,, | h,jersu fi, f>, ..., f, iredu-
cibilni, medusobno neasocirani polinomi iz K [X;, X5, ..., X,]. Q.ECD.

Propozicija 1.6.6. Neka je I C K [X;, X5, ..., X,] ideal, gdje je K algebarski zatvoreno
polje i n € N. Neka je V = V (I), tada postoji 1—1 korespodencija izmedu algebarskih
podskupova od V i radikalnih ideala u K [X,, X», ..., X,] /I, takoder, ireducibilni alge-
barski skupovi su u korespodenciji s prostim idealima, dok su tocke u korespodenciji s
maksimalnim idealima.

Dokaz. Tvrdnja direktno slijedi iz propozicija 1.4.101 1.6.2. Q.C.D.

Ravninski algebarski skupovi

Ovdje ¢emo pronaci, tj. opisati sve algebarske skupove u ravnini. Prema teoremu 1.6.3
vidimo da je za to dovoljno pronaci sve ireducibilne algebarske skupove.

Propozicija 1.6.7. Neka je K polje. Neka su f i g relativno prosti polinomi u K [X, Y].
Tada je V (f, g) = V (f) N V (g) konacan skup tocaka.

Dokaz. Prema korolaru 1.2.20 vidimo da su f i g relativno prosti i u K (X) [Y]. Nadalje,
K (X)[Y] je, kao prsten polinoma u jednoj varijabli nad poljem K (X), domena glavnih
ideala. Stoga postoji h € K (X) [Y] takav da je (f, g) = (h), no f i g surelativno prosti pa je
h e (K(X)[Y]". Dakle, (f, g) = (1) = K(X)[Y]. Stoga postoje d, e € K (X)[Y] takvi da
je df + eg = 1. Neka je ¢ € K [X] jednak umnosku svih nazivnika koji se pojavljuju u d 1
e,tadasua=cdib =ceiz K[X, Y]. Dakle, imamo dajeaf +bf =c,u K[X, Y]1i ocito
je ¢ # 0. Imajmo na umu da desna strana jednakosti “ovisi” samo o varijabli X. Neka je
(a, b) € V(f, g), tada je c (a) = 0. Dakle, samo kona¢no mnogo razli¢itih “X-koordinata”
ima medu toCkama iz V (f, g). Isto zakljuCujemo za Y-koordinate. Konacno, V (f, g) je
konacan skup tocaka. Q.C.D.

Korolar 1.6.8. Neka je K polje s beskonacno mnogo elemenata. Tada su svi ireducibilni
algebarski skupovi u ravnini A* (K):

o A*(K),
o (),
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o {x}, xe A2(K),

e ireducibilne ravninske krivulje V (f), gdje je f € K [X, Y] ireducibilan polinom takav
da je V (f) beskonacan skup tocaka.

Dokaz. Neka je V ireducibilan algebarski skup u ravnini A% (K). Ako je V konadan, jasno
je daje V=0ili V={x}, za neki x € A*(K). Pretpostavimo da je V beskonacan skup
toCakaidanije V = A% (K). Tada I (V) sadrzi neki polinom f € K [X, Y] koji nije konstan-
tan, takoder, prema propoziciji 1.6.2 znamo da je I (V) prost ideal. Stoga, bez smanjenja
opéenitosti moZemo pretpostaviti da je f ireducibilan polinom. Tada je (V) = (f). U
suprotnom postoji g € I (V) takav da g ¢ (f), ali tada je V C V (f, g) konacan, prema pret-
hodnoj propoziciji. Dakle, I (V) = (f), odnosno, V = V (f). Q.C.D.



Poglavlje 2

Afine mnogostrukosti

2.1 Osnovni pojmovi

U cijelom ovom poglavlju, neka je K algebarski zatvoreno polje (Osim ako ne bude na-
glaseno drukcije.) te neka je A" = A" (K), gdje jen € N.

Definicija 2.1.1. Ireducibilni afini algebarski skup u A" naziva se afina mnogostrukost.

Kada je to iz konteksta jasno, afine mnogostrukosti (Kasnije ¢emo se upoznati i s pro-
jektivnim.) ¢emo nazivati, jednostavno, mnogostrukostima. Tako ¢e to biti u cijelom ovom
poglavlju.

Definicija 2.1.2. Neka je V C A" neprazna mnogostrukost. Prsten
nazivamo Kkoordinatni prsten od V.

Primijetimo da je I' (V) integralna domena, zato jer je, prema propoziciji 1.6.2, 1 (V)
prost ideal.

Definicija 2.1.3. Neka je ) # V C A". ¥ (V, K) je skup svih funkcija V — K. Taj skup
smatramo prstenom s uobic¢ajenim zbrajanjem i mnoZenjem funkcija po tockama. Uko-
liko je V mnogostrukost, f € ¥ (V, K) je polinomijalna funkcija ako postoji polinom
F e K[X, X5, ..., X,] takav da je

fla, az, ..., ay) =F(ay, ar, ..., a,), ¥Y(ai, az, ..., a,) €V.

Napomena 2.1.4. Polje K smatramo potprstenom prstena ¥ (V, K) tako Sto ga identifici-
ramo s konstantnim funkcijama. Vidimo da skup polinomijalnih funkcija tvori potprsten

35
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prstena F (V, K) koji sadrzi K. Nadalje, vidimo da polinomi F, G € K [X}, X>, ..., X,]
odreduju istu polinomijalnu funkciju ako i samo ako je F — G € I (V). Dakle, I' (V) je
potprsten prstena ¥ (V, K) (Zapravo prsten svih polinomijalnih funkcija.), tako sto svaku
klasu polinoma prikaZemo odgovaraju¢om (jedinstvenom) polinomijalnom funkcijom.

Definicija 2.1.5. Neka je V € A" mnogostrukost. Mnogostrukost W C A" naziva se pod-
mnogostrukost od V ako je W C V.

Propozicija 2.1.6. Neka je V C A" mnogostrukost. Postoji 1—1 korespodencija izmedu
algebarskih podskupova od V i radikalnih ideala u I (V). Dodatno, podmnogostrukosti od
V odgovaraju prostim, dok tocke u V odgovaraju radikalnim idealima u I" (V).

Dokaz. Direktna posljedica propozicije 1.6.6. Q.C.D.

Definicija 2.1.7. NekasuV C A" i W C A™ mnogostrukosti. Preslikavanje ¢ : V — W je
polinomijalno preslikavanje ako postoje polinomi Py, P,, ..., P,, € K[Xi, X5, ..., X,]
takvi da je

()O(al’ as, ~"’an):(Pl(al’ as, ~"’an)’ PZ(al’ an, ~"7an)’ "'aPm(ala aj, -"?an))’
zasve(ay, az, ..., a,) €V.

Svako preslikavanje ¢ : V — W inducira homomorfizam ¢ : ¥ (W, K) —» ¥ (V, K),
djelovanjem @ (f) = f o, f € F (W, K). Ukoliko je ¢ polinomijalno preslikavanje, jasno
jedaje p(I'(W)) CT'(V), §j. @Iy, je homomorfizam s I' (W) uI"(V). Ukoliko je V = A"
iW=A"te Py, Py, ..., P, € K[X}, Xz, ..., X,] odreduju polinomijalno preslikavanje
¢: A" - A" onda su Py, P,, ..., P, jedinstveno odredeni s ¢ (To slijedi iz korolara
1.2.27.). Stoga moZemo pisati da je ¢ = (Py, Pa, ..., Py).

Propozicija 2.1.8. Neka su V C A" i W € A™ mnogostrukosti. Svakom polinomijalnom
preslikavanju ¢ : V — W odgovara jedan i samo jedan homomorfizam ¢ : I' (W) — T'(V)
1 obratno.

Dokaz. Za dano polinomijalno preslikavanje ¢ : V. — W smo ve¢ opisali kako izgleda ho-
momorfizam @ : I' (W) — I' (V). Obratno, neka je ¢ : I'(W) — I'(V) homomorfizam. Za
svaki k € {1, 2, ..., m} odaberimo P, € K [X;, X5, ..., X,,] takav da je ¥ (X; + [ (W)) =
P+ 1 (V). Ovime smo dobili polinomijalno preslikavanje P = (Py, Py, ..., P,,) s A" u A"
koje inducira homomorfizam

P:T(AM =KX, Xs, ..., Xu) > TAY (= KX}, Xo, ..., X,].

Neka je felI(W), tadaje f+I(W)=0+1(W) paje y(f+I1(W))=0+1(V), zato je
P(f) e I(V), tj. P (W) CI(V), iz ovoga pak zakljuCujemo da je P (V) C W. Dakle,
moZemo promatrati polinomijalno preslikavanje P|, : V — W. Kako je o¢ito da je P|, = v
dobili smo i traZenu obratnu tvrdnju. Q.EC.D.
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Definicija 2.1.9. Uz oznake iz propozicije 2.1.8, polinomijalno preslikavanje ¢ : V. — W
je izomorfizam ako postoji polinomijalno preslikavanje s : W — V tako da je o ¢ = idy
ipoy = idy.

Napomena 2.1.10. U prethodnoj definiciji, idy je oznaka za identitetu na skupu X. Propo-
zicija 2.1.8 nam pokazuje da su dvije mnogostrukosti izomorfne ako i samo ako su njihovi
koordinatni prsteni izomorfni, nad K.

Neka je P = (Py, Py, ..., P,) polinomijalno preslikavanje A" — A", neka je F poli-
nom, a [/ ideal u K [X;, X5, ..., X,,] te neka je V algebarski skup u A™. Uvodimo oznake:

F'=P(F)=F (P, Py, ..., P,),
I =idealu K [X}, X5, ..., X,] generiran s {FP : FEI},
vP=P (V)= V(I (V)).

Definicija 2.1.11. Polinomijalno preslikavanje P = (Py, P, ..., P,) : A" — A" je afina
zamjena koordinata na A" ako je P polinom stupnja 1, za svaki k € {1, 2, ..., n} te ako
je P bijekcija.

Uz gornje oznake, neka je P, polinom stupnja 1 za svaki k € {1, 2, ..., n}. Tada je

P, = Z ayX; + ay, gdje su ay, ax, ..., a, € K 1 barem jedan od ayq, ..., a, je razliCit

=1
n

od 0. Vidimo da je P = P” o P’, gdje je P’ linearno preslikavanje, tj. P, = Z auX;, a P”
=1
je translacija, tj. P, = X; + ao. Jasno je da svaka translacija ima inverz, zaklju¢ujemo da

je P bijekcija ako i samo ako je P’ bijekcija. Ako su P i Q afine zamjene koordinata na A"
ondasutoi P! te P o Q, takoder, P je izomorfizam mnogostrukosti A" sa samom sobom.

Definicija 2.1.12. V C A" je linearna mnogostrukost ako je V =V (fi, f2, ..., fx) za
neki k € N i polinome fi, f>, ..., fi € K[Xi, X5, ..., X,] stupnja 1.

Propozicija 2.1.13. Neka je V C A" linearna mnogostrukost.

(a) Neka je P afina zamjena koordinata na A", tada je V* takoder linearna mnogostrukost
uA".

(b) Ako je V # 0, tada postoje m € {1, 2, ..., n} i afina zamjena koordinata P na A"
takva da je VP =V Xpits Xomszs s X, takavm e {1, 2, ..., n} je jedinstven, tj. ne
ovisi o zamjeni koordinata P.
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Dokaz. Nekajek e N1 fi, fo, ..., fr € K[X1, X5, ..., X,] polinomi stupnja 1 takvi da je
V=V, fas .- -s Jo)

(a)

(b)

Zelimo pokazati da je V¥ = P! (V) linearna mnogostrukost. PokaZemo li da je
vi=v (f’ (f), P(f), ..., P (fk)) gotovi smo, jer je jasno da je P (f;) polinom stup-
nja 1 zasvakil € {1, 2, ..., k}. No, ta Cinjenica slijedi lako na skupovnoj razini:

aeVP e P eV < f(P(a)=0,Vie{l,2, ...,k

= acV(P). P(f). ... P(f).

Dokazimo najprije, indukcijom po broju k, da takva zamjena koordinata P i broj
me{l, 2, ..., n} postoje. Neka je k=1, tj. V=V (f;), fi je polinom stupnja 1
pa postoje ay, ai, ..., a, € K, od kojih je barem jedan od a, a, ..., a, razli¢iti

od 0, takvi da je f; = Zale +ay. Nekaje he{l, 2, ..., n} takav da je a, # 0.
I=1
Definirajmo afinu zamjenu koordinata, za (by, b, ..., b,) € A", neka je:

Pl (bh bZa EI) bh—l’ bh? bh+l’ ) bn) =

n

1
=(by, by, ..., by, — (b, - Zazbz —aop), bpsr, ..., by),
& =1
I+h

.1 . —1
vidimo da je, P;" (c1, €2, -+, Ch1s Chs Chsls « -5 Cn) =

n

=(c1, €25 oo vy Cpmts E aic; + Ao, Cpst, - -5 Cn),
=1

za (cy, a2, ..., cy) € A". Dakle, v = V (X)), definirajmo joS$ jednu afinu zamjenu
koordinata, za (by, by, ..., b,) € A", neka je

P2 (bla b2’ ) bh—l’ bh’ bh+1’ R bn) = (bla b2$ D) bh—l’ bn’ bh+1’ ceey bh)’

lako se vidi da je P;' = P,. Neka je P = P, o Py, lako vidimo da je V" = V (X,),
¢ime je tvrdnja za k = 1 pokazana. Pretpostavimo da je k > 1 i da tvrdnja vrijedi
zak—1. Znamodaje V=V (fi, fo, ..., 0 =V NV(fi, fo, ...s fr-1). Prema
pretpostavci indukcije znamo da postoje afina zamjena koordinata P, na A" i broj
me{l,?2,...,n}takvi da je V(fi, fo, ..., fk_l)P‘ =V X1, Xms2s ---, X,), sada
je VI = V(£ (PY), Xmsts Xms2s - - -5 Xp). Vidimo da su varijable X1, X2, .. Xi
irelevantne u polinomu f; (P;) pa ga moZemo smatrati polinomom u varijablama
X, X5, ..., X,n. Kakoje V#£0, tojei V" #0 pa je polinom f, (P;) ili jednak



2.1. OSNOVNI POJMOVI1 39

nul-polinomu pa smo gotovi ili je jednak polinomu stupnja 1, jasno, u varijablama
X1, X2, ..., Xin. U tom slucaju primijenimo ve¢ dokazanu tvrdnju za k = 1, tj. pos-
toji afina zamjena koordinata P,, koja fiksira varijable X,,+1, X142, ..., X, takva da
je V(fk (P))F* = V(X,). Kona¢no, stavimo li da je P = P, o Py, dobivamo da je
VP =V (X, Xnets -5 X,). Ovime je dokazana egzistencija trazene zamjene koor-
dinata i brojam € {1, 2, ..., n}. Pokazimo jos da je taj broj m jedinstven. Pretposta-
vimo da postoje afine zamjene koordinata Py, P, na A" i brojevim, s € {1, 2, ..., n}
takvi da je

VPI = V(Xm+la Xm+2’ ceey Xn) te VP2 = V(Xs+l, XS+2’ ceey Xn) .

Dakle, V (Xus1, Xini2s ++ > Xp)© = V(Xgi1, Xgi2s - ..» X,), pri emu je P = P;' o Ps.
MoZemo, bez smanjenja opCenitosti, uzeti da je m < s. Pretpostavimo da je m < s.
Znamo da je V (P41, Pui2s ---» Pp) =V (Xsi1, Xsi2, .., X,), 1O, to sada znaci da
suP,.1, Puia, ..., P, medusobno zavisne, $to je kontradikcija. Dakle, pokazali smo
1 jedinstvenost broja m. Q.C.D.

Definicija 2.1.14. Broj m iz dijela (b) propozicije 2.1.13 naziva se dimenzija linearne
mnogostrukosti V C A",

Definicija 2.1.15. Neka sua = (ay, ay, ..., a,) ib = (by, by, ..., b,) dvije razliCite tocke
iz A". Pravac kroza i b je:

L=A(ai+tby—ay),a,+t(by—ay), ..., a,+t(b,—a,)) : t€K}.

Lema 2.1.16.
(a) Nekasua = (ay, az, ..., a,) ib = (by, by, ..., b,) dvije razlicite tocke iz A" te neka
je L pravac kroz a i b. Ako je P afina zamjena koordinata na A", onda je P (L) pravac
kroz P (a) i P (b).

(b) Svaki pravac u A" je linearna mnogostrukost dimenzije 1 u A" te je svaka linearna
mnogostrukost dimenzije 1 u A" jednaka pravcu kroz bilo koje dvije svoje razlicite
tocke.

(c) UA? pravac je isto $to i afina hiperploha V (f), za neki polinom f € K [X, Y], stupnja
1.

(d) Nekasua, b e A? Ay, A, dva razlidita pravca kroz a te By, B, dva razlicita pravca
kroz b. Tada postoji afina zamjena koordinata P na A’ takva da je P(a)=b i
P(Ay) = By, zak =1, 2.

Dokaz.
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Neka je P = (Py, P», ..., P,), kako je P afina zamjena koordinata, znamo da je za
svakik € {1, 2, ..., n}, P, polinom stupnja 1, tj. linearni funkcional A" — K. Dakle,
vidimo da je Py (ax + t (b — ai)) = Py (ar) + t (Py (b)) — Pi (ay)), iz Cega odmah do-
bivamo trazenu tvrdnju.

Uz oznake iz definicije 2.1.15, zato jer je a # b, postoji k € {1, 2, ..., n} takav da je
by —a; # 0. Sada lako vidimo daje L=V (fi, f5, ..., ficts fit1s --+» fn), gdje je
b —
f=X -2 X, —a)—a, Le{1,2,...,n), [ £k

by — ax
Ocito je da je to linearna mnogostrukost dimenzije 1. Obratno, svaka linearna mno-
gostrukost dimenzije 1 je, prema dijelu (b) propozicije 2.1.13 izomorfna, preko neke
afine zamjene koordinata, P na A", s V (X, X3, ..., X,). Jasno je da to zapravo pra-
vac {(k, 0, ..., 0) : k€ K}, ajasno je da je pravac jednak pravcu kroz svake dvije
svoje tocke. Prema (a) dijelu sada dobivamo traZzenu tvrdnju.

Ova tvrdnja slijedi direktno iz dokaza dijela (b).

Prema dijelu (c) vidimo da postoje polinomi fi, f>, g1, g2 € K [X, Y] stupnja 1 takvi
daje Ay =V (fi)1 By =V(gr), za k=1, 2. Pokazemo li da postoji afina zamjena
koordinata P na A? takva da je fi (P) = g, za k = 1, 2 gotovi smo, &injenica da je
P (a) = P (b) Ce slijediti direktno, jer, kao Sto smo ve¢ vidjeli, P prebacuje tocke
pravca na sliku tog pravca, a a je jedina zajedniCka tocka pravaca A; 1 A,, dok je b
jedina zajednicka toCka pravaca B; i B,. No, ta Cinjenice je ocita, jer kao u dokazu
dijela (b) propozicije 2.1.13 moZemo konstruirati zamjene koordinata takve da je A;
i By izomorfno s V (X), dok je A, i B, izomorfno s V (Y). Odgovaraju¢a kompozicija
tih zamjena dati ¢e nam upravo zamjenu koja nam treba Q.C.D.

Racionalne funkcije i lokalni prsteni

Neka je V neprazna mnogostrukost u A", znamo da je I (V) integralna domena, stoga ima
smisla promatrati polje razlomaka prstena I (V), shvaéenog u smislu napomene 2.1.4.

Definicija 2.2.1. Neka je V neprazna mnogostrukost u A", K (V) je polje racionalnih
funkcija na V i definira se kao polje razlomaka prstena I’ (V). Za f € K (V) kaZemo da je

definirana u tocki P € V ako postoje a, b € I' (V) takve da je f = g ib(P)#0.

Primijetimo da je f € K (V) opéenito moguce prikazati na puno nacina, no, ako je I' (V)

domena jedinstvene faktorizacije, prema lemi 1.2.5 taj prikaz f = 2, gdje su a1 b relativno

prosti je jedinstven do na mnoZenje brojnika i nazivnika konstantnom pa vidimo da je f
definirana u P € V ako i samo ako je b (P) # 0.
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Definicija 2.2.2. Neka je V C A" neprazna mnogostrukost i neka je P € V. Lokalni pr-
sten od V u P, Op(V), je skup racionalnih funkcija na V koje su definirane u tocki P. Skup
tocaka P € V u kojima racionalna funkcija f € K (V) nije definirana naziva se skup polova
funkcije f.

Lako se vidi da vrijede sljedece inkluzije medu prstenima:
KcT(V)COp(V)CK(V).
Propozicija 2.2.3. Neka je V C A" neprazna mnogostrukost.

(a) Skup polova racionalne funkcije f € K (V) je algebarski podskup od V.
(b) T(V) = () Op(V).

PeVv

Dokaz.

(a) Nekaje Jy ={g e K[X), Xs, ..., X,] : (g+1(V))f eI (V)},jasno jedaje Jsideal
u K [Xy, Xy, ..., X,] koji sadrzi I (V). P € V je to¢ka u kojoj f nije definirana ako
ne postoje a, b € I'(V) takvi da je f = g 1 b(P) # 0 pa vidimo da je skup polova

racionalne funkcije f upravo skup V(J f).

(b) Jasno je da je dovoljno dokazati da je (| Op(V) CT(V). Neka je f € | Op(V), to

PeVv PeVv
znaci da je V (J f) = () iz Cega po Nullstellensatz teoremu (1.5.22) dobivamo da je
Jr=KI[X1,Xs, ..., X, tj. 1 €Jrpaje f=1-fel'(V). Q.C.D.

Definicija 2.2.4. Neka je V C A" neprazna mnogostrukost i neka je P € V. Neka je f
racionalna funkcija na V koja je definirana u tocki P. Definiramo vrijednost od f u tocki

P, f(P)= %,gdje sua, beT (V) takve da f = ;—j ib(P)#+0.

Jasno je da gornja definicija ne ovisi o odabranom prikazu racionalne funkcije f.

Definicija 2.2.5. Ideal mp(V) = {f € Op(V) : f(P) = 0} se naziva maksimalni ideal od
VuP.

Jasno je da je mp(V) jezgra evaluacijskog homomorfizma s Op(V) na K, stoga je
Op(V)/mp(V) = K. Jasno je da je f € Op(V) invertibilna ako i samo ako je f(P) # 0,
iz Cega vidimo da je zapravo mp(V) = {f € Op(V) : f nije invertibilna} pa zakljucujemo
da je mp(V) uistinu maksimalan ideal u Op(V), a i vise, on je jedini maksimalan ideal u

Op(V).
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Lema 2.2.6. Neka je R prsten, tada je skup elemenata od R koji nisu invertibilni ideal ako
i samo ako R ima jedinstveni maksimalni ideal koji sadrZi svaki pravi ideal u R.

Dokaz. Neka je m skup svih elemenata od R koji nisu invertibilni. Ako je m ideal onda je
odmabh jasno da je on maksimalan i jedinstven takav. Obratno, jasno je da je svaki pravi
ideal u R sadrZzan u m, prsten R ima jedinstven maksimalan ideal koji sadrZi svaki pravi
ideal u R. Zaklju¢ujemo da taj maksimalni ideal sadrzi m pa moZe biti samo jednak m,
dakle, m je ideal. Q.EC.D.

Definicija 2.2.7. Svaki prsten R koji zadovoljava uvjete leme 2.2.6 naziva se lokalni pr-
sten.

Vidimo da su elementi koji nisu invertibilni u lokalnom prstenu u pravo oni koji ne
pripadaju jedinstvenom maksimalnom idealu. Takoder, vidimo da je Op(V) lokalni prsten
i mp(V) njegov maksimalni ideal, gdje je V C A" neprazna mnogostrukosti P € V.

Propozicija 2.2.8. Neka je V C A" neprazna mnogostrukost i neka je P € V. Op(V) je
Noetherina lokalna integralna domena.

Dokaz. Cinjenica da je Op(V) lokalna integralna domena je trivijalna. Preostaje nam do-
kazati da je svaki ideal 7 u Op(V) konacno generiran. Prema napomeni 1.4.11 znamo
da je I' (V) Noetherin prsten pa postoje k € Ni fi, f5, ..., fi € I'(V) koji generiraju ideal
INT(V)uTl (V). Neka je f el COp(V), tada postoji b € I' (V) takav da je b(P) #0 i
bf €I'(V),no, kak0Jef € I, zakljuCujemodaje bf € I N F(V) papostoje a;, ap, ..., a; €

I'(V)takvidaje bf = Z a, f;, konacno, vidimo da je f = Z —f1, tj. I je generiran isto s

=1
funkcijama f;, f5, .. fk kao ideal u Op(V). Q.ECD.

Propozicija 2.2.9. Neka je Op(V) lokalni prsten neprazne mnogostrukosti V. C A" u tocki
P € V. Tada postoji 1—1 korespodencija izmedu prostih ideala u Op(V) i podmnogostru-
kosti od V koje sadrZe tocku P.

Dokaz. Neka je I prost ideal u Op(V), tada je I N T (V) prost ideal u I'(V). 1z dokaza
propozicije 2.2.8 vidimo da I N I" (V) generira ideal / u Op(V), dok prema propoziciji 2.1.6
znamo da postoji 1—1 korespodencija izmedu prostih ideala u I' (V) i podmnogostrukosti
od V. Kako je I € Op(V) vidimo da sve dobivene mnogostrukosti sadrze tocku P. Ovime
je dokaz zavrSen. Q.C.D.

Propozicija 2.2.10. Neka je T afina zamjena koordinata na A" i neka je P € A". Neka je
T (P)= Q, tada je T : Op(A") — Op(A") izmorfizam. Ako je V C A" neprazna mnogos-
trukost i P € V', onda T inducira izomorfizam Oy(V) — OP(VT).
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Dokaz. Primijetimo da drugi dio tvrdnje slijedi direktno iz prvog. Neka su f, g € Op(A")
takve da je T (f) =T (g). To znadi daje f(T) = g(T), akako je T bijekcija, zakljuCujemo
daje f = g. Dakle, T je injekcija. Neka je g € Op(A"), ali tada je jasno da je f = g (T~!)
Op(A" idaje T (f) = g, dakle, T je i bijekcija. Q.C.D.

2.3 Dodatni algebarski pojmovi i rezultati

Lema 2.3.1. Neka je R integralna domena koja nije polje, tada je sljedece ekvivalentno:
(1) R je Noetherin lokalni prsten i maksimalni ideal je glavni.

(2) Postoji ireducibilni element t € R takav da se svaki z € R, 7 # 0 moZe, na jedinstven
nacin, prikazati kao z = ut", gdje je u invertibilan element u R, an € Zy.

Dokaz. Dokazimo najprije da (1) povlaci (2). Neka je m maksimalni ideal u R i neka je
t € R njegov generator. Neka su u, v € R" i neka sum, n € Zyy, m < n takvi da je ut" = vt".
Tada je ut"™ = v, dakle, ur"™ je invertibilan element, kako ¢ to nije, zaklju¢ujemo da je
n =m paiz toga i u = v. Dakle, imamo jedinstvenost zapisa, preostaje dokazati da svaki
z € R, z # 0 ima takav prikaz. Ukoliko je z € R* gotovi smo. Neka z nije invertibilan, to
znacidaje z € m, tj. z = z;¢ zaneki z; € R. Ako je z; € R" gotovi smo, ako nije nastavljamo
jednako dalje i dobivamo da je z,, = z,4+1f za neki z,,4; € R, gdje je n € N. Ukoliko je z, € R
za neki n € N gotovi smo, pretpostavimo suprotno. Vidimo da dobivamo rastuci niz ideala
(z1) € (z2) € ..., prema propoziciji 1.5.6 taj niz se u nekom koraku stabilizira, tj. postoji
n € N takav da je (z,) = (24+1) pa je Z,+1 = az, za neki a € R, tj. z, = atz,, $to znali da je
at = 1, §to je kontradikcija jer ¢ nije invertibilan. Obratno, (2) povlaci (1). To je ocito, jer je
jasno da je m = (¢) skup elemenata u R koji nisu invertibilni i to je jedinstveni maksimalni
ideal u R. Jasno je da je R Noetherin i da su svi pravi ideali u R oblika ("), za neki
neN. Q.C.D.

Definicija 2.3.2. Prsten R koji zadovoljava uvjete leme 2.3.1 naziva se prsten diskretne
valuacije, element t iz dijela (2) iste leme naziva se uniformizirajuéi parametar za R.

Vidimo da svaki uniformizirajuci parametar za R ima oblik ut, gdje je u € R*. Neka je
K polje razlomaka od R i fiksirajmo neki uniformizirajuci parametar ¢ za R. Tada se svaki
element z € K, z # 0, prema lemi 1.2.5, moZe na jedinstven nacin prikazati kao z = ut",
gdjejeuc R in € Z.

Definicija 2.3.3. Eksponent n € Z iz gornje diskusije nazivamo red elementa z i piSemo
n = ord (z), dodatno, definiramo ord (0) = +oo.

Primijetimodaje R ={z € K : ord(z) > O}tem ={z € K : ord(z) > 0} je maksimalni
ideal u R.
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Lema 2.3.4. Neka je R prsten diskretne valuacije i neka je K njegovo polje razlomaka.
(a) Zaa, b € K, ako je ord (a) < ord (b), onda je ord (a + b) = ord (a).

(b) NekasukeNiay, a, ...,a, € Ktele{l, 2, ..., k} takav da je ord (a;) < ord (ay),
zasvehe{l,2,...,k},h#1 Tadajea, +ar +...+a; # 0.

Dokaz. Neka je t € R uniformizirajuci parametar za R te neka je m = (¢) jedinstveni mak-
simalni ideal u R.

(a) Jasno je da je a # 0, ukoliko je b =0 tvrdnja je oCita. Neka je b # 0 i neka su
uy, uy € R i m, n € Zyy takvi da je a = uyt" i b = upt™, iz uvjeta ord (a) < ord (b)
dobivamo da je n < m. Sada je a + b = (u; + upt™ ") ¢". Kako je n < m dobivamo da
je up + upt™™" € R. Kada bi bilo u; + upt™™" € m, posto je ut™™" € m bilo bi u; € m,
a to je nemoguce jer je u; € R*. Dakle, v=u; + upt"™" e R*, tj.a+b=vt"iveR"
pajeord(a+ b) = n = ord (a).

(b) Jasno je da je ord(a;) < +oo pa je a@; # 0. 1z niza ay, ay, ..., a; izbacimo sve one
koji su jednaki 0, tj. pretpostavimo da su svi razliCiti od 0, tada istim postupkom kao
u (a) dobivamo da je ord(a; + a + ...+ a;) = ord (q;) < +o0 iz Cega vidimo da je
ar+ay+...+a;#0. Q.C.D.

Propozicija 2.3.5. Neka je R prsten diskretne valuacije s uniformizirajuéim parametrom t,
neka je m = (t) jedinstveni maksimalni ideal u R. Pretpostavimo da je polje K potprsten od
R takav da je mr o « izomorfizam s K na R/m, gdje je K SRS R/m, ulaganje i m kanonski
epimorfizam.

(a) Za svaki z € R postoji jedinstven A € K takav dajez — A € m.

(b) Za svaki z € R i za svaki n € Zs( postoje jedinstveni Ay, Ay, ..., 4, € K 17,41 €R
takvidajez = Ao+ A1t + ot® + ...+ Lt + Zpi "L

Dokaz.

(a) Ova tvrdnja je ocita jer postoji jedinstven A € K takavdaje A+ m=z+ muR/mte
tocno za taj 1 samo taj A € K vrijedidajez — 1 € m.

(b) Neka je z € Rin € Zy,. Dokazati cemo tvrdnju indukcijom po n. Prema dijelu (a)
vidimo da tvrdnja vrijedi za n = 0. Neka je n > 0 1 pretpostavimo da tvrdnja vrijedi
za n — 1. To znaci da postoje jedinstveni Ay, 4y, ..., 4,-1 € K 1 z, € R takvi da je
2= Ao+ 4t + L + ...+ 4,7 + 7, no, kao §to je pokazano, tvrdnja vrijedi za
za n = 0 pa postoje jedinstveni A, € K i z,,1 € R takvi da je z, = A, + z,11t, dakle,
tvrdnja vrijedi 1 za n. Q.C.D.
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Neka je R integralna domena. Neka je F € R[X;, X5, ..., X,+1] homogen polinom.
Definiramo ‘“dehomogenizaciju” polinoma F kao F. = F (X, X5, ..., X,, 1), vidimo da
je F. e R[Xi, Xs, ..., X,,]. Obratno, za svaki polinom f € R[X, X, ..., X,], razliCit od
nul-polinoma, stupnja d € Z,, neka je f = fo+ fi + ...+ fa4, gdje je fr homogen poli-
nom stupnja k, k € {0, 1, ..., d}. Definiramo “homogenizaciju” polinoma f kao polinom
ffeR[X, X5, ..., Xui1],

. 5 X] X2 Xn
=X XA+ o+ =X
Xn+1 Xn+1

9 s ey

vidimo da je f* homogen polinom stupnja d.

Propozicija 2.3.6. Uz gornje oznake, neka su F, G € R[X, X, ..., X,+1] homogeni po-
linomi, neka su f, g € R[X;, X, ..., X,] razli¢iti od nul-polinoma i neka je r = deg (f) i
s = deg(g).

() (FG), = F.G.,(fg)" = ["g".

(2) AkojeF # 0id € Zs je najveca potencija od X,,,| koja dijeli F, onda je XZH (F.)" =

F, takoder je (f*), = f.

3) (F+G),=F.+G,,akojef+g+0,ondaX,, (f+g) =X, f +X,4&, gdjeje
t=r+s—deg(f+g).

Dokaz. Sve tvrdnje slijede direktnim rac¢unom. Q.C.D.

Korolar 2.3.7. Uz iste oznake, do na potencije od X, faktoriziranje homogenog poli-
noma F € R[X,, X5, ..., X,.1] je isto Sto i faktoriziranje polinoma F'. u prstenu polinoma
R[X,, Xa, ..., X,]. Specijalno, ako je K algebarski zatvoreno polje i F € K [X, Y], onda
se F' razlaZe na produkt linearnih faktora.

Dokaz. Prva tvrdnja je direktna posljedica propozicije 2.3.6, dok druga tvrdnja slijedi di-
rektno iz prve i Cinjenice da je K algebarski zatvoreno polje. Q.C.D.

Propozicija 2.3.8. Neka je K polje. Neka je, zan € N, d € Zs:
Vd,n)={feKI[X, Xs, ..., X,] : f je homogen polinom stupnja d} .

(a) V (d, n) je vektorski prostor nad K ¢iju bazu ¢ine monomi stupnja d.

(b) dimV (d, n) = (d+ " 1).

n-1
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Neka su Ly, Ly, ... My, M,, ... nizovi linearnih (stupnja 1) homogenih polinoma u
K [X, Y]. Pretpostavimo da za sve [, m € N ne postoji A € K takav da je L; = AM,,,.
Neka je, za sve, meN, Ay, = LL,---L;- M\\M,---M,,, dodatno, za l ili m = 0,
nekaje AZO =LiL,--- L, AOm =M M,---M, te A()() =1. Tadaje Skllp

{Am : L meZy, l+m=dj

bazazaV (d, 2).

Dokaz.

(a)
(b)

()

Ova tvrdnja je ocCita.

Prema (a) vidimo da treba pokazati da je u prstenu K [X;, X5, ..., X,] broj monoma

d+
stupnja d jednak ( " ), a to je jasno, jer je to upravo broj nenegativnih cjelo-

n—1
brojnih rjeSenja jednadzbe x; + x, + ...+ x, = d.

Prema (b) vidimo da je dovoljno pokazati da je dani skup polinoma linearno nezavi-

2-1
Ovu tvrdnju ¢emo dokazati indukcijom po d € Zsy. Za d = 0 tvrdnja je ocita, za
d =1 tvrdnja direktno slijedi iz danog uvjeta. Neka je d > 1 i pretpostavimo da
tvrdnja vrijedi za d — 1. Neka su ay, a1, ..., @z € K takvi da je

d+2-1
san nad K, zato jer je broj polinoma u tom skupu jednak upravo ( ) =d+ 1.

QpAog + anl(d_l) + ...+ azAn =0.

Sada vidimo da je aoAoq + Ly (QIAO(d—l) + QZA](d—Z) + ...+ adA(d—l)O) = 0. Prvi su-
mand je jednak agM M, - - - M,, dok je drugi sadrzan u idealu (L;). Iz danog uvjeta
na polinome L; i My, M,, ..., M, direktno slijedi da je agM M, --- M, ¢ (Ly) pa
mora biti @y = 01 @1Apu-1) + @2A14-2) + - . . + ¥gA—1)0 = 0. Konacno, iz induktivne
pretpostavke slijedidajea; =a, = ... = a4 = 0. Q.C.D.

Neka je n € N i neka su Ry, R;, ..., R, prsteni. R = Ry X R, X ... X R, smatramo pr-
stenom s uobiCajenim zbrajanjem i mnoZenjem po koordinatama.

Definicija 2.3.9. R nazivamo direktnim produktom prstenova R, R,, ..., R, i piSemo
R = ]_[ R..
k=1
Jasno je da su projekcije my : R — Ry, mi(ay, as, ..., a,) =a, ke {l, 2, ..., n} ho-

momorfizmi prstenova. Direktni produkt prstenova karakteriziramo tako da za svaki pr-
sten S i homomorfizme ¢, : S — Ry, k € {1, 2, ..., n} postoji jedinstven homomorfizam
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¢:S = Rtakavdajem, o p = ¢, zasve k € {1, 2, ..., n}. Specijalno, ako je K polje koje
je sadrZano, kao potprsten, u svakom prstenu R, k = 1, 2, ..., n, onda K moZemo smatrati
1 potprstenom prstena R.

Definicija 2.3.10. Neka su [ i J ideali u prstenu R. Produkt ideala I i J, u oznaci 1J je
ideal u R generiran skupomf{ab : a€l, b € J}.

Sli¢no, zan € Nily, I, ..., I, ideale u R definiramo /,1, - - - I,, kao ideal u R generiran

skupom {aja,---a, : ay €, a €y, ..., a, €1,}). Za svaki ideal I u R definiramo da je
IP=R I'=Itel"=1I"" zasveneN, n> 1. Imajmo na umu da I" sadrZi sve n-te po-
tencije elemenata od 7, ali nije nuZno generiran njima. JasnojedajeR=1°21'2I°D....
Pretpostavimo li da je I generiran s ay, a, ..., a; zaneki k € N, onda je I" generiran sku-
pom{alllalzz-nai" L b, lk EZZQ, [ +lz+...+lk :I’l}.
Primjer 2.3.11. NekajeR = K [X;, X5, ..., X,]il = (X1, X5, ..., X,,). Tadaje,zad € N,
I generiran monomima stupnja d, tj. u I se nalaze oni i samo oni polinomi u kojima je
svaki monom stupnja barem d. ZakljuCujemo da monomi stupnja manjeg od d, toCnije,
njihove slike pri kanonskom epimorfizmu u R/I¢ tvore bazu za R/I¢, nad poljem K.

Neka je R potprsten prstena S i neka je I ideal u R. Tada je IS ideal u S generiran
elementima od /. Lako se vidi da je IS = (IS)", za svakin € N.

Definicija 2.3.12. Neka su I i J ideali u prstenu R. Suma ideala I i J, u oznaci I + J je
jednaka{a+b : a€l, be J}.

Lako se vidi da je I + J ideal u S, StoviSe, to je najmanji ideal koji sadrzi /1 J.

Definicija 2.3.13. Neka su [ i J ideali u prstenu R. KaZemo da su I i J relativno prosti
ideali ako je I + J = R.

Primijetimo da su 7 1 J relativno prosti ako 1 samo ako postoje a € 11 b € J takvi da je
a + b = 1g. Ukoliko je m maksimalni ideal u R i / ideal u R koji nije sadrZzan u m, jasno je
dajem+17=R.

Lema 2.3.14. NekasuliJ ideali u prstenu R. Tada je IJ C I N J, ukoliko su I i J relativno
prosti, onda vrijedi jednakost.

Dokaz. Tvrdnjadaje IJ C I N J je ocita. Pretpostavimo da su / i J relativno prosti ideali,
tada je

INJ=UNDHR=UNnNHU+NH)=UnNHI+UNNJCJI+1J=1J.

Dakle, vrijedi jednakost. Q.C.D.
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Lema 2.3.15. Neka je N € N te neka su I, I, ..., Iy i J ideali u prstenu R. Tada vri-
jedidaje(l + L+ ...+ Iy)J=0LJ+LJ+...+IyJte(L---Iy)" =1L} --- I}, za svaki
ne Zz().

Dokaz. Obje tvrdnje je dovoljno dokazati samo za N = 2, opCenito onda lako slijedi in-
dukcijom. No, to lako vidimo, naime:

(11+12)J ({(a1+a2)b : CIIEIl,CleIz,bEJ}>

= ({a1b+a2b ca1 €L, ar €D, be J}> =LJ+LJ

Za n = 0 tvrdnja je ocCita. Neka je n > 0, imamo

(LDL)" = ({(anaxn)(@naxn)- - -(anay) : aw €1y, ax € L, ke {l,2, ..., n}})
= ({(anan---a) - (anaxn---ay) : a €, ax €, ke{l, 2, ..., n}})
= I'I}.
Q.EC.D.
Lema 2.3.16.

(a) Neka sul iJ relativno prosti ideali u prstenu R, tada su I'"" i J" relativno prosti ideali
zasvem, n € Zsy.

(b) Neka je N € N i neka su Iy, I,, ..., Iy ideali u R. Pretpostavimo da su ideali I} i
N

ﬂ I, relativno prosti, za svakik € {1, 2, ..., N}. Tada je

=1, I#k

ragn..nl=UhL---Iy'=LNnhLn...0ly", ¥YneN.

Dokaz.

(a) Ako je m =0 ili n =0 tvrdnja je ocita pa neka je m >01n>0. I1J su rela-
tivno prosti pa onda postoje a € I 1 b € J takvi da je a + b = 1. No, to znaci da
je (a + b)™™" = 1, konatno

—

n— m+n
lR — (a + b)m+n — aman—kbk + Z am+n—kbk—nbn .
k k=n

Il
(=}

erm eJn

Dakle, I i J" su relativno prosti ideali u R.
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(b) Ovu tvrdnju ¢emo dokazati matematickom indukcijom po N. Za N =1 tvrdnja je
oCita. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki N € N, dokazimo juza N + 1. Prema
pretpostavci odmah dobivamo da je

J=r'ngn.. .0l =l'nkn..0lnl, =0nhn.. 0Ly 0,

Ideali 1 n L, n...N1Iy 1 Iy su relativno prosti pa su prema dijelu (a) relativno
prostiiideali (s N L N...N1Iy)"ily,,, zato je, prema lemi 2.3.14,

(Ilﬂlzﬂ...ﬂIN)"ﬂIX,H =(Ilﬂlzﬂ...ﬂIN)”I;’,+1,

a prema lemi 2.3.15 imamo (/i N L N...NIy)" Iy, =[(LhNnLN...NIy) Iya]".
Konac¢no, primijenimo li lemu 2.3.14 dobivamo J = (I; NI, N...N Iy,)", a isko-
ristimo 1i pretpostavku indukcije zan = 1 imamo i J = (11, - - - Iy41)". Q.C.D.

Lema 2.3.17. Neka su I i J ideali u prstenu R. Neka je I kona¢no generiran i neka je
I C Rad (J). Tada postoji n € N takav da je I" C J.

Dokaz. NekasukeNiay, ay, ..., ar € Rtakvidaje I = (aj, az, ..., ar). I CRad(J) pa
postoje ny, ny, ..., nx € Ntakvidajed|', ay, ..., a;* € J. Stavimon = n; +ny + ... + ny.
Znamo, [" = <{all‘a122-~aff b by o €2y, L+ + = n}> no, to znaci da
postoji h € {1, 2, ..., k} takav da je [, > nj, u suprotnom bi bilo l; + L, + ... + [, <n. Tj.

imamo da je aZ’ = aZ’_"haZ” € J, kona¢no vidimo da je I" C J. Q.ED.

Lema 2.3.18.
(a) Neka sul C J ideali u prstenu R. Postoji prirodni epimortizam R/l — R/J.

(b) Neka je I ideal u prstenu R koji je potprsten prstena S . Postoji prirodni homomorfi-
zamR/I — S/IS.

Dokaz.

(a) Tvrdnja je ocita, za r € R stavimo da je ¢ (r + I) = r + J. ¢ je trazeni epimorfizam,
dobro je definiran jer je / C J, a ¢injenica da je rijec o surjektivnom homomorfizmu
je ocita.

(b) Jednostavno stavimo y (r + I) = r + 1§, jasno je da je to homomorfizam, a dobro je
definiran jer je I C IS. QE.D.

Lema 2.3.19. NekajeP =(0,0, ..., 0) € A", O = Op(A"), m = mp(A") te neka je I ideal
uKI[Xi, Xa, ..., X,] koji je jednak (X, X5, ..., X,). Tada je IO = w, za sve k € N.
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Dokaz. Jasno je da je dovoljno dokazati da je /O = m. No, ! € O je u m ako i samo
8
ako je (0,0, ...,0) =0, a iz toga zakljuCujemo X; | f (u K [X;, Xz, ..., X,.]), za sve
ke{l,2,...,n}. Nototocno znacida X; | ]—C (u 0). Zakljuéujemo da je IO = m. Q.€.D.
8
Lema 2.3.20. Neka je V neprazna mnogostrukost u A", I = 1 (V) C K [X;, X5, ..., X,] te
P e V. Neka je J ideal u K [X;, X5, ..., X,] koji sadrZi I te neka je J' slika ideala J u

I' (V). Postoji prirodni izomorfizam ¢ : Op(A")/JOp(A") — Op(V)/J'Op(V). Specijalno,
Op(A")/IOp(A") je izomorfno s Op(V).

Dokaz. U slu€aju kada je J = I 1 uz pretpostavku da vrijedi prva tvrdnja, odmah vidimo
da vrijedi druga tvrdnja, zato jer je u tom slucaju J' = J/I = I/I = {0}, stoga smo gotovi
dokazemo li prvu tvrdnju. Svaku funkciju = € Op(A") moZemo smatrati i kao funkciju u
Op(V), tako da jednostavno gledamo odgovarajuce klase od f, odnosno g u I' (V). Stoga
je prirodno da definiramo preslikavanje ¢ (]—C + JOP(A”)) = ]—C + J'Op(V). Dokazemo li da
je to preslikavanje dobro definirana funkci(Jga odmah Vidimogda je rije¢ o homomorfizmu

koji je surjektivan te nam ostaje jo$ za dokazati injektivnost. Jasno je da je = € JOp(A")
8

ako i samo ako je f € J. No, tada odmah vidimo da gledamo li A kao funkciju u J'Op(V)
da je pripadna klasa od f zapravo u J’, jer je I C J. Ovime smo dobili da je dano pres-
likavanje dobro definiramo. Ako je ¢ (I + JOP(A")) =0+ J'Op(V), vidimo da je klasa
od fuTI'(V) zapravo u J', a to je mogugée jedino ako je f € J, zato jer je I C J. Dakle,
=+ JOp(A") = 0+ JOp(A"), tj. jezgra epimorfizma ¢ je trivijalna, konacno zakljucujemo
ga je ¢ izomorfizam. Q.C.D.

Lema 2.3.21. Idealil, J C K [X;, X», ..., X,] surelativno prosti ako i samo ako je V (I)N
V) =0.

Dokaz. Ozna¢imo R = K [X;, X5, ..., X,]. Znamo daje V)NV (J)=V U +J). Ako
je I +J =R jasno je da je V(I + J) =0, dok nam obratnu tvrdnju daje Nullstellensatz,
tj. teorem 1.5.22. Q.C.D.

nn+1)

Lema 2.3.22. Nekajel = (X, Y) C K[X, Y]. Vrijedi: dimg (K [X, Y] /I") = 5 za

svaki prirodni broj n.

Dokaz. Tvrdnja slijedi direktno pomocu primjera 2.3.11 i ¢injenice da monoma stupnja

+1
manjeg od n u K [X, Y] ima tocno " (n2 ). Q.C.D.
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Sljedeci teorem ¢e nam biti koristan da poveZemo lokalna svojstva (gdje ulogu igraju
lokalni prsteni) s globalnim svojstvima (koordinatni prsteni).

Teorem 2.3.23. Neka je I ideal u K [X, X», ..., X,] te neka je V(I) = {Py, P, ..., Py},
za neki m € N, konacan skup tocaka iz A". Neka je Oy = Op (A"), zasvek € {1, 2, ..., m},
tada je

KXy, X, ..., X1 /1 = | [ /100

k=1

Dokaz. Prema (b) dijelu leme 2.3.18 znamo da, za svaki k € {1, 2, ..., m}, postoji prirodni

homomorfizam ¢; : R — Ry, gdje je R = K [X|, X5, ..., X,] /11 R, = O/10. Jasno je da

ovime dobivamo homomorfizam ¢ : R — l_[Rk, tako da stavimo ¢ = (¢, ¢©2, ..., Q).
k=1

Tvrdimo da je taj homomorfizam zapravo izomorfizam. Dokazimo to. Neka je, za sve
ke{l,2,...,m}, I, =1({P;}). Jasnojedaje I C I, Yk € {1, 2, ..., m}. Prema Hilberto-

vom teoremu (1.5.22) o nulama znamo da je Rad (/) = I {Py, P, ..., P,}) = ﬂ I, prema
k=1

m

d
lemi 2.3.17 sada vidimo da postoji d € N takav da je (ﬂ Ik) € I. Prema lemi 2.3.21 vi-
k=1

m
dimo da su, za svaki [ € {1, 2, ..., m}, ideali ﬂ I; 1 I; relativno prosti, stoga je, prema
k=1, k#l

m m d
(b) dijelu leme 2.3.16, ﬂ 19 = (ﬂ Ik] C I. Premalemi 1.5.3, zasvaki k € {1, 2, ..., m},

k=1 k=1
mozemo odabrati F; € K [X;, X; ..., X,] takav da je F (P;) = 0y, (Kroneckerova delta,

tj. 1 ako je [ =k, inace 0.), za sve [ € {1, 2, ..., m}. Neka je, za sve ke {1, 2, ..., m},
d

E,=1- (1 - F,‘f) , lako vidimo da postoji Dy € K [X;, X3, ..., X,]takavdaje E; = F,ka.

Dakle je E; € Ild ako 1 samo ako je [ # k, za sve [ € {1, 2, ..., m}. Lako se vide sljedece

dvije ¢injenice:

m

1= E=(1-E)- > EMe(l.2...om) e[ |Icl.
k=1 k=1

k=1,k#l

EkEle[ M I,f]l,fgﬂl,;’gl, Vk,le{1,2,....m}, k#1.
k

=
1l
—_
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Neka je e, jednak odgovarajucoj klasi polinoma E; u R, za k € {1, 2, ..., m}. Tada je
prema prethodnim ¢injenicama:

m

Dien=1, eer =0,k 1€ (1,2, ....m}, k#L

h=1
Dokazimo pomoc¢nu tvrdnju. Neka je G € K [X, X», ..., X,] takav da je G (P,) # 0 tada
postoji T € K [Xy, X5, ..., X,] takav da je tg = e;, gdje su g i ¢t odgovarajuce klase poli-
noma G 1 T u R. Jasno je da moZemo pretpostaviti da je G(P;) = 1. Nekaje Q=1-G,

jasno je da je Q € I, odnosno Q% € Ii’ paje QE, € ﬂ I,f C I. Sada je jasno, stavimo li
k=1
T=E+QFE +...+ Q‘HEI, imamo 7G = E; — QdEl, odnosno tg = e;. Konacno, uz
sve do sada pokazano, dokazujemo da je ¢ injekcija i surjekcija. Neka je f odgova-
rajuca klasa polinoma F € K [X;, X5, ..., X,,] u R te neka je ¢ (f) = 0. To znaci da je,
zasvaki k € {1, 2, ..., m}, ¢ (f) = 0, odnosno, postoji G € K [X;, X5, ..., X,] takav da
je Gy (Py) #0 1 Gy F € I. Prema pomo¢noj tvrdnji, postoji T € K [X;, X», ..., X,] ta-
kav da je 1,gr = ex, gdje su #; 1 g, uobicajeno odgovarajuce klase polinoma 7 1 G, u R.

m m

Sada je f = fZek = Ztkgkf =0, jer je gufi =0, za sve k€ {1, 2, ..., m}. Dakle, ¢
k=1 k=1
je injekcija. Neka je k € {1, 2, ..., m}. Kako je E; (Py) = 1 # 0 vidimo da je ¢ (e;) # 0.

Nadalje, ¢ (ex) ¢ (e)) = @i (exe) = ¢ (0) =0, zasvaki l € {1, 2, ..., m}, | # k, iz toga je

@i (e) = 0. ZakljuCujemo da je ¢y (ex) = ¢ Z eh) = ¢ (1) = 1. Konacno, pokazujemo
h=1

da je ¢ surjekcija, neka je z = ﬂ, %, cees dn ) l—[ Ry. Prema pomo¢noj tvrdnji znamo
by b, bu) |
da, za svaki k € {1, 2, ..., m}, postoji (odgovarajuéa klasa nekog polinoma) #; takav da

. . a o .. . a

je tiby = ex, tj. b—k = ayty. Konacno, vidimo da je ¢ E aitie;| = ¢ (axty) = b—k, odnosno,

k k
=1

® [Z altlel) = z. Ovime smo dobili da je ¢ i surjekcija. Q.C.D.
I=1

Sljedeca dva korolara su direktna posljedica prethodnog teorema, stoga ih navodimo
bez dokaza.

Korolar 2.3.24. Neka je I ideal u K [X;, X», ..., X,] teneka je V(I) = {Py, P, ..., Py},
za neki m € N, konacan skup tocaka iz A". Tada je

dimg (K [X1, Xa, ..., X,1 /1) = ) dim (Op,(A")/10p,(A")).

k=1
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Korolar 2.3.25. NekajelidealuK [X,, X,, ..., X,] tenekajeV (I) = {P}, gdjeje P € A",
tada je
K[X1, Xp, ..., Xu]l /1 = Op(A")/10p(A").

Reci ¢emo joS ponesto o kvocijentima modula 1 egzaktnim nizovima, zatim napokon
dolazimo na ravninske krivulje i njihova osnovna (lokalna) svojstva.

Definicija 2.3.26. Neka je R prsten i neka su M i M’ R—moduli. Homomorfizam Abelovih
grupa ¢ : M — M’ se naziva homomorfizam R-modula ako je ¢ (rm) = r¢ (m), za sve
reRimeM.

Jasno, ukoliko je ¢ injektivan, surjektivan, odnosno bijektivan kazemo da je on mono-
morfizam, epimorfizam, odnosno izomorfizam R-modula.

Neka je R prsten i neka je N R—podmodul R—modula M. Za svaki me M i r € R
stavljamo da je r (m + N) = rm + N. Lako vidimo da smo ovime kvocijentnu grupu M/N
ucinili R—modulom i to tako da je kanonski epimorfizam M — M/N zapravo epimorfizam
R-modula.

Definicija 2.3.27. Uz prethodne oznake i diskusiju, M/N se naziva kvocijentni modul
modula M po podmodulu N.

Definicija 2.3.28. Neka je R prsten, neka su M, M’', M’ R—moduli i neka su¢p : M" — M
iy : M — M"” homomortizmi R—modula. KaZzemo da je niz (modula i homomorfizama)

MESmS M
egzaktan (u M) ako je Im (¢) = Ker ().
Uz iste oznake, lako vidimo da su nizovi
0o-ME5M i ML M >0

egzaktni ako i samo ako je ¢ injekcija i ¢ surjekcija. To slijedi iz Cinjenice S§to pos-
toje jedinstveni homomorfizmi R—modula 0 - M’ i M” — 0, oba jednaka konstanti 0.
Analogno, za prsten R, R—module M, M,, ..., M,,; (n € N, n > 2) i homomorfizme R—
modula ¢ : My = My,,zak =1, 2, ..., n, reéi ¢emo da je niz

@1 ¥2 @n
My > M-S ...> M,

egzaktan ako je Im (¢;) = Ker (¢41), zak =1, 2, ..., n — 1. Dakle, uz uobicajene oznake,
niz

oM E5ML M S0
je egzaktan ako i samo ako je ¢ injekcija i ¢ surjekcija te Im (¢) = Ker ().
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Propozicija 2.3.29.

(a) Neka je 0 —» V' LSvhv oo egzaktni niz konacno dimenzionalnih vektorskih
prostora (i linearnih preslikavanja) nad poljem K. Tada je dim V' + dim V" = dim V.

(b) Neka je 0 — V; 5 v, 5 vy 5 v, - 0 egzaktni niz kona¢no dimenzionalnih vek-
torskih prostora (i linearnih preslikavanja) nad poljem K. Tada je
dim V; — dim V, + dim Vi — dimV, = 0.
Dokaz.

(a) Ovo slijedi direktno iz teorema o rangu i defektu i ¢injenice da je V' = Ker (¥) i
V" =1Im ).

(b) Oznac¢imo W = Im (¢,) = Ker (¢3) te neka je ¢ : W — Vj ulaganje, tada su nizovi

0>V, A3v8ws0 i 0-owSv3 w50

egzaktni. Prema (a) dijelu tada vidimo da je dimV; + dim W = dim V, te takoder
dim W + dim V, = dim V3. Oduzimanjem ove dvije jednakosti dobivamo trazenu
tvrdnju. Q.C.D.

Lema 2.3.30. Neka je O lokalni prsten i m njegov jedinstveni maksimalni ideal, tada, za
svaki n € N, postoji prirodni egzaktni niz O-modula i homomorfizama O—modula:

0— mn/mn+l i) O/mn+l i) O/mn = 0.
Dokaz. Jednostavno stavimo da je ¢ ulaganje te ( f+ m”“) = f+m", zasvaki f € 0. ¥
je dobro definirano jer je m™*! € m". Q.ED.

Lema 2.3.31. Neka je R prsten diskretne valuacije s uniformiziraju¢im parametrom t i
maksimalnim idealom m = (t). Pretpostavimo da je polje K potprsten od R takav da jem o

izomorfizam s K na R/m, gdje je K SRS R/, ulaganje i m kanonski epimorfizam.
(a) Za svakin € Zs je dimg (m”/m”“) =1 idimg (R/m") = n.
(b) Nekasuze Rin € Zy takvida je (z) = m", tada je ord (z) = n = dimg (R/ (2)).
Dokaz.

(a) Prva tvrdnja je ocita, jasno je da je baza za m"/m™*! nad K jednaka ¢ + m"*'. Drugu

tvrdnju dobivamo direktno iz (b) dijela propozicije 2.3.5.

(b) Jasno je da je dovoljno pokazati da je ord (z) = n. No, to slijedi direktno iz Cinjenice
da je (z) = m" = ("), $to nam govori da se z i ¢ razlikuju do na mnoZenje invertibil-
nim elementom, a to to¢no znaci da je ord (z) = n. Q.C.D.
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2.4 Ravninske krivulje

Polje K nam je i dalje algebarski zatvoreno. Uvesti cemo malo drukéiju definiciju pojma
afine ravninske krivulje, no ona u sustini ostaje ista, samo je na ovaj nacin operativnija.
Naime, iako su skupovi to¢aka u A? koje zadovoljavaju jednadzbe X = 01i X* = 0 geome-
trijski jednaki, mi ¢emo te dvije krivulje smatrati (algebarski) razli¢itima.

Definicija 2.4.1. Za dva polinoma F, G € K [X, Y] kaZzemo da su ekvivalentni ako je
F = AG za neki 0 # A € K. Afina ravninska krivulja je odgovarajuca klasa ekvivalen-
cije nekog nekonstantnog polinoma u K [X, Y].

Lako se vidi da imamo relaciju ekvivalencije. Govoriti ¢emo naprosto “krivulja” kada
god je iz konteskta jasno na §to se to¢no misli. Nekonstantni polinom F € K [X, Y] ¢emo
smatrati 1 krivuljom, znajuci da pri tome zapravo mislimo na cijelu klasu ekvivalencije.

Definicija 2.4.2. Stupanj krivulje je stupanj definiraju¢eg polinoma. Krivulje stupnja 1
nazivamo pravcima.

Ova definicija pravca se podudara s ve¢ spomenutom (2.1.15), Sto se lako vidi. Takoder,
jasno je da definicija stupnja ne ovisi o izboru definirajuceg polinoma.

Definicija 2.4.3. NekajeF € K [X, Y] te neka je F = l_[ F*, gdjesun, ri, ry, ..., r, €N
k=1
i1F, e K[X, Y] (kell, 2, ..., n}) ireducibilni polinomi, rastav polinoma F u ireducibilne

faktore. KaZemo da su F;, komponente od F, a broj r;, je kratnost komponente F}.
KaZemo da je komponenta F, jednostruka ako je r;, = 1, inace kaZemo da je viSestruka.

Primijetimo da komponente krivulje F' mozemo odrediti iz V (F'), no ne moZemo znati
njihove kratnosti. Ako je F ireducibilna krivulja (ireducibilni polinom), onda je V (F)
(neprazna) mnogostrukost u A2, kraée éemo pisati I' (F), K (F) i Op(F), umjesto I' (V (F)),
K (V(F))10p(V (F)).

Regularne i singularne tocke

U izrazu “neka je F krivulja” ¢emo podrazumijevati da je krivulja zapravo odgovarajuca
klasa ekvivalencije nekonstantnog polinoma F € K [X, Y]. Fx i Fy su, standardno, oznake
za derivaciju polinoma F po varijabli X, odnosno Y.

Definicija 2.4.4. Neka je P = (a, b) tocka krivulje F. Tocka P je regularna tocka krivulje
F ako je Fx (P) # 0 ili Fy (P) # 0. Tangenta na krivulju F u njenoj regularnoj tocki P je
pravac F, (P)(X —a) + Fy (P)(Y — b) = 0. Singularna tocka je ona koja nije regularna,
nazivamo ih jos i viSestrukima. Krivulja kojoj su sve tocke regularne naziva se glatka (ili
nesingularna ili regularna) krivulja.
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Definicija 2.4.5. Neka je F kivulja i neka je P = (0, 0) € A%, Neka je F = Z Fy, gdje
k=0
je n € N i F, homogen polinom stupnja k € {0, 1, ..., n}, F,, # 0, jedinstven prikaz poli-

noma F kao sume homogenih polinoma. Definiramo kratnost (ili multiplicitet) tocke P na
krivulji F kao najmanjim € {0, 1, ..., n} takav da je F,, # 0. Oznacavamo m = mp (F).

Primijetimo da je P € F ako i samo ako je mp (F) > 0. Takoder, lako se vidi da je tocka
P regularna ako i samo ako je mp (F)) = 1, u tom slucaju je tangenta na krivulju F u tocki P
jednaka upravo F;. Prirodno ¢emo u slucaju m = 2 reci da je rije¢ o dvostrukoj, u slucaju
m = 3 trostrukoj, tj. opéenito m-strukoj tocki krivulje F. F,, je homogen polinom u dvije
varijable pa se prema korolaru 2.3.7 razlaze u produkt linearnih faktora. Zato moZemo

pisati F,, = rler, gdjesun €N, Ly pravciir, e N, ke {l, 2, ..., n}.

k=1
Definicija 2.4.6. L, k=1, 2, ..., n su tangente na F u tocki P = (0, 0), r, je kratnost
odgovarajuce tangente. Ako je r, = 1 kaZemo da je pravac L, jednostruka tangenta, ako je
r. = 2 kaZemo da je dvostruka, i sli¢no za ostale. Dodatno, za pravac tockom P koji nije
tangenta krivulje F kaZemo da je kratnosti 0.

Definicija 2.4.7. Ako krivulja F ima m (stupanj polinoma F,,) razlicitih (tada su, jasno,
sve jednostruke) tangenti u tocki P, kazemo da je P jednostavna m-struka tocka krivulje
F. Jednostavna dvostruka tocka naziva se ¢vor.

Neka je F krivulja, ne N1 F = l_[ F,* rastav na ireducibilne faktore. Tada je, za

k=1
n

P=(0,0),mp(F)= Z exmp (Fy). Nadalje, ukoliko je pravac L tangenta na krivulju Fy (u
k=1
tocki P) kratnosti ry € Zso, zak € {1, 2, ..., n}, onda je L tangenta na krivulju F kratnosti

Z ex1y. Dakle, vidimo da je tocka P regularna tocka krivulje F' ako i samo ako P pripada
k=1
tocno jednoj komponenti, Fy, krivulje F te je e, = 11 P je regularna tocka komponente F.

Preostaje nam prosiriti sve uvedene definicije opéenito na tocku P = (a, b) # (0, 0).
Neka je F krivulja i neka je T translacija (Specijalno, afina zamjena koordinata.) koja
prebacuje (0, 0) = (a, b), §j. T (x, y) = (x + a, y + b). Tada je FT =F(X +a, Y +b). De-
finiramo mp (F) = m,o)F T Neka jeF T =F,+Fp +... prikaz u obliku sume homoge-

nih polinoma, gdje je F,, # 01m = mp (F). Neka je F,, = H L, gdje su Ly = o4 X + Y
k=1
pravci, kao i prije. Definiramo da su a; (X — a) + B (Y — b) tangente na krivulju F u tocki

P, a r, odgovarajuée kratnosti. Primijetimo da T prebacuje tocke krivulje F” u tocke kri-
vulje F i da T prebacuje tangente na krivulju F” u to¢ki (0, 0) u tangente na krivulju F
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u tocki P. Takoder, Fy (P) = F} (0, 0) i Fy(P)= FJ (0, 0), stoga je P regularna tocka
krivulje F ako i samo ako je m, (F) = 1 1 definicija tangente na ovaj nacin se podudara
s onom u definiciji 2.4.4. Sljedeca dva teorema ¢e nam dati vezu izmedu kratnosti tocke
P na ireducibilnoj krivulji F i lokalnog prstena Op(F). Za svaki polinom G € K [X, Y], g
¢e nam oznacavati sliku polinoma G u odgovaraju¢em koordinatnom prstenu krivulje F,
I'(F) = K[X, Y]/ (F). Slobodnije receno, polinome ¢emo oznacavati “velikim” slovima,
dok ¢e nam njihove slike predstavljati odgovarajuca “mala” slova.

Teorem 2.4.8. Neka je P € A® tocka ireducibilne krivulje F. Tada za svaki dovoljno velik
n € N, toc¢nije n > mp (F), vrijedi

mp (F) = dimg (mp(F)"/mp(F)"™").

Dokaz. Bez smanjenja opcenitosti neka je P = (0, 0). Neka je O = Op(F) i m = mp(F).
Takoder, ozna¢imo m = mp (F). Prema lemi 2.3.30 postoji (prirodni) egzaktni niz

0 - m"/m"! - o/m™! - O/m" - 0.
Propozicija 2.3.29, tj. njen (a) dio nam govori da je
dimg (m"/m"™") = dimg (O/m"*!) - dimg (O/m"),
iz ¢ega vidimo da je dovoljno pokazati da je dimg (O/m") = nm + ¢, gdje je ¢ € Z kons-
tanta, zasven € N, n > m. Nekaje I = (X, Y) C K[X, Y]. Prema lemi 2.3.19 je m" = I"O.
Neka je (I", F) ideal u K [X, Y] generiran skupom " U {F}. Prema korolaru 2.3.25 i
Cinjenici da je V (I", F) = {(0, 0)} = {P} vidimo da je
KX, Y1/ (I", F) = Op(A%)] (I", F)Op(A).

Nadalje, jasno je da ideal (1", F)) sadrzi ideal I" i da je slika tog ideala u I (F) jednaka 1",
to¢nije, odgovarajuc¢im slikama polinoma iz I”, zato je prema lemi 2.3.20

KI[X, Y1/ (I", F) = Op(F)/T"Op(F) = O/m".

Dakle, moramo izracunati dimg (K [X, Y]/ (", F)). Promotrimo niz

0 K[X, Y]/ I™ 5 KX Y] /"5 KX, Y]/ (", F) - 0,

gdiejey (G+I")=G+I", F)ip(G+I"™)=FG+1I", za svaki G € K [X, Y]. Jasno
je da je ¢ dobro definiram homomorfizam, jer je I" C (I", F), dok je ¢ dobro definiran
zato $to je F' € I" pa onda, ako je G € I"™ je FG € I". Dakle, promatrani niz je egzaktan.
Prema (a) dijelu propozicije 2.3.29 i lemi 2.3.22 sada konacno slijedi
nn+l) m-mm-m+1) m(l —m)

2 2 smEt T
zasven € N, n > m. Q.C.D.

dimg (K [X, Y]/ ", F)) =



58 POGLAVLIJE 2. AFINE MNOGOSTRUKOSTI

Teorem 2.4.9. Neka je F ireducibilna krivulja. Tocka P je regularna tocka krivulje F
ako i samo ako je Op(F) prsten diskretne valuacije. U tom slucaju, ako je L bilo koji
pravac tockom P koji nije tangenta krivulje F u tocki P, onda je slika [, pravca L u Op(F)
uniformizirajuéi parametar za Op(F).

Dokaz. Pretpostavimo da je Op(F) prsten diskretne valuacije, tada iz prethodnog torema
(2.4.8) 1 (a) dijela leme 2.3.31 vidimo da je mp (F) = 1, tj. P je regularna tocka krivulje
F. Obratno, pretpostavimo da je P regularna tocka krivulje F i da je L pravac tockom P
koji nije tangenta na krivulju F u tocki P. Prema (d) dijelu leme 2.1.16 i propoziciji 2.2.10
mozemo, bez smanjenja opcenitosti, (napravimo odgovarajuéu afinu zamjenu koordinata)
pretpostaviti da je P = (0, 0), Y tangenta na F u toc¢ki Pi L = X. Prema lemi 2.3.1 dovoljno
je pokazati da je x (Podsjetimo se, prema dogovoru, x je oznaka za sliku polinoma X u
I'(F).) generator za mp(F). Prema lemi 2.3.19 znamo da je mp(F) = (x, y). Prema pret-
postavkama, mozemo pisati F = Y + (homogeni polinomi stupnja > 1). Grupirajmo za-
jedno sve one koji su djeljivi s ¥ pa vidimo da je F = YG — X°H, gdje su G, H € K [X, Y]
takvi da je G = 1 + (polinom bez konstantnog ¢lana) (ili G = 1) i deg, (H) = 0 (ili H = 0).
Sada vidimo da je, u I’ (F), yg = x*h, a kako je g (P) # 0, jer je G(P) = 1, vidimo da je
y = x*hg~". Konacno, y € (x), iz ¢ega zakljucujemo da je mp(F) = (x). Q.E.D.

Definicija 2.4.10. Neka je P regularna tocka ireducibilne krivulje F. Definiramo funkciju
ord} koja svakom elementu iz K (F) pridruZuje red induciran prstenom diskretne valuacije
Op(F), kao u definiciji 2.3.3.

Kada je jasno o kojoj se krivulji radi, pisati ¢emo jednostavno ordp. Za G € K [X, Y]
pisati cemo ordg (G) umjesto ordg (g) (g je slika polinoma G u I' (F)). Ako je P regularna
tocka reducibilne krivulje F, onda, kako je P regularna, postoji jedna i samo jedna ire-
ducibilna komponenta F; krivulje F koja sadrzi P. U tom sluaju éemo isto pisati ord?,
umjesto preciznijeg ordlf".

Napomena 2.4.11. Neka je P regularna tocka krivulje F i neka je L bilo koji pravac
tockom P. Tada je ord} (L) = 1 ako L nije tangenta na krivulju F u tocki P i ord}, (L) > 2
ako L je tangenta na krivulju F u tocki P. Zasto? Naime, pretpostavimo sve isto kao i
u dokazu teorema 2.4.9, tj. Y je tangenta i y = x*hg™", iz ega vidimo da je ordp (y) =
ordp (xz) + ordp (hg“) =2+ ordp (hg‘l) > 2.

2.5 Multipliciteti presjeka
Neka su F i G ravninske krivulje, definirati (pomocu svojstava koja prirodno Zelimo da

ima) ¢emo multiplicitet presjeka, u oznaci I (P, F N G), krivulja F i G u tocki P € A? i
dati eksplicitnu formulu za njega i vrlo operativan algoritam za raCunanje istoga. Najprije
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dajemo jednu uvodnu definiciju, a zatim slijedi definicija multipliciteta presjeka. Ta defini-
cija ¢e zapravo sadrZavati svojstva (neka se mogu lako izvesti iz preostalih) koja prirodno
ocekujemo od takvog broja, a nakon nje slijedi teorem (prije kojega ¢e biti jedna pomocna
lema) koji nam daje eksplicitnu formulu broja 7 (P, F N G) u ¢ijem dokazu ¢e biti opisan i
algoritam za njegovo racunanje.

Definicija 2.5.1. KaZemo da se krivulje F i G sijeku transverzalno u tocki P € A* ako je
P regularna tocka i krivulje F i krivulje G i ako je tangenta na krivulju F u tocki P razliCita
od tangente na krivulju G u tocki P.

Definicija 2.5.2. Neka su F i G ravninske krivulje i neka je P € A’>. Multiplicitet pre-
sjeka krivulja F i G u tocki P je broj I (P, F N G) koji zadovoljava sljedec¢ih devet svoj-
stava.

(1) I(P, FNG) € Zsy ako F i G nemaju zajednicku komponentu koja sadrZi tocku P,
I (P, F N G) = +co u suprotnom.

(2) I(P, FNG) =0 ako i samo ako P ¢ FNG. I (P, F N G) ovisi samo o komponen-
tama krivulja F i G koje sadrZe P.

3)I(P,FNG)=1 (Q, F'n GT), gdje je je T afina zamjena koordinata na A takva da
jeT(Q)=P.

@ I(P, FNG)=1(P,GNF).

b)) I(P,FNG)=I(P, FN(G+AF)),zasvakiA € K [X, Y].

nr ng

6) I(P, FNG) = Z Z resil (P, Fr NGy, gdje su ng, ng € N, Fy 1 G; krivulje te r
k=1 I=1

i §; prirodni brojevi, za sve k € {1, 2, ..., ng} i svel € {1, 2, ..., ng}, takvi da je

(7) I (P, FNG) > mp(F)mp(G), uz znak jednakosti ako i samo ako krivulje F' i G ne-
maju zajednickih tangenti u tocki P.

&) I(P,FNG) = ordg (G), ako je P regularna tocka krivulje F.

9) Z I (P, FNG) =dimg (K[X, Y]/ (F, G)), ako krivulje F i G nemaju zajednickih

PeA?
komponenti.
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Napomena 2.5.3. Kao sto ¢emo vidjeti u teoremu 2.5.5, prethodna definicija je dobra,
ti. I (P, F N G) postoji za sve krivulje F i G i sve tocke P € A i jedinstven je za fiksne
krivulje F. G i tocku P. StoviSe, vidjeti éemo i daje I (P, F 0 G) = dimg (Op(A%)/ (F. G)),

gdje je (F, G) ideal u OP(AZ) generiran s F 1 G 1 to ¢e proizlaziti samo iz svojstava (1)-
(7). Dokazimo svojstva (8) i (9) uz tu informaciju. Svojstvo (9) je direktna posljedica
propozicije 1.6.7 i korolara 2.3.24. Da bismo dokazali svojstvo (8) moZemo pretpostaviti
da je F ireducibilna krivulja, zato Sto je P njena regularna tocka. Neka je g slika polinoma
G uOp(F), tada prema (b) dijelu leme 2.3.31 dobivamo da je ord,f (G) = dimg (Op(F)/ (g)).
Prema lemi 2.3.20 je Op(F)/ (g) = OP(AZ) / (F, G), a dimenzija tog vektorskog prostora
nad poljem K je upravo I (P, F N G). Napomenimo jos, svojstvo (5) nam govori da ako je
F ireducibilna krivulja, da I (P, F N G) ovisi samo o slici polinoma G u I (F). Svojstvo
(6) kaze (Sto je dosta intuitivno) da se multipliciteti presjeka zbrajaju kada gledamo unije
krivulja (umnoZak polinoma je geometrijski interpretiran kao unija tocaka na njima). (7)
svojstvo nam kaZe da ¢e I (P, F N G) biti jednak 1 ako i samo ako se krivulje F i G sijeku
transverzalno u tocki P.

Lema 2.5.4. Neka su F i G krivuljei P = (0, 0) € A, Neka jem = mp (F), n = mp (G) te
O = 0p(A?). Nekaje I = (X, ¥) C K [X, YI.

(a) Ako F i G nemaju zajedni¢kih tangenti tockom P, onda je I* C (F, G) O, za svaki
keN,k>m+n-1.

(b) Preslikvanje ¢ : (K [X, Y]/I") X (K [X, Y]/I") — K[X, Y]/I"", koje je dano s
¢ (A, B) = AG + BF,

gdje je A slika polinoma A € K [X, Y] u odgovarajuéem prostoru, je injekcija ako i
samo ako krivulje F i G imaju razlicite tangente u tocki P.

Dokaz.

(a) Neka su Ly, Lo, ..., L, 1 My, M,, ..., M, tangente na krivulje F i G, redom, u
tocki P. Za svaki prirodni broj r > m neka je L, = L,, 1 za svaki prirodni broj s > n
neka je My = M,. Neka je skup {A,,; : r, s € Z5(} definiran kao u (c) dijelu propo-
zicije 2.3.8. Tj. skup {A,s : 1, s € Zsy, r+ s = k} je tada baza za vektorski pros-
tor svih homogenih polinoma stupnja k u K [X, Y]. Dakle, dovoljno je pokazati
daje A,;€(F,G)O, zasver, s €Zy takve daje r+s>m+n— 1. No, to znaCi
da je ili r > m ili s > n. Neka je, bez smanjenja opcCenitosti, r > m. To znaci da
mozemo pisati A,; = A,,0B, gdje je B homogeni polinom stupnja r + s — m, takoder,
znamo daje F = A, + Fsii1, gdje je Fs,pq polinom kojemu su svi monomi stupnja
>m+ 1. Sada je A,y = BF — BF 5,41, gdje je BF,,.1 polinom kojemu svi monomi
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imaju stupanj > r + s + 1. Sada, ako pokaZzemo da postoji dovoljno velik N € N ta-
kav da je IV C (F, G)O, onda vidimo dajeiA, € (F,G)O, zasver, s € Zsy takve
da je r+ s = N. No, iz prethodne diskusije onda vidimo da ako je N >m+n—1
da je onda i A,y € (F, G)O, za sve r, s € Zs takve da je r+ s =N — 1. Nastav-
ljajuci ovaj “spustajuéi” postupak dalje dobivamo Sto Zelimo. Dakle, dovoljno je
pokazati da postoji dovoljno velik N € N takav da je IV C (F, G)O. Kako F i G
nemaju zajedniCkih tangenti u P, onda nemaju niti zajednickih komponenti pa je
prema propoziciji 1.6.7 V (F, G) konacan skup toCaka koji sadrzi tocku P. Prema
lemi 1.5.3 znamo da postoji polinom H € K [X, Y] takav da je H (Q) = 0 za svaku
tocku Q # Piz V(F, G)idaje H(P) = 1. Sada je jasno da su polinomi HY i HX
u idealu I (V (F, G)). Stoga, prema Nullstellensatzu (1.5.22) postoji N € N takav da
su (HX)Y, (HY) € (F, G) C K[X, Y]. Kako je H" (P) =1 # 0, vidimo da je H"
invertibilan element u O, iz ¢ega konac¢no zaklju¢ujemo da su X" i Y" u (F, G)O.
Odnosno, I’N C (F, G)O.

(b) Pretpostavimo da je L zajednicka tangenta krivulja F i G u tocki P. Neka su F,, i
G, odgovarajuéi homogeni polinomi iz definicije 2.4.5. Tada postoje polinomi F,,_;
1 G, (oba razli¢ita od nul-polinoma) takvi da je F,, = LF,_, 1 G, = LG,_;. No,
jasno je da je sada ¢ (m, —Gn_l) =0, 4. ¢ nije injekcija. Pretpostavimo sada da

su tangente razlCite. Neka su A, B € K [X, Y] takvi da je ¢ (Z, E) =AG + BF =0.
To znaci da su svi monomi polinoma AG + BF stupnja barem m + n. Neka su
A=A,+...1B=B;+... zapisi polinoma A i B kao sume homogenih polinoma,
pri ¢emu su A, 1 B oni s najmanjim stupnjevima (To¢no r i s.) u tim zapisima, F,, i
G, neka su kao i ranije. Tada je AG + BF = A,G,, + B,F,, + (monomi viseg stupnja).
Pretpostavimo li da je r < m ili s < n vidimo da mora biti r + n = s + m te takoder
A,G, = —-B,F,. No, F,, i G, nemaju zajednickih faktora zato F,, | A, 1 G, | By, §to
je kontradikcija s pretpostavkom r < m ili s <n, dakle r >m 1 s > n. Odnosno,
konatno, (A, B) = (0, 0). . ¢ je injekcija. QE.D.

Teorem 2.5.5. Neka su F i G krivulje i neka je P € A*. Postoji jedinstven multiplicitet
presjeka I (P, F N G) koji zadovoljava uvjete (1)-(7) definicije 2.5.2 i dan je formulom

I1(P, FNG) = dimg (OP(AZ) / (F. G)).

Dokaz. Provodimo ga u dva koraka, najprije pokazujemo jedinstvenost, a zatim i egzis-
tenciju trazenog broja. U dokazu jedinstvenosti ¢emo zapravo provesti algoritam kojim
¢emo izraCunati / (P, F' N G) koristeci samo svojstva (1)-(7). To je 1 jaci rezultat od same
jedinstvenosti, zato jer ¢emo dobiti efektivan nacin pronalaska broja I (P, F N G).
Jedinstvenost. Prema svojstvu (3) mozemo pretpostaviti da je P = (0, 0), (1) nam
govori da moZemo uzeti da je I (P, F N G) € Zs(, dok primjenom svojstva (2) imamo je-
dinstvenost za I (P, F N G) = 0. Dalje nastavljamo indukcijom, pretpostavimo da je n € N
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11(P, FNG)=ntedajeI(P, FNG)jedinstveno odreden kada god je I (P, FNG) < n.
Promotrimo polinome F (X, 0) i G (X, 0) te neka su r, s € Z( stupnjevi tih polinoma, re-
dom, ako su oni razli¢iti od nul-polinoma. Ako je neki od njih jednak nul-polinomu, u
ovom slucaju ¢emo dogovorno uzeti da mu je stupanj jednak 0. Svojstvo (4) nam govori da
bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je » < s. Slijede dva koraka algoritma
koja nas vode kraju.

(1) r=0. Toznatida Y | F pa je F = YH za neki polinom H € K [X, Y] pa nam onda
(6)daje I(P, FNG)=I1I(P,YNG)+I(P, HNG). Znamo da je P € FNG pa je
posebno P € G, §to znaci da X | G (X, 0) pa je G (X, 0) = X"L, za neki m € N i po-
linom L € K [X] takav da X 1 L (niZe je objasnjeno zasSto je G (X, 0) # 0). Prema
svojstvu (5) znamo da je

I(P,YNG)=I(P, YN|[G - (dio od G koji je djeljivs Y)]),

tj. vrijedi I(P, YNG) =1(P, Y NG (X, 0)) (tu vidimo da je G (X, 0) # 0, inace bi
bilo I (P, F N G) = +00). Prema (2) vidimo da je I(P, YN L) =0, jer P ¢ L, dok
prema (6) onda slijedi I (P, YNG) =1(P, YN X")=ml (P, Y N X), a (7) nam daje
I(P,YNX)=1,dakle, I(P, YNG)=m > 0. Tosada znaCidaje I(P, HNG) <n
pa je on prema induktivnoj pretpostavci jedinstveno odreden i time smo gotovi.

(i) r > 0. MoZemo pretpostaviti da su polinomi F (X, 0) i G (X, 0) normirani (mnoZimo
ih konstantom ako je potrebno). Neka je H = G — X*"F, prema (5) vidimo da je
I(P, FNG)=I1(P, FNH),dokjet=deg(H (X, 0) <s=deg(G (X, 0)), pri cemu
u slucaju da je H (X, 0) = 0 uzimamo, opet dogovorno, da je ¢ = 0. Sada, ako je
r<tstavllamo F = Fi1G = H,aakojet < rstavljamo F = HiG = F, §to smijemo
prema svojstvu (4). Ponavljamo postupak, kako u svakom koraku smanjimo broj ¢
(to¢nije, smanjimo ili broj r ili broj s), u nekom trenutku ¢emo dobiti da je t = 0 i
onda zavrSavamo u koraku (i).

Egzistencija. Dokazujemo da broj I (P, F N G) = dimg (OP(AZ) / (F, G)) zadovoljava
svojstva (1)-(7). Kako je (F, G) = (G, F) odmah imamo (4), takoder, za svaki A € K [X, Y]
je(F, G) = (F, G+ AF)paimamoi(5). AkoP ¢ F NG,ondaje F (P) # 0ili G (P) # O pa
je F ili G invertibilan element u Op(A?), tj. (F, G) = Op(A?) paje I (P, F N G) = 0. Ako je

Pe FNnGondaje (F, G) # OP(AZ) paje I (P, F N G) > 0. One komponente od F i G koje

ne sadrze P su invertibilni elementi u OP(AZ) pa one ne utjeCu na (F, G). Iz svega ovoga
imamo 1 svojstvo (2). Propozicija 2.2.10 nam govori da afina zamjena koordinata daje
izomorfizam medu lokalnim prstenima, stoga imamo i svojstvo (3). Iz do sada pokazanih
svojstava vidimo da dalje moZemo pretpostaviti da je P = (0, 0) i da sve komponente od
F i G sadrze to¢ku P. Oznacimo O = OP(AZ). Sada ¢emo u tri koraka dokazati, redom,
svojstva (1), (6) 1 (7).
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Svojstvo (1). Ukoliko F 1 G nemaju zajednickih komponenti, onda je I (P, FF N G)
kona¢no prema propoziciji 1.6.7 1 korolaru 2.3.24. Pretpostavimo da F' 1 G imaju za-
jedni¢ku komponentu H. Tada je (F, G) C (H) pa postoji prirodni epimorfizam (lema
2.3.18, dio (a)) O/ (F, G) = O/ (H), zato je I (P, F N G) > dimg (O/ (H)). Prema lemi
2.3.20 znamo da je O/ (H) = Op(H). Op(H) 2 T'(H), a prema korolaru 1.5.24, posto je
V (H) beskonacan skup tocaka (H € K [X, Y] nekonstantan i1 K algebarski zatvoreno), je
I' (H) beskonacno dimenzionalan vektorski prostor nad K. Zato je I (P, F N G) = +oo.

Svojstvo (6). Dovoljno je pokazatidaje I(P, FNGH) =1(P, FNG)+ (P, FN H),
zasve krivulje F, G i H. Tvrdnja je trivijalna ukoliko F i GH imaju zajednicku komponentu
(radi svojstva (1)), stoga mozemo pretpostaviti da nemaju. Kako je (F, GH) C (F, G),
postoji prirodni epimorfizam (lema 2.3.18, dio (a)) ¢ : O/ (F, GH) — O/ (F, G). Nadalje,
neka je ¢ : O/ (F, H) — O/ (F, GH) definirana kao ¢ (7) = Gz, za svaki z € O, ovdje 7
oznacava sliku funkcije z u odgovaraju¢em prostoru. (a) dio propozicije 2.3.29 nam govori
da je sada dovoljno pokazati da je niz

0— O/ (F. H) 5 0/(F,GH) % 0/ (F. G) - 0

egzaktan. Veé znamo da je y surjekcija. Neka je a € O takva da je ¢ (a) = 0, to znaci da
je a € (F, G), sto znaci da postoje b, ¢ € O takve da je a = bF + ¢G. No, to znaci da je
a=cGuO/(F, GH), tj. a € Im (¢). OCito je da je za svaki a € Im (¢), ¥ (a) = 0, dakle
Im (¢) = Ker (¥). Preostaje dokazati da je ¢ injekcija i gotovi smo. Neka je z € O takva da
je ¢ (z) = 0, to znaci da postoje a, b € O takve da je Gz = aF + bGH. Postoji S € K [X, Y]
takavdaje S (P) #0i1Sz=2,Sa=A1Sb =B, gdjesuA, B, Z € K[X, Y]. Dolazimo do
jednakostiu K [X, Y], GZ = AF + BGH. To je ekvivalentno s G (Z — BH) = AF, kako F i
GH nemaju zajedni¢kih komponenti zakljuCujemo da F' | Z — BH pa postoji D € K [X, Y]
takav da je Z — BH = DF, odnosno Z = BH + DF'. Podijelimo li zadnju jednakost sa S (u

D
O) dobivamo da je z = bH + (E)F, odnosno z = 0 u O/ (F, H). Dakle, ¢ je injekcija.

Svojstvo (7). Neka je m =mp(F),n=mp(G) tenekaje I = (X, Y) C K[X, Y]. Pro-
motrimo niz

(KX, Y]/I")X(K[X, Y]/I") 4 K[X, Y]/ ™" 4 K[X, Y]/(I"™", F,G)— 0,

gdje je ¢ kao u (b) dijelu leme 2.5.4, a  je prirodni epimorfizam, opet kao u dijelu (a)
leme 2.3.18. (I"*", F, G) nam oznacava ideal u K [X, Y] generiran skupom I"*" U {F, G}.
Znamo da je y surjekcija, Zelimo vidjeti da je ovaj niz egzaktan, za to je joS dovoljno poka-
zati da je Im (¢) = Ker (). Neka_je CeKI[X, Y] takav da je (potez nam i_dalje oznacava
sliku u odgovaraju¢em prostoru) C = ¢ (A, B) zaneke A, Be K[X, Y], tj. C € Im(¢). No,
to znaéi da je C = AG + BF pa je jasno da je 1//(6) = 0. Obratno, neka je C € K [X, Y]
takav da je 1//(5) =0, tada je C € (I"™, F, G), odnosno C = AG + BF + D, gdje su A, B
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polinomi iz K [X, Y]i D € I"™". Odmah vidimo da je C=AG+BFuK|[X, Y]/I"™", od-
nosno, C € Im (¢). Dakle, Im (¢) = Ker (), tj. dani niz je egzaktan. Iz toga zakljucujemo
da je (sve dimenzije gledamo nad poljem K)

dim (K [X, Y]/I") + dim (K [X, Y] /I") > dim (Ker (¢)),
gdje jednakost vrijedi ako i samo ako je ¢ injekcija. Takoder, vidimo da je

dim (K [X, Y1/ (I"™*", F, G)) = dim (K [X, Y] /I"*") — dim (Ker (¢)) .

Kako je V(I""", F, G) = {P} (Jedina toCka na kojoj se ponistavaju svi polinomi iz I"™"

je upravo (0, 0) = P.), prema korolaru 2.3.25 je K [X, Y]/ (""", F, G) = O/ (I""", F, G).
Prema (a) dijelu leme 2.3.18 postoji prirodni epimorfizam O/ (F, G) — O/ (I"™", F, G).
Radi svega ovoga dobivamo da je

I(P, FNG) = dim(O/(F, G)) > dim(O/(I"™", F, G))
dim(K [X, Y]/ (I"", F, G))
dim (K [X, Y]/I™") —dim (K [X, Y] /I") — dim (K [X, Y]/I")

= mn.

\%

Zadnja jednakost slijedi, uz racun, iz leme 2.3.22. Dakle, imamo daje I (P, FNG) > mn i
da jednakost vrijedi ako 1 samo ako su ispunjene obje nejednakosti u gornjem racunu. Prva
od njih je ispunjena ako je O/ (F, G) = O/ (I"™", F, G), §to Ce biti ako je I"™ C (F, G)O.
Druga nejednakost ¢e biti jednakost ako i samo ako je ¢ injekcija. Sada vidimo da svojstvo
(7) konacno slijedi direktno iz leme 2.5.4. Q.C.D.

Primjer 2.5.6. Neka je F krivulja i P € A” to¢ka na njoj. Pravac L totkom P je tada
tangenta na krivulju F ako i samo ako je I (P, F N L) > mp (F). Ova tvrdnja slijedi direktno
iz svojstva (7) multipliciteta presjeka (definicija 2.5.2). Naime,

I(P,FNL)>mp(F)mp(L),

L je pravac tockom P pa je jasno da je mp (L) = 1. Nadalje, jednakost vrijedi ako 1 samo
ako F 1 L nemaju zajednickih tangenata tockom P, ali L Ce biti tangenta na krivulju F u
tocki P ako 1 samo ako F i L imaju zajednicCkih tangenata to¢kom P, upravo pravac L. To
je zato Sto je tangenta na L u tocki P jednaka upravo L. Dakle, L je tangenta na F u tocki
P ako i samo ako ne vrijedi jednakost, tj. ako i samo ako je I (P, F N\ L) > mp (F).

2.6 Algoritam za racunanje multipliciteta presjeka

Sada ¢emo “izolirati” algoritam opisan u dokazu jedinstvenosti multipliciteta presjeka u
teoremu 2.5.5. Tocnije, eksplicitno ¢emo navesti korake tog algoritma koji ¢e bit iznimno



2.6. ALGORITAM ZA RACUNANJE MULTIPLICITETA PRESJEKA 65

operativan za radunanje multipliciteta presjeka u bilo kojoj to¢ki P € A bilo kojih dviju
krivulja F' 1 G. Spomenuta operativnost algoritma e se odrazavati u tom smislu da ¢e nam
za izraCunavanje multipliciteta presjeka biti dovoljne tek elementarne aritmeticke operacije
s polinomima. OpiSimo najprije algoritam, zatim ¢emo ukratko komentirati njegovu ko-
rektnost, a i dati nekoliko primjera u kojima ¢emo ga primijeniti. Takoder, imajmo na umu
da nam algoritam nije jedino orude, uvijek smijemo (a i pozZeljno je) koristiti se svojstvima
multipliciteta presjeka. Napomenimo da ¢emo u algoritmu nul-polinom smatrati polino-
mom stupnja 0. Koristiti ¢emo pomocne polinome H (high) i L (low). H ¢emo uvijek
odrZavati tako da ima vecu potenciju od L, u smislu koji ¢e biti jasan iz algoritma.
Neka su F, G € K [X, Y] krivulje (tj. polinomi, neki predstavnici odgovarajuce klase
ekvivalencije) i neka je P = (a, b) € AZ, Slijedi algoritam za raCunanje I (P, F N G):
Korak 0 e [(PFNG)=0.
e Nekaje He K[X, Y]takavdaje H(X, Y)=F (X +a, Y + D).
e Nekaje Le K[X, Y]takavdaje L(X, Y)=G (X +a, Y + D).

e U svakom koraku algoritma, neka su A, [ € Z, takvi da je h = deg (H (X, 0))
te [ = deg (L (X, 0)). Prisjetimo se da tokom algoritma nul—polinom smatramo
polinomom stupnja 0, kao 1 svaki drugi konstantni polinom.

e Akojeh < [, zamijeni H i L.
e Idi na Korak 1.

Korak'1 e Akoje H(0, 0) # 01ili L(0, 0) # 0, KRAJ.
e Ako je !> 01idi na Korak 2.
e Akoje H(X,0)=0@K[X]DiiL=0,I(P, FNG) =40, KRAJ.
e Povecaj I (P, F N G) za mn, gdje sum, n € N takvi da

X" HX, 0, X" " YHX,0 i Y'|L Y"'fL.

e Nekaje Ly € K[X, Y]takavdaje L = Y"L, stavi L = L.
e Akoje h <, zamijeni H 1 L.
e Idi na Korak 2.
Korak2 e PomnoZi H i L odgovarajuéim konstantama tako da su polinomi H (X, 0) i
L (X, 0) normirani.
e Nekaje Hy € K[X, Y] takav da je Hy = H — X""'L, stavi H = H,.
e Akoje h <[, zamijeni H 1 L.
e Idi na Korak 1.
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Zasto je dani algoritam korektan? Najprije, Korak O je jasan, u njemu koristimo svojstva
multipliciteta presjeka (3) 1 (4) (definicija 2.5.2), da bismo vidjeli kako je

I(P, FNG)=1(0,0), HNL)=1(0,0), LNH).

Nadaje, algoritam Ce se “zaustaviti” u konacnom vremenu zato jer u svakom prolasku spus-
timo stupanj ili u varijabli X ili u varijabli Y barem jednog od polinoma, jasno je da to ne
moZemo ponavljati u nedogled. Algoritam je o&ito korektan (Sto se vidi direktno iz do-
kaza jedinstvenosti u teoremu 2.5.5.) ako krivulje F' i G nemaju zajednickih komponenti
koje sadrze tocku P. Zanima nas hoce li algoritam “detektirati” da imaju takvu zajednicku
komponentu ukoliko ju imaju? Odgovor je, jasno, da hoée. Naime, svi koraci algoritma
su “legalni”, tj. ispravni su nevezano za to imaju li ili ne krivulje F 1 G zajednickih kom-
ponenti koje sadrZe tocku P. Promotrimo Korak 1, ukoliko je u svakom pristupu njemu
H (X, 0) # 01 L # 0 vidimo da ¢e I (P, F N G) nuzZno biti konacan broj. Dakle, ukoliko F
1 G imaju zajednicku komponentu koja sadrzi tocku P, algoritam Ce to prepoznati.

Imajmo na umu da u bilo kojem trenutku u algoritmu mozZemo primijeniti bilo koje
od svojstava multipliciteta presjeka (definicija 2.5.2). “Pametna” kombinacija algoritma
sa svojstvima nam dodatno olakSava posao, kao Sto ¢emo vidjeti u nekoliko sljedecih pri-
mjera. Takoder, ponekad je zgodno zamijeniti “ulogu varijable” X i varijable Y u algoritmu,
tj. poniStavati potencije varijable Y, umjesto varijable X.

Primjer 2.6.1. Neka su F, G € K [X, Y] definirani kao

F(X.Y)= [((X S+ D) A3 - PP+ D - (Y + 1)3] (x* +27?),

G(X,Y) = [((x — 12+ (Y + 1)2)3 —4X -1 (Y + 1)2] (x-ivar).
Odredimo multiplicitet presjeka tih dviju krivulja u tocki P € A?.
(a) P=(0,-2). Vidimo daje F (0, —=2) = 16 # 0. Dakle, I ((1, -1), FNG) = 0.
2 2
(b) P:(i, g) Vidimo da je i—i\/i-g =0idaX-iV2Y|FiX-iV2Y|G.
2

Zakljucujemo da je I[[i, 7\/_), Fn G) = +o00.
(c) P=(1, —1). Kako je 2+2-(-1)»=3#0i1- ivV2- (—1) # 0, prema svojstvu (2)

(ili primjenom svojstva (6)) multipliciteta presjeka (definicija 2.5.2) zaklju¢ujemo da

moZemo zanemariti faktor X2 + 2Y2 u F te faktor X — i V2Y u G. Provedimo Korak
0 algoritma, dobivamo:

HX V) =(X+7?) -4¢7 i L V) =(X+7) +38°7 - ¥
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Svojstvo (5) nam govori da moZzemo polinom H zamijeniti (Sto je super, rijeSimo
se “najruznijeg” Clana) polinomom H — (X2 +Y 2) L, tj. L nam “ostaje isti”, dok je
“novi” H(X, Y) = Y(Y4 —2X2Y? - 4X%Y - 3X4), zamijenimo L i H te sko¢imo na
Korak 1. Ovdje nam / (P, F N G) postaje 4 te su nam “novi” H i L jednaki

2
H(X, Y)= (X2 + Y2) (¥*-3x%)-4X%Y, L(X,Y)= (X2 + Y2) +3X%Y - Y.
Opet, zamijenimo H s H + 3L pa nam L ostaje isti, a novi H je
H(X, Y) =Y (47° + 4X°Y + 5X> - 3Y?).

Vidimo da sada I (P, F N G) postaje 8 te mu moramo jo$ dodati 7 ((0, 0), H N L),
gdje je H(X, Y) = (X2 + 1/2)2 +3X2Y - Y, L(X,Y)=4Y +4X*Y + 5X* - 3Y2.
Oznacimo Q = (0, 0). Primijetimo da su tangente tockom Q na krivulju H linearni
faktori polinoma 3X?Y — ¥?, dok su tangente tockom Q na krivulju L linearni faktori
polinoma 5X* — 3Y?. Lako se vidi da ta dva polinoma nemaju zajedni¢kih linearnih
faktora. Svojstvo (7) multipliciteta presjeka (definicija 2.5.2) nam sada govori da je
I(Q, HNL) =mg(H)mg (L) =3 -2 = 6. Konatno, zakljuCujemo da je

I((1, -1), FNG) = 14.

Sada ¢emo dati primjer u kojem ¢emo opisati direktniji pristup za posebne oblike kri-
vulja (to¢nije, polinoma koje ih odreduju).

Primjer 2.6.2. Odredimo / (P, F N G), gdje je P = (a, b) € A’iF, G e KI[X, Y] takvi da
postoje polinomi fi, g, € K[X]1 f5, g» € K[Y] takvi da je

FX,DN=(HX+ALT) te GX YV)=5X +g ).

Primijetimo da ako umjesto polinoma F 1 G promatramo polinome F (X +a, Y +b) 1
G (X +a, Y + D) da Ce oni biti istog oblika. Tocnije, isto ¢e biti jednaki sumi dva poli-
noma, jednog u varijabli X, drugog u varijabli Y. Stoga, bez smanjenja opéenitosti mozemo
pretpostaviti da je P = (0, 0). Nadalje, konstantni ¢lan iz polinoma f; i g, moZemo preba-
citi u polinom f;, odnosno g;. Dakle, vidimo da moZzemo pretpostaviti da je f>,(0) =0
1 g,(0) =0. Sada provodimo redukcije iz algoritma, napomenimo jo$S jednom, ako je
to zgodnije, moZemo zamijeniti ulogu varijabli X i Y. Tocnije, provoditi Korak 2 tako
da smanjujemo potencije od Y, umjesto onih od X. Jasno, tada gledamo deg (H (0, Y)) i
deg (L (0, Y)). Uvijek ¢emo nakon nekoliko koraka do¢i u neku od sljedecih situacija za
koju direktno moZemo reci koliko je I (P, F N G). Navedimo te situacije.

(1) fi(0)#0ilig, (0) #0. Tadaje I (P, FNG) =0.
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) fi=gi=0ili p=g,=0ili F=0iliG =0. Tadaje I (P, FNG) = +co.

3) fi=0, L#01i g, #0. Tada je I(P, FNG)=mn, gdje su m, n € Z, takvi da
X" g iX"™ g e Y| iyt

@ fi#0,,=0ig,#0. Tadaje I (P, FNG) = mn, gdjesum, n € Zyotakvida Y" | g,
iY"™ ygte X"| fi i X't f,. Ovo je primjer u kojemu smo zamijenili uloge
varijablama X 1 Y u provodenju algoritma.

S) L(Y)=gX)=Y. Tocnije, F(X,Y)=f(X)+Yi1G(X,Y)=g(X)+7Y, za neke
f, g€ K[X]. Tadaje I(P, FNG) =0 ako je f(0) # 0 ili g(0) # 0. Inace, ako je
g—f=0,ondaje (P, FNG)=+cote,akojeg— f #0,ondaje I (P, FNG)=n,
gdje je n € N takav da X" | g — f i X"*' ¥ g — f. Zasto? Jednostavno promatramo
polinome F 1 G — F (svojstvo (5) iz definicije 2.5.2) 1 rezultat odmah slijedi iz algo-
ritma, ali sa zamijenjenim ulogama varijabli X1 Y.

©6) iX)=XigX¥)=Y. Tocnije, FX,Y)=X+f(Y)iGX,Y)=g(X)+7Y, za
neke f € K[Y]ig e K[X]. Neka je f, € K[Y] takav da je f, = —f. Znamo da

F=X+fM=X-fM[gX)-g(fo()=gX)-g(-fX)).

Odnosno, postoji polinom H € K [X, Y] takav da je HF = g(X) — g(—f (Y)). Sada,
umjesto polinoma G moZemo promatrati polinom G — HF =Y + g(—f (Y)). Dakle,
vidimo da je I (P, FNG) = +co, ako je Y + g(—f(Y)) =0, inaCe, ako je n € Zy
takavda Y | Y + g(—f(Y)) te Y™t Y+g(—f(Y)),ondajeI(P, FNG) =n.

Napomena 2.6.3. Posebno su nam vazne tocke (5) 1 (6) prethodnog primjera, zato jer iz
njih vidimo kako vrlo lako moZemo izracunati multiplicitet presjeka krivulje Y = f (X)
s krivuljama Y = g(X) i X = h(Y), gdje su f, g€ K[X] i h € K[Y], u bilo kojoj tocki
P = (a, b) € A. Oznacimo te tri krivulje redom s F, G i H. Neka je npr.

f=X-X, g=X+1P-39X+1)-3X-1, h=-1)7.

Neka je Py =(1,0)1 P, =(-1,2). Vidimoda P, ¢G i P, ¢ H pajel(P;, FNG) =0,
kaoil(P,, F N H)=0. Racunamo sada I (P, F N H), to je isto §to i I ((0, 0), F; N H}),
gdje su F, i H, krivulje dane, redom, s Y = X* + X i X = Y*. Dakle, I(P,, FNH) = 1.
Preostaje nam jos izracunati I (P,, F N G), a to je isto Sto i1 ((0, 0), F, N G,) gdje su F; i
G, redomdanes Y = X* —3XiY = X° — 39X*> - 3X. Dakle, I (P,, FNG) = 2.

Spomenuti algoritam ¢emo sada jo§ malo modificirati. Preciznije, u sustini ¢e ostati
isti, samo ¢emo ga zapisati na nain pogodniji za implementaciju, a zatim ¢emo dati i
konkretnu implementaciju u programskom jeziku C, uz nekoliko primjera. Za krivulje F i
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G s cjelobrojnim koeficijentima, racunati ¢emo njihov multiplicitet presjeka u tocki (0, 0).
To je ogranicenje koje uvodimo radi jednostavnije implementacije. ToCnije, programu
odmah Saljemo polinome H i L koje konstruiramo u algoritmu, Korak 0. Slijedi pseudokod:

e ULAZ: polinomi Hi L
o IZLAZ: ret = 1((0,0), HN L)

o INICIJALIZACIJA: ret =0, h = deg (H (X, 0)), [ = deg (L (X, 0))
//u svakom koraku odrZavamo h = deg (H (X, 0)) i/ = deg (L (X, 0))

e AKO: i <[, ONDA: zamijeni Hi L
e RADI:

e AKO: H (0, 0) # 01ili L(0, 0) # 0, ONDA: KRAJ
e SVE DOK: /> 0, RADI:

e a = koeficijent uz monom X" u polinomu H

e b = koeficijent uz monom X' u polinomu L

e d = najveli zajednicki djelitelj brojeva a i b

o H= Zli (bH - ax"'L)

e AKO: i < I, ONDA: zamijeni H1i L
AKO: H (X, 0) =0ili L =0, ONDA: ret = +c0, KRAJ
nadineNtd. Y |LiY"™"' { L
e poveéaj ret za nm, gdje jem e Nt.d. X" | H(X, 0)i X™*' ¥ H(X, 0)
e podijeli Ls Y"

Sada ¢emo dati konkretnu implementaciju u programskom jeziku C. Dodatna ogranicenja
su da koeficijenti polinoma H i L moraju biti cjelobrojni i ne “preveliki”, zato Sto Ce se
medusobno mnoZiti pa da bi rezultat mogao stati u tip podataka “int”. Takoder, najveci
eksponent na varijabli X u oba polinoma moZe biti 9, isto vrijedi i za varijablu Y. Ova
ogranicenja se lako mogu “oslabiti”, ali onda raste slozenost algoritma, a i njegova korekt-
nost postaje upitna (ako koeficijenti mogu biti realni), radi greSaka u racunalnoj aritmetici.
Vec 1 s ovim “jakim” ograni¢enjima ¢emo od ovog algoritma dobiti mnoStvo konkretnih
primjera, zato je za naSe trenutne potrebe i viSe nego dostatan. Nakon samog koda pro-
grama ¢emo opisati kako mu Saljemo podatke o polinomima te kako on nama vraca Zeljeni
rezultat. Zatim ¢emo vidjeti nekoliko primjera.
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1| #include <stdio.h> 57| //vraca najveci m iz N t.d.
2 58| //X"'m | H(X, 0)

3| #define MAX 10 59 {

4| //MAX — 1 je najveca moguca potencija 60 int i;

5| //na X, odnosno Y 61 for(i = 1; i < MAX; ++i)
6| #define oo 2123456789 62 if (H[i][0] != 0)

7| //oo = +beskonacno 63 return i;

8 64 }

9| int H[MAX][MAX], L[MAX][MAX]; 65

10| //H[i][j] je koeficijent uz X"iY"j 66| int pot_u_L ()

11| //u polinomu H, isto za L 67| //vraca najveci n iz N t.d. Y'n | L
12| int h, 1; 68 {

131 //h i | su, redom, stupnjevi od 69 int i, j;

14| //H(X, 0) i L(X, 0) 70 for(j = 1; j < MAX; ++j)
15 71 for(i = 0; i < MAX; ++i)
16| int sadrze_0 () 72 if(L[i][j] !'= 0)

17| // provjera je li 73 return j;

18| //H(O, 0) = 0 i L(O, 0) =0 74 }

19 { 75

20 if (H[O]J[O] != O || L[O][O] != 0) 76| void zamijeni ()

21 return O0; 77| // mijenja uloge polinomima H i L
22 return 1; 78 {

23 } 79 int i, j, tmp;

24 80 tmp = h;

25| int nula_H () 81 h =1;

26| // provjera je li H(X, 0) = 0 82 I = tmp;

27 { 83 for(i = 0; i < MAX; ++i)
28 int i; 84 for(j = 0; j < MAX; ++j)
29 for(i = 0; i < MAX; ++i) 85 {

30 if (H[i][0] !'= 0) 86 tmp = H[i][j];

31 return 0; 87 H[{i][j] = L[i][j1:

32 return 1; 88 L[i][j] = tmp;

33 } 89 }

34 90 }

35| int nula_L () 91

36| // provjera je li L = 0 92| void provjeri ()

37 { 93| // provjerava treba li mijenjati H i L
38 int i, j; 94| // te ako treba, mijenja ih
39 for(i = 0; i < MAX; ++i) 95 {

40 for(j = 0; j < MAX; ++j) 96 h = stupanj_-u_X(H);

41 if (L[i][j] !'= 0) 97 I = stupanj_u_X(L);

42 return O; 98 if(h < 1)

43 return 1; 99 zamijeni () ;

44 } 100 }

45 101

46| int stupanj_u_X (int A[][MAX]) 102| void podijeli(int n)

47| //vraca stupanj polinoma A(X, 0) 103| // dijeli polinom L s Y"n

48 { 104| // te zatim izvrsi provjeru
49 int i; 105 {

50 for(i = MAX - 1; i > 0; —1i) 106 int i, j;

51 if (A[i][0] != 0) 107 for(j = 0; j <MAX — n; ++j)
52 return i; 108 for(i = 0; i < MAX; ++i)
53 return 0; 109 L[il[j] = L[il[j + n];
54 } 110 for(j = MAX — n; j < MAX; ++j)
55 111 for(i = 0; i < MAX; ++i)
56| int pot_u_H () 112 L[il[j] = 0;
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provjeri();

}

int nzd(int a,
//vraca najveci

// cijelih brojeva a

{
int tmp;
if(a < 0)

a x= (—1);
if (b < 0)

b x= (-1);
while (b != 0)

[ s}

tmp ;

—_— D O~
B

return a;

}

void sredi ()

int b)
zajednicki
i b

a % tmp;

djelitelj

// "uklanja” najvecu potenciju od X u

//polinomu H(X, 0) te izvrsi provjeru
{
int i, j, a, b, d;
d = nzd(H[h][O], L[L][O]);
a = H[h][O] / d;
b =L[1][0] / d;
d=h-1;
for(i = 0; i < d; ++1i)
for(j = 0; j < MAX; ++j)
H[i][j] == b;
for(i = d; i < MAX; ++i)
for(j = 0; j < MAX; ++j)
{
H[i][j] *= b;
H[i][j] —= (a=L[i - d][j]);

provjeri();

}

int main(void)

{

int m, n, i, j, ret = 0;
// ret je trazeni

// multiplicitet presjeka

scanf (”%d %d”, &m, &n);
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//m — broj monoma u polinomu H,
//n — isto, ali u L
while (m—-)

//unos monoma polinoma H

{

scanf ("%d %d %d”, &i, &, &h);
H[i][j] = h;
}

while (n—-)

//unos monoma polinoma L

{

scanf ("%d %d %d”, &i, &), &l);

LT = 13
}

provjeri();
//inicijalna provjera
while (1)
{
if (!sadrze_0())
//algoritam staje ako
//H(O, 0) ili L(0O, 0) nije 0
break ;
while (1 > 0)
// provodi se korak 2
// sve dok je potrebno
sredi () ;
if (nula_H() || nula_L())
//ako H i L imaju zajednicku
// komponentu, onda je
//ret = oo i gotovi smo
{
ret = 00;
break;
}
n = pot_u_L();
//najveci n iz N t.d. Y'n | L
ret += (n % pot_u_H());
//povecamo ret za nm,

uz m iz N

// najveci

t.d. X'm | H(X, 0)

podijeli(n);
//dijelimo polinom L s Y"n
}

if (ret == o00)

printf (”+oo\n”);

else

printf ("%d\n”, ret);

return O;

Opisimo sada kako dani program prima, odnosno vra¢a podatke. Ulazni podaci se zadaju
pomocu standardnog ulaza (stdin, tj. preko tipkovnice), izlaz ¢e biti na standardnom izlazu

(stdout, tj. preko ekrana).

e Format ulaznih podataka: U prvom retku se nalaze dva nenegativna cijela broja, m i
n, broj monoma u, redom, polinomu A i polinomu L. Zatim slijedi m linija, u svakoj
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po tri cijela broja i, j, & (i, j > 0), oni opisuju monom hX'Y’ u kanonskom zapisu
polinoma H. Zadnjih # linija unosa opisuje polinom L, na isti nacin.

e Format izlaznih podataka: U prvom i jedinom retku nalazi se ili nenegativni cijeli
broj, trazeni multiplicitet presjeka danih krivulja u tocki (0, 0) ili +oo.

Primjer 2.6.4. Sada dajemo nekoliko primjera na kojima smo testirali program. Prvi i
drugi primjer su iz napomene 2.6.3, tre¢i primjer je (c) dio primjera 2.6.1, ostali primjeri su
oni gdje odmah vidimo koliki je multiplicitet. Lako vidimo koliki su iz osnovnih svojstava
multipliciteta presjeka (definicija 2.5.2) ili iz napomene 2.6.3, odnosno iz teorema 2.6.6 i
njegovog korolara, koji ¢e biti iskazani i dokazani nakon navedenih primjera.

H L ULAZ | 1ZLAZ
3 2
2 0 1
2 2 1 0 1
X2+X-Y X-Y o v 1
1 0 1
0o 2 -1
4 3
3 0 1
2 0 -39
X} -39x2-3X-Y X?-3X-Y oY 2
2 0 1
1 0 -3
0 1 -1
5 5
6 0 1
4 2 3
2 4 3
3 2 2 2 4
(X2+Y2) — 4X%y? (X2+Y2) +3X2Y-Y3| 0 6 1 14
4 0 1
2 2 2
2 1 3
0 4 1
0 3 -1
3 2
2 0 1
2 1 1 2
X+Y) X+Y 0 2 1 +00
1 0 1
0 1 1
3 2
1 0 1
0 1 1
X+Y+1 X+Y 0o 0 1 0
1 0 1
0 1 1
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H L ULAZ IZLAZ

2 2
9 0 1

X -v X' +vY 0 1 -1 7
7 0 1
0 1 1
2 2
9 0 1

X° —7v° X + 137 0 6 -7 6
1 0 1
0 5 13
2 3
9 0 1

X' -vy 13X8Y3 +4X3y? - Y3 g ; 113 21
3 2 4
0 3 -1
2 4
2 0 1
0 8 1

X+Y [ X+17Y -4’ +Y | 1 0 1 6
0 7 17
0 5 -14
0 3 1
3 3
2 17 1
1 8 2

(X +Y)?Y’ 41X° - 32x% vy 0 9 1 58

9 0 41
8 0 -32
0 1 -1

Posebne klase krivulja

Najprije navodimo teorem koji je zapravo tvrdnja toCaka (3) i (4) primjera 2.6.2 pa ga
navodimo bez dokaza. Napomenimo da u teoremima 2.6.5, 2.6.6 i korolaru 2.6.7 uvijek
moZemo mijenjati uloge polinoma F' i G kao 1 varijabli X 1 Y, sve to radi simetrije.

Teorem 2.6.5. Neka su F, G € K[X, Y] i neka postoji g € K [Y] takav da je G = g (Y).
Tada, ako je g =0 ili F (X, 0) =0 (uz g(0) =0), onda je I1((0, 0), F N G) = +co, inace,
ako sum, n € Zsg takvida X™ | F (X, 0), X" Y F(X, 0) te Y" | g, Y"*' f g, onda je

10, 0), FNG) = mn.

Teorem koji slijedi re¢i ¢e nam kako gotovo odmah moZemo vidjeti koliki je multipli-
citet presjeka krivulja u tocki (0, 0), u posebnom slucaju kada je barem jedna od krivulja
zadanauobliku Y = f(X)ili X = f (Y). Teorem je motiviran ¢injenicom da ukoliko provo-
dimo algoritam (uz zamijenjene uloge varijabli X i Y) nad krivuljama F (X, Y) = f(X) - Y
1 G (X, Y) dobivamo da nakon nekoliko koraka polinom G poprima oblik G (X, f (X)). Do-
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kaz koji ¢emo dati biti Ce neSto elegantniji od provodenja cijelog ovog racuna. Tj. dokaz je
motiviran postupkom u tocki (6) primjera 2.6.2.

Teorem 2.6.6. Neka su f € K[X] (takav da je f(0)=0) 1 F, G€ K[X, Y]. Neka je
F(X,Y)=f(X) -7, tada je

+00, GX, f(X) =0
n, GX, fX)#0 "~

gdje jen € Zo takav da X" | G (X, £ (X)) i X" § G (X, f(X)).

1((0, 0),FOG):{

Dokaz. Pretpostavimo da znamo da postoji polinom H € K [X, Y] takav da je
GX, f(X) =G+ HF,
tada prema svojstvu (5) multipliciteta presjeka (definicija 2.5.2) znamo da je

+oo, G(X, f(X)) =0
n, G f(X)#0"~

gdje je n € Zs takav da X" | G (X, f(X)) i X' + G(X, f(X)). Naime, G (X, f (X)) #0
nam govori da postoji takav n € Z,o pa je G (X, f(X)) = X"L, gdje je L € K[X] takav
da L(0) # 0 pa tvrdnja slijedi odmah prema svojstvima (6) i1 (7) multipliciteta presjeka
(u ve¢ spomenutoj definiciji). Preostaje nam, dakle, pokazati da postoji takav polinom
H € K[X, Y]. Znamo da postoji N € Nibrojevi gy € K, gdjesuk, [ € {0, 1, ..., N}, takvi

1((0,0), FNG)=1(0,0), FNG(X, f(X))) = {

N N

dajeG(X,Y) = Z Z auX*Y'. Sada, trebamo pokazati da postoji H € K [X, Y] takav da
k=0 1=0

JeHF =G (X, f(X)) -G (X, Y), zato je dovoljno pokazatida F | G (X, f (X)) -G (X, Y).

No, to je jasno jer je

N N
GX, fFOXO)-GX, )= > > auX ((fF (X)) - V'),
k=0 =0
aF=fX)-Y|(fX) -Y, zasvele Zs. Q.E.D.

Sljedeci korolar je direktna posljedica prethodnog teorema pa ga navodimo bez dokaza.

Korolar 2.6.7. Neka su m i n nenegativni cijeli brojevi, tada je multiplicitet presjeka kri-
vuljaY = X" iY = X" u tocki (0, 0) jednak
+00, akoje m=n,
min{m, n}, akoje m # n.
Opcenitije, neka su f, g € K [X] takvi da je f (0) = g (0) = 0, tada je multiplicitet presjeka
krivulja Y = f(X) i Y = g(X) u tocki (0, 0) jednak +oco ako je f = g, odnosno k ako je
f#gikeZytakavdaX | f—giX"'t f—g.
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2.7 Drukdcija definicija multipliciteta presjeka

U ovoj sekciji ¢emo dati definiciju multipliciteta presjeka krivulja pomocu teorije formal-
nih redova i teorema o implicitno zadanoj funkciji. Zatim ¢emo pokazati da se takva de-
finicija podudara s naSom koju smo ve¢ izlozili. Napomenimo da je ve¢ videna definicija
viSe algebarske prirode, dok ¢e ova “nova” biti viSe geometrijska. Taj geometrijski pogled
¢e se ocitovati u tome Sto ¢e nam, da bi definicija bila valjana, barem jedna krivulja morati
biti ireducibilna. Uvedimo osnovne pojmove koji ¢e nam biti potrebni iz teorije formalnih
redova.

Osnovno o formalnim redovima

Prisjetimo se definicije polinoma u jednoj varijabli X, 1.1.10. Izbacimo li zahtjev da je
najviSe konacno mnogo ¢lanova razli¢ito od 0 dobivamo sljedecu definiciju.

Definicija 2.7.1. Neka je R prsten. Prsten formalnih redova nad prstenom R je prsten
R[[X]] koji se sastoji od svih nizova u R, uz operacije, za nizove f = (ay, a1, az, ...) 1
g = (by, by, by, ...), dane s:

n

f+rg=(ao+bo,a +by,a,+by,...), f-g=(aobo, aphy +aby, ..., Zakbn—ka c).

k=0
———
n-to mjesto

Nadalje, X := (0,1, 0,0, ...) te X":=(1,0,0,...).
Kao i u situaciji s polinomima, lako zaklju¢ujemo da uz gornje oznake, mozemo pisati

f= Z a;X*. Napomenimo da se ovdje radi upravo u formalnim redovima, tj. nikakva
k=0
konvergencija nas ne zanima. Pojam djeljivosti je isti kao u sluc¢ajnu polinoma. Klju¢na

razlika izmedu formalnih redova i polinoma se o€ituje u sljedecoj propoziciji.

Propozicija 2.7.2. Uz iste oznake, f je invertibilan element u R [[X]] ako i samo ako je a,
invertibilan element u R.

Dokaz. Pretpostavimo da je f € R[[X]]", to znaci da postoji g = Z b, X" € R[[X]] takav
1=0
da je fg = 1. No, to odmah znaci da je apby = 1, iz Cega vidimo da je ay € R*. Obratno,

neka je ag € R*. Trazimo g = Z b X' € R[[X]] takav da je fg = 1, znamo da je
1=0

fg = apbg + (apbhy +a1b0)X+ ...+(a0bn +a1b,_1 + ...+anb0)X” +....
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Sada ¢emo induktivno izracunati svaki koeficijent b;, [ € Z, formalnog reda g. Pretposta-
vimo da je n € N i da znamo vrijednosti by, by, ..., b,_;. Kako mora biti

Clobn + Cllbn_l +...+ anbo =0,
zakljuCujemo da je b, = —aal (a1b,_1 + ...+ a,_1by + a,by). Q.ECD.

Jasno je da je R[X] potprsten prstena R [[X]]. Takoder, jasno je da ako je R integralna
domena da je onda i R[[X]] integralna domena, to se vidi naprosto mnoZenjem vodecih
koeficijenata. Sljedeci teorem je zapravo teorem o implicitno zadanoj funkciji, on nam je
kljucan za uvodenje nove definicije multipliciteta presjeka.

Teorem 2.7.3. Nekaje K poljei F € K [X, Y] takavdaje F (0, 0) =0iFy (0, 0) # 0. Tada

o

X, Z aka] = 0.

k=1

postoji jedinstven Z @ X* € K [[X]] takav da je F
k=1

Napomena 2.7.4. Zadnja jednakost je, jasno, jednakost u prstenu K [[X]]. Primijetimo da
Jje navedeni red djeljiv s X, odnosno, nema slobodni koeficijent, tj. jednak mu je O, prema
propoziciji 2.7.2 to znaci da nije invertibilan. Nadalje, uvjet Fy (0, 0) # O nam zapravo
govori da uz monom Y u polinomu F moramo imati koeficijent koji je razlicit od 0.

Dokaz. Postojen € N1i fy, fi, ..., f, € K[X] takvi da je
FX,V)=f(X)+AXY+...+ [, X)Y"

Kako je Fy (0, 0) # 0 zaklju¢ujemo da je f; (0) # 0, a kako je F (0, 0) = 0 zaklju¢ujemo
da je fo (0) = 0. Sada pomocu Taylorovog razvoja (propozicija 1.2.35) oko 0 vidimo da
postoje go, g1 € K [X] takvi da je

Jo(X) = Xgo (X) i HX) = £10)+Xg (X).

[ee)

Sada imamo sve §to nam je potrebno da jednozna¢no odredimo Z a,X* e K [[X]] takav
k=1

[ee)

daje F [X, Z akX") = 0. Zelimo da nam u K [[X]] vrijedi sljedeca jednakost.
k=1

[Se] (9] [Se]
=1

. I
0=F (X, > akX"] = Xgo (X) + (1 (0) + Xg1 (X)) [Z akx"] + D HX [Z akxk] :
=2 k=

k=1 k=1
Odnosno, kako je f; (0) # 0, mozemo pisati:

(9

Zaka = -1
f1(0)

k=1

(o)

n 0 [
Xgo (X) + Xg1 (X) [Z akxk} + D HX [Z akX"]
=2

k=1 k=1
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Sada redom raCunamo a,, a,, ... 1zjednacavajuci koeficijente uz X, X%, .. .,zaX dobijemo
a = (0). Zatim za X? imamo:
1 7 (0) 80
a = fl_(o) (koeficijent uz X ugo(X)+ag (0)+ £ (0) af) .
Sli¢no nastavljamo dalje za sve a3, a4, ..., Ovime smo gotovi. Q.EC.D.

Multipliciteti presjeka i formalni redovi

Najprije uvedimo jednu novu oznaku.

Definicija 2.7.5. NekajeO # f = Z a, Xk € K[[X]], tada postoji najmanji n € Z, takav
k=0
da je a, # 0. Pisati ¢emo v (f) = n. Dodatno, neka je v (0) = +oco.

Definirati cemo multiplicitet presjeka dviju krivulja u tocki (0, 0) od kojih je barem
jedna od njih ireducibilna i zadovoljava uvjete teorema 2.7.3. Najprije cemo malo zlorabiti
oznake pa ¢emo za ovu, na prvi pogled, potpuno druk¢iju definiciju Koristiti istu oznaku za
multiplicitet presjek kao i u definiciji 2.5.2. No, teorem 2.7.9 koji slijedi ¢e nam pokazati
da je takva notacija potpuno opravdana.

Definicija 2.7.6. Neka su F, G € K[X, Y]. Neka je F ireducibilna krivulja takva da je
F(0,0)=01 Fy(0,0) #0. Definiramo multiplicitet presjeka krivulja F i G u tocki

(0, 0) kao
1((0,0), FNG) = V(G [X, Z aka)),

k=1

gdje je Z aX e K [[X]] jedinstven takav da je F (X, Z aka] = 0, kao u teoremu 2.7.3.
k=1 k=1

Napomena 2.7.7. Prethodnu definiciju lako prosirujemo na bilo koju tocku iz A%. Naime,
zaP=(a, b)e Az,jednostavno promatramo polinome F (X +a, Y +b)iG(X +a, Y + D)
pa opet imamo situaciji u tocki (0, 0). Dodatno, ako je Fy (P) # 0, onda je jasno i da
je(F(X+a, Y+Db))y(0,0)#0, kao i ako je F ireducibilan, onda je i njegova translacija
ireducibilna, dakle, sve je dobro.

Sada zelimo pokazati da je ovakva definicija dobra, tj. da se ona podudara s onom od
ranije, s definicijom 2.5.2. Time ¢emo opravdati i koriStenje iste oznake. Prema teoremu
2.5.5 vidimo da ¢e ta ¢injenica slijediti direktno iz sljedeéeg teorema. No, najprije iskaZzimo
1 dokaZimo jednu pomoc¢nu tvrdnju.
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Lema 2.7.8. Neka su F, G € K [X, Y] relativno prosti polinomi. Tada postoje polinomi
A,BeKI[X,Y]i0# He K[X]takvidajeAX,Y)F(X,Y)+B(X, Y)G(X,Y)=H(X).

Dokaz. Znamo da je K [X] integralna domena, ozna¢imo njeno polje razlomaka s K (X).
Tada je ocito K [X, Y] = K[X][Y] € K(X)[Y]. Nadalje, jasno je da su F i G relativno
prosti i kao polinomi u prstenu K (X)[Y]. Dakle, postoje polinomi A, B€ K[X, Y] i
H,, H, € K[X], oba razlicita od 0, takvi da je FF + EG = 1. PomnoZimo dobivenu

1 2
jednakost s H = HiH, # 0 i dobivamo §to smo traZili. Q.ECD.

Teorem 2.7.9. Neka su F, G € K [X, Y]. Neka je F ireducibilna te neka je F (0, 0) =0 i

Fy (0, 0) # 0. Tada, ako je Z aX* e K[[X]] jedinstven takav da je F | X, Z aX=0
k=1 k=1
(kao u teoremu 2.7.3), onda je

dim (O0,0(A%)/ (F, G)) = v [G (X, i akaD .

k=1

Dokaz. Oznacimo, O = O, 0)(A2). Zapolinom A € K [X, Y] uvodimo oznaku A € K [[X]],
X, Z aka]. Najprije pokazimo da krivulje F i G imaju zajednicku komponentu
=1

ako i samo ako je v (G) = +o0. Kako je F ireducibilna krivulja zaklju¢ujemo da F i G imaju

A=A

zajednicku komponentu ako 1 samo ako F' | G. Dakle, moramo pokazati da je V(G) = +00

ako i samo ako F | G. Jasno je da ako F | G da je G = 0, odnosno V(G) = +o00. Obratno,
ako je G =0, tvrdimo da F | G. Pretpostavimo da F t G. Kako je F ireducibilan, za-
kljucujemo da su F i G relativno prosti polinomi. To znaci, prema lemi 2.7.8, da pos-
toje A, Be K[X, Y]10+# H € K[X] takvida je AF + BG = H, u K[X, Y]. No, to onda
znaci da je, u K [[X]], 0 = AF +BG=H=H#0, §to je ocita kontradikcija. (Posljed-
nja jednakost vrijedi zato Sto polinom H ne ovisi o varijabli Y.) Dakle, dalje radimo pod
pretpostavkom da je v ((7) < +0o. Neka je v (G) = n € Zso. Promatrajmo homomorfizam
¢ : O = K[[X]], zadan kao )
Ay A -
@ (—) == =AB s

B/ B
gdje su A, Be K[X, Y] 1 B takav da je B(0, 0) # 0. Iz toga odmah zaklju¢ujemo da B
ima slobodni koeficijent razliCit od O pa je stoga, prema propoziciji 2.7.2, B invertibilan u
K [[X]]. Dakle, ¢ je dobro definiran homomorfizam. Neka je O = Im (¢). Kako je (F, G),
kao ideal u O, jednak FO + GO vidimo da je
¢((F,G) = _F_0+G0=Go.

=0
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Oznagimo I = GO. Najvecéa potencija od X koja dijeli G je X", stoga postoji invertibilni
element g € K [[X]] (radi karakterizacije u propoziciji 2.7.2) takav da je G = X"g, zato je
I = X"0. Oznacimo s (X") ideal u K [[X]] generiran s X". Znamo da je

dimg (K [[X1]/(X")) = n,

zato jer bazu Cine naprosto 1, X, X2, ..., x! (zan = 0 je to nul—prostor), tj. njihove slike,
ovo je zapravo ista situacija kao s prstenom K [X]. Sada vidimo da ukoliko pokazemo da
je _
dimg (O/ (F, G)) = dimg (O/I) = dimg (K [[X]] / (X"))

da smo gotovi. Pokazati ¢emo da su ta tri vektorska prostora medusobno izomorfna i time
dokaz privesti kraju. To pokazujemo u dva koraka.

¢ O/I = K[[X]]/(X"). Definirajmo ¢ : O — K [[X]]/(X") kao kompoziciju prirod-
nog ulaganja (O — K [[X]]) i kanonskog epimorfizma (K [[X]] — K [[X]] / (X")). Jasno je

da je dovoljno vidjeti da je Y epimorfizam i da je Ker () = I. Cinjenica da je epimorfizam

slijedi iz ogitog razloga $to slike (po ) elemenata 1, X, X>, ..., X" € O &ine bazu pros-
A
tora K [[X]] / (X"). Nadalje, neka su A, B € K [X, Y], B(0, 0) # 0 takvi da je ;0(5) =0.

No, to onda znaéi da X" | AB™', akako X 1 B™! (opet, radi propozicije 2.7.2), zakljuéujemo
- A — —
da X" | A. Konac¢no zakljucujemo da je 5 € I, odnosno, Ker (¢) C I, obratna inkluzija je

ocita. Ovime smo pokazali da je 5/75 K[[X]]/(X™).

e O/ (F, G) = O/I. Definirajmo ¢, : O — O/I kao kompoziciju ve¢ definiranog ho-
momorfizma ¢ 1 kanonskog epimorfizma. Opet, moramo dokazati da je ¢y epimorfizam
i da je Ker () = (F, G). Iz definicije od ¢ i O je jasno da je ¢, epimorfizam. Neka

A . —
suA, BeK[X, Y], B(0, 0)# 0 takvi da je ¢y (E) = 0. Ovo znadi da je AB' €1, od-

nosno, da je A € I. Dakle, postoje C, D € K[X, Y], D (0, 0) # 0 takvi da je A = GCD™".
Toc¢nije, imamo da je AD — GC = 0. Sada tvrdimo da F | AD — GC. Pretpostavimo su-
protno, tj. F ¥ AD — GC, iz toga, kako je F ireducibilan, zakljuCujemo da su polinomi F
1 AD — GC relativno prosti pa, prema lemi 2.7.8, postoje polinomi L, L, € K [X, Y] te
polinom 0 # H € K [X] takvi da je

LF+L,(AD-GC)=H, uKI[X, Y].

Prebacimo i to u K [[X]] vidimo da vrijedi 0 = LiF + L, (AD - GC) = H = H # 0, §to je

kontradikcija. Dakle, postoji polinom L € K [X, Y] takav da je AD = FL + CG. Znamo
A L C

daje B(0,0)# 01D (0, 0) # 0 pa vidimo da je 3 = ﬁF + EG € (F, G). Ovime smo

pokazali da je Ker(¢o) C (F, G), dok je obratna inkluzija jasna stvar. Dakle, imamo Sto

smo Zeljeli, tj. O/ (F, G) = O/I. QE.D.
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Napomenimo samo da uvijek mozemo zamijeniti ulogu krivuljama F i1 G. Takoder, sve
tvrdnje analogno vrijede zamijenimo li ulogu varijablama X i Y. Formalizirajmo receno,
sljedeci korolar je direktna posljedica prethodnog teorema pa ga navodimo bez dokaza.

Korolar 2.7.10. Neka su F' i G afine ravninske krivulje. Neka je G ireducibilna i neka je
G(0,0)=0teGx (0, 0) # 0. Tada, akoG | F, ondaje I ((0, 0), FNG) = +o0,aakoG | F
(tj. krivulje F i G nemaju zajednickih komponenti), onda je I ((0, 0), F N G) = n, gdje je

n € Zso najveci takav da Y" | F [Z by Y*, Y). Pri tome je spomenuti red jedinstven takav
k=1

dajeG (Z b Y*, Y] =0, u K[[Y]], slicno kao u teoremu 2.7.3.
k=1

Primjer primjene

Ovdje ¢emo dati primjer u kojem se multiplicitet presjeka izracuna lako pomocu ove nove
definicije. Trazimo multiplicitet presjeka krivulje

F,.X,Y)=01-XA-Y)"-1,

gdje je n € N, s krivuljom G (X, ¥) = X° = 7X°Y° + 3X?>Y* + Y7, jasno, u to¢ki (0, 0). U
[12], strana 164, Theorem 6.15 nalazimo Eisensteinov kriterij. Prema njemu vidimo da
je F, ireducibilna krivulja (Y |A-Y)" -1, Y+ -Y)"-1, Y+ - Y)"), jasno je da
je F(0,0)=01daje F,x(0,0) #0. Sada gledamo F (X, Y) = 0 i formalno provodimo
racun u K [[Y]]:

oot 2o SIS

00
k=1 =1 k=1

n oo !
Sada nas zanima koja je najvecéa potencija od Y koja dijeli G [— Z (7) [Z Y") , Y]. Lako
vidimo da je to IY4, bez obzira na n € N. Naime, najveca pl(:)iencijak:old Y koja dijeli
—an (’;) [i YkJ je Y, au G(X, Y) je monom najmanjeg stupnja jednak 3X*Y?. Za-
kljlﬁéujemc;(:(ia je 1((0, 0), F, N G) =4, za sve n € N. Ovo moZemo, za male n € N, pro-

vjeriti i raCunalom, npr. programom iz sekcije 2.6. Dati éemo primjer ulaznih podataka za
n=1,2,3,4,5,6.

Napomena 2.7.11. Primijetimo da nam je, uz gornje oznake, u krivulji G bio bitan jedino
stupanj “najmanjeg” monoma. Dakle, za bilo koju krivulju G koja sadrZi tocku (0, 0) i
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koja nije djeljiva krivuljom F, (tj. F, i G nemaju zajednicku komponentu) ce vrijediti da
Jje 1((0, 0), F N G) jednak stupnju najmanjeg monoma u polinomu G i to za svakin € N.

Sljedeca tablica sadrzi spomenute ulazne podatke zan =1, 2, 3, 4, 5, 6.

n=1 n=>2 n=3 n=4 n=>5 n==~6

13 4

11 4 1 0 -1

9 4 1 0 -1 1 1 6

7 4 1 0 -1 1 1 5 1 2 -15

5 4 1 0 -1 1 1 4 1 2 -10 1 3 20

3 4 1 0 -1 1 1 3 1 2 -6 1 3 10 1 4 -15

1 0 -1 1 1 2 1 2 -3 1 3 4 1 4 -5 1 5 6

1 1 1 1 2 -1 1 3 1 1 4 -1 1 5 1 1 6 -1

0 1 -1 0o 1 -2 o 1 -3 0O 1 -4 0 1 -5 0 1 -6

5 0 1 0o 2 1 0o 2 3 0O 2 ©6 0 2 10 0 2 15

3 5 7 5 0 1 0 3 -1 0 3 4 0 3 -10 0 3 20

2 2 3 3 5 7 5 0 1 0 4 1 0 4 5 0 4 15

0 7 1 2 2 3 3 5 7 5 0 1 0 5 -1 0 5 -6

0o 7 1 2 2 3 3 5 7 5 0 1 0 6 1

0o 7 1 2 2 3 3 5 -7 5 0 1

0o 7 1 2 2 3 3 5 -7

0 7 1 2 2 3

0 7 1







Poglavlje 3

Projektivne mnogostrukosti

3.1 Osnovni pojmovi

Promotrimo krivulju ¥? = X*> + 1 i pravac Y = X, vidimo da se oni ne sijeku u A?, ali
se krivulja asimptotski “priblizava” pravcu. Cilj nam je “povecati” afinu ravninu tako
da se oni sijeku u “beskonacnosti”. U tu svrhu, identificirajmo svaku to¢ku (x, y) € A?
to¢kom (x, y, 1) € A®. Svaka to¢ka (x, y, 1) € A? jedinstveno odreduje pravac koji prolazi
tom tockom i tockom (0, 0, 0), obratno, svaki pravac tockom (0, 0, 0) koji ne lezi u rav-
nini {(x, y, 0) : x, y € K} (oznacavati ¢emo ju jednostavno sa z = 0) jedinstveno odreduje
tocku oblika (x, y, 1). Pravce tockom (0, 0, 0) koji leZze u ravnini z = 0 ¢emo smatrati
“tockama u beskonacnosti”.

Definicija 3.1.1. Neka je K polje i n € Z-o. Projektivni prostor nad poljem K, u oznaci
P" (K) (tj. P"), je skup svih pravaca u A™' koji prolaze tockom (0, 0, ..., 0).

Napomena 3.1.2. Primijetimo da svaka tocka 0 # (xy, X3, ..., Xu41) € Al odreduje je-
dan takav pravac tockom 0 = (0, O, ..., 0). Obratno, primijetimo da tocke

X:(X1, X2, "'a-xn+1) 1 y:()’h Y2, ~--,)’n+1)
iz A" odreduju isti pravac ako i samo ako postoji 0 # A € K takav da je y = Ax.

Definicija 3.1.3. Ako takav A (iz prethodne napomene) postoji reci ¢emo da su tocke x 1y
ekvivalentne.

Dakle, vidimo da je projektivni prostor zapravo skup klasa navedene ekvivalencije
tocaka iz A"\ {(0, 0, ..., O)}.

Definicija 3.1.4. Elemente skupa P" ¢emo zvati to¢ke. Ako je tocka P € P" odredena
nekom tockom 0 # (x1, Xo, ..., Xps1) € A™! reéi éemo da su (xi, X, - .., X4s1) homogene
koordinate tocke P. Kako bismo to naglasili, pisati éemo P = (X1 : X2 : ... Xu41)-

83
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Neka je k € {1, 2, ..., n+ 1}, za vrijednost homogene koordinate x; tocke P iz pret-
hodne definicije moZemo samo redi je li x; = 0 ili je x; # 0. Ako je x; # 0, onda je

X1 X2 Xk—1 Xk+1 Xn+1
P=\—:—:....—:1: L .
Xk Xk Xk Xk Xk

Stavljamo Uy = {(x; : X3 1 ... : X,41) € P" : x; # 0}. Tada svaka to¢ka P € U, ima jedins-
tven zapis, kao gore, tj. s jedinicom na k-toj koordinati.

Definicija 3.1.5. (x;, x2, ..., Xk—1, Xk+1» - - - » Xnt1) 1Z gornje diskusije nazivamo nehomo-
gene koordinate tocke P u odnosu na Uy, ili krace, u odnosu na k.

Definirajmo ¢y : A" — U, pomocéu

gok(al, ay, ..., a,,):(al 7 R ¢ ) S I 1 gy - ...:an).
n+l
Dakle, vidimo da postoji prirodna bijekcija izmedu A" i U;. Kako je P" = U Uy za-

k=1
kljuujemo da je skup P" “pokriven” s n + 1 skupova od kojih svaki izgleda upravo kao

afin prostor.
Definicija 3.1.6. Definiramo hiperplohu u beskonacnosti kao
Ho =P'\U,;1 ={(x; : x2: ...  xp31) €P" ¢ x4 =0}

Lako vidimo da H,, moZemo identificirati sa P""'. Primijetimo takoder da je P" =
U,.1 VU H, tj. projektivni prostor je unija afinog prostora i1 hiperplohe u beskonacnosti.
Primjer 3.1.7.

(1) P je skup od samo jedne tocke.

2) P'={(x:1) : xe K}U{d, 0)}, tj. P! je afin pravac kojemu je dodana joS jedna
tocka u beskonacnosti.

@) PP ={a:y: ) : (r,y) €A U{(x:y:0) : (x:y) €P'|. P jeafinaravnina kojoj
je dodan pravac to¢aka u beskonacnosti.

(4) Neka su a, b € K i neka je Y = aX + b pravac u A%. Identificirajmo A% s U; C P?,
tada tocke pravca odgovaraju tockama (x : y : z) € P? koje zadovoljavaju y = ax + bz
1z = 0. Zasto? Morali smo uvesti dodatnu varijablu kako bismo homogenizirali jed-

nadzbu. To smo ucinili tako da smo umjesto X 1 ¥ promatrali — i Y za dodatnu
Z

varijablu z. Jasno je da uz tu modifikaciju rjeSenja za z = 0 nemaju smisla. No,

lako vidimo da ovom pravcu (kada ga promatramo u P?) pripada i jedna to¢ka u be-

skonacnosti, tj. tocka (1 : a : 0). Ovo nam govori da svi medusobno paralelni (u A?),

s istim koeficijentom smjera) pravci u A2, prolaze istom to¢kom u beskonacnosti.
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(5) Prisjetimo se krivulje, Y* = X* + 1 i pravca, ¥ = X, s pocetka ovog poglavlja. Pro-
matrajmo njihove homogene jednadZbe, to su y* = x* + 72, y = xi z # 0. Vidimo da
se oni sijeku u beskonagnosti i to u to¢ki (1 : 1: 0) € Hy, C P

Definicija 3.1.8. P' nazivamo projektivni pravac, a P> projektivna ravnina.

Lema 3.1.9. Neka je F € K [X,, X5, ..., X,:+1], gdje je K polje s beskonacno mnogo ele-

menata. Neka je m € Z i neka je F = Z Fy, gdje je Fy homogen polinom stupnja k, za
k=0
svek €{0, 1, ..., m}. Neka je P € P" (K) te pretpostavimo da je F (x, X2, ..., Xp+1) = 0,

za svaki izbor homogenih koordinata (x; : x; : ... : x,41) € P" tocke P. Tada je, za svaki
kef0,1,...,m}, Fr(x1, xa2, ..., Xp41) = 0, za svaki izbor (x| : x5 : ... : X,1) € P" homo-
genih koordinata tocke P.

Dokaz. Fiksirajmo neki izbor homogenih koordinata tocke P, (x; : xp :...: X,41) € P".
Promatrajmo polinom G € K [X] definiran kao

G(/l) = F(/le, /1)(:2, ) /l-xn+l) = Z/lka (X17 X2y veey Xn+l)a
k=0

zasve A € K. Vidimo da je to polinom m-tog stupnja u K [X] koji je jednak O u svakoj tocki
A€ K\ {0}. Kako polje K ima beskonacno mnogo elemenata zakljucujemo da je G = 0.
To znaci da je Fy (x1, X2, ..., Xp01) =0,zasve k=0, 1, ..., m. Q.ECD.

Sada nam je cilj razviti pojam projektivnog algebarskog skupa u P". Vecina ideja i
rezultata se podudara s onima iz afinog slucaja, stoga imamo dosta manje posla.

Definicija 3.1.10. NekajeP € P"iF € K[X, X3, ..., X,+1]. Reci éemo da je P nultocka
polinoma F i to oznacavati s F (P) =0 ako je F (xy, X2, ..., Xp11) = 0, za svaki izbor
homogenih koordinata (x; : x, : ... : X,41) € P" tocke P.

Ako je F homogen polinom, lako vidimo da ako je F jednak O za barem jedan odabir
homogenih koordinata tocke P, da je onda F' jednak O u svima. Lema 3.1.9 nam govori
da ako je tocka P nultocka polinoma F, onda je P nultocka svakog homogenog dijela
polinoma F, u smislu da F zapiSemo, na standardni nacin, kao sumu homogenih polinoma.
Neka je S bilo koji skup polinoma u K [X;, X, ..., X,1], stavljamo

V(I)={PeP": F(P)=0, VFeS}.

Lako se vidi da ako je [ ideal u K [X;, X5, ..., X,+1] generiran skupom S da je tada
V(I)=V(S). Neka je meN i neka je I = (F(l), F® ..., F(m)) te neka je, za svaki
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Tk
ke{l,2,...,m), F® = Z F, gdje je ry, € Zso i FI¥ homogen polinom stupnja /, za sve
1=0

1€{0,1,.... n}. Vidimodajel V() = V({F" : ke{l,2,....m}, 1€{0. 1, ..., n}}).
Dakle, zakljuCujemo da je, za svaki skup polinoma, S, V (S) zapravo skup nultocaka
kona¢nog skupa homogenih polinoma.

Definicija 3.1.11. Skup V (S), gdje je S bilo kakav skup polinoma iz, naziva se projek-
tivni algebarski skup.

Za svaki skup W C P" definiramo

IW)={FeK[X), Xo, ..., X,u1] : F(P)=0, YP € W)}

Definicija 3.1.12. Ideal I (W) se naziva ideal skupa W C P".

Definicija 3.1.13. Ideal I C K [X,, X5, ..., X,:1] se naziva homogeni ideal ako za svaki

ZFk = F €[ vrijedi da je Fy €1, za svaki k€ {0, 1, ..., m}. Ovdje je m e N 1 F} je
k=0
homogeni polinom, za svaki k € {0, 1, ..., m}, standardni zapis polinoma F kao sume

homogenih polinoma.
Lako se vidi da je, za svaki skup W C P", ideal 1 (W) homogen (lema 3.1.9).

Propozicija 3.1.14. Ideal I C K [X, X5, ..., X,+1] je homogen ako i samo ako je generi-
ran (konac¢nim) skupom homogenih polinoma.

Dokaz. Ako je I homogen ideal, iz prethodne diskusije dobivamo tvrdnju. Obratno, neka
jeS = {F @ e A} skup homogenih polinoma koji generira I te neka je deg (F (")) =d,,
za svaki @ € A (ako je neki F'“ =0, zanemarimo ga). Nekasu 0 <r<r+1<...<s
cijeli brojevi i neka su F,, F,,j, ..., F; homogeni polinomi odgovarajuceg stupnja (in-
deks), takvidaje F, + F,,; + ...+ Fy = F € I. Da bismo dokazali propoziciju dovoljno je
pokazati da je F, € I, jer je onda i F — F, € I pa tvrdnja slijedi po principu matematicke
indukcije. Postoje polinomi G, @ € A (samo njih konaéno razli¢itih od 0) takvi da je
F = Z GWF®. Za svaki m € Zs, neka je G'“ homogeni polinom stupnja m iz jedins-
a€A
tvenog raspisa polinoma G kao sume homogenih polinoma, za svaki @ € A. Zam € Z,

m < 0, neka je G\ = 0. Tada je jasno da je F, = Z Giff)daF("). Dakle, F, € I. Q.C.D.

a€cA
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Lema 3.1.15. Neka je I € K[X|, X», ..., X,+1] homogeni ideal. I je prost ideal ako i
samo ako za svaka dva homogena polinoma F, G € K [X;, X, ..., Xn + 1] vrijedi: ako je
FGel,ondaje FeliliGel.

Dokaz. Jasno je da je dovoljno pokazati samo smjer [<] Neka su F i G polinomi iz

mj
K[Xi, Xa, ..., Xu11] takvi da je FG € I 1 neka su my, my € Zy( takvi da su F = ZFk 1

k=0
ny

G = Z G raspisi polinoma F' 1 G kao sume homogenih polinoma, odgovarajuéeg stup-

1=0
nja, onog koji piSe u indeksu. Pretpostavimo da je FG € I. Kako je I homogen ideal,

tada je, za sve k€ {0, 1, ..., m}11€{0, 1,..., my}, F;G, € 1. Ako je F; €l za sve
ke{0,1,...,m}, onda je F €. Ako postoji neki k € {0, 1, ..., m} takav da F; ¢ I,
onda vidimo da je nuzno G; € I, zasvaki [l € {0, 1, ..., my} paje G € I. Dakle, svakako je
F eliliG € 1,tj.1deal I je prost. Q.EC.D.

Definicija 3.1.16. Algebarski skup V C P" je ireducibilan ako nije prikaziv kao unija
dvaju nepraznih algebarskih skupova, od kojih niti jedan nije jednak V. Ireducibilni al-
gebarski skup V C P" naziva se projektivna mnogostrukost.

Pomocu prethodne leme, kao u dokazu propozicije 1.6.2 vidimo:

Propozicija 3.1.17. Algebarski skup V C P" je ireducibilan ako i samo ako je I (V) prost
ideal.

Takoder, slicno kao teorem 1.6.3, imamo:

Teorem 3.1.18. Svaki projektivni algebarski skup se moZe na jedinstven (do na poredak)
nacin prikazati kao unija projektivnih mnogostrukosti od kojih niti jedna ne sadrZi neku
drugu.

Preslikavanja V 1 I u “projektivnom svijetu” izmedu skupova
{homogeni ideali ukK [X;, X5, ..., X,11]} 1 {algebarski skupovi uP"}

zadovoljavaju gotovo jednaka svojstva kao 1 u afinom svijetu, propozicija 1.4.8.
Ukoliko postoji mogucnost zabune, pisati ¢emo V), 11, te V, i I, da naglasimo nalazimo
li se u projektivnom ili afinom prostoru.

Definicija 3.1.19. Neka je V algebarski skup uP", definiramo konus nad V kao

C(V) = {(xl, Xy oy Xper) €A™ (X Xos e Xe1) = 0dli (X1 2 X0 T ... Xpay) € v}.
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Lako vidimo da vrijedi tvrdnja sljedece leme (koja ¢e nam pomoci u dokazu projektiv-
nod Nullstellensatza):

Lema 3.1.20. Neka je V neprazna projektivna mnogostrukost i neka je I homogeni ideal u
KX\, Xo, ..., X,u]takav daje V, (I) # 0. Tadaje I, (C (V) = I, (V)iC (V, (D)) = V. ().

Teorem 3.1.21 (Projektivni Nullstellensatz). Neka je I C K [X;, X3, ..., X,+1] homogeni
ideal. Tada vrijedi sljedece.

(1) V,(I) = 0 ako i samo ako postoji cijeli broj N takav da I sadrZi sve homogene poli-
nome stupnja barem N.

(2) Akoje V,(I) # 0, onda je I, (V, (I)) = Rad ().
Dokaz.

(1) Koriste¢i prethodnu lemu, svojstva (afina) (2) 1 (7) iz propozicije 1.4.8, “obicni”
(afini) Nullstellensatz (1.5.22) 1 lemu 2.3.17 dobivamo sljedece niz ekvivalencija:

V,(D=0& V,(I) <{0,0,...,0}eRad(]) =1, (V, () 2 (X, X2, ..., Xps1)
e INeNtd X, Xo, ..., X, )V C L

(2) Ovo slijedi direktno iz prethodne leme i afinog Nullstellensatza (1.5.22), naime:
1,(V, (D) = 1 (C(V, D)) = I, (V. (1)) = Rad (). QE.D.

Neka je V neprazna mnogostrukost u P”, tada je 7 (V) prost ideal pa je
[y (V) = K[Xy, Xa, oo Xyt 1 /1(V)
integralna domena. Sada imamo definiciju (kao u afinom slucaju, 2.1.2):

Definicija 3.1.22. I', (V) se naziva homogeni koordinatni prsten od V. Neka je I ho-
mogeni ideal u K [X;, X3, ..., Xy11] te neka jeI' = K[X;, Xz, ..., Xus1]/1. Za element
f €T cemo reci da je homogen stupnja d € Z ako postoji homogen polinom F stupnja d
uKI[X, Xa, ..., Xu1] takav da je slika od F u T jednaka f.

Propozicija 3.1.23. Svaki element f € I' moZe se, na jedinstven nacin, zapisati u obliku
f=fo+fi+...+ fn, gdiejem € Zy 1 f; je homogen stupnjak, za svakik =0, 1, ..., m.

Dokaz. Nekaje F € K [X, X», ..., X,41] takav da je njegova slika u I" jednaka f. Postoji
m € Zy, takav da je F = Fo + Fy + ...+ F,, standardni zapis polinoma F u obliku sume
homogenih polinoma, jasno, Fy je stupnja k, za svaki k € {0, 1, ..., m}. Odmah vidimo da
jef=fo+fi+...+ fu, gdjeje fi slikapolinoma Fryul',zak =0, 1, ..., m. Kako bismo
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dobili i jedinstvenost, nekaje f = go+ g1 + ... + g, gdje je [ € Z5 1 g, je slika homogenog

polinoma Gy stupnja k, zasve k € {0, 1, ..., [}. No sada, kako je  homogeni ideal i kako je
F-(Gy+Gi+...+G)elvidimodajel=miF,—Gyel,zasvaki k€ {0, 1, ..., m}.
Konacno, gy = fi,zak=0, 1, ..., m. Q.EC.D.

Definicija 3.1.24. Kvocijentno polje homogenog koordinatnog prstena I';, (V), u oznaci
K, (V) nazivamo homogeno polje funkcijana V.

Primijetimo, za razliku od afinog slucaja, samo konstante kao elementi od I', (V) defi-
niraju (dobro) funkciju na V. Takoder, vecina elemenata polja K, (V) ne definira (dobro)
funkciju na V. No, ukoliko su f, g € I';, (V) homogeni, istog stupnja d € Z,, onda ! dobro

8
definira funkciju na V (tamo gdje je g # 0). To se vidi iz:

fA0 _ 2@ fo
gy gy g’

za sve x € A"\ {0} i za sve A € K. Dakle, vrijednost od ]—C ne ovisi o izboru homogenih
8

koordinata.

Definicija 3.1.25. Neka je V neprazna projektivna mnogostrukost. Polje funkcija, u oz-
naci K (V) definiramo kao

{z €K, (V) : z= ]—C, gdje su f, g € I';, (V) homogeni istog stupnja}.
8

Elemente od K (V) nazivamo racionalne funckije na V.
Lako se vidida je K € K (V) € K, (V). No, primijetimo da I';, (V) € K (V).

Definicija 3.1.26. Neka je P € V, gdje je V neprazna projektivna mnogostrukost. KaZzemo
da je z € K (V) definirana u P ako postoje homogeni, istog stupnja, f, g € I';, (V) takvi da

jez:gig(P);tO.

Sada uvodimo definicije lokalnog prste mnogostrukosti V u tocki P i pripadajuéeg
maksimalnog ideala, kao u afinom slucaju.

Definicija 3.1.27. Neka je V neprazna projektivna mnogostrukost i neka je P € V, defini-
ramo lokalni prsten od V u P kao

Op(V) ={z€ K(V) : zje definirana u P} .
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Kao sto vidimo, Op(V) je potprsten od K (V), to je lokalni prsten i pripadajuci maksi-
malni ideal je jednak

mP(V)={Z€K(V) : Z=§,8(P)¢0,f(1’)=0}-

Primijetimo da je za svaki z € Op(V), vrijednost z (P) dobro definirama.

Neka je T : A" — A" afina zamjena koordinata takva da je 7 (0) = O (tj. ima samo
linerani dio). Tada vidimo da T prebacuje svaki pravac kroz ishodiSte u pravac kroz is-
hodiste (lema 2.1.16, dio (a)). Dakle, T odreduje preslikavanje s P u P".

Definicija 3.1.28. Uz prethodnu diskusiju, T nazivamo projektivha zamjena koordi-
nata.

Za projektivnu zamjenu koordinata vrijede iste (ocekivane) stvari kao i za afinu. Uko-
liko je V C P" algebarski skup, onda je i T~' (V) algebarski skup, oznaavamo ga, kao
i prije, s V'. Neka je V=V (F,, F,, ..., F,), gdje je m € N i F;, homogeni polinomi
stupnja k, za sve k=1,2, ..., m. Nekaje T =(Ty, Ty, ..., T,+1), gdje je T homogeni
polinom stupnja 1 zasve [ € {1, 2, ..., n+1}. Tadaje V' = V(FlT, Fl, ..., F,{l), gdje je
FkT =F (T, Ty, ..., Tyy1), zasvek € {1, 2, ..., m}. Tada je V mnogostrukost ako i samo
ako je V! mnogostrukost. Takoder, u tom slucaju 7 inducira izomorfizme medu sljede¢im
skupovima

L(V) > (V). KW > K(V'), 0p(V) - Og(V),

akoje T (Q) = P.

Veza afinih i projektivnih mnogostrukosti

Sada Zelimo povezati mnogostrukosti u A" s onima u P". U tu svrhu, smatrajmo A" kao
podskup od P", to moZemo realizirati, npr. preslikavanjem ¢,,; : A" — U,,; € P". Pod-
sjetimo se Sto je Sto u definiciji 3.1.5. Podsjetimo se i propozicije 2.3.6 i diskusije prije
nje, trebati ¢e nam tamo uvedene oznake. Neka je V algebarski skup u A" i neka je
I=1(V)eK[X|, X5, ..., X,]. Definiramo I* kao ideal u K [X;, X5, ..., X,;1] generi-
ran skupom {F* : F € I}. Jasno je da je taj ideal homogen. Definiramo V* =V (I*) C P".
Obratno, ako je V algebarski skupuP" il =1(V) C K[X|, X», ..., X,41], definiramo 1,
ideal u K[Xi, X5, ..., X,] generiran skupom {F, : F € I}. Takoder, V. =V (l,) C A"
Sada dolazimo do Zeljenih svojstava u sljedecoj propoziciji.

Propozicija 3.1.29. Uz oznake iz prethodne diskusije vrijedi.

(1) AkojeV C A", ondaje p,. (V) =V'NU, 1 1(V"),=V.
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(2) AkojeV C W C A", ondaje V" C W* CP". AkojeV C W CP",
ondajeV,C W, C A",
(3) Ako je V ireducibilan u A", onda je V* ireducibilan u P".
(4) AkojeV C A", onda je V* najmanyji algebarski skup u P" koji sadrzi ¢, (V).
(5) Ako je V = U Vi, m € N, rastav u ireducibilne komponente od V C A", onda je

k=1

n
V= U V; rastav u ireducibilne komponente od V* C P".
k=1

(6) Ako je V & A" neprazan algebarski skup, onda niti jedna ireducibilna komponenta
od V* ne lezi u ili sadrzi Hy, = P" \ U,4;.

(7) AkojeV C P"initi jedna komponenta od V ne leZi u, niti sadrZi H,,, ondaje V., & A"
i(V) =V.

Dokaz.
(1) Direktno iz propozicije 2.3.6.
(2) Ocito.

(3) Znamo da je I = I(V) prost. Zelimo pokazati da je I* prost. Prema lemi 3.1.15
vidimo da je dovoljno pokazati da ako su F, G € K[X;, X», ..., X,+1] homogeni
polinomi takvi da je FG € I" dajeonda F € I" ili G € I". No, FG € I", znaci da je
F.G, € I (propozicija 2.3.6), a kako je I prost, tvrdnja slijedi.

(4) Pretpostavimo da je W C P" algebarski skup koji sadrzi ¢,,; (V). Neka je F € I (W),
tada je F. € I(V), ato znati da je F = X, (F.)" € (I(V))", za neki r € Z, (opet
propozicija 2.3.6). Dakle, I (W) C (I (V))", iz Cega slijedi W 2 V",

(5) Slijedi direktno iz prve Cetiri tocke.

(6) Do sada pokazano nam govori da moZemo pretpostaviti da je V ireducibilan. Prema
(1) vidimo da V* ¢ H,,. Pretpostavimo da je H,, C V*. Tada je

I (V)" CI(V") C1(Hw) = (Xps1) -

No, postoji 0 # F € I(V),ondaje F* € (I (V))"i F* ¢ (X,;1), Sto je kontradikcija.
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(7) Opet, moZemo pretpostaviti da je V ireducibilan. Kako je ¢, (V.) € V, jasno je da
je dovoljno pokazati da je V C (V.,)", odnosno (1 (V,))" C I (V). Neka je F € I (V,).
Nullstellensatz (1.5.22) nam govori da postoji N € N takav da je F N'e (1(V)),. Pro-
pozicija 2.3.6 nam govori da postoji r € Zs takav da je X, ,, (FN)* € I (V). Kako je
I (V) prostideal i X,,;; ¢ [(V),jer V € H, zakljuCujemo da je F* € I (V). Q.C.D.

Definicija 3.1.30. NekajeV C A", V* C P" nazivamo projektivni zatvarac od V.

Propozicija 3.1.31. NekajeF € K[X|, X5, ..., X, |1l = (F) teV =V (I). Tada je
r=Fy 1 v=v{u).

Dokaz. Obje tvrdnje su ocite, slijede direktno iz definicija. Q.C.D.

Propozicija 3.1.32. Neka je V mnogostrukost u P" i neka je H,, C V. Tada je V = P" ili
V=H,. AkojeV =P"ondajeV,=A",aakojeV = H, ondajeV, = 0.

Dokaz. Pretpostavimo da je V #P". Tada je 0 # 1 =1(V) C (X,4;). Dakle, dovoljno
je pokazati da je X, € I. Za svaki F € I postoji G € K[X;, Xz, ..., X,11] takav da je
F = X,.1G. Kako je I prost ideal, zaklju¢ujemo da je G € [ ili X,,,; € 1. Odaberimo F' # 0,
tada vidimo da ¢emo nakon konacno koraka dobiti da je X, € I, to¢nije polinom F # 0
ne mozemo beskonacno dijeliti s X,,,;. Ovime je pokazana prva tvrdnja. Druga tvrdnja
proizlazi direktno iz definicija. Q.C.D.

Iz dijelova (1) 1 (7) propozicije 3.1.29, a 1 iz prethodne propozicije vidimo da postoji
prirodna bijekcija izmedu afinih mnogostrukosti i projektivnih mnogostrukosti koje nisu
sadrzane u H.

Neka je V afina mnogostrukost i V* njezin projektivni zatvarac. Neka je f € I, (V")
homogen stupnja d € Z(. Definirajmo f, € I'(V) na sljedeci nacin. Neka je F homogen
polinom, stupnja d, u K [X;, X5, ..., X,1] takav da je njegova slika u I', (V*) jednaka f
te definirajmo f, kao sliku polinoma F, u I'(V). Lako se vidi da ovo ne ovisi o izboru
predstavnika F, stoga je ovakva definicija dobra.

Definiramo prirodni izomorfizam « : K (V*) —» K (V):

(f)_f*
al=]=>=,
g &

za bilo koja dva homogena, istog stupnja, f, g € K (V*). Nadalje, svaku tocku P €V
moZemo smatrati to¢kom u V*, jednostavnu gledamo ¢, (P). Tada vidimo da « indu-
cira izomorfizam izmedu Op(V*) i Op(V).

Napomena 3.1.33. Uvijek ¢emo koristiti oznaku « za izomortfizam izmedu K (V*) i K (V),
odnosno, izmedu Op(V*) i Op(V).
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Svaka projektivna mnogostrukost, V, je pokrivena s n + 1 skupova oblika V N Uy, gdje
jek=1,2,...,n+ 1. MoZemo konstruirati V; u odnosu na U (kao §to smo do sada to
radili s U, ), tada ¢e tocke na V N U biti u vezi s tockama u V, te, takoder, lokalni prsteni
¢e biti izomorfni. Dakle, sva pitanja (na koja se moZe dati odgovor samo gledajuéi Op(V)) o
mnogostrukosti V u blizini neke njene tocke P se svode na pitanja o afinoj mnogostrukosti
V. u blizini tocke P (= ¢;' (P)).

Za kraj iskazimo i dokaZimo joS$ jednu lemu koja ée nam biti od koristi u nastavku.

Lema 3.1.34. Za svaki konacan skup tocaka u P postoji pravac koji ne prolaziti kroz niti
jednu od tih tocaka.

Dokaz. Kako je samo konacno toCaka, moZemo pretpostaviti da niti jedna od njih nije
jednaka (0 : 0 : 1) (ako je potrebno napravimo projektivnu zamjenu koordinata). No, kako
je polje beskonacno, to postoji beskonacno pravaca oblika {(x cy:iz)eP?  x+ky= O},
gdje je k € K. Jasno je da moZemo odabrati k tako da niti jedna tocka iz danog (kona¢nog)
skupa toc¢aka ne zadovoljava jednadzbu. Q.C.D.

3.2 Ravninske krivulje i Bézoutov teorem

Definicija 3.2.1. Za dva homogena polinoma F, G € K [X, Y, Z] kaZemo da su ekviva-
lentni ako je F = AG zaneki 0 # A € K. Projektivna ravninska krivulja je odgovarajuca
klasa ekvivalencije nekog nekonstantnog homogenog polinoma u K [X, Y, Z].

Definiramo analogno sve stvari kao u pocetku sekcije 2.4. Nadalje, znamo da ako je
P =(x:y:1),ondaje Op(F)izomorfnos O ,(F.), gdje je F. = F (X, Y, 1) odgovarajuca
afina ravninska krivulja. Prisjetimo se skupova

Uk:{(xl:xz:)@)ePZ : xk¢0},k:1,2,3.

Definicija 3.2.2. Neka je F projektivna ravninska krivulja i neka je P tocka iz P* koja se
nalazi u nekom Uy, k = 1, 2 ili 3. Dehomogeniziramo (prisjetimo se rasprave neposredno
prije propozicije 2.3.6) polinom F u odnosu na varijablu X, te definiramo multiplicitet
krivulje F u tocki P kao mp (F) = mp (F.).

Primijetimo da nam teorem 2.4.8 govori da prethodna definicija ne ovisi o odabiru
skupa Uy, takoder, invarijantna je u odnosu na projektivnu zamjenu koordinata. Promo-
trimo sada konadan skup to¢aka P, P, ..., P, € P?, gdje je n € N. Prema lemi 3.1.34
postoji pravac L koji ne prolazi niti jednom od tih tocaka. Ako je F krivulja stupnja d,

formalno stavljamo da je F, = 7d ek (PZ). Primijetimo da F, ovisi o izboru pravca L.
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F (LY
No, ako je L’ neki drugi takav pravac, onda je Ta= (E) F., a 7 je invertibilni ele-
ment u svakom od lokalnih prstena Opk(Pz), gdje je k € {1, 2, ..., n}. Nadalje, uvijek
mozemo napraviti projektivnu zamjenu koordinata tavku da niti jedna o to¢aka P; ne lezi
na pravcu u beskonacnosti, to¢nije, moZzemo pretpostaviti da je L = Z. Sada vidimo da
nam je F., uz prirodnu identifikaciju K (AZ) s K Pz) (napomena 3.1.33) zapravo jednak

“starom” F, = F (X, Y, 1).

Definicija 3.2.3. Neka su F i G projektivne ravninske krivulje i neka je P € P>. Defini-
ramo multiplicitet presjeka I (P, F 1 G) kao dim (Op(4)/ (F.. G.)).

1z diskusije prije definicije vidimo da je nebitno kako smo konstruirali . i G... Takoder,
jasno je da su zadovoljena sva svojstva (1)-(7) iz definicije 2.5.2 uz sitne modifikacije.
Naime, u tocki (3), T mora biti projektivna zamjena koordinata, dok je u tocki (5) bitno
da je polinom A homogen stupnja deg (G) — deg (F). Primjer 2.5.6 nam motivira sljedecu
definiciju.

Definicija 3.2.4. Definiramo da je pravac L tangenta na krivulju F u tocki P ako je
I(P, FNL)>mp(F). Tocka P krivulje F je jednostavna viSestruka tocka krivulje F
ako krivulja F ima mp (F) razli¢itih tangenti u tocki P.

Za dvije projektivne ravninske krivulje F i G kaZemo da su projektivno ekvivalentne
ako postoji projektivna zamjena koordinata takva da je G = F”. Jasno, sve §to smo rekli
1 Sto ¢emo joS reci za krivulje ¢e biti invarijantno u odnosu na projektivne zamjene koor-
dinata. Sada ¢emo navesti jednu lemu koja ¢e nam zatim pomo¢i u dokazu Bézoutovog
teorema.

Lema 3.2.5. Projektivne ravninske krivulje F i G koje nemaju zajednickih komponenti
sijeku se u konacnom broju tocaka.

Dokaz. Neka je S skup tocaka u kojima se sijeku krivulje F i G. Pretpostavimo da je S
beskonacan. Tada je, barem za jedan k € {1, 2, 3}, skup S N U, takoder beskonacan, zato
§to je U; U U, U Uz = P2, Dehomogenizirajmo polinome F i G u odnosu na varijablu X;.
Dobivamo polinome F, i G. u dvije varijable koji se sijeku u beskonatno mnogo toc¢aka.
Prema propoziciji 1.6.7 to znaci da oni nisu relativno prosti. No, onda nam propozicija
2.3.6 govori da ni polinomi F i G nisu relativno prosti, a to je kontradikcija. Q.C.D.

Projektivnu ravninu smo konstruirali s ciljem da nam se svaka dva razliita pravca
sijeku u jednoj tocki. Bézoutov teorem ¢e nam reci joS 1 puno vise od toga.
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Teorem 3.2.6 (Bézoutov teorem). Neka su F i G projektivne ravninske krivulje, stupnja
m, odnosno n. Ako F i G nemaju zajednickih komponenti, onda je

ZI(P, FNG) = mn.

PeP?

Dokaz. Prema prethodnoj lemi znamo da je skup F N G konacan, stoga mozemo pret-
postaviti (napravimo projektivhu zamjenu koordinata ako je potrebno) da niti jedna od
zajedniCkih tocaka krivulja F' 1 G ne leZi na pravcu u beskonacnosti, Z = 0. Neka su F, 1
G . dehomogenizacije polinoma F i G u odnosu na varijablu Z. Tada, prema svojstvu (9)
multipliciteta presjeka (definicija 2.5.2), znamo da je

ZI(P, FNG) = Z I(P, F.NG.) = dimg (K [X, Y]/ (F., G.)).

PeP? PeA?

Uvedimo oznake
R=KI[X,Y, 7], I'=R/(F, G), I'n=KI[X, Y]/(F., G,).

Za d € Zso neka je R, vektorskih prostor homogenih polinoma stupnja d u R, sli¢no, u
I' neka je to I';. Tvrdimo da vrijedi da je dimg [y = mn te dimg I', = dimg Iy, za svaki
d > m + n. Pokazemo li to jasno je da smo gotovi. Sada dokaz provodimo u dva koraka.

e dimg I'; = mn. Neka je m: R — I' kanonski epimorfizam te nekasu ¢ : RXR — R
1Y : R — R X R definirani kao

¢(A, B)=AF + BG, ¢ (C)=(GC, -FC).

Pokazimo da je sljedei niz egzaktan, 0 — R L RXRERET - 0. Kako Fi G nemaju
zajedniCkih komponenti jasno je dajei F # 01 G # 0, iz ovoga vidimo da je ¢ injekcija.
Ako su A, B € R takvi da je ¢ (A, B) = 0, vidimo da mora biti BG = —AF. Opet, kako F i
G nemaju zajednickih komponenti vidimo da F' | B1 G | A, Sto znaci da postoje C;, C, € R
takvidaje A =GC,1B = -F(C,. No, i1z -FC,G = -GC,F vidimodaje C; = C, = C € R.
Dakle, Ker (¢) = Im (). Jasno je da je, za D € R, n (D) = 0 ako i samo ako je D oblika
AF + BG, gdje su A, B € R. Dakle, Ker () = Im (¢), jasno je da je m surjekcija. Ovime
smo pokazali da je niz egzaktan. Promatrajmo sada taj niz na odgovarajuc¢im restrikcijama,
toCnije, promatrajmo

0- Rd—m—n i) Rd—m X Rd—n i) Rd 1) Fd — 0.

d+1)(d+2
Iz dijela (b) propozicije 2.3.8 znamo da je dimg R, = %, sada pomocu (b)

dijela propozicije 2.3.29 uz raCun dobivamo da je dimg I’y = mn.
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o dimg I', = dimg ;. Neka je @ : I' = I definirana s a(ﬁ) = ZH, za svaki H € R.

Ovdje je s H oznaena slika polinoma H u I'. Tvrdimo da je a injekcija. Dakle, trebamo
pokazati da ako je ZH = AF + BG, zaneke A, B € R da je onda H = A'F + B'G za neke
A’, B' € R. Za bilo koji polinom D € K [X, Y, Z] neka je Dy = D (X, Y, 0). Dakle, imamo
da je BoGy = —AoFy. Kako F, G i Z nemaju niti jednu zajednicku nultocku i F i G su
relativno prosti, zakljuCujemo da su i Fy 1 Gy relativno prosti. Sada kao i u prethodnom
koraku zaklju¢ujemo da postoji C € K [X, Y] takav da je Ag = GoC 1 By = —F,C. Defini-
rajmo A; =A-CG i1 By = B+ FC. Vidimo da je (A;), = (B))y = 0 pa zakljuCujemo da
postoje A’, B’ € R takvi da je A; = ZA" i B; = ZB’. Konacno, kako je ZH = A|F + BG,
zakljuCujemo da je H = A'F + B'G. Dakle, « je injekcija. Nadalje, za d > m + n znamo
da I’y i ;4 imaju jednaku dimenziju, stoga, ukoliko promatramo restrikciju od a na I'y
vidimo da je @ : 'y — I'yy; 1izomorfizam (linearna injekcija izmedu dva kona¢no dimen-

zionalna vektorska prostora jednakih dimenzija). Neka su Ay, A,, ..., A, € R, takvi da
njihove slike u I'; ¢ine bazu za I';. ZakljuCujemo da slike od Z'A|, Z"A,, ..., Z'A,,u Ty,
¢ine bazu za I'y,,, za svaki r € Z5y. Konacno, neka je, za svaki k € {1, 2, ..., mn},

A = A (X, Y, 1) € K[X, Y] ineka je a; slikaod A, uT,.

Tvrdimo da a, a,, ..., a,, tvore bazu za I',.. Pokazemo li to, gotovi smo! Provedimo to u
dva koraka.
mn
Nezavisni su. Pretpostavimo da su Ay, As, ..., 4, € K takvi da je Z Avar, = 0. To

k=1

znacida je Z A = BF, + CG,, zaneke B, C € K [X, Y]. Sada, prema propoziciji 2.3.6
k=1

vidimo da postoje r, s, t € Z takvi da je Z" Z NAy = Z°B'F + Z'C*G. Sto znadi da je

k=1
mn

Z 3 ZTAr = 0, u I'y,,, a kako je to linearna kombinacija vektora koji tvore bazu za I'y,,,
k=1
zakljuCujemodaje 4y = A, = ... = A, =0.

Generatori su. Neka je h €T, inekaje H € K[X, Y] takav da je H = h u T,. Postoji
N € Zs takav da je Z" H+ homogen polinom stupnja d + r, za neki r € Z.,. No, to znadi

da postoje A1, A, ..., Awi € K i B, C € Rtakvi daje ZVH* = ) 4,Z'A + BF + CG. No,

k=1
mn

H=(Z"H") 4. H = i XA+ BF, + C.G, i h =) hay. QED.
k=1 k=1

Sljedeci korolari slijede direktno iz Bézoutovog teorema, jedino u prvom treba jos isko-
ristiti svojstvo (7) multipliciteta presjeka, iz definicije 2.5.2, stoga ih navodimo bez dokaza.
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Korolar 3.2.7. Ako projektivne ravninske krivulje F i G nemaju zajedni¢kih komponenti,
onda je
D mp(Fymp (G) < deg (F) - deg (G).

PeP?

Korolar 3.2.8. Ako se projektivne ravninske krivulje F i G sijeku u to¢no mn razli¢itih
tocki, gdje je m = deg (F) in = deg (G), onda su sve te tocke regularne tocke i krivulje F i
krivulje G.

Korolar 3.2.9. Ako dvije projektivne ravninske krivulje stupnjeva m i n imaju vise od mn
zajednickih tocaka, onda one imaju zajednicku komponentu.
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Sazetak

Ivan Krijan:
Multipliciteti presjeka ravninskih krivulja

Rad u svome pocetku sadrzi detaljan pregled svih algebarskih aparata koji su nam po-
trebni. Detaljno se obraduju dvije definicije multipliciteta presjeka dviju afinih ravninskih
krivulja, algebarska i geometrijska. 1z kljunog rezultata vezanog uz algebarsku definiciju
dolazimo do algoritma koji je jedan od glavnih dijelova ovog rada. Algoritam se sastoji od
provodenja elementarnih aritmetickih operacija nad polinomima koji definiraju dane kri-
vulje 1 jednoznacno odreduje multiplicitet presjeka u bilo kojoj tocki presjeka tih krivulja.
Dana je implementacija algoritma u programskom jeziku C pa se racun moze jednostavno
obaviti uz pomo¢ racunala. Jedan od centralnih (i originalnih) rezultata, uz spomenuti al-
goritam, je dokaz da su dvije navedene definicije medusobno jednake. Dano je mnostvo
primjera u kojima se vidi operativnost algoritma, ali i korisnost spomenutog dokaza jedna-
kosti dviju definicija.

Nadalje se ulazi u osnove teorije o projektivhim mnogostrukostima. Dolazi se do
Bézoutovog teorema koji je svojevrsno poopéenje osnovnog teorema algebre.

Kljuéne rijeci: atina ravnina, projektivna ravnina, ravninska krivulja, multiplicitet pre-
sjeka
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Summary

Ivan Krijan:
Intersection numbers of plane curves

The first part of this paper provides the reader with a thorough overview of all of the
algebraic prerequsities and, later on, the two definitions of the intersection number of two
affine plane curves, algebraic and geometric, are studied into a great detail. The key result
about the algebraic definition brings us to the algorithm which is one of the central parts of
the paper. The algorithm consists of elementary arithmetic operations on defining polyno-
mials of the given two curves, and it uniquely determines the intersection number in any
of the points of intersection of these curves. The implementation of the algorithm in C
programming language is also given so that the computing can be easily done by the com-
puter. Another central and original result of the paper, is the proof that the two definitions
of the intersection number are in fact equal. A number of examples are made which show
the functionality of the algorithm and the benefits of the theorem.

In addition we start off with basic theory of projective varieties and finish the paper
with Bézout theorem.

Keywords: atfine plane, projective plane, plane curve, intersection number
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