PELLOVE JEDNADZBE

Ivan Krijan
18. 05. 2016.

Diofantska jednadzba
2 — Dy? =1,

gdje je D prirodan broj koji nije potpun kvadrat naziva se Pellova jednadzba.
Navest ¢emo neke osnovne rezultate cije dokaze ovdje necemo izlagati, zainteresirani se
mogu konzultirati s: Michael J. Jacobson Jr., Hugh C. Williams — Solving the Pell Equation.

Teorem. Pellova jednadzba uvijek ima netrivijalno rjesenje (ono gdje je y # 0).

Napomena. Ovaj rezultat je jako bitan, naime, najmanji (prirodan) z za koji postoji netrivi-
jalno rjesenje jednadzbe x? — 1621y? = 1 ima éak 76 znamenki, tako da bismo vrlo lako mogli
zakljuciti da rjesenje ne postoji.

Neka je (¢, u) rjesenje Pellove jednadzbe takvodajet > 0, u > 01 t+u+/D najmanje moguce.
To rjesenje zovemo fundamentalno rjesenje Pellove jednadzbe. Sada imamo sljedeci bitan
rezultat.
Teorem. Sva rjesenja, (T,U), Pellove jednadzbe dana su s

T+ UVD = e(t + uvD)",
gdjejeee {—1,1}in € Z.

Dakle, jednom kada znamo fundamentalno rjesenje Pellove jednadzbe, onda znamo sva
rjeSenja. Primijetimo da izraz (¢t +uy/D)~" ima smisla, to je naprosto jednako ¢ — uy/D. Ono
sto zakljucujemo je da € = —1, odnosno n < 0 u gornjoj formuli rezultiraju samo time da
dobijemo sve mogucée kombinacije predznaka. No, nas ¢e uglavnom zanimati samo prirodna
rjeSenja, a za to vidimo da su sva oblika

T+UVD = (t+uVD)", n€N.
Uobicajeno je oznaciti
_ (t+uvD)" + (t — u/D)" (t + uv/D)" — (t — uy/D)"

Ty n
2 Y o/D

za n € N. Tada niz (z,,y,) ¢ini strogo rastuéi niz svih (prirodnih) rjesenja Pellove jednadzbe.
Iz ¢injenice da je Zpi1 + Yn1 VD = (xn + yn\/ﬁ) (x1 + yl\/ﬁ) lako dolazimo do rekurzivnih
relacija za sva (prirodna) rjesenja Pellove jednadzbe:

Tpt1 = 1Ty + Dylym

Ynt+1 = T1Yn + Y1Tp.

Pitanje je sada, kako naé¢i fundamentalno rjesenje? Nekada to mozemo vrlo lako ispro-
bavanjem vrijednosti za y, no ve¢ za npr. D = 13 ¢emo se naraditi, jer je fundamentalno
rjesenje jednako 649 + 180/13. Osnovna metoda za nalaZenje je metoda veriznih razlomaka
gdje, ukratko re¢eno, broj v/D razvijamo u verizni razlomak do trenutka dolaska u period,
tada se tocno zna kako izgleda fundamentalno rjesenje, ovisno o broju D. No, radi nedostatka
vremena, time se trenutno ne¢emo baviti. Opet, zainteresirani studenti se mogu konzultirati s
navedenom knjigom, ili s, jednostavno, Wikipediom. Postoje mnogi alati online koji racunaju
fundamentalno rjesenje za unos broja D.

Primjer 1. Neka su m i D prirodni brojevi i neka D nije potpun kvadrat. Dokazite da tada
jednadzba x? — Dy* = 1 ima beskona¢no mnogo cjelobrojnih rjeSenja takvih da m | y.
Primjer 2. (VJIMC 2015., 2.2) Odredite sve parove, (n,m), prirodnih brojeva za koje je

5% = 6m? + 1.
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Diofantska jednadzba
2? — Dy* = N,

gdje je D prirodan broj koji nije potpun kvadrat i N # 0 cijeli broj, naziva se pellovska
jednadzba. Ta jednadzba ne mora biti rjesiva, ali ako je = 4+ yv/D njeno rjeSenje, a t + uv/'D
bilo koje rjesenje pripadne Pellove jednadzbe T? — DU? = 1, onda je i

(z +yVD)(t + uvVD)

riesenje nase pellovske jednadzbe. Za to rjeSenje kazemo da je asocirano s riesenjem z +yv/D.
Skup svih medusobno asociranih rjesenja tvore jednu klasu rjeSenja. Jednostavno se pokaze:
ako su z1 + 11V D i 29 + y2/D dva rjeSenja pellovske jednadzbe, onda su ona asocirana ako i
samo ako je

122 = Dy1y2  (mod N) i T1Ye = 1hz2  (mod N).

Ako se klasa rjeSenja K sastoji od rjeSenja z; + ;v D, i = 1,2,3, ..., onda rjeSenja z; — y;v/ D
tvore isto jednu klasu rjeSenja, koju oznacavamo s K i kazemo da je konjugirana klasi K.
Konjugirane klase su opéenito razliite, ali se u nekim slucéajevima podudaraju, ako je K = K,
kazemo da je klasa K dvoznacna.

Medu svim rjeSenjima z 4+ yv/D u danoj klasi K sada ¢emo izabrati jedno, z* + y*v/D
na sljedeé¢i nac¢in. Neka je y* najmanja nenegativna vrijednost od y sto se pojavljuje u klasi
K. Ukoliko K nije dvoznacna, onda je pripadajué¢i x* jedinstveno odreden, ako je, onda, uz
uvjet z* > 0 takoder jedinstveno odredimo z*. Ovako odabrano rjeSenje z* + y*v/D zovemo
fundamentalno rjesenje pellovske jednadzbe 2 — Dy? = N.

Primijetimo da pellovska rjesenja ima vise fundamentalnih rjesenja, to¢no onoliko koliko ima
razli¢itih klasa rjesenja, dobro je Sto je taj broj uvijek konacan. Dakle, jednom kada znamo sva
(medusobno neasocirana) fundamentalna rjesenja pellovske jednadzbe, onda znamo sva njena
rjesenja. Opet se postavlja pitanje, kako odrediti ta fundamentalna rjesenja? Postoji rezultat
koji nam daje ocjene na x* i y*.

Teorem. Neka je t + uv/D fundamentalno rieSenje Pellove jednadzbe T2 — DU? = 1, tada za
svako fundamentalno rjesenje, z* 4+ y*v/D jednadzbe 2 — Dy? = N vrijede nejednakosti

uy/|IN
0<y < M og|x*|§\/<t+sgnN)‘N‘,
\/2(t +sgnN) 2

gdje jesgn N =1, akoje N > 0isgn N = —1, ako je N < 0, predznak broja .

Primjer 3. Nadite sve prirodne brojeve a za koje su a+1 i 3a+1 istovremeno potpuni kvadrati
i pokazite da ih ima beskona¢no mnogo. Neka je a,,, n € N rastuéi niz takvih brojeva. Dokazite
da je tada i a,a,.1 + 1 potpun kvadrat, za sve n € N.

Primjer 4. Nadite sve prirodne brojeve b > 1 takve da je 111, jednako nekom trokutastom
broju T, = ”("2+1).

Primjer 5. Neka je £ > 1 kvadratno slobodan prirodan broj, nadite sva prirodna rjesenja
jednadzbi

- (K —kyr=—-1 i 22— (kK -k =k

Primjer 6. Neka je p neparan prost broj te neka pellovska jednadzba z? — Dy? = p ima
rjesenje. Dokazite da se sva rjesenja te jednadzbe nalaze u istoj klasi ako i samo ako p | D.

Za domacu zadacu rijesite barem 6 zadataka od dolje ponudenih. Ukoliko neki od primjera
ne rijesimo na satu, mozete i njih rjesavati. Rok za predaju zadace je na predavanju 01.06.2016.

Zadatak 1. Dokazite da postoji beskonacno mnogo trokuta c¢ije su duljine stranica tri uzas-
topna prirodna broja i ¢ija je povrsina takoder prirodan broj. Navedite tri primjera takvih
trokuta cije su povrsine najmanje.

Zadatak 2. Dokazite da postoji beskonac¢no mnogo skupova koji se sastoje od tri uzastopna
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prirodna broja, tako da je svaki od tih brojeva jednak sumi kvadrata dvaju cijelih brojeva.
Navedite barem 6 takvih skupova.
Zadatak 3. Znamo kako izgleda kvadratna sredina n pozitivnih realnih brojeva:

\/a%+a§+...+ag
- .

Je li kvadratna sredina prvih n prirodnih brojeva ikada prirodan broj?

Zadatak 4. Dokazite da postoji beskona¢no mnogo trokutastih brojeva koji su potpuni kva-
drati. Odredite ih sve. (Trokutasti brojevi su brojevi T, = w, zan €N.)

Zadatak 5. Dokazite da postoji beskonacno mnogo trokutastih brojeva koji se razlikuju za 1
od potpunog kvadrata. Toé¢nije, oblika su m? £ 1. Odredite ih sve.

Zadatak 6. Odredite barem 4 skupa od tri uzastopna trokutasta broja ¢iji je produkt potpun
kvadrat.

Zadatak 7. Odredite barem 4 skupa od tri uzastopna trokutasta broja ¢ija je suma potpun
kvadrat.

zadatak 8. Odredite sve uredene trojke prirodnih brojeva (z,y, 2) za koje je (1+z?%)(1+y?) =
1+ 22

Zadatak 9. Odredite sve prirodne brojeve n za koje postoji prirodan broj m takav da je

I+2+...+m=m+1)+(m+2)+...+n.

Zadatak 10. Odredite sve prirodne brojeve m i n za koje je (m+1)+ (m+2)+...4+n = mn.
Z Adatak 11. Odredite sve prirodne brojeve n za koje postoje prirodni brojevi k£ i m takvi da
je

24424+ 4+ 2 =kk+ D)+ R+ DR+ + .+ (m—2)(m—1)+ (m— 1)m.

Zadatak 12. Odredite sva cjelobrojna rjesenja, (z,y,u,v), sustava:

2uv — xy = 16,
v —uy = 12.
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