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UvVOD

1 UVOD

Kako bismo “izmjerili duljinu” skupa A C R?
Odaberemo jedini¢nu vrijednost, u slu¢aju skupa R prirodno nam je uzeti da je “duljina” skupa
[0, 1] jednaka 1. Na osnovu toga prili¢no je intuitivno reé¢i da je za a, b € R, a < b

“duljina od A” = b — a, (1.1)

gdje je A = la, b].
Zmagdi, “mjera” bi bila neka funkcija

m:® — [0, +o0], (1.2)

pri ¢emu je © C P (R).
Namece nam se pitanje, Sto staviti u ©7

e a,beR, a<b, J[a,beD, m(a,b])=0b—a.
e a=0b, {a}€e®, m{a})=0.
e Re®, m(R)=+oc.

Takoder je prirodno oc¢ekivati, ako je A € ® da je onda i A° € D.

No, §to je onda m (A°)?

Segment je “konacan”, dok je cijeli R “beskonacan”, stoga opravdano ocekujemo da je
m ([a, b]°) = +o0.

Kako je R = () prirodan je zahtjev da je m (0) = 0. (1.3)
U prethodnom smo koristili da za A, B € © takve da je AN B = () vrijedi

m(AUB)=m(A)+m(B). (1.4)

Sada vidimo da je potrebno odrediti i pravila racunanja. S realnim brojevima znamo racunati,
stoga moramo samo uvesti sljede¢e. Neka je a € R, tada je

a+ (+00) = (+0) + a = +oo, takoder (400)+ (+00) = +oc. (1.5)
Primjer 1.6 Svaki broj x € [0, 1] mozemo napisati u dijadskom rastavu:

1 1
T=21 - =+To"—~+Tzg-=+...+Ty

5 1 3 '2—n+...,

pri ¢emu je z; € {0, 1}, Vj € N.
Kako bismo osigurali jedinstvenost zapisa kazemo da ukoliko postoji m € N takav da je

Tm =1, mm+j207 VjEN,

onda uzimamo zapis
T =0, Tpqj =1, Vj €N,

Dakle, svakom realnom broju iz z € [0, 1] pridruzujemo jedinstven niz nula i jedinica, odnosno
x> (X1, Ty Ty, ooy Tpy o)

Odgovarajuéi niz mozemo vjerojatnosno interpretirati kao niz uzastopnih bacanja simetri¢nog
novcica.

m ({x € [0, 1] : &, = 1}) = vjerojatnost da je u n-tom bacanju ishod 1.
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Koristedi pravila (1.1), (1.3), (1.4) nije tesko naci neke od tih vierojatnosti:
m({z €01z =0}) =m ([o %D _ %
m({z e r =1, 20 =0, 23 = 0})

- n{(z } ({ oG (]

= o((38) =m([z8) () =530

Ali, koja je mjera skupa
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Je li uopée A € 7 ¢

Jedna ideja bi mogla i¢i ovako:

m ([a, b]):b—a:(b—a)-lz/ldx,

pa bismo, recimo za A C [0, 1] htjeli nesto kao

1

m(A) = /XA (x) du. (1.7)

0

Ali, za koje A C [0, 1] je x4 Riemann integrabilma? Ponovo tesko pitanje!

Iz Primjera 1.6 i (1.7) bi mogli zakljuciti da bi bilo korisno imati i beskona¢ne postupke i gra-
ni¢ne teoreme!

Npr. ako su (f,),cy Riemann integrabilne na [a, b] i postoji f:[a, ] = R takva da je
nh_g)lo fn(x) = f(x), Yx € [a, b], tada prirodno postavljamo sljedeca pitanja:

(1) Jeli f Riemann integrabilna?
b

(2) Postoji i lim [ f, (z)dx?
n—oo

n—o0

(3) Ako su odgovori na (1) i (2) pozitivni, mora li biti lim fn )dx = /f ) dz?

Odgovor na sva ova pitanja je, nazalost, negativan! Navedimo i kontraprimjere koji nam to
pokazuju:

(1) fa = X{q1,42,....qn}, Pri Cemu je QNI[0, 1] = {g, : n € N}. Tada je o¢ito f = xgnp,1}, 2
znamo da ta funkcija nije Riemann integrabilna. Funkcija f, je integrabilna za svaki
n € N jer je to funkcija s kona¢no mnogo prekida.
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(2) Definiramo:

2n’x, e (0, =],
i) ={ e’ o
g (l-2), v€ (g, 1].
1
Tada je /fn (x)dx = g, pa je jasno da odgovarajuci limes ne postoji.
0
(3) Definiramo:
4n’x, z e [0, 2],
fo(z) =14 —4nz+2n, ze (L, ],
0, T € <%, 1} .

1 1
Jasno je da je tada f = lim f, =0, pa je /f(x) dx =0, dok je lim [ f,(z)dx =
n—oo n—oo
0

0

1
47
1
L. 1
JerJe/fn(x)da::Z.
0

Ideja da se problemi kao onaj iz Primjera 1.6 rijeSe pomoc¢u Riemannovog integrala nece uspjeti.
Vratimo se osnovnim pravilima za m.
Npr. dodajmo prebrojive unije.

n=1

(A :ne€N)CD, A,NA, =0, Vn#m=|]A, €D, m(UAn> => m(A,). (L8)
n=1 n=1

Primjer 1.6 sugerira da bi u prirodnim situacijama trebalo imati neku vrstu “jednolike razdiobe”,
preciznije, da za svaki A € © i za svaki x € R vrijedi

m(A+z)=m(A). (1.9)

Dakle, trebalo bi konstruirati strukturu koja zadovoljava (1.1), (1.2), (1.3), (1.4), (1.8) i (1.9).
Sto uzeti za ®7 Uzmimo ® = P (R). Sljedeci teorem nam govori da tada zZeljena struktura ne
postoji!

Teorem 1.10 Ne postoji funkcija m : P (R) — [0, +o0] koja zadovoljava (1.1), (1.2), (1.3),
(1.4), (1.8) i (1.9).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji m : P (R) — [0, +00] s navedenim svoj-
stvima.
Neka su A, B C R takvi da je A C B. Po (1.4) slijedi m (B) =m (A) +m (B \ A). Bududi da
je m (B \ A) > 0 dobivamo
AC B= m(A) <m(B). (1.11)
Na R definiramo relaciju ~.
a~b<=b—acQ.

Lako se vidi da je ~ relacija ekvivalencije. Za x € R oznac¢imo sa K, pripadnu klasu ekviva-
lencije.
r+lz] e K,N[-1, 1= K,N[-1,1] #0, Vz € R.

Po aksiomu izbora postoji injekcija sa R/ u [—1, 1]. Oznac¢imo s A sliku te injekcije, posebno
AC[-1,1].
Neka je Q N [=2, 2] = {g, : n € N}, te definirajmo, Vn € N

A, = A+ q,.
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Jasno je da je A, C [-3, 3], Vn € N.

Neka su m,n € N, m #n. Kada bi x € A, N A,,, onda bi postojali a, b € A takvi da je
r=a+q, 1 x=>b+q,y, no iz toga onda zakljucujemo da je b —a € Q, tj. K, = K;. Po iz
boru a slijedi da je a = b, a iz toga onda da je ¢, = ¢,. =<

Dakle, (A, : n € N) su medusobno disjunktni. Po (1.8) tada vrijedi m (U An> = Z m(Ay).
n=1 n=1

Uocimo da je U A, C[-3, 3], sada po (1.1) i (1.11) dobivamo

m (G An> <m([-3, 3]) =6 < +oo.

Po (1.9) vrijedi m (A,) = m (A), dakle 6 > Z m(A,) = Z m (A), zbog ¢ega zakljutujemo da
n=1 n=1

mora biti m (4) = 0.
Neka je z € [—1, 1]. Tada postoji a € K, N AN[—1, 1], pa je a —x € QN [-2, 2|, pa postoji

no € N takav da je x € A,,, kona¢no zakljuujemo da je [—1, 1] C U A, (1.1) 1 (1.11) nam
n=1

sada daju

2=m([-1,1]) <m (U An) = m(4,) =) m(A)=0. =<«

n=1
0.¢.9.

Sto sada? Niti jednu pretpostavku ne mozemo napustiti osim zahtjeva da je © = P (R)!
Opcenito ¢e biti © C P (R)!

Htjeli bismo konstruirati © koji uklju¢uje veéinu poznatih skupova iz P (R) i zadovoljava (1.1),
(1.2), (1.3), (1.4), (1.8) i (1.9) za bar jedno m.

Uo¢imo da je (1.4) zapravo suviSan jer slijedi iz (1.3) i (1.8) uz izbor A; = A, Ay = B, A, =10,
n > 3. Uoc¢imo takoder da su (1.1) i (1.9) posebni slucajevi. Dakle, Zelimo razviti teoriju
koriste¢i (1.3) i (1.8). U takvu teoriju spada i novi pojam integrala koji je pomocu (1.7)
direktno vezan uz pojam mjere. Taj novi integral je opcenitiji od Riemannovog integrala i
ima bitno bolje ponaSanje na grani¢ne postupke. Povijesno gledano pojam integrala (a time i
mjere) usavrSavao se nekih 100 godina do novog integrala o kojem ¢emo uéiti u ovom kolegiju.
Spomenimo neke korake na tom putu:

e Augustin-Louis Cauchy (1789. - 1857.)
Promatrao je subdivizije segmenta [a, b], A = {a =2y < 21 < ... < x, = b} 1 odgovara-
juce sume

SA )= (&) (wj—mia), w1 <& <w,
j=1

Ukoliko je niz ovih suma konvergentan, to je bio trazeni integral. Ovakvim integralom su
obuhvacene sve neprekidne funkcije, kao i one s konacno prekida.

e Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805. - 1859.), Fourierov student.
Unosi dodatne preciznosti u pojam integrala; omedenost, konacan broj prekida i konacan
broj ekstrema.



UvVOD

e Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826. - 1866.)
Precizirao integral na nac¢in na koji to radimo i danas.

e Jean Gaston Darboux (1842. - 1917.) B
Pokazuje da grani¢ni postupak uvijek vodi do (I) donje i (I ) gornje Darbouxove sume.

e Henri Léon Lebesgue (1875. - 1941.)
U svojoj doktorskoj disertaciji 1902. na pariskom fakultetu Sorbonne razvija novi pojam
integrala koji ¢emo nauciti u ovom kolegiju.
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2 PRSTEN SKUPOVA

Emile Borel (1871. - 1956.) i René-Louis Baire (1874. - 1932.) su bili francuski matemati¢ari
koji su promatrali razne oblike skupova. Oni su zapoceli ono ¢ime ¢emo se mi baviti na ovom
kolegiju.
[a, O] \ [¢, d] moze biti oblika [a, ¢) U (d, b], $to nam nije lijepo jer smo dobili skupove drukéijeg
oblika.
Promotrimo poluotvorene intervale (Takvima nazivamo uvijek one kojima je lijevi rub iskljucen,
a desni ukljucen.):

(a, b], —oo<a<b<+oo.

Uzimamo da je ) = (a, a], takoder vidimo da vrijedi

0,

(a, b] N {c, d] = { poluotvoreni interval.

Uzmemo li bez smanjenja opéenitosti da je a < ¢ vidimo i da je

(a, b,

<CL, b] \ <Cv d] = <CL, C],
{a, JU(d, b].

Definicija 2.1 Neka je X neprazan skup. Familija S C P (X) zove se poluprsten (podsku-
pova od X)) ako:

(S1) 0 e S.

(S2) A, BeS= ANnBeS.

(S3) A, Be S = dneN, AC,, Cy, ..., C, € S, medusobno disjunktni, t.d.
A\B=C,UCyU...UC,.

Primjer 2.2

(a) Neka je d € N. Definiramo familiju poluotvorenih pravokutnika u R¢:

d
Pl = {H(%,@'L _Oo<ai§bi<+ooai:17"'7d}'

i=1

Lako se pokaze da je P? poluprsten, za svaki d € N.

(b) Neka je Z familija svih l-intervala,
la, 0], (a, ], [a,b), (a,b), a,bER, a<b.
Ocito je da je Z poluprsten podskupova od R. Takoder vrijedi P ; 7.
Nadalje, za svaki d € N je Z¢ familija d-intervala:

T4 :={I, x ... x I, Ij je l-interval, za j =1, ..., d}.
Vidimo da je i Z% poluprsten podskupova od R%.

¢

Definicija 2.3 Neka je X neprazan skup. Neprazna familija R podskupova od X zove se
prsten (podskupova od X) ako je R zatvorena na operacije U, N, \, A, tj. ako je * neka od
operacijai A, B € R,onda jei Ax B € R.

8
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Napomena 2.4

(a)
(b)

()

(2)

f € R, ocito, jer JA€ R = ) = A\ A € R. Familija R = {0} je (trivijalni) prsten.
Kakoje ANB=A\(A\ B)iAAB = (A\ B) U (B\ A) vidimo da je dovoljno zahtjevati

zatvorenost na operacije U 1 \.

m-sistem (sustav) je neprazna familija podskupova od X zatvorena na N. Jasno je da
je m-sistem zatvorena na \ poluprsten, takoder je jasno da obrat opcenito ne vrijedi!
(Npr. kada je (a, b] \ (¢, d] = (a, ] U (d, b].) Svaki prsten je m-sistem i zatvoren je na \.
Obrat ne vrijedi! Za neprazne skupove A, B € X t.d. AN B = () vidimo da je {4, B, 0}
m-sistem, ali to nije prsten! Nije zatvoreno na U.

Neka je * neka od operacija N, U, \, A (Ne nuzno uvijek ista!) i R prsten skupova. Neka
su Ay, Ag, ..., A, € R. Tada je

Ovo nam govori da sa skupovima u prstenu mozemo ‘raditi $to zelimo” i uvijek ¢emo
“ostati u” prstenu.
Neka je X neprazan skup, jasno je da je tada P (X) prsten podskupova od X. Neka je

{Ry: X\ € A} familija prstenova podskupova od X. Tada je m R prsten podskupova

AEA
od X. To se lako vidi, naime:

A, Be[(Ry=>A, BER,,VAEA
AEA

— AUB, A\B€ER\ VA€ A= AUB, A\ B [|Rx
AEA

Neka je £ C P (X) neka familija podskupova, definiramo

R(E) := N R
R:ECTR,
R prsten

prsten generiran s £. To je najmanji prsten koji sadrzi €.

Prsten podskupova od X koji sadrzi cijeli X zove se algebra podskupova od X. Neprazna
familija .4 podskupova od X je algebra (podskupova od X) ako i samo ako je zatvorena
na uniju i unarnu operaciju komplementiranja. Analogno kao u (e) definiramo algebru
generiranu familijom &, A (£).

Familija svih kona¢nih podskupova od X je prsten. Ako je X beskonacan to nije algebra.
Algebra generirana kona¢nim podskupovima sastoji se od svih skupova koji su kona¢ni i
onih ¢iji je komplement konacan.

Propozicija 2.5 Ako je S C P (X) poluprsten, tada je

R(S) = {UEl :neN, Ey, ..., E, €S medusobno disjunktni}
=1

= {UEZ n €N, El,...,EnGS}.
i=1
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Dokaz. Oznac¢imo desnu stranu s C. Jasno je da je § C C. Pretpostavimo da je R prsten
koji sadrzi S, jasno je da tada R sadrzi C jer sadrzi sve konacne unije, a iz toga onda direktno
slijedi da R (S) sadrzi C. Dakle, treba pokazati da je R (S) C C. Dovoljno ¢e biti pokazati da
je C prsten podskupova od X. Naime, tada, posto C sadrzi S i C je prsten slijedi da C sadrzi i
R (S) jer je to najmanji prsten koji sadrzi S. Neka je

A= U E;, Ey, ..., E, €S medusobno disjunktni,

i=1
B = U F;, Fy, ..., F, € § medusobno disjunktni.
j=1

A€Ci B eC(, trebamo pokazati da je AUB i A\ B iz C. Definirajmo
G = E;NFj,
prema (S2) znamo da je G;; € S. Prema definiciji vidimo da je
{Gij:i=1,...,n, j=1,..., m}
familija medusobno disjunktnih skupova iz S. Prema (S3) znamo da vrijedi

p(3,7)

EN\F; = J Hi (i, 5),

k=1
gdje su Hy (i, ), ..., Hpu, 5 (i, 7) medusobno disjunktni skupovi iz S. Sada vidimo da je
m m m p(i, 5)
j=1 j=1 j=1 \ k=1

p(3,1) p(i,m)

= J-- Uy Hy, (i, 1)N ... 0 Hy, (i, m)

k1=1 km=1 gg

Iz ovoga zaklju¢ujemo da je E; \ B kona¢na unija medusobno disjunktnih skupova iz S. Na-
ime, skupovi Hj, (i, j) su sami po sebi medusobno disjunktni, $to ¢e reé¢i da su njihovi pre-
sjeci pogotovo disjunktni! Dakle, E; \ B € C. Analogno se pokaze da je F; \ A € C. Skupovi
Ey\ B, ..., E, \ B su medusobno disjunktni skupovi iz C, stoga je

A\B:O(Ei\B)eC,

te analogno

B\A:O(Fj\A)GC.

Takoder je jasno da je AN B = U U Gi; € C. Iz svega ovoga sada konacno slijedi da je
i=1j=1

AUB=(A\B)U(ANnB)U(B\A)eC.

~ J/

medusobno disjunktni

0.¢D.

10
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Definicija 2.6 Neka je 0 € ECP(X)1ip:E— [0, 4+00] t.d. je u (@) =0. Funkcija p je
konac¢no aditivna na £ ako vrijedi

E,, ..., E, € £ medusobno disjunktni i £ := UEZ €c& = (k)= Z,u (E;) .
i=1 =1
Napomena 2.7 Prsten skupova R je “prirodna’ struktura za promatranje konacno aditivnih
funkcija jer je tada automatski U E, eR.
i=1

Neka je p: R — [0, +o0] konac¢no aditivna. Tada je

(a) (monotonost) A, Be R, AC B = pu(A) < u(B).
(b) A, BER, ACB, n(A) <+oo=pu(B\A)=pn(B)—p(A).
(c) (konac¢na subaditivnost) Ay, ..., A, € R = u (U Aj> < Zu (A;).
=1 j=1
Svojstva (a) i (b) slijede iz, A, B€ R, AC B, onda je B=AU(B\ A), pa zbog kona¢ne
aditivnosti

1(B) = n[AU (B\ A)] = j1(A) + u(B\ A).

Svojstvo (c) slijedi iz konacne aditivnosti, svojstva (a) i ¢injenice da je
n n 7—1 n 7j—1 n
M(UAJ'>=M[U (Aj\UAi) :ZN<AJ'\UA1'>§ZM(AJ)-
j=1 =1 i=1 j=1 i=1 j=1

Ako je pu kona¢no aditivna funkcija na algebri A podskupova od X tadaje p: A — [0, u(X) |,
——

<foo
to, naravno, slijedi iz monotonosti funkcije .

Progirenje kona¢no aditivne funkcije p: & — [0, +0o0], na prsten R (S) je funkcija v za koju
vrijedi

v:R(S)—= [0, +o0], v(A)=pu(A), VAES.

Teorem 2.8 Neka je S poluprsten podskupova od X i u:S — [0, +oo] kona¢no aditivna
funkcija. Tada postojii jedinstveno je kona¢no aditivno prosirenje funkcije u na R (S). Nadalje,
ako je Im (u) C [0, +00) onda isto vrijedi i za proSirenje.

Dokaz. Neka je A€ R(S), tada je A= U E;, gdje su Ey, ..., E, medusobno disjunktni
i=1
skupovi iz §. Sada vidimo da je jedino $to mozemo napraviti:

U predzadnjoj jednakosti smo iskoristili kona¢nu aditivnost funkcije v, a u zadnjoj ¢injenicu da
zelimo da je v prosirenje od p. Definiramo:

v (A) ::Z,u(Ei).

11
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Iz ovoga dobivamo egzistenciju, jedinstvenost funkcije v i zadnju tvrdnju o kona¢nosti. Jedino
Sto moramo pokazati je da je definicija dobra i da je v kona¢no aditivna na R (S).

Neka je A = U F;, gdje su Fy, ..., F,, medusobno disjunktni skupovi iz §, moramo pokazati
j=1
da je

D () =3 n(Fy).

Definiramo (kao u Propoziciji 2.5) G;; := E; N Fj € S, ra¢unamo.

m

MICES W VIELE

9

n m

=> ) u(Gy)

i=1 j=1

= E:E:u“%)IEZM@w-

j=1 i=1 7j=1

Dokazimo jo§ kona¢nu aditivnost, neka su Ay, ..., A, medusobno disjunktni skupovi iz R (S),

n
vrijedi Ay = U Ei, gdjesu Eq g, ..., E,, , medusobno disjunktni skupovi iz §. Vrijedi

i=1
P Pk p ok p
v (U Ak> =v (U UE”“> = ZZM(EM) = ZI/(Ak).
k=1 k=1i=1 k=1 i=1 k=1
0.¢9.
Primjer 2.9

e Definiramo y : P! — [0, +o0]
p((a, b]) = b—a.

Tvrdimo da je p konac¢no aditivna na P'. Neka je {(a, b] = E € P, tada je E = U E;,
i=1
gdje su Fy, ..., E, medusobno disjunktni skupovi iz P*.

Vidimo da je jedina moguénost da je {(a, b] = U (a;, b;], gdje su
i=1

—o<a=a1<bh=a<b=...<b,.1=a,<b,=b< 40,

n

zato je ZM(EZ'):Z(bi_ai):b_a::u(E)'

=1

e Neka je u:Z — [0, +00], za I € T definiramo
p(I):=supl —inf I,
Vidimo da je za I bilo kojeg od oblika [a, ], (a, b], [a, b), (a, );
uw(l)=>b-a.
Isto kao u prethodnoj tocki vidimo da je pu kona¢no aditivna na Z.
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e Na Z% definiramo .

p (I x ... x 1) ZIHM1<[j)7

j=1
gdje je u' = p iz prethodne tocke. Opet lako vidimo da je ¢ kona¢no aditivna na Z¢.
¢
Lema 2.10 Akosu (/,:n€eN)CZT (ili 731) medusobno disjunktni i I := U I, € T, tada je

p(D)=> p(l).

Dokaz. Konacna aditivnost i monotonost nam daju da je

> p(Iy) =u<UIk) <u(l), Vn €N,

“+oo
dakle, » i (Iy) < p(I).
k=1
Neka je ¢ > 0, kako je I € Z znamo da postoji K = [a, b] C I takav da je
£

()< (b—a)+ 5= p(K)+.

Sli¢no, Vn € N postoji U,, = (an, b,) 2 I, takav da je

i)+ gy > (b= an) = (U

+00 “+oo
Kci=|Jnc|JU.,
n=1 n=1
skupovi U,, su otvoreni i ¢ine pokriva¢ za kompaktan skup K. Zbog kompaktnosti tada slijedi
N

da postoji konacan potpokriva¢. Neka je N € N takav da je K C U Uy, tada je zbog konacne

k=1
subaditivnosti N
p () < 3 U,
k=1
Konac¢no dobivamo
- N
p() < n(K)+5 <) uU)+
k=1
N - - N
< Z (u(Ik)+ 2k+1> +t3< ZM([k)+€
k=1 k=1
—+o00
< Zu(lk) +e, Ve > 0.
k=1
+oo
Dakle, dobili smo i (1) < pu (1) Q..
k=1

13
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3 MJERE NA ¢c-PRSTENU

Definicija 3.1 Nekaje() € ECP(X)ipu:E — [0, +oo] takva da je p (@) = 0. Funkcija u
je o-aditivna na £ ako za svaki niz medusobno disjunktnih skupova (E,), oy iz € takvih da je
+oo

|J En € € vrijedi da je

n=1

M <U En) = ZM(En)

n=1 n=1
Definicija 3.2 Neprazna familija F podskupova od X je o-prsten (podskupova od X) ako
vrijedi

(a) A, Be F= A\ Be€F,

“+00
(b) (An)pen CF = [J A € F.

n=1

Ako F sadrzi cijeli X onda se F zove o-algebra (podskupova od X).
Funkcija p koja je o-aditivna na o-prstenu F zove se mjera na (o-prstenu) F.

Primjer 3.3

(a) {0} je primjer trivijalnog o-prstena koji nije o-algebral!
{0, X} je najjednostavnija o-algebra na X. Mjeru na njoj moZemo zadati s p () = 0,
p(X) =a €0, +oo].

(b) P (X) je najveca o-algebra na X. Neka je £ C P (X). Tada je dobro definirano (Jer je
P (X) o-algebra, a tada i o-prsten koji sadrzi £.):

(i) o-prsten generiran familijom &:
Jp (5) = ﬂ JT:?

F:ECF,
F o-prsten

(ii) o-algebra generirana familijom &:

o(€):= ﬂ F.
F: ECF,
F o-algebra
Neka je € = {{z} : x € X}, tada je
0, (€) ={E C X : E je prebrojiv},
0(€) ={F C X : E je prebrojiv ili je E° prebrojiv} .

Neka je
card (A); A konacan,
+00; inace.

ui) = {

v je dobro definirana mjera na o, (€).

14
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(c¢) Neka je F o-prsten na X i x € X. Definiramo 9§, : F — [0, +00] s

1, €A,

% (4) ‘:{ 0, = ¢ A

0, je mjera koncentrirana u tocki x € X. JoS se naziva d mjera u z.

Napomena 3.4

(a) Svaka o-aditivna funkcija je i kona¢no aditivna. Obrat, jasno, opéenitno ne vrijedi!

(b) Svojstva o-aditivne funkcije na prstenu R:

+oo
(i) (o-subaditivnost) (A,),y SR, AR, AC | JA, =
n=1
400
p(A4) < ZN(AH)'
n=1
+oo
(ii) (neprekidnost odozdo) (A4,),y CR, A1 C A C...C A= U A, e R =
n=1
p(A)= lm p(d,).
+00
(iii) (neprekidnost odozgo) (A,),cy CR, A1 D2 A2 ... D A= ﬂ A, eRi
n=1

dng € N takav da je p (A4,,) < +00 =

A)= 1 Ap).

p(A)= lim p(A)

Zasto nam je ovdje potrebno postojanje takvog ny? Naime, ukoliko takav ne postoji

ne vrijedi nam neprekidnost odozgo. Neka je X = [0, +00), A, := [n, +00). Tada

je o¢ito u (A) = p(0) =0, dok je lim p(A4,)= lim 4oo= +oo.
n—-+oo n—-+oo

(c) Kona¢na aditivnost i neprekidnost odozdo na prstenu R nam osiguravaju o-aditivnost na

prstenu R.

Teorem 3.5 Neka je p o-aditivna funkcija na poluprstenu S C P (X). (Prema Teoremu 2.8
postoji jedinstveno kona¢no aditivno prosirenje v od p na R (S).) Tada je v o-aditivna funkcija
na R (S).

+oo

Dokaz. Neka je (A,), oy hiz medusobno disjunktnih skupova iz R (S)i A := U A, € R(S).

n=1
Prema Propoziciji 2.5 znamo da postoji m € N te Ey, ..., E, € S medusobno disjunktni takvi
da je
A=FEU...UE,.

Nadalje, prema istoj propoziciji znamo da za svakin € N postojim,, € Nte £, 1, ..., By, €S
medusobno disjunktni takvi da je

An: n’lu...UEn’mn.
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—+00 +00 mp,
Neka je k € {1, ..., m}, vrijedi E, = Ex,nA=|J(E:nA) =] ENE,;). Kako je
n=1 n=1j=1

ovo prebrojiva unija medusobno disjunktnih skupova iz §, koristeéi o-aditivnost od p na S

dobivamo
+0o0 Mmn

=> ) u(EcNEyy).

n=1 j=1
Slicno je A, = ANA, = U (ExNA,) = U U (Ex, N E, ;). Dakle, prema definiciji funkcije v
k=1 k=1 j=1
vrijedi

m mnp

v(An) =) p(BiNE,y).

k=1 j=1
Konacno je

m +oo mp

v(A) = Zu Ey) = ZZZM (ExNE,;)

k=1 n=1 j=1
m  Mn o0
- z(zzu (BB =3 v,
n=1 k=1 j=1 n=1
Zamjena poretka sumacije je opravdana jer su svi sumandi nenegativni. 0.CD.

Korolar 3.6 Postoji jedna i samo jedna o-aditivna funkcija y na R (Id) takva da je

u([lx...x[d):H(supIi—iani).

Namece nam se pitanje; moze li se p prosiriti do o, (R (Id)) = 0p (Id)?

Napomena 3.7 Vrijedi o (Il) =0, (Il) = 0p (771) =0 (731), te analogne tvrdnje za dimen-

ziju d € N.
+o00

éinjenica da su algebre jednake odgovaraju¢im prstenima slijedi iz toga da je R = U [—n, n].
n=1

Jasno je da vrijedi ap (Il) op (731), drugu inkluziju vidimo na sljede¢i nac¢in. Naime, dovoljno

je pokazati da je T' C o, ( )

o [a, 1] :Jﬁo<a—%, b] € o, (P,

e [a,b) = [a, a] U (a, b) € g, (P).

Sve jednako slijedi u slu¢aju dimenzije d € N.
Op (Id) se oznacava s B (Rd) i naziva Borelova o-algebra na R? ili o-algebra Borelovih pod-
skupova od R¢.
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Neka je p: R — [0, +00] o-aditivna funkcija na R. Zelimo prosiriti 4 do o-aditivne funkcije
na o, (R). Zelimo da ima sva lijepa svojstva. Primjetimo, ako

+o0
3(En)pey CR A X = JE, = 0,(R) =0 (R). (3.8)
n=1
Definiramo p* : P (X) — [0, 4+00]:
+00 +oo
w* (A) = inf {Zu (En) : (En),eny © R pokrivac za A, tj. A C U En} (3.9)
n=1 n=1

w1 zadovoljava svojstvo iz sljedece definicije.

Definicija 3.10 Preslikavanje m* : P (X) — [0, +00] se zove vanjska mjera na X # (), ako
je

e m*(0) =0,

e (monotono) A C B = m"(A) < m*(B),

+o0o +0o0
e (o-subaditivno) m* <U An> < Zm* (Ay).
n=1 n=1

Definicija 3.11 Neka je m* vanjska mjera na X # (). Kazemo da je B C X m*-izmjeriv
ako vrijedi
m*(A)=m"(ANB)+m"(ANB°), VAe P (X). (3.12)

Primijetimo da nam o-subaditivnost daje <. Dakle, dovoljno je provjeriti vrijedi li >, to¢nije,
dovoljno je provjeriti vrijedi li > za A C X t.d. je m* (A) < +oo. Nadalje, jasno je da vrijedi

m*(ANB)<m"(B) i m"(ANB°) <m*(B°).

Ako je m* (B) = 0 ili m* (B¢) = 0 tada se odmah vidi da je B m*-izmjeriv. Posebno, ) i X su
m*-izmjerivi.
M = {B C X t.d. je B m*-izmjeriv} . (3.13)

Teorem 3.14 (Constantin Carathéodory, 1873.-1950.)
Neka je m” vanjska mjera na X. Tada je M,,- o-algebra i m :=m" |y, . je mjera.

Dokaz. Znamo da je 0, X € M,,«. Zatvorenost na komplementiranje u M,,« dobivamo
direktno radi simetrije u Definiciji 3.11. Pokazimo najprije zatvorenost na konac¢ne unije, radi
principa matematicke indukcije jasno je da je za to dovoljno pokazati da je unija proizvoljna
dva skupa iz M,,» ponovo u M,,-. Neka su B, By € M,,~. Vrijedi

m*(A) = m"(ANB)+m"
m* (AN By) +m”
= m"(ANB))+m"
m* (AN (B, U Bsy)

ANDBY) [jer je By € M,

(ANB)) N By)+m* (AN BY) N BS) [jer je By € M,,]
(A\ B1) N By) +m* (A\ (B1 U By))

+m* (AN (B UBy)).

*

~— —~ —~

Posljednja nejednakost vrijedi zbog subaditivnosti i ¢injenice da je
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Radi zakljuc¢aka prije teorema vidimo da je By U By € M,,-. Dakle, M,,- je algebra podsku-
pova od X.

Moramo jos dokazati da je m :=m" |y, . o-aditivna i da je algebra M,, zatvorena i na
prebrojive unije. U tu svrhu, neka je (B,),cy © Mmpm-. Definiramo C) = By, Cy = By \ By,
C3 = B3\ (B U By), ... Vidimo da je C; € M,,«, Vi € N i da su medusobno disjunktni, stoga
mozemo bez smanjenja opcenitosti pretpostaviti da su pocetni (By), .y € My, medusobno
disjunktni. Definiramo

+oo +o0
B:=|JB.=|JDn D.:=BiU...UB, €M,y

Neka je A € P (X), vrijedi
m* (AN By) =m* (AN Dy),

m* (AN Dyt1) = m" (AN Dpy1)ND,) +m* (AN Dyy) N Dy)
= m"(AND,)+m" (AN B,1).

Matematickom indukcijom sada izlazi
“(AND,) Zm (AN By). (3.15)

Zbog monotonosti vanjske mjere dobivamo da je

m* (ANB)>m* (AND,) =Y m"(ANBy), Vn €N,

k=1

zato je
“+o0o

m*(ANB)>> m*(ANB,).
No, zbog o-subaditivnosti vanjske mjere vidimo da vrijedi i suprotna nejedankost. Zato je,
konac¢no

“(ANB) Z m* (AN B,)
specijalno, stavimo li A = X dobivamo
“+oo
S
n=1
Dakle, m* je o-aditivna na M,,-. Iz (3.15) dalje slijedi
m*(A) = m"(AND,)+m"(AND;)

= Y m (ANBy) +m’ (AN D;)
k=1

> Y m"(ANBy)+m"(ANB°), Vn €N

+oo
Zm* (AN B,)+m* (AN B°)
n=1

m* (AN B)+m* (AN B°).
Dakle, B € M,,-. 0.¢.9.
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Korolar 3.16 Neka je R prsten podskupova od X koji zadovoljava (3.8). Ako je
p: R — [0, +00] o-aditivna, tada je

e 0(R)C M,
i ,LL* |'R = M

o /" ’Mm je mjera.

Dokaz. Dovoljno je dokazati da je VE € R, Ee€ M,« i pu*(E)=p(E). Ocito je
p (E) < p(E),zbog ECEUQUDU. ..

+00
Neka je (E),cy € R takav da je B C U E,,. Definiramo

n=1

E:El, E:E2\E1, E\:),:EE‘,\(ElUEz), ey

+oo +o0o
tada su F; medusobno disjunktni i vrijedi U E, = U FE,. Zato je

1 (E) :u@o (Emﬁ)) :§M<EQEL> sfu(ﬁn) sfuuﬂn).

+o0
Dakle, p(F) < Zu (En), za svaki pokrivac (E,),.y € R od E, zato je prema definiciji od
n=1

', p(E) < p*(E). Dakle, u (E) = p* (E). Neka je A C X takav da je p* (A) < +00, moramo
pokazati da je
pr(A) Z p (ANE) +p* (AN E).

Neka je € > 0, prema definiciji od p* znamo da postoji pokrivac (£,), .y € R od A takav da je

WA te = Y p(B) =) [W(E.NE)+pu(E,NE)]

= > u(E,NE)+> p(B,NE)

n=1 n=1

> W (ANE)+pu (ANES), Ye > 0.
Zbog proizvoljnosti broja ¢ slijedi £ € M. Q.¢9.

pd

Neka je v*: R (I%) — [0, 4oc], tada je ./\/l( )y = L4 Lebesgueva o-algebra, ona je pravi nad-

skup Borelove g-algebre B (Rd). Dakle, £, je o-algebra koja sadrzi sve skupove koji su izmjerivi
u odnosu na vanjsku Lebesgueovu mjeru, definiranu kao u (3.9).
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4 PROSTOR MJERE

Definicija 4.1 Izmjeriv prostor je ureden par (X, F), gdje je X skup, a F C P (X) o-
algebra. Elemente od F nazivamo izmjerivim skupovima. Pozitivna mjera na (X, F) je funkcija
p: F — [0, +00] koja je o-aditivna. Sjetimo se da je mjera svaka funkcija p: € — [0, +0o0],
gdje je ) € £ C P (X) koja zadovoljava sljedeca dva uvjeta.

(i) p(@)=0.

(ii) Ukoliko je (E,),cy niz medusobno disjunktnih skupova iz £ takav da je U E, € €, onda

neN
Je

1 (U En) = u(B).

neN neN

Nadalje, ako postoji niz (E,), .y € F takav da je X = U E,iVn €N je p(E,) < 400 onda
neN
kazemo da je p o-konacna.

Mjera je kona¢na ako je p (X) < +o0.
Mjera je vjerojatnosna ako je u (X) = 1.
Prostor mjere je uredena trojka (X, F, u).

Primjer 4.2
(a) Neka je F o-prsten na X i z € X. Definiramo ¢, : F — [0, +00] s

1, x€A,

% (4) ‘:{ 0, z¢A.

0, je mjera koncentrirana u tocki x € X. JoS se naziva § mjera u z.

(b) Nekaje (ps),cx C [0, +o0], za A C X definiramo P (A) = pr. Ovako definirana mjera

€A
naziva se spektralna mjera. Ona je o-konac¢na kada je p, < +o00, Vo € X, konac¢na kada

je pr < +00, te vjerojatnosna kada je pr =1.
zeX zeX

(c) (Rd, B (]Rd) , )\d) i (]Rd, Ly, )\d), gdje je \g d-dimenzionalna Lebesgueova mjera, su pros-
tori o-konac¢ne mjere. Naime

+oo
Rd:U{xeRd:HxH<n}.

n=1

(d) Nekajez, € X iF o-algebra podskupova od X. Tada je (X, F, d,,) prostor vjerojatnosne
mjere. Posebno su za zy € R?

(R, B(RY), 6,,) 1 (R?, L, bsp)

prostori vjerojatnosne mjere.

Dalje se bavimo pitanjem jedinstvenosti proSirenja mjere.
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Definicija 4.b.b.1E] Familija D C P (X) je Dynkinova klasa ako je

(i) X € D.
(ii) D je zatvorena na prave razlike. A, Be D, BC A= A\ B¢eD.

(iii) D je zatvorena na prebrojive rastu¢e unije. Ako su A3 C Ay C...€ D, onda je

UAneD.

Definicija 4.b.b.2 Klasa podskupova od X koja je zatvorena na konacne presjeke naziva se
m-sustav.

Napomena 4.b.b.3  Sli¢no kao u Napomeni 2.4 (e) (za prsten generiran nekom familijom)
vidimo i u slu¢aju Dynkinovih klasa da je presjek proizvoljne familije Dynkinovih klasa ponovo
Dynkinova klasa, takoder je jasno da je P (X) Dynkinova klasa. Zato ima smisla definirati naj-
manju Dynkinovu klasu generiranu nekom familijom podskupova skupa X. Neka je £ C P (X)
neka familija podskupova, definiramo

D) = N D
D:E£CD,
D Dynkinova klasa

Dynkinovu klasu generiranu s £. To je najmanja Dynkinova klasa koja sadrzi €.

Lema 4.b.b.4 Dynkinova klasa D (podskupova od X) koja je i m-sustav je o-algebra.

Dokaz. Neka je A € D, kako je D Dynkinova klasa znamo da je X € D, opet, jer je D
Dynkinova klasa vrijedi A°= X\ A € D, jer su X, A€ D. Sada direktno dobivamo i da je
) = X° € D. Prema pretpostavci je D i m-sustav, pokazali smo i da je D zatvoren na komple-
mentiranje, zato je za A, B € D

AUB=(A°NB)eD.

Konacno, jer je D Dynkinova klasa (Dakle, zatvorena na prebrojive rastucée unije.), a upravo
smo pokazali da je zatvorena i na proizvoljne konacne unije, dobivamo da je D zatvorena na
proizvoljne prebrojive unije. Zbog svega ovoga je D o-algebra. N.E9.

Teorem 4.3 Neka je X # () i C w-sustav podskupova od X, tada je o (C) = D (C).

Dokaz. Jasno je da je D(C) C o (C), jer je svaka o-algebra ujedno i Dynkinova klasa,
zato je dovoljno pokazati da je D (C) 2 o (C), a za to nam je dovoljno pokazati da je D (C)
o-algebra. Prema prethodnoj lemi vidimo da je sada potrebno dokazati samo da je D (C)
m-sustav. Definirajmo

D, ={AeD(():AnBeD(C), VBeD()}.

Pokazemo li da je D; = D (C) odmah dobivamo da je D (C) m-sustav, jer je Dy prema svojoj de-
finiciji zatvoren na konaé¢ne presjeke. Takoder, prema definiciji od D; vidimo da je D; C D (C),
preostaje nam za pokazati drugu inkluziju. Jasno je da nju dobivamo odmah ukoliko pokazemo
da je D; Dynkinova klasa koja sadrzi C, zato jer je D (C) najmanja takva, pa ju svaka druga
sadrzi. Pokazimo sada potrebno u dva koraka.

1. D je Dynkinova klasa. Dokaz:

Ovdje ‘b.b.’ stoji za “bez broja”. Biti ée usuglagena numeracija u nekoj buducoj verziji skripte.
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(i) Kako je X € D(C), vidimo da je XN B =B € D(C), za svaki B € D (C). Dakle,
X €D,.

(ii) Nekasu A, B € D, takvidaje BC A,zasvakiC € D(C)je ANCiBNCizD(C),
zato je i

(A\B)NC=ANBNC=(ANC)\ (BNC)eD(C), ¥YC € D(C).

Dakle, A\ B € D;.

(iii) Neka je (Ay),cy € Dy rastuci niz. Za svaki B € D(C) je tada A, N B € D(C),
Vn € N. Sada je

(UAn> NnB=|J(A.NnB)eD(C), VBeD(C).

neN neN

Druga unija je prebrojiva rastuca unija skupova iz D (C) pa je ona opet u D (C) jer
je D (C) Dynkinova klasa. Dakle, U A, € Dy.

neN

2. C € Dy. Dokaz:
Definirajmo Dy :={A€D(C): ANBeD(C), VBe(C}. Kako je C prema pretpos-
tavei teorema w-sustav vidimo da je C C D,. Zelimo pokazati da je C C Dy, ukoliko
je Dy =D (C) to dobivamo direktno, jer onda svaki skup iz C presjecen s bilo kojim sku-
pom iz D (C) “ostaje” u D (C). No, Dy = D (C) slijedi direktno iz ¢injenica da je C C Dy
i da je Dy Dynkinova klasa Sto pokazujemo analogno kao u 1.

Dakle, D (C) je Dynkinova klasa koja je i w-sustav, prema prethodnoj lemi, to je o-algebra.

Q.¢.D.
Korolar 4.4 Neka je (X, F) izmjeriv prostor i C m-sustav na X takav da je F = o (C). Ako
su i 1 v kona¢ne mjere na (X, F) za koje vrijedi
(a) p(X) =v(X),
(b) p(C)=v(C), ¥CeC,
tada je p = v.

Dokaz. Definiramo
D={AecF:u(A)=v(A)}.

Jasno je da je D # (), jer je C C D. Pretpostavimo li da je D Dynkinova klasa onda prema
prethodnom teoremu vidimo da je D = F ¢ime je dokaz gotov. Pokazimo da je D Dynkinova
klasa.

(i) Iz uvjeta (a) odmah slijedi da je X € D.
(ii) Neka su A, B € D takvi da je B C A. Sada je
p(A\B) = p(A) = p(B) = v(A) —v(B) =v(A\ B).
Dakle, A\ B € D.

(iii) Neka je (Ay),cy rastuci niz skupova iz D. Koriste¢i neprekidnost mjere u odnosu na
rastuce nizove skupova dobivamo da je

1 (U An> :nETOOM(A") = HETMV(An) =v (U An) :

neN neN
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Na kraju jos dodajmo da smo konacnost mjera koristili u oduzimanjima, dvije beskonacnosti
ne znamo oduzimati! 0Q.¢9.

Napomena 4.5 Korolar 4.4 ne mora vrijediti u slucaju da je mjera samo o-konacna. Neka
jeX=N,F=P(N)teC={0, {n,n+1, ...}, neN}L
Mjere p1 : F — [0, +00], v : F — [0, +00] definirane s (Za A € F.)

card (A); A konacan,

+00; inace,

u(A)—{

+00; inace,

v (A) = { 2-card (A); A konacan,

su dobro definirane mjere na F. Vidi se da se one podudaraju na C i cijelom X, ali ne
podudaraju se niti na jednom nepraznom kona¢nom podskupu od X.

Korolar 4.6 Neka je (X, F) izmjeriv prostor, C m-sustav na X takav da je F = o (C) i neka

postoji rastuci niz (C,),,.y € C takav da je X = U C,. Ako su p i v mjere na (X, F) za koje

neN
vrijedi
(a) p(Cy) <+o00iv(C,) < +oo, zasven € N,
(b) p(C)=v(C), vC e,
tada je p = v.
Dokaz. Definirajmo za svaki n € N
pn (A) =pn(ANC,), VA€ F,

v (A)=v(ANC,), YAe F.

Prema Korolaru 4.4 vidimo da je p,, = v,, Vn € N. Koristeé¢i neprekidnost mjera odozdo dobi-
vamo

UJ@nc,)

n(A) = u(AﬁX)ZM(AﬂUCn> =y

neN neN
= O pANG) = Bn (A= Be e ()= e v AnG)
= vl (Aan)] —v (Aﬂ U Cn> —v(ANX)
neN neN
= v(A), VAe F.

Q.¢D.

Napomena 4.b.b.5 Korolar 4.6 je primjenjiv npr. za X = R, F = B (Rd), C = 7% Rastuci
pokriva¢ za X nam je npr.
C, = (—n, n)*, ¥n e N,

Korolar 4.7 Neka je p o-aditivna funkcija na poluprstenu & C P (X). Ako postoji niz
(En),eny € S takav da je X = U E, i za svaki n € N je u(FE,) < +oo tada postoji jedna i

neN
samo jedna mjera v, na izmjerivom prostoru (X, o (S)) koja je prosirenje skupovne funkcije p.
Mjera v, je o-konacna.
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Primjer 4.8 Slucaj Lebesgueove mjere je poseban sluc¢aj prethodnog korolara. To je A,
d-dimenzionalna Lebesgueova mjera.
Postoji jedna i samo jedna mjera \; na (]Rd, B (Rd)) takva da je za sve

a1<bl,a2<b2,...,ad<bd; a;, biER, ViE{l, 2,...,d},

Aa (a1, ba] x (az, ba] x ... x {ag, ba]) = [ ] (b: — ).

=1

Ta mjera ima sljedece vazno svojstvo. Neka je

D:{AEB(Rd) )\d(A—f—[E):/\d(A),VZL’ER, }7

Aa (1 (A)) =yl Ma(A), Vie{l,2,....d}, VyeR

ovdje nam u; (A) (dilatacija) oznac¢ava homotetiju skupa A u smjeru i uz faktor y.
Lako se pokazuje da je D Dynkinova klasa, iz toga onda dobivamo da je B (]Rd) =D. ¢

Napomena 4.9 Krenuli smo od definicije poluprstena S, zatim smo vidjeli da nam to nije
dovoljno, pa smo uveli pojam prstena R, a uz njega i pojam prstena generiranog poluprstenom:
R (S). Nadalje, definirali smo pojam mjere na o-prstenu, zatim smo njega progirili na prostor
svih izmjerivih skupova u odnosu na vanjsku mjeru koju smo takoder definirali. Da bi se na
kraju vratili na o-algebre. Ovakav put konstrukcije svih ovih stvari je onaj koji zadaje najmanje
tehnickih poteskoca. Sada smo spremni za daljne rezultate.

Definicija 4.10 Neka je (X, F, u) prostor mjere. Re¢i ¢emo da je on potpun ako vrijedi

ECFeF, p(F)=0=EcFiu(E)=0.

Propozicija 4.11 Ako je m* vanjska mjera na nepraznom skupu X, onda je prostor mjere
(X, M+, m*) potpun.

Dokaz. Definirajmo skup zanemarivih skupova:
Ny ={AC X :m"(A) =0}.

Zbog monotonosti vanjske mjere dobivamo da ako je A € N,,- da su onda i svi njegovi pod-
skupovi u N,,«. Dakle, dovoljno je pokazati da su svi skupovi iz N,,~ m*-izmjerivi. Neka je
A € N,,» te B € P(X) proizvoljan, vrijedi

m*(B) >0+m*(BNA°)=m"(BNA)+m"(BnNA°,

prva nejednakost vrijedi zbog monotonosti vanjske mjere i ¢injenice da presjek “smanjuje” sku-
pove, druga jednakost slijedi iz istog razloga, jer je m* (BN A) < m*(A) =0. Dakle, A je
m*-izmjeriv, ovime je dokaz priveden kraju. N.E9.

Lema 4.13 Za svaki A € £ vrijedi

AA) = inf{A(U): ACU, UCR otvoren}
= sup{A(K): K C A, K CR kompaktan} .

Ova svojstva se nazivaju redom regularnost izvana i regularnost iznutra.

Dokaz. Ukoliko je A (A) = 400 obje tvrdnje trivijalno vrijede, stoga, bez smanjenja opcéeni-
tosti mozemo pretpostaviti da je A (A) < +o0.
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e (Regularnost izvana.)
Neka je \* Lebesgueova vanjska mjera. Kako je £L = M- vidimo da je dovoljno pokazati
da je za svaki A C R,

A" (A) > inf{\*(U): ACU, U CR otvoren},

suprotna nejednakost nam slijedi direktno iz monotonosti vanjske mjere.
Neka je € > 0. Tada postoji niz otvorenih intervala (I,,), . takvih da je A C U I, =

neN
ZA ) <A (A) +e.

neN

Zbog o-subaditivnosti vanjske mjere dobivamo

)\*([):/\*(Uln>§2)\*( =D AI) <\ (A) +e.

neN neN neN

Kako je skup I kao prebrojiva unija otvorenih skupova takoder otvoren, kona¢no imamo
inf {\* (U): ACU, UCRotvoren} <\ (I) < A" (4) +e¢.

Sada zbog proizvoljnosti broja e tvrdnja slijedi.
Primjetimo da je tvrdnja dokazana za proizvoljan podskup skupa R, ona tada posebno
vrijedi za one koji su Lebesgue izmjerivi.

e (Regularnost iznutra.)
Jasno je da je dovoljno pokazati da je

A(A) <sup{A(K): K C A, K CR kompaktan} .
Neka je B, = [—n, n|, Vn € N. Sada je

A=ANR=AnJB.=J(ANB,).

——
neN neN c,

Skupovi (B,),cy su izmjerivi, skup A je izmjeriv po definiciji, kako je £ o-algebra za-
klju¢ujemo da su i skupovi (C,,),,cy izmjerivi. Kako je C; CCo C ... 1 A= U C, radi

neN
neprekidnosti odozdo dobivamo da je

AA) = lim A(C,).

n—-+o0o

Neka je € > 0. Definirajmo C!, := A°N B,,. Lako vidimo da su i skupovi C!, izmjerivi.
Kako je A regularna izvana znamo da za svaki n € N postoji otvoren skup U, takav da je
C! CU,iA(U,) <X(C))+e. Sada je

A(B,) = AXB.NA)+X(B,N A"
ANB,NA)+X(U,) —¢
ANB,NA)+AXU,NB,) -

>

>

_—
ABo) = A(B.NU,) > AANB,) —¢

<

>

A(B,NUY) A(C,) —e.
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Skupovi U, su zatvoreni kao komplementi otvorenih, skupovi B,, su kompaktni, zato su
kompaktni i skupovi K,, := B, N U, takoder vrijedi

K,=B,NU;CB,N(AUB;)=B,NA=C, CA,
prva skupovna inkluzija vrijedi jer je AN B,, C U, = AU By, O Uf. Sada dobivamo
sup{A(K): K C A, K C R kompaktan} > X (K,) > A (C,,) —¢, Vn € N.
Pustimo li n = +o00 dobivamo
sup{A (K): K C A K CR kompaktan} > A (A) —e¢.

Zbog proizvoljnosti broja ¢ slijedi tvrdnja. 0.ED.

Teorem 4.14 Za svaki A € £ postoje Borelovi skupovi B i C' takvi da je BC ACC i
A(C'\ B) = 0. Drugim rije¢ima, svaki A € L se moze prikazati kao A = B A N, pri ¢emu je B
Borelov skup i N € N1+

Dokaz. Bez smanjena opcenitosti dokaz se svodi na slucaj kada je A (A) < +oo zato jer se
svaki skup iz £ moze prikazati kao prebrojiva unija skupova konacne mjere. Prema Lemi 4.13
znamo da za n € N postoje otvoren skup U, i kompkatan skup K, takvi da je K, C A C U, i

)\(A)—%g)\(Kn) i )\(Un)gA(A)Jr%.

Uzmemo li B := | | K, i C == ()| U, tvrdnja slijedi.
neN neN

Pokazimo jos da je A (C'\ B) =0, kako je B C A C C dobivamo

)\(C\B):)\(C)—)\(B)<)\(A)+%— (A(A)—l) 2 Wnen

B n n

Nejednakost dobivamo iz ¢injenice da je K,, C Bi U, 2 C, Vn € N. Zbog proizvoljnosti broja
n € N sada slijedi A (C'\ B) = 0. Q.¢D.

Napomena 4.15

(a) Iz Teorema 4.14 i Primjera 4.8 lako slijedi da za svaki A€ L, x € R, y € R vrijedi
Atz €L, py (A) € L (dilatacija) te je

MA+2)=A(A) i A (4) =yl A(4).

Time je pokazano da je zahtjev iz Teorema 1.10 moguée postiéi na L.

(b) Uotimo da je time pokazano da je skup A iz dokaza Teorema 1.10 primjer skupa iz P (R)
koji nije u £. Dakle, L G P (R).

(c) Moze se pokazati da je card (B (R)) = 2.

+o0
(d) Neka je C' C [0, 1] Cantorov trijadski skup. C := ﬂ Jn, pri ¢emu je
n=0
1 2
Jo:=10,1], J1:=10, | U |[=, 1|, ...
0 [ ) ]7 1 |: ) 3:| |:37 :| ) )
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Jna1 se dobije iz J,, tako da se iz svakog segmenta koji pripada skupu J,, izbaci srednja
trecina.

Ocito je svaki J,, zatvoren, pa je i C' zatvoren. C je i omeden, dakle, C' je kompaktan.
Uoc¢imo da je

A0, N C) =

sto nam govori da je A (C') = 0.
+oo
Nadalje, postoji bijekcija sa C' na brojeve u trijadskom zapisu oblika 22-%,
n=1

zy, € {0, 1}. Slijedi, card (C) = 2%. Posljedica je, card (P (C)) = 22° > card (B (R)).
Ocito je P (C) € N,1y=. Dakle, postoje zanemarivi skupovi koji nisu Borelovi, te vrijedi
card (£) = 22" Posebno,

B[R)S L. (4.16)
(4.16) se moze pokazati i direktno, to ¢emo i napraviti kasnije!

Uo¢imo da se A prirodno veze uz funkciju f (z) = = (A ({0, z]) = 2, za x > 0). Ovo nije slu¢ajno
i moze se lijepo poop¢iti. Neka je v mjera na (R, B (R)) takva da je

v(K) < +oo, za svaki K C R kompaktan. (4.17)
Definiramo F), : R — R.
| v(0, 2]), x>0,
}Q@y_{_w«%m% I (4.18)

Lako je iz osnovnih svojstava mjere dokazati da je:
e [}, neopadajuca (monotonost mjere),
e neprekidna zdesna (neprekidnost mjere),
e F,(0) =0, za svaki {(a, b] € P' je

l/(<a’ bD:Fu(b)_Fu(a)

Koriste¢i Carathéodoryjevu konstrukeiju (sli¢no kao i za Lebesgueovu mjeru) dobijemo svoje-
vrsni obrat.

Teorem 4.19 Neka je F': R — R neopadajuca i neprekidna zdesna. Tada postoji jedna i
samo jedna mjera vp na (R, B (R)) takva da je

v((a, 0]) = F(b) - F(a), (4.20)
za svaki a, b € R, a < b. Mjera vp zadovoljava (4.17).
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Napomena 4.21 Neka je F' neopadajuca i neprekidna zdesna i C' € R.

Tada jei G (z) := F (z) + C neopadajuca i neprekidna zdesna. 1z (4.20) slijedi vp = vg. Dakle,
postoji 1-1 korespodencija izmedu mjera na (R, B (R)) koje zadovoljavaju (4.17) i klasa funk-
cija {G:G(z):=F (z)+ C,C € R}. Stavimo li dodatni zahtjev, npr. da je F (0) =0, onda
dobivamo 1-1 korespodenciju v <— F,,. Uo¢imo da postoje

F(+00):= lim F(z) 1 F(—o00):= lim F(z),

T—r+00 T—r—00

te vrijedi
—00 < F(—00) < F(z) < F(+00) < 400, Yz € R.

Mjera v je konac¢na ako i samo ako je F, (—0), F, (+o0) € R. Tada je
v(R) =F, (+o0) — F, (—0) .

U tom slu¢aju obi¢no v vezemo uz predstavnika klase za kojeg je G, (—o0) = 0.
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5 IZMJERIVE FUNKCIJE

Neka su X i Y neprazni skupovii f : X — Y funkcija. Inverzna slika funkcije se dobro ponasa
na skupovne operacije, pa se lako pokaze sljedeca tvrdnja

Y o-algebrana Y = f~*())) o-algebra na X. (5.1)
Sli¢no se dokazuje

X o-algebrana X = {BCY : f7'(B) € X} o-algebrana Y. (5.2)

Definicija 5.3 Neka su (X, X) i (Y, )) izmjerivi prostori. Funkcija f je (X, J)-izmjeriva
(Izmjeriva u paru o-algebri X' i ), koristimo samo “izmjeriva”’ ako su o-algebre jasne.) ako

vrijedi f~1 () C X.

Vrlo cesto je izmjerivost dovoljno promatrati na generirajuc¢oj familiji, $to je posljedica sljedece
leme.

Lema 5.4 Akoje f: X — Y funkcijai & C P (Y), tada je

FHe@)=a(f7(€).

Dokaz. Po (5.1) je f~! (0 (€)) o-algebra koja o¢ito sadrzi f~* (€).
Slijedi o (f~'(£)) C f' (0 (£)). Po (5.2) je {BCY : f " (B)eo(f (&)} o-algebranay
koja o¢ito sadrzi &€, pa onda i o (£). Tvrdnja slijedi. N.E9.

Propozicija 5.5 Nekasu (X, X)i (Y, )) izmjerivi prostori, € C P (Y) takavdaje Y = o (€).
Funkcija f : X — Y je (X, Y)-izmjeriva ako i samo ako je f~'(€) C X.

Dokaz. Slijedi direktno iz Leme 5.4. NQ.E9.
Neka je X # 0 i {(Yz, Vi) : k € K} neprazna familija izmjerivih prostora. Neka je za svaki
k € K zadana funkcija f; : X — Y;. Tada je o U fk,_1 (3@) najmanja o-algebra na X sa
svojstvom da je svaka f; izmjeriva, oznaka: e

o(fu:keK). (5.6)

Neka je {(Xk, &%) : k € K} neprazna familija izmjerivih prostora. Promatramo Kartezijev

produkt skupova H X 1 za svaki kg € K promatramo projekcije 7, : H X = Xy
keK keK

ko ((xk)keK) = Ly -

Najmanju o-algebru u odnosu na koju su sve 7 izmjerive, tj. o (7 : k € K), oznacenu s

&) X (5.7)

keK

nazivamo produktnom c-algebrom.
Lako se pokazuje da je B (R?) = é B (R). Takoder, B(C) = B (R?).
Definiramo R = R U {—o0} U {—i—oi;i tada je

B(R) =0 (B(R)U{{-00}, {+o0}}),
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Borelova g-algebra na proSirenom R. Potrebno je definirati operacije s oo.
(+00) + (+00) = 400, (—00) + (—00) = —c0.

(+00) + (—0o0) se ne definira, kao ni (—o0) + (+00).
Nadalje, za a € R je a + (£00) = (£o0) + a = £o0.

(+00) - (+00) = (—00) - (—00) = +00,

(+00) - (—o0) = (—00) - (+00) = —o0.
a € (0, +00) = a - (+o0) = (£0) - a = to0,
a€ (—o00, 0) = a- (o) = (£00) - a = Foo.

Takoder je
0-(£o0) = (£o0)-0=0,

|+00| = |—o00| = 400.

Definiramo
inf() = +00, supld = —o0,

za ) # A C R, ukoliko je A omeden odozgo vrijedi sup A € R, a ukoliko je A neomeden odozgo,
onda sup A = +o00.
Svaki niz (an), .y € R ima

lim sup a,, := inf (sup an> , liminfa, := sup <inf an> )
k n k n>k

n n>k

Uvijek vrijedi liminf a,, < limsup a,,. Limes postoji ako i samo ako je

liminf a,, = lim sup a,,.
n n

+o0

Moze biti i +00. Reci ¢emo da red E a, ima sumu ako vrijedi da +00 i —oo ne mogu oba

n=1
n

istovremeno biti ¢lanovi niza (a,) te ako niz parcijalnih suma, 5 ar, ima limes u R. Ako su

k=1
+oo

svi a, € [0, 00|, tada suma reda Z a, uvijek postoji kao element iz [0, 4+o00].
n=1

Neka je (U, U) topoloski prostor. Opcenito definiramo:

BU)=0c().

Lema 5.8 Ako su (U, U) i (V, V) topoloski prostori i f:U — V neprekidna, tada je f
(B(U), B(V))-izmjeriva. (Borel izmjeriva.)

Dokaz. Neprekidnost znaci f~* (V) C U. Tvrdnja sada slijedi iz Leme 5.4 i definicije Borelove
o-algebre.

Q.¢.D.
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Funkcije koje su (B (U), B(V))-izmjerive krac¢e nazivamo Borelove funkcije. Sli¢no, na
R%, R% Lebesgueove funkcije.
Iz Leme 5.8 zaklju¢ujemo da su sljedeé¢e funkcije Borelove

zbrajanje, +:R xR —=R,

“pozitivno zbrajanje”, + : [0, +00] x [0, +00] = [0, +0o0],

apsolutna vrijednost, || : R — [0, 4+o0],

mnoZenje skalarom, a:R =R, (5.9)
“pozitivno mnoZzenje skalarom”, a € [0, +00], a-: [0, +00] — [0, +o0],

mnozenje, RxR—R,

funkcija 1, 1R\ {0} =R

Lema 5.10 Neka su (X, X), (Y, )Y), (Z, Z) izmjerivi prostori. Ako su f: X —Y i
g Y — Z izmjerive tada je i g o f izmjeriva.

Dokaz.
(o) (@)= (g @)/
0.E9.
Teorem 5.11 Neka je (X, X') izmjeriv prostor.
(a) Akosu f, g: X — R (X, B(R))-izmjerive, tada su (X, B (R))-izmjerive i funkcije
1

f+g, -9, af (YaeR), 7 (Definirana tamo gdje je f #0.), |f], max(f, g) = f V g,

min (f, g) = fAg, [, [~

Nadalje, izmjerivi su i skupovi

{reX: flz)<g(@)}, {reX: f(r)<g(@)}, {reX:f(r)=g()}.

(b) Ako su f, g: X = R (X, B (R))-izmjerive, tada su (X, B (R))-izmjerive i funkcije |f|,
Vg, fAg, fT, f, izmjerivi su i skupovi

{freX fl@)<g@)}, {zeX: f(z)<g@)}, {zeX:f(z)=g()}.
(c) Posebno, ako su f, g : X — [0, +0o0] (X, B (R))—izmjerive, tada su (X, B (R))—izmjerive
i funkcije f+g, f-g, af (Va € R).

Dokaz. Promatramo F : X — R? definiranu sa

B (R2) = o (7, m2).
f=moF, g=moF, dakle, F je (X, B (Rz))—izmjeriva.
Po Lemi 5.10 i po (5.9) slijedi izmjerivost funkcija f + g=+o F, af = (a:)o f, f-g=-0F.

Sli¢no, koristeci (5.9) i f s Lemom 5.10 dobivamo izmjerivost |f] i 7 Koristeéi formule

1
max (a, b):§(a—|—b+]a—b|),

1
min (a, b) = §(a+b— la —b|),
slijedi izmjerivost funkcija fV gi f A g. Sada dobivamo i izmjerivost funkcija

ff=fvo, f-=(=f)Vvo. (5.12)
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Kao $to smo upravo pokazali, funkcija f — ¢ je izmjeriva, vrijedi

freX:fa)<g(@)}=(f-9) " (~o0, 0).
Skup (—o0, 0) je Borelov, pa je skup {z € X : f(z) < g (x)} izmjeriv. Sli¢no pokazujemo za
ostale skupove. Ovime smo dokazali (a) dio, dio (b) i (c¢) idu sli¢no. Npr.
{reX: f(x)<g(@)} = {reX: f(z)=—-c0}nN{re X :g(x) e RU{+o0}}]
U {zeX:f(z),g()eR, f(z)<g(x)]
U [zeX: f(x)eR}n{zeX:g(x)=+o0}].
Q.¢9.

Teorem 5.13 Neka je (X, X) izmjeriv prostor. Ako je (f,),cy niz funkcija, f,: X — R,
koje su (X, B (R))—izmjerive, tada su (X, B (E))—izmjerive i funkcije inf f,,, sup f,,, liminf f,,

limsup f,, i lim f,.

(Na domeni {x € X: lirlln fn (z) postojiu R} )

Dokaz. Za svakit € R vrijedi {x € X :supf,(x) < t} = ﬂ {r e X : f,(x) <t} pajeto

X-izmjeriv skup. Buduéi da klasa €& = {0} U {[~o0, t] : t € R} generira R, izmjerivost sup f,
slijedi po Propoziciji 5.5. Sli¢no pokazujemo za inf f,,. Sada izmjerivost funkcija lim inF fol
limsup f,, slijedi po definicionoj formuli. KoristeéinTeorem 5.11 (b), domena funkcije l?m fn je
izn;bjeriva, pa slijedi izmjerivost od li7£r1 fn- 53(’3@
Primjer 5.14

(a) Svaka f:R"™ — R™ koja je neprekidna je ujedno i Borelova (Lema 5.8).

(b) Neka je I 1-interval, f : I — R monotona. Tada je za svakit € Rskup {z € [ : f (z) <t}
ili prazan, ili singleton (sadrzi samo jedan element) ili 1-interval. On je, dakle, u svakom
slucaju Borelov, iz ¢ega zakljucujemo da je f izmjeriva, odnosno Borelova.

(¢) Sve kombinacije s neprekidnim i monotonim funkcijama uz pomo¢ operacija iz Leme 5.11
daju Borelove funkcije.

(d) Akoje f: X = R (X, B(R))-izmjeriva i A € X, tada moZemo promatrati o-algebru
ANX :={ANE:E€X}.
flaje (AnX, B(R))-izmjeriva. Za t € R je
{reA: f(x)<t}=An{re X : f(x) <t}.

(e) Slicno pokazemo da ako su (A,),.y C X i za svaki n €N je fla, (A, NX, B(R))-

U A4n ((U A ) Nn&, B ))-izmjeriva.
neN neN

(f) Ako je A € X, tada je x, izmjeriva. Obratno, ako je x, izmjeriva, tada je A € X.
Funkcija f: X — R je jednostavna ako je Im (f) konacan skup. Uo¢imo da je f iz-
mjeriva i jednostavna ako i samo ako postoje n €N, oy, ..., 0, ERi Fy, ..., F, € X
medusobno disjunktni, takvi da je

izmjeriva tada je i f

n
=1
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Ocito je limes izmjerivih i jednostavnih funkcija ponovo izmjeriva funkcija.

Teorem 5.15 Neka je f:X — [0, +oo] (X, B (R))-izmjeriva. Tada postoji rastuéi niz

jednostavnih, izmjerivih funkcija f, : X — [0, +o0) takvih da je f(x) = lim f, (z), za svaki
n—oo

r e X.

Dokaz. Zasvakin e Nizasvaki k=1, 2,...,n-2" definiramo

k—1 k
Anﬁk::{xeX: Sf($)<2—n},

2n
jasno je da je A, € X. Za n € N skupovi A, 1, An2, ..., Appon su medusobno disjunktni.
Definiramo
n-2" ]{7 1
n = +n- .2 .
! ; 2" M XX\( Lj An,k)
- k=1
Lako se vidi da je fi < fo <...1 fu(z) 7 f(2), za svaki z € X. NQ.E.9.

Svaka izmjeriva funkcija se moZe prikazati kao f = f — f~. Primjenom Teorema 5.15 na f7
i f~ dobivamo:

Korolar 5.16 Akoje f: X — R (X, B (R))—izmjeriva, tada postoji niz (f,),,cr jednostavnih,
izmjerivih funkcija (s vrijednostima u R) takav da je

f(x)= lim f,(z), Vo € X.

n—-+4o0o
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6 INTEGRAL POZITIVNE FUNKCIJE

Neka je (X, F, ) prostor mjere. Funkcija f: X — R je jednostavna i izmjeriva ako i samo

ako postoje n € N, Ay, ..., A, € F medusobno disjunktni i aq, ..., a, € R takvi da je
F=>" arxa, (6.1)
k=1
Neka je S = S (X, F, p) skup svih jednostavnih, izmjerivih funkcija. Definiramo:
S ={feS:f>0}. (6.2)
Ako je f € S,, onda u prikazu (6.1) vrijedi aq, ..., a, € [0, +00). Za f € S, definiramo

integral od f (U odnosu na mjeru yu, nad X.):

n

/fd,u = Z app (Ag) - (6.3)
% k=1
Uocimo da je /fd,u € [0, +o0] jer je suma u (6.3) uvijek definirana. Dokazimo sada da je
X
definicija integrala dobra. Neka je

f = Z kaBk
k=1

neki drugi prikaz funkcije f tipa (6.1). Uoc¢imo da za Aj, N B; # () mora vrijediti ay = b,. U
(6.1) su skupovi medusobno disjunktni pa po kona¢noj aditivnosti slijedi:

San () = Sad w40 B) = 33w (4 B)
k=1 k=1 =1 k=1 I=1
= S (0B =325 i (4e )
k=1 1=1 =1 k=1

m

= 30> w(AnB) =Y biu(B).

n m
Uoc¢imo da smo koristili da je U A = U By, a to mozemo pretpostaviti bez smanjenja opce-
k=1 =1

nitosti. Dakle, / je dobro definiran funkcional.

X
Propozicija 6.4 Akosu f, g € S; i a € [0, +00), tada vrijedi:
(i) af€S+i/afdu:a/fdu,
X

X

(ii) f+g€8+i/(f+g)du=/fdu+/gdu,
(iii) ako je f(z) < g(x), Vx € X tada je

[ fan< [ gin

X X
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Dokaz. Nekasu f = ZakXAk ig= ZleBl zapisi funkcija f 1 g tipa (6.1).
k=1 1=1

(i) a1, ..., a, € [0, +o0) = aay, ..., aa, € [0, +o00) = af € S;, a da je
/ozfd,u:oz/fdp slijedi iz
X X

Z aapp (Ag) = a Z app (Ag) .
k=1 k=1

(ii) Opet mozemo bez smanjenja opcenitosti uzeti da je (Dodamo 0 ukoliko je potrebno.)

U A = UBl’ sada je
k=1

=1
n m

f+9—zz (ar +bi) Xa,nB;s

=1 1=1
a to je prikaz funkcije f 4+ g tipa (6.1). Kako je ay + b, € [0, +00) dobivamo da je
f+ g€ S.. Nadalje, po (6.3), imamo:

/(f+g)du = ZZ (ar + i) p (Ax N By)

X k=1 1=1

= ZZaku(AkﬂBl)+ZZbZN(AkﬁBZ)

k=1 1=1 k=1 I=1

= Z app (Ax) + Z b (By)

= /fd,u—i—/gd,u.

X

(i) f,geS 1 f<g=—g— f€S,. Imajuéi na umu da je za h € S, /hd,u > 0, dobi-

X
/gdu =

X

vamo:

[f + (g — f)] dpu = koristeéi (ii)

I
M R

fdp+ | (9= f)dp
/

—_——
>0

fdu.

W
m—

Q..

Lema 6.5 Ako su feS, i (f,:neN)CS, takvi da je za sve z€ X i sve ne€N
fo(x) < for(z) izasvakixz € X je f(z) = lir+n fn (x). Tada vrijedi
n—-+0oo

/fd,u— lim /fnd,u.
n—-+oo
X X
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Dokaz. O¢ito postoje svi integrali koji su “u igri”. Prema Propoziciji 6.4 (iii) vidimo da je

0 < ! fudyt < X/ fuadn < X/ fd.

Iz ovoga vidimo da postoji L := lim /fndu idaje L < /fd,u. Ukoliko je L = +o0 vi-
X X

n—-+0o0o

dimo da je onda i /fd,u = +00 pa smo gotovi. Dalje radimo pod pretpostavkom da je
X

p

L < 400. Neka je e € (0, 1). Neka je f = Z arX a, prikaz funkcije f tipa (6.1) takav da su svi
k=1

ai, ..., a, medusobno razli¢iti i niti jedan nije 0. Za svaki n € N i za svaki k € {1, ..., p}

definiramo:
An, k) ={xcAy: fu(z)>(1—¢)ax}.
Vidimo da je A (n, k) € Fi A, = U A (n, k), rastuéa unija. Nadalje, definiramo:
neN

p

=Y (1= &) arxamn-
h=1

Vidimo da je g, € S+, 9n < gna1 1 gn < frn, dakle, postoji lirf /gndu i vrijedi
n—-+0o0
X
P
lim /gnd,u = lim Z (1—¢)agu(A(n, k) =

n—-+o00 n—-+o0o
X k=1

neprekidnost od 4 u odnosu na rastuée nizove
p

= > - Som ) = (-2 [ Jau ve e (0.1).

k=1

Dakle, L > lim /gndu =(1- 8)/fdu,V5 € (0, 1).

n—-+o00
X X

Konacno, zaklju¢ujemo, L < +o00 = /fdu <4o0il > /fdu. 0.¢.9.
X X

Definicija 6.6 Neka je f : X — [0, +00] (F, B (R))-izmjeriva. Definiramo integral od f (U
odnosu na mjeru p, nad X.):

/fduzzsup /gdu:gé&,géf
X

X

Napomena 6.7
(a) Ako je f €Sy onda je /fdu u deficionom skupu. Za g € §; takav da je ¢ < f je i
X

/gdu < /fd,u. Zakljucujemo da se definicije podudaraju na S, .
X

X
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(b) Ako je f: X — [0, +o0] (F, B (R))-izmjeriva, onda sup postoji, tj. /fdu € [0, +o0].
X
(c) Neka je A€ F, f:=(+00) " xa, fn:=n-xa. Tada vrijedi f,, € Sy i f,, < f.

[ in= [ =n-na).

Ukoliko je M(A)>O:>/fdu:+oo, a ako je p(A)=0=n-pu(A) =0, Yne N.

X
Neka je g € S, takav da je ¢ < f i g+# f. Postoji dovoljno velik n € N takav da je
g < fn. Tada je /gd,u < /fnd,u = 0, iz ¢ega zakljucujemo da je /fd,u = 0. Dakle,
X

X X
[ oo, p(A) >0,
/fd“‘{ 0, p(A)=0.

X

Lema 6.8 Ako je (f,), .y € Sy neopadajuéi niz jednostavnih izmjerivih funkcija i

neN =
f(x)= nETmfn (x), Vo € X,

tada je f (.7-", B(E))—izmjeriva i /fd,u = 1_1}1}3 /fndu.
X b

Dokaz. Prvi dio tvrdnje slijedi iz Teorema 5.13. Nadalje, postoji

n—-+o0o

L:= lim /fnd,u € [0, +o0].
X

Jasno je da vrijedi L < /fdu. Neka je g € S, takva da je g < f. Tada je g, := g A f,, ponovo
X
iz Sy 1 vrijedi

gn () < gni1(z), g¢g= lim g,(x), VeelX.

n—-+o0o

Uoc¢imo da je /gndu < /fndu. Po Lemi 6.5 slijedi
X

X

/gd,u: lim /gnd,u < lim /fndu: L.
n—-+00 n—-+o0o
X

X X

Dakle, L je gornja meda definicionog skupa za integral od f. Slijedi /fdu < L. 0.ED.
X

Teorem 6.9 Akosu f, g: X — [0, +00] (}", B (R))-izmjerive ia€l0, +00), tada:

(i) af : X = [0, +o0] je (F, B (R))-izmjeriva i

/ozfd,u:oz/fdu.

X X

37



INTEGRAL POZITIVNE FUNKCIJE

(i) (f+9): X — [0, +00] je (F, B (R))-izmjeriva i

/(f+g)du=/fdu+/gdﬂ~

X

(iii) Ako je f(x) <g(z), Vz € X, onda je

[ fan< [ gin

X X

Dokaz.  Po Teoremu 5.15 postoje rastuci nizovi (f,),cn 1 (9n) ey jednostavnih izmjerivih
funkcija takvih da f, — f i g, — ¢ (Po tockamal). Dokaz za (i) i (ii) slijedi iz Leme 6.8 i
Propozicije 6.4. Tvrdnja (iii) slijedi direktno iz definicije integrala jer definicioni skup funkcije
g sadrzi definicioni skup funkcije f. 0.CD.

Korolar 6.10 (Cebigevljeva nejednakost)
Ako je f: X — [0, +o0] (F, B (R))-izmjeriva i 0 < ¢ < 400, tada je

1 1
M(At)SZ/XAt'fdMS;/fdM,
X

X
pri ¢emu je Ay = {x € X : f(x) > t}.

Dokaz. A, = f~'([t, +oq]), pa je izmjeriv. Tvrdnja slijedi iz monotonosti integrala i nejed-
nakosti
0<t-xa, <f xa </
NQ.¢D.

Korolar 6.11 Ako je f: X — [0, +o0] (F, B (R))-izmjeriva i /fd,u < 400, tada vrijedi:
X

(i) p({z € X: f(x) =+o0}) =0,

(ii) {z € X : f(z) > 0} je o-konacan (MoZe se prekriti s prebrojivo mnogo skupova konacéne
mjere. ),

(iii) ako je /fd,u =0, tada
X

pu{xeX: f(x)>0}) =0.
Dokaz.
(i) Definiramo A, := {x € X : f () > n}, tada vrijedi A, \ {z € X : f () = +o0}. Po Ko-

rolaru 6.10 je
1
X
——

<4o0

Dakle, u ({z € X : f (z) = +o0}) = nl_i}rfoou (A,) =0.

1
(ii) Definiramo A: =<z € X : f(z) > —} S {re X f(z)>0}. Primjenom Korolara
n n
6.10 slijedi tvrdnja.
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(iii) Definiramo iste skupove kao u dokazu od (ii). Tvrdnja opet slijedi direktno iz Korolara
6.10.

Q..

Napomena 6.12 Ako je P (x) neko svojstvo koje ovisi o x € X, onda kazemo da je P (z)
ispunjeno gotovo svuda (g.s.) (Ili skoro svuda (s.s.).) ako postoji izmjeriv skup N takav da
je £ (N) =01 P (z) vrijedi za svaki z € N°.

Npr. Korolar 6.11 (i) kaze da je f konac¢na (g.s.), Korolar 6.11 (iii) kaze da je f =0 (g.s.).
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7 INTEGRABILNE FUNKCIJE

Neka je (X, F, p) prostor mjere i neka je f: X — R (F, B (R))-izmjeriva funkcija. Tada su i
funkeije f*, f7: X — [0, +o0] (F, B (@))—izmjerive, pa postoje

/f*du, /fdu € [0, +o0]. (7.1)

X

Redi ¢emo da integral funkcije f postoji ako je barem jedan od integrala u (7.1) konacan i
u tom slucaju definiramo integral funkcije f kao

/fdu ::/f+du—/f‘dueﬁ. (7.2)

X X X

Ponekad pisemo /f () dp () ili /f (z) p (dz). Ako je X =R% i = Ay govorimo o Lebe-
X X

sgueovom integralu i obi¢no pisemo / f(z)dz. Ako je A € F, kazemo da funkcija f ima

Rd
integral nad A, ako postoji integral funkcije x4 - f i tada definiramo
[ fdni= [ san (7.3)
A X

Ako je f definirana samo na A prosirimo ju tako da je f|,. =0.
Napomena 7.4
(a) Akosuf,g: X =R (.7-", B (E))—izmjerive funkcije i f = g (g.s.), tada ili postoje integrali
funkcija f i g ili ne postoje integrali funkcija f i g. U prvom slucaju je /fdu = /gd,u.
X

X
Zaista, po pretpostavci je skup A= {x € X : f(x) # g (x)} izmjeriv i u(A) =0. De-
finiramo h := (+00) - xa. Uoc¢imo /hdu = 0. Nadalje, uo¢imo da je f* <g"+h i

gt < f*+ h. Slijedi

/f*dug /g+du+/hdu:/g+dug /f*du+/hdu=/f+du-
X X X

X X X X

Slicno za f~ i g~. Dakle,

[an=[gtan i [ran=[gan

X X X X
(b) Ako funkcije f, g : X — R obje imaju integrale, to ne znaéi da i funkcija f + ¢ ima
integral. Neka je X =R i
x, >0, _J 0, 2>0, _
ro={ 5520 s@={ 2120 h@=s@e, wer

Vidimo da je /fclu = 400, /gd,u = —o00,te h" = fih™ = —g. Dakle, funkcija h nema
X

X
integral.
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(c) Ako postoji integral funkcije f, tada vrijedi /fdu < /\f|d,u.
X X

Zaista, ako je /|f| dp = +oo tvrdnja trivijalno vrijedi. Ako je /|f| dp € R, tada je i
X X

/f+du, /f_d,u € [0, +00), tvrdnja tada slijedi zbog

X X

la —b| < l|a| + |b], Va, beR.

Ovaj posljednji sluc¢aj je od posebnog znacenja!

Definicija 7.5 Izmjeriva funkcija f : X — R je integrabilna nad A € F (ili u-integrabilna
nad A € F) ako postoji integral od f nad A i konacan je.

U slucaju A = X obi¢no izostavljamo “nad X”. Sljedece tvrdnje ¢emo izreci “nad X7, ali vrijede
i nad svakim A € F. Ocito vrijedi da je izmjeriva funkcija f : X — R integrabilna ako i samo
ako

/ Fru, / Fdp € [0, +00) . (7.6)

X

Odavde lako slijedi da za izmjerivu funkciju f : X — R vrijedi da je integrabilna ako i samo
ako su
fT i f~ integrabilne, a to vrijedi ako i samo ako je |f| integrabilna. (7.7)

Iz Korolara 6.11 direktno slijedi da ako je f : X — R integrabilna, tada je f (g.s.) kona¢na, a
tada je i |f| (g.s.) kona¢na i

{r € X : f(z) #0} je u o-konacan. (7.8)

Napomena 7.9 Iz navedenih rezultata slijedi da ako je f : X — R integrabilna, onda se bez
smanjenja opcenitosti moze smatrati da je f realna funkcija.

= X{wex:|f(z)|<+oo}-
Ocitoje f: X - R (F, B (R))-izmjeriva i u-integrabilna te f=7f(gs).

Lema 7.10  Ako su funkcije fi, fa, g1, g2 : X — [0, +00) p-integrabilne i ako vrijedi

J1— Ja = g1 — go, tada je
/fldﬂ—/f2dﬂz/gldﬂ—/gzdﬂ-
X X

X X

Dokaz. Uocimo da su /fldu, /fgdu, /gldu, /ggdu € [0, +00). Nadalje,
b'e

X X X
fi+ g2 = g1 + fo. Tvrdnja slijedi zbog linearnosti integrala za pozitivne funkcije. N.E9.
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Teorem 7.11 Ako su f, g : X — R p-integrabilne i @ € R, tada su u-integrabilne i funkcije
af i f+g1ivrijedi

[af@atin) =a [ ) u).

/(f+g)du=/fdu+/gdu-

X X X
Ako je uz to f (z) < g(x), za svaki x € X, tada je

X/fdu SX/gdu-

Dokaz. Zaa = 0odito. Zaa > 0je (af)" = afTi(af)” = af” pa tvrdnja direktno slijedi.
Za o < 0 slino, jer je (af)” = (—a) f7 i (af)” = (—a) f+.

Zbog (f+g) < fr4+g7i(f+9)” < f + g imonotonostite linearnostiintegrala pozitivnih
funkcija slijedi

0§/(f+g)+du§/f*du+/g+du<+oo,
X

X X

sliéno za (f + g), iz Cega slijedi integrabilnost funkcije f + ¢g. Nadalje, vrijedi
(f+9)=(+9" —(f+9) .
no, takoder je
fro=(" =)+ -9 )=("+g") - (f+97).

Dakle, (f+¢)" —(f+9) = (f"+9")— (f +g¢), sada koristimo Lemu 7.10 (U drugoj
jednakosti.) i linearnost integrala pozitivnih funkcija (U trecoj jednakosti.).

/(f+g)dM=/(f+9)+du—/(f+9)_du=/(f++g+)du—/(f‘+g‘)du=

X X X X X

= ){/f*du—X/f‘du + X/g+du—x/g‘du ZX/fdquX/gdu'

Posljednja tvrdnja slijedi iz upravo dokazane linearnosti integrala, monotonosti integrala i ¢i-
njenice da je g — f > 0. Q.E.9.

Definicija 7.12 Za prostor mjere (X, F, p) definiramo vektorski prostor
L' =LYX, F, 1, R):={f: X = R: f je y-integrabilna na X.}.

Na tom prostoru definiramo || ||, : £' — R pomocu

I = [ 10l aa), € £ X Fo R,
X
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Napomena 7.13

(a)

(b)
(c)

Iz Napomene 7.9 slijedi da je f: X — R p-integrabilna ako i samo ako postoji f e Lt
takva da je f = f (g.s.).

f= / fdyu je linearni funkcional na prostoru £
X

Lako se vidi da || ||; ima sljedeca svojstva:
@ Ifll, =0, vfeLh
(i) fofll; =lalllfll,, Ya R, Vf e L.
i) If +glly < Ifll+llglly, Vf, g€ L
(iv) [lfll, =0 <= f=0(gs.).

To pokazuje da je £ “skoro” normiran prostor.
Nije ispunjena tvrdnja (|| ||, = 0= f =0).

Ako imamo vektorski prostor V i funkciju 1 1 sa svojstvima (i)-(iv) (U smislu
f=0= | f]| =0, ali obrat ne vrijedi nuzno.). Onda promatramo klasu ekvivalen-
cije

fr~g=1f—-gl =0
Neka je V7~ :=V/. kvocijentni prostor, odnosno, prostor svih klasa ekvivalencije
[f]=4{9€V:f~g} NaV~ definiramo 1 1~:
[l =171
Neka su f, g € V takve da je [f] = [g], tada je
lgl = |@—H+f]l <lg—=FIL+1F1=1FI.
Dakle, | g| < | f |, analogno dobijemo i suprotnu nejednakost, stogaje |g| = | f |,

pa je definicija dobra! Sada se lako vidi da je (V™, 1 17) normiran prostor.

Definiramo normiran prostor L' = L' (X, F, pu, R) := (ﬁl (X, F, u, R))N. Zbog jednos-
tavnosti zapisa i dalje oznacavamo || || kao || ||;. Obi¢no umjesto ||[f]||,; krace piSemo

1f1];-
[f]:={g9: X = R:gjeizmjerivaig= f (g.s.)}.
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8 GRANICNI TEOREMI

U cijelom ovom poglavlju podrazumijevamo sljedece. (X, F, u) je prostor mjere. Funkcija
f: X =R je (}", B (R))-izmjeriva. Niz (fn) = (fa)nen Jje niz funkcija f, : X = R, ¥n € N
koje su (F, B (R))—izmjerive.

Teorem 8.1 (O monotonoj konvergenciji.)
Ako za gotovo svaki z € X vrijedi 0 < fi (z) < fo(x) < ... 7 f(x), tada je

/fd,u = lim /fnd,u.
n——+o00
X X
Dokaz. Gornja pretpostavka znaci da postoji A € F takav da je p(A) =0 i da za svaki
x € A° vrijedi
0< fi(z) < fale)<... M fla).
Promatramo niz (g,) i funkciju g, zadane sa
g:=f Xxac, Gn:=[fnXae, YneN.
Sve one su izmjerive, jer je A izmjeriv i vrijedi
0<gi(z)<ga(z)<... Mg(), Vo e X.

Iz Napomena 7.4 slijedi da je /gd,u = /fdp i /gndp = /fnd;z, Vn € N. Dakle, preostalo
X X

X X

/ gdp = lm / Gndp.

X X

je dokazati da je

Nema problema s egzistencijom integrala jer su sve funkcije nenegativne. Zbog monotonosti je

Og/gld,ug/ggd,ug...g/gd,ue[0,+oo].
X X X

Neka je I := lirf /gndu. Slijedi da je I < /gdu. Posto je zasvakin € N, g, : X — [0, +0o0],
n—-+00
X X

znamo da postoji rastuci niz (g; ),y € S+ takav da je

gn(2) = lim gp(z), Vo€ X.

Nadalje, za svaki n € N definiramo h,, := max (grll, g, ..., gZ) Slijedi da je h, : X — [0, +o0]

(.7-" , B (R))—izmjeriva. Uoc¢imo da je h, jednostavna. Iz definicije slijedi da je h, < hpqq1 i

hp < gn, ¥Yn € N. UoCimo i g (z) = hrf hn (x), Yz € X. Po Lemi 6.8 i monotonosti integrala
n—-+0o0

konac¢no slijedi
/gdu: lim hpdp < lim /gndu:I.

n—-+o0o n—-+oo
X X X

Q...
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Korolar 8.2 (Beppo Levijev teorem.)
Ako je, za svakin € N, f, : X — [0, +oc], tada je

+00 +o0
X/ (Z fn> in=3_ X/ fudp.

Dokaz.  Promatramo niz (Z fk,> , to je rastuéi niz nenegativnih, izmjerivih funkcija,
k=1 neN
sada tvrdnja slijedi iz Teorema 8.1. 0.¢.9.

Primjer 8.3 Ako je f > 0 moZzemo definirati v : F — [0, +00] pomocu

v (A) = / fdu, YA € F. (8.4)

+oo
Ocito je v(0) =0. Ako su (A,),cy € F medusobno disjunktni i A := UA”’ tada je

n=1
+oo

XA = Z X4, Po Korolaru 8.2 dobijemo (Tre¢a jednakost.):

n=1

+oo
v(A) = [ foxadp= [ > f xa.dy

+oo +oo
= > [ Fovada= > v ().
n:lX n=1

Dakle, v je mjera na (X, F). Uoc¢imo da je v kona¢na ako i samo ako je f p-integrabilna.
VAeF, n(A)=0=v(A) =0. (8.5)
¢

Lema 8.6 (Fatouova lema.)
Ako je f, >0, Vn € N, onda je

/ (lim inf fn> dp < lim inf/fndu.
X

X
Dokaz. Za svaki n € N definiramo g, := égﬁ fr- Uocimo da je g,: X — [0, +o0]
(.7:, B (@))-izmjeriva. Lako vidimo i da je

0<gi(z) <ga(x)<..., Vz€X,
jer je infimum “manjeg” skupa “veéi”, takoder, vrijedi

liminf f, (x) = sup g, = lirf gn (x), Vo € X,
n n n—+00

jer je niz (g,) rastuci. Prema definiciji od g, vidimo da je g, < f,, ¥n € N, zato je

/gnd,u < /fnd,u, VneN=— liminf/gnd,u < lim inf/fnd,u.
X X X

X
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Sada primjenom Teorema 8.1 (Druga jednakost.) dobivamo

/ (hm inf fn) dp = / < lirf gn> dp = liIE /gnd,u
n n—-+0o0 n—-+00
X X

X
= liminf/gnd,ugliminf/fnd,u.
X b's
0Q.E9.

Teorem 8.7 (Lebesgueov teorem o dominiranoj konvergenciji.)
Ako je g : X — [0, +00] p-integrabilna funkeija te za gotovo svaki z € X vrijedi

f(ZE) = lim f, (l‘) i |fn (I)| Sg(x), Vn € N,

n—-+o0o

tada su f i f,, Vn € N p-integrabilne funkcije i

/fd,u: lim /fnd,u.
n—-+o0o
X X

Dokaz. Po Napomeni 7.9 bez smanjenja opéenitosti mozemo smatrati da je g konac¢na
funkcija. Korekcijom (Sli¢no kao u dokazu Teorema 8.1.) na skupu mjere nula (Skup na kojem
eventualno nisu kona¢ne mora biti skup mjere nula, jer je funkcija g p-integrabilna pa ona nije
konac¢na najvise na nekom skupu mjere nula, a ona majorizira funkciju f i funkcije f,, ¥n € N.)
slijedi da su i funkcije f, f,, Vn € N bez smanjenja opéenitosti konacne funkcije. Uz navedenu
korekciju dobivamo da je za svaki x € X

fz)= lim f,(z) i [fu(z)]<g(x), VneN.

n—-+o0o

Dakle, |f ()| < g(z), Vo € X. Zakljuéujemo da su funkcije |f|, |f.|, ¥n € N majorizirane
funkcijom g koja je u-integrabilna, stoga su i funkcije |f|, | fn|, Vn € N p-integrabilne, a prema
(7.7) zaklju¢ujemo da su zato i funkcije f, f,, Vn € N p-integrabilne. Nadalje, uo¢imo da je
(9 + fn),en hiz nenegativnih izmjerivih funkcija za koji vrijedi

g+ f= lim (g+f.)=limmnf(g+f).

Primjenom Fatouove leme dobivamo

/ (9+ f)dp < limninf/ (9 + fa) dp.

X X

Kako je /gd,u € R smijemo ga oduzeti, pa imamo

X

/fd,uﬁliminf/fnd,u.
X X

Na isti nac¢in analiziramo niz (g — fy),,cy nenegativnih izmjerivih funkcija. Dobivamo

/(g—f)duﬁlin%inf/(g—fn)du@—/fduﬁlirqlinf —/fndu 7

X
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iskoristimo li da je za niz (a,), oy realnih brojeva liminf (—a,) = — lim sup (a,), dobijemo

limsup/fndug/fdu.
"ox X

Dakle,
limsup/fndug /fdugliminf/fndu,
"ox b's b's

a znamo da vrijedi (opcenito) da je lim sup/fndu > lim inf/fnd,u. Dakle, lir+n /fndu
n n n—-+0o0o
postoji i jednak je /fdu. Q.¢9.

Neka su a, b € R takvi da je a < b. Promatramo prostor s Lebesgueovom mjerom A:
(la, ], B([a, b]), ),

gdje je B ([a, b]) :== B(R) N [a, b]. Nadalje, funkcije koje su Riemann integrabilne na segmentu
[a, b] nazivati ¢emo (R)-integrabilnima, funkcije koje su A-integrabilne, odnosno Lebesgue in-
tegrabilne nazivati ¢emo (L)-integrabilnima. Takoder ¢emo uvesti oznake:

b
/f (x)dx = (R) / f (z) dz, Riemannov integral,

a

/ fdX = / f () dx, Lebesgueov integral.
[a, b]

Teorem 8.8 Neka je f : [a, b] — R omedena funkcija.

(i) f je (R)-integrabilna na [a, b] ako i samo ako je f neprekidna u gotovo svakoj tocki
x € [a, b].

(ii) Ako je f (R)-integrabilna na [a, b], tada je f i (L)-integrabilna i

R)/bf(x)dl’Z(L)/bf(x)dw

Dokaz. Neka je f (R)-integrabilna, tada postoji niz subdivizija A; C Ay C ... segmeta [a, b]
takav da je

D (f; A) = D (f; An) < -, Vn €N,
gdje su D* i D, gornja, odnosno donja Darbouxova suma. Neka je

A, ={a=zg<x1 <...<um), =0b},
definiramo

g?’l = f (a) ' X{Io} + ml . X(xo,xl] + cee + mkn . X<xkn,1,iﬁkn}7
hn = f (Cl) " X{zo} + Ml * X(zo, x1] +...F Mkn . X(ackn_h;tkn}a
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gdje su (Postoje radi omedenosti funkcije f.)

m; = inf{f(x):x€xi1, m|}, i=1,..., ky,
M, = sup{f(z):x€ v, x]}, i=1, ..., k.

Uoc¢imo da su h,, g, jednostavne Borelove funkcije te vrijedi
9n S 9n+1 S f S hn+1 S hna vn e N.

Prema definiciji Lebesgueovog integrala vidimo da je

b b

L) [ g0@)de=Du(5: 8) & (L) [ o (o)do =D (5 ).
Funkcija f je omedena, dakle, postoje m, M € R takvi da je m < f (z) < M, Vx € [a, b].
Neka je ¢ := max {|m/|, |M|}, tada je funkcija r (v) = ¢, Vz € [a, b] iz L' ([a, b], B([a, b]), A).
Uoc¢imo da funkcija r dominira funkcije f, g,, h,, Vn € N. Nadalje, uo¢imo da postoje (Mo-
notoni i omedeni limesi.)

lim g, (z)=g(z), lm h,(z)="h(z), Yz € la, b].

n—-400 n—-+o0o
Po Teoremu 8.7 vrijedi da su funkcije g i h (L)-integrabilne i

) [g@)de= tim D53 8,) = ®) [ f )

b

(L)/h(m)dx: lim D* (f; A,) /f

n—-+o0o
a

Kako je g < f < h slijedi da je h — g > 0, a prema prethodnom je / (h —g)d\ =0, dakle

[a, b]
b
g=h Mgs) = g=f=h \gs.) /f (R)/f(rc)d:r

Neka je E := U A,, posto je E jednak prebrojivoj uniji konaénih skupova vidimo da je
neN

A (E) = 0, definiramo:

E=Fu{welat]:g()4h@)},
kako je F jednak uniji dvaju skupova ¢ija je Lebesgueova mjera jednaka nuli, zaklju¢ujemo da
je i F Lebesgue izmjeriv te da je A (F) = 0. Neka je x € [a, b] \ E, tada je g (x) = f () = h (z),
odnosno

g (@) /() 1 he(2z) N\ f(2).
Nadalje, = ¢ E, stoga, za svaki n € N postoji jedinstven i, € {1, ..., k,} takav da je
x € [x;, 1, x;,]. Oznac¢imo S, := [x; _1, z;,], kako su subdivizije rastuce (Svaka sljedeca sa-
drzi sve toc¢ke one prethodne i eventualno jos neke.), za svaki n € N vrijedi S,, D S,;1. Prema
definiciji funkcija g, i h, vidimo da je za svakin € N

gn (@) =my, i hy(z) =M,

in*
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Dakle, inSf f(x) /A f(z)isup f(x) \(f(x). Neka je (z),cy € [a, b] proizvoljan niz koji
TESn $€Sn
konvergira u x, bez smanjenja opc¢enitosti mozemo pretpostaviti da je x, € S,, Vn € N. Jed-

nostavno promatramo podniz za koji to vrijedi, takav sigurno postoji, jer je x € S,,, Vn € N i
x, — x. Sada, za svaki n € N vrijedi

inf f(2) < f(2,) < sup f (x).

TESH TESH

prema teoremu o sendvi¢u dobivamo da je lirf f (zn) = f (x). Dakle, funkcija f je neprekidna
n—-—+0oo

u svakoj tocki x € [a, b] \ E, kako je A (E) =0 zakljutujemo da je funkcija f neprekidna u
gotovo svakoj tocki x € [a, b]. Obratno, ako je f gotovo svuda neprekidna, promatramo

b—
A,:{%=a+¢-zﬁﬂiza1w”,w}

te konstruiramo g, i h,, ¥n € N analogno. Neka je x bilo koja tocka u kojoj je funkcija f

neprekidna, tada je
f(z)= lim g, (z)= lim h,(z).

n—-+0o n—-+o0o

Dakle, lim (h, —¢,) =0 A-(g.s.), po Teoremu 8.7 tada dobivamo

n——+oo

b

0 = lim (L)/(hn — gn) (z)dzr = lim (L)/[hn () — gn (z)] dx

n—-+o0o n—-+o0o
a

= lim [D*(f; An) — Du(f; An)].

n—-+o00

Odnosno, f je (R)-integrabilna. 0.¢9.
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9 L['-PROSTORI

Opisimo najprije dva tehnicka rezultata. Neka je (X, F, u) prostor mjere, (Y, G) izmjeriv pros-
tori f: X — Y (F, G)-izmjeriva funkcija. Definiramo funkciju pf~* : G — [0, +00] pomocéu

i (B) = (/7 (B), BeG. (9.1)

Lako se vidi (Uistinu, iskoristimo dobro ponasanje praslike s obzirom na skupovne operacije i
¢injenicu da je p mjera na (X, F).) da je puf " mjera na (Y, G), naziva se slika mjere p u
odnosu na f.

Teorem 9.2 Neka je pf ™' slika mjere p u odnosu na f te neka je g: Y — R (Q’, B (R))—
izmjeriva funkcija. Tada je ¢ pf '-integrabilna ako i samo ako je g o f p-integrabilna. U tom
slucaju vrijedi

/gd (nf') = /gOfdu. (9.3)

Y X

Dokaz. gof je (f, B (R))—izmjeriva kao kompozicija dviju (f, (F,G); g, (Q, B (E)))
izmjerivih funkcija. Dokaz ovog Teorema biti ¢e tipicni primjer primjene Lebesgueove in-
dukcije, provesti ¢emo ga u 4 koraka.
1. Dokazujemo tvrdnju najprije za g = xp, gdje je B € G. Primijetimo da je u ovom slu-
c¢aju dovoljno dokazati da su integrali jednaki. Njihovo postojanje nije upitno jer je g
nenegativna funkcija, preostaje pitanje kona¢nosti, no, ukoliko dokazemo da su u svakom

sluc¢aju jednaki, jasno je da ¢e konacnost jednoga povlaciti konac¢nost drugoga i obratno.
Jasno je da je g o f = xy-1(p), TaCunamo:

/gd (wf™) = pwfB)=p(f1(B)
= / d,u:/gofd,u.
+-i(B) X

2. Nadalje, neka je g jednostavna funkcija. Neka je n € N, Ay, ..., A, € G medusobno
disjunktni te aq, ..., a, € R takvi da je

9= Z AiXA;-
=1

Sada jednostavno iskoristimo ¢injenicu da je integral linearni operator i dokazano u 1.

n

Jotory = [ (o)) =3 o a7

y =1 y

— zn: ai/XAiOfd,U :/<§ai<XAiof)> du

=1 X
= X/ [(2@)@) Of] duz/gOfdu'

X
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3. Sada dokazujemo tvrdnju za proizvoljnu nenegativnu (jasno, izmjerivu) funkciju g. Neka
je, dakle, g nenegativna izmjeriva funkcija, prema Teoremu 5.15 znamo da postoji rastuéi
niz nenegativnih jednostavnih funkcija (gy,),,cy takav da g, /* g. Sada iskoristimo Teorem
o monotonoj konvergenciji i dokazano u 2, odnosno da tvrdnja vrijedi za g,, za svaki
n € N.

/gd (nsf™t)

Y

[ (o) ator) = i [t (ur)
Y Y

= lim gnOfduz/Lgrpoo(gnOf)] dp

n—-+o0o
X X

- /gofdﬂ.

X

4. Konacno, proizvoljnu funkciju ¢ rastavimo na njen pozitivni i negativni dio, g = gt — ¢~
Iskoristimo linearnost integrala i ¢injenicu da tvrdnja vrijedi za g™ i ¢~. Dakle, tvrdnja
vrijedi i za g.

N.E9.

Uocimo, za f (v) = —z, \f ' = X\, za f (z) = v + 5y, y € R je takoder A\f ' = \. Dakle, vrijedi:

/ g () A (dx) = / g (—2) A (dz), (9.4)

R

/g(x)/\(dx) :/g(az—i—y))\(d:c), vy € R. (9.5)

Promotrimo funkciju f: X — C, uo¢imo da je f = Ref +i-Imf, takoder B(C) =B (]R2).
Ocito je da je f izmjeriva ako i samo ako su Ref i Imf izmjerive. Reéi ¢emo da je f u-
integrabilna ako su Ref i Imf p-integrabilne, tada je

X/fd,u:/Refd,u—i—i-/Imfd,u.

X X

Direktno iz definicije slijedi da je i ovaj integral linearan. Opet zbog definicije direktno slijedi
da vrijedi teorem o monotonoj konvergenciji, takoder, ocito je

[ sl < [ 1510

Nadalje, F ¢e nam stajati za jedno od dva moguca polja koja promatramo, to su R i C. Neka
je (X, F, p) prostor mjere i 1 < p < +o0. Definiramo:

LP (X, F, ;) :={f: X = F izmjeriva : |f|” je p-integrabilna} .
Vrijedi
| (@) + g @)" < (If (@) + g (@)])" < Cmax{[f ()|, |g (2)[})" <2 (|f @) + |g (2)I"),

dakle,
LP (X, F, u;F) je vektorski prostor nad F. (9.6)
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Na L? definiramo || ||, : L7 — [0, +0o0),

1l = / @ p(dz) | 9.7)

Uocimo da je, za o € F, [l f||, = [af - [| f]|,,, to slijedi direktno iz linearnosti integrala. Nadalje,
takoder primijetimo da je ||f||p = 0 ako i samo ako je f =0 u-(g.s.).

Pokazimo da sli¢na definicija vrijedi i za p = +oc:

S dM >0, VAe F td. p(A4) < +o0
+o00 . - . . ) )
LT(X, F, i;F) = {f.X—>F1szerlva. W(AN{zE X :|f(2)] > M}) =0 } (9.8)

Lako se vidi (kao i prije) da je L7 (X, F, u;F) vektorski prostor. Definiramo || ||, kao
infimum svih brojeva M koji zadovoljavaju definiciju (9.8), to je tzv. esencijalni supremum
funkcije f. Uoc¢imo da za svaki A € F takav da je u(A) < +oo vrijedi

p(An{ze X :|f(@)|>|fllix}) =0. (9.9)

Ocito je || |lio : £7°° = [0, 400), nadalje, kao i prije, vidimo da je, za svaki o €F,
||af||+oo = |OZ| ||f||+oo Ta‘kOdeI‘J

- VA € F t.d. i (A) < 400
[fll 4o = 0= pw(An{z e X :|f(x)] >0}) =0,

odnosno, || f||, . = 0 ako i samo ako je f =0 (g.s.) na svakom mjerljivom skupu.

Sada smo, za svaki p € [1, +00], konstruirali prostor £? na kojemu nam jos nedostaje nejedna-
kost trokuta funkcije || [|, da bi ona bila “skoro” norma.

Za 1 < p < +0o0 postoji tocno jedan ¢, 1 < ¢ < +oo takav da je

11
Sr-=1 9.10
7 g (9.10)

1

Uz dogovor da je T 0, isto vrijedi i za parove (p, ¢) = (1, +00), (400, 1). Kazemo da su
00

p i ¢ konjugirani eksponenti.

Lema 9.11 (Youngova nejednakost.)
Ako su 1 < p, ¢ < 400 konjugirani eksponenti i x, y € [0, +o0), tada vrijedi

P q
xy§—+y—.
p q

Dokaz. Za zy = 0 tvrdnja je trivijalna. Gledamo slucaj 0 < z, y < +00. Neka je u := P,
vi=yl t = Y Uotimo da je t € (0, +00). Promatramo funkciju
v

t 1 1
ts —+ = —tr,
p q

t = 1 daje vrijednost 0, tvrdimo da je to minimum ove funkcije, to se lako provjeri deriviranjem.

Dakle,

t 1
tr < -+ =, Ve (0, +oo),
P q
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mnozeéi s v dobivamo

Q.¢.D.

Teorem 9.12 (Holderova nejednakost.)
Neka je (X, F, u) prostor mjere te 1 < p, ¢ < 400 konjugirani eksponenti. Ako je f € L i
g € L9, tada je fg € L' i vrijedi:

L/ny\durs 111, - gl
X
Dokaz. Primijetimo najprije da je

L/ny\duzzufgul-
X

Za slu¢aj p =1, ¢ = +oo (Te analogno obratno.) imamo f € L', g€ £t*. Bududi da je
{z € X : f(z) # 0} o-konacan, slijedi (po (9.9)) da je

p({re X f(x)#0, lg(@)]>lgll}) =0

To znadi, | f () g ()] < [f (2)] - 9]l 1o p-(g:5.). Zbog f € L1 1 ]gll,, < +o0slijedi | f () g ()],
odnosno fg je iz £ i vrijedi

fglly < [|£ - glloolly = 1F1 - N9l e

Sto je i trebalo pokazati. Neka je sada 1 < p, ¢ < +o0o. Ukoliko je || f||, = 01ili [|g[|, = 0 onda
je f=0 (gs.) ili g =0 (g.s.), odnosno, svakako je |fg| = 0 (g.s.) pa je lijeva strana Holderove
nejednakosti jednaka 0, dakle, nejednakost vrijedi. Stoga bez smanjenja opcenitosti mozemo

pretpostaviti da je || f||, > 01i[|g[[, > 0. Primijenimo li Youngovu nejednakost na brojeve |ﬁ]§|7)|
p
i M dobivamo
lgll,
p q
uwmwﬂ<g<uuf)+g<mwv.
A1, - gl =2 \ AL, ¢ \ lgl,
Integriranjem kona¢no dobivamo da je
1 / 1 1 1 1 1 1
e | oldn <5 (U@l atn) 4 e @) =42 =1
1711, - llgll, p I q |lgllg P q
X & & _
1712 ol
Mnozenjem s || ]|, - [|gl|, dobivamo traZenu nejednakost. Q.¢.D.

Teorem 9.13 (Nejednakost Minkowskog.)
Neka je (X, F, ) prostor mjere i 1 < p < 4o00. Akosu f, g € LP, tadaje f+g e LP i

1+ gll, < A1, + gl -

Dokaz.  Cinjenicu da je f + ¢ € £P smo veé¢ dokazali. Slufaj p =1 je takoder napravljen
ranije. Neka je p = +o00. Neka je Sy skup svih brojeva M koji zadovoljavaju definiciju (9.8) za
funkciju f, S, isti skup za funkciju g, te Sy, za funkciju f 4 ¢g. Potrebno je pokazati da je

inf Sy <inf Sy +inf Sy.
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Primijetimo da je inf Sy +inf S, = inf (S; + 5,), gdje je
Sp+ Sy ={M;+M,: Mye Sy, M, € S,}.
Iz ¢injenice da je |f (z) + g (z)| < |f (z)] + |g ()| dobivamo da je Sy, O Sy + Sy, dakle,
inf Syy, <inf (S;+5,) = inf Sy + inf 5.

Nadalje, neka je 1 < p < +00. Neka je ¢ takav da su p i ¢ konjugirani eksponenti. Primije-
timo da je p+¢=pg=> (p—1) - ¢ =p. Dakle, (|f+ g\pil)q = |f + g’. ZakljuCujemo da je
|f+g|"" e £7. Vrijedi

[f gl < (Uf1+1gl) - 1f + 9l

integriranjem dobivamo
/\f+g!pdu§/|f\-|f+g\p1du+/\g\-|f+9!p1du-
X X X

Primjenom Holderove nejednakosti proizlazi

L +ally < WA, NG+ 9, + llgll, - 117 +9)7 7|

q

= (W1, + loll) - | [ 17 +07 "

— tpa—a=s = (Ifl, + lol,) - { 17+l an

_ E . 1] = (111, + Nl ) - 7 + gl

Ukoliko je || f + gll, = 0 tvrdnja trivijalno slijedi, ukoliko je || f + g||, > 0 tvrdnja slijedi dijelje-
njem s || f + g||£_1. 0.¢.9.

Dakle, za £P imamo istu situaciju kao i za £' (Vidi Napomenu 7.13.). Koriste¢i kvocijentni
prostor iz Napomene 7.13 definiramo

LV (X, F, i F) = (L2 (X, F, i)™,

1 < p < +oo. Takoder, pisemo || f[|, umjesto ||[f]],. Slijedi,

(Lp, I ||p) je normiran prostor za sve p € [1, +00]. (9.14)
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10 KONVERGENCIJA

R ¢emo gledati kao (g.s.) R, slu¢aj polja C, kao to ¢e se vidjeti, se lako svodi na slu¢aj polja R.
Nadalje, promatrat ¢emo prostor mjere (X, F, u) te funkcije f: X - Ri f,: X >R, neN
za koje ¢emo podrazumijevati da su (F, B (R))-izmjerive.

Promatrajmo najprije sluc¢aj konacne mjere. (u(X) < 400)

Iz analize znamo da uniformna konvergencija ¢uva dobra analiticka svojstva, jer uniformna
konvergencija zapravo znaci da je

im_(supl £, (o) £ (2]} =o.

n—-4o00 zeX

Promatrajmo verziju ove konvergencije tipa (g.s.), odnosno, 3A € F takav da je u(A) =01

i (sup 17, 0) = £ 0)]) =0
n—+00 \ zcAc
Uoc¢imo da je ovo zapravo konvergencija u

LT =L (X, F, 1; R).

Znadi, f,, f € LT i liI+Il Ilfn — fll 4o = 0. Na isti nac¢in promatramo i L, za p € [1, +00).
n—-+00
Uoc¢imo

P p

[15@ = f@Pan@ | <5l |20

Dakle, |[fu — fll,o = 0 = [|fu = fIl, = 0, specijalno

lim |f, (x) — f(x)] =0, Vo € A°.

n——+oo

Prijedimo sada na op¢i slucaj mjere.
Definicija 10.1 Niz (f,),cy konvergira prema f:

(a) usrednjem redap (1 <p<+4oo0)akosu f, € LP =LP (X, F, ; R), VneN, f e LPi

Jim 12— 51, =0

(b) skoro (ili gotovo) svuda (Pigemo (a.e.), (s.s.), (g.s.).) ako postoji A € F takav da je
p(A)=0i
lim [f, (z) = f ()] = 0, Vo € A

n—-+o0o
(¢) po mjeri (Pisemo f, & f.) ako za svaki e > 0 vrijedi

lim ({2 € X< [fu(2) — f (@) > €}) = 0.

n

Teorem 10.2 Neka je (X, F, u) prostor konaéne mjerei 1l < p < +o0.

(a) Akosu f, € L7, VneN, fe L7i|f, — fll..c = Oondasu f, € LP, Vn e N, f e LP
te

1o = Fll, = 0.
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(b) Akosu f, € LY, VneN, fe L7 f, — fll . — 0 onda
g

(c) Akosu f, € L, Vn €N, f e LV i|f, — f|l, = 0 onda

(d) Ako f, &% f onda

Dokaz.

(a) Ve¢ pokazano.

(b) Iz (9.9) i ¢injenice da je p (X) < 400 vidimo da je, za svaki n € N,

p({ze X |fulx) = @) > o= fllia}) =0
Nadalje, posto je N prebrojiv, slijedi da postoji A € F takav da je p(A) = 0 i da za svaki
x € A° vrijedi
[ful@) = f@] < fo = fllie, YR EN.
Vrijedi || fr — fll o — 0, tvrdnja slijedi.
(c) Slucaj p = +oo slijedi direktno iz (b) i (d). Neka je 1 < p < 400. Neka je e > 0.

/ @@ = [ @@l
{z€X:|fn(2)—f(z)[>}
N N L
{z€X:| fn(2)— f(w)|<e} J
>0
> o 5) = £ @ ()

{2 X | (@) f(@)] >€)
ev - / p (dx)

{2€ X fu(2) - f (@) >}
= " p({re X |fu(r) = f(2)]>e}).

v

Dakle, za svaki € > 0 vrijedi

[ 1o @) = £ @) 1 (d2)
Wz € X (@) = f (@) >} < & (”f” atil ) (103)

ep

Tvrdnja slijedi direktno iz (10.3) jer || f, — f||, — 0. Primijetimo da za p # +oc nigdje
nismo koristili da je p kona¢na mjera.

(d) Neka je e > 0. Za n € N definirajmo
Ay ={z e X :|fu(x) — f(z)| > €}
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Nadalje, za n € N neka je

+o0o +o0o
B, :=|J A= B.\/()Bn
k=n n=1

+00 too
Ocito je ﬂ B, C{xe X: f,(z) » f(x)}. Po pretpostavci je u (ﬂ Bn> =0, iz toga

n=1 n=1

slijedi da je lim p(B,) =0, a kako je A, C B,, dobivamo da je lim pu(A4,) =0, od-

n—+00 n—-+oo
nosno, f, - f.

N.E9.
Napomena 10.4

(a) Uoc¢imo da (10.3) vrijedi za svaki prostor mjere, pa slijedi tvrdnja

1<p<+oo, [fa=fl, 2 0= fu 5 [.

(b) Promatramo prostor Lebesgueove mjere ([0, 1], B([0, 1]), A\). Za n € N definiramo

fn [0, 1] = R pomocu
1 1 I?'é07
fn(z):{ (nﬁ)p
0, xz=0.

Vidimo da || fu||, — 0 za p < +oc, dok je || ful| ., = +00, za svaki n € N.

(¢) Primjer iz (b) pokazuje i da obrat u Teoremu 10.2 (b) opcenito ne vrijedi.

(d) Opet promatramo prostor Lebesgueove mjere ([0, 1], B([0, 1]), ). Za n € N definiramo
fn: [0, 1] = R pomocu 1 .
Vidimo da f, 2 0, ali || f,||, = +oo, ¥n € N.

(e) ([0, 1], B([0, 1)), A).

fi = X][o,1),
f2= Xo, 1) f3= X[3.1)
fi=Xpay B=xpap =X F1=Xay

Vidimo da, za svaki p € [1, +00), || ful[, — 0, ali f,, ne konvergira gotovo svuda prema 0.

(f) Na prostoru mjere koji nije konac¢an konvergencija (g.s.) ne mora povlac¢iti konvergenciju
po mjeri. Npr. promatrajmo (R, B(R), ) te funkcije (za svaki n € N) f,, := X[n, +o0)-
Vidimo da f,, £ 0, ali ne konvergira po mjeri.

Teorem 10.5 Vrijedi na opéem prostoru mjere. Ako f, & f, tada postoji podniz (fur)
takav da f,, LN

keN
Dokaz. Induktivno konstruiramo podniz. Neka je n; najmanji prirodan broj za koji je

p{ze X |fo (@) = f(2)] > 1)) <

DO | —
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Takav sigurno postoji jer f, = f. Nadalje, za k € N, k > 1, n;, biramo tako da bude najmanji
takav za kojega vrijedi da je ny > ng_1 i

1 1
w({eexitm@-r@i> 1) <5
Definiramo
t={ee Xl @ rwl> 1},
vrijedi
+oo +oo +oo 1 1
N(UAk> <> u(Ap) SZg =5 WEN
k=j oy pay
+00 +00

Vrijedi U Ar N\ ﬂ U Ay, stoga je

k=j 1=1k=j

+00 +00 +oo
=J

j=1k=j
e
+00 400 +oo
Ako z ¢ ﬂ U Ay, slijedi da postoji 7 € N takav da x ¢ U Ay, za taj j vrijedi da za svaki
j=1k=j k=j
keN, k> jslijedi
1
o (2) — £ ()] < -
“+o00 400
Dakle, za svaki z € X \ ﬂ U Ay vrijedi da f,, (r) = f(z), odnosno f,, £ f. Q.¢.D.
j=1k=j

Teorem 10.6 (Egorovljev teorem.)
Ako je (X, F, ju) prostor kona¢ne mjere i f, 25 f, tada za svaki ¢ > 0 postoji A € F takav
da je p(A°) < ei f, konvergira uniformno na A prema f.

Dokaz. Neka jee > 0. Zan € N definiramo

Gn —SUP’fJ fl-

] n

Uodimo da je g, (g.s.) konacna te da g, <= 0, Teorem 10.2 (d) nam govori da tada i g, = 0.
Dakle, za svaki k € N mozemo izabrati n; € N tako da je

u({xeX:gnk(x)>;})<2€—k

Neka je A := {x €X:gy (z E} te A= ﬂ Ag. Vrijedi
keN
C (& €
(U k) < ZN(Ak) < Z? =&
keN keN keN
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1
Neka je 6 > 0. Uzmimo k£ € N dovoljno velik da je z < 0. Tada, za n > ny, vrijedi (Zbog toga
sto je A C Ayg.)
<6, Ve € A.

| =

Dakle, f, konvergira uniformno prema f na A. 0.ED.

Teorem 10.7 Vrijedi na opéem prostoru mjere. Neka su f, € L', VneN, fe L'
pretpostavimo da vrijediili f,, == fili f,, & f. Ako postoji y-integrabilna nenegativna funkcija
g takva da je, za svakin € N, |f,| < g (g.s.) 1 |f] < g (gs.), tada

[fn = flly = 0.

Dokaz.  Ako f, == f, onda |f, — f| == 0. Vrijedi |f, = f| <[fal +|f] <29 (gs.), pa
primjenom Lebesgueovog teorema o dominiranoj konvergenciji dobivamo

/|fn—f|du—>0<:>||fn—f||l—>0.
X

Nadalje, ako je f, & f i pretpostavimo da ne vrijedi da || f, — fll; = 0, tada postoji € > 0 i
podniz (fn,).ey takav da je || fn, — fll; > &, Yk € N. Prema teoremu 10.5 postoji podniz tog

podniza, (fnkl>l€N koji konvergira (g.s.) prema f (zato jer cijeli niz, a time i podniz konvergira

po mjeri prema f). No, sada prema prvom dijelu teorema vidimo da za taj podniz vrijedi da

Teorem 10.8  Vrijedi na opéem prostoru mjere. Prostor <L” (X, F, ; R), | Hp>,

fnkl — le — 0, Sto je kontradikcija s izborom podniza f,, . 0.¢9.

1 < p < +o0, je potpun. Prostor koji je normiran i potpun nazivamo Banachov prostor.

Dokaz. Iz opce teorije znamo da je dovoljno dokazati da je svaki apsolutno konvergentan
red ujedno i konvergentan. Promotrimo najprije slucaj p = +oco. Neka je (fi)pey C L7 takav

da je Z | fell oo < +o00. Za k € N definiramo
keN

Ni={z € Xt |fi ()] > [Ifell 1o } -

Uo¢imo da za x ¢ U Nj, vrijedi da Z fir (x) konvergira, jer konvergira apsolutno. Neka je

keN keN
S o) o Y
f )= 0, ze |J N
keN

f je omedena i izmjeriva funkcija. Uoc¢imo da je U N, lokalno zanemariv skup. Za svakin € N
keN

—+00
<D Ml

+oo k=n+1

vrijedi

F=> h
k=1

Kako je desna strana ove nejednakosti ostatak konvergentnog reda zaklju¢ujemo da je

=0.
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Nadalje, neka je 1 < p < 400 te neka je (fi),cy € LF takav da je Z | fxll, < +o0. Definiramo

keN
g: X — [0, +00] pomocu

g(x) = (Zm <x>|) ,

k=1

uz dogovor (+00)” = +o00. Jasno je da je g nenegativna izmjeriva funkcija.

X/(ilfkydu

pa po teoremu o monotonoj konvergenciji slijedi

n p +00 p
/gduznggloo/ <Z\fk|> dp < (ZkaHp> < +o00.
X X k=1 k=1

Dakle, g je p-integrabilna iz ¢ega slijedi da je g (g.s.) konacna. Za gotovo svaki x red

1
P

> Il
k=1

n
<3 IAd,.
k=1

p

Z fr (z) apsolutno konvergira, a onda i konvergira. Definirajmo
keN

+oo
f(l') = (Z fk (ZE)) " X{zeX:g(x)<+o0}>
k=1

ka () = f(z)

k=1

f je izmjeriva i u LP je. UoCimo da je |f|’ < g. Dakle, — 0 (g.s.), zbog

p

> fi(@) = f(x)
k=1
konvergenciji nam sada daje tvrdnju. 0.¢.9.

definicije od f. Takoder je < g(x) (g.s.). Lebesgueov teorem o dominirano]

Napomena 10.9 Isti dokaz vrijedi i za polje C.
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11 HAHNOVA DEKOMPOZICIJA

Neka je (X, F) izmjeriv prostor. Reéi ¢emo da je funkcija v : F — R potpuno aditivna
(signed measure) ako je v () = 0 i ako vrijedi (A,) . € F medusobno disjunktni, tada je

v (U An> :ZV(An).

Reéi ¢emo da je v konaéna (potpuno aditivna) funkcija ako vrijedi v : F — R. Uzmemo li
A, B e F takve daje ANB =0 1istavimo Ay = A, Ay =B, A, =0, n €N, n > 3, dobivamo

v(A)+v(B)=v(AUB). (11.1)

Posebno, to zna¢i: v(A)+v(A°) =v(X), VAe F. Dakle, ta suma ne moze biti oblika
(+00) + (—00) ili (—00) 4 (4+00), jer onda ta suma ne bi bila definirana. Nadalje, ako pos-
toji A € F takav da je v (A) = £oo onda mora biti i v (X) = £oo inace (11.1) ne bi vrijedilo.
Zakljucujemo:

v:F — (o0, +o0] ili v:F — [—00, +00). (11.2)

Sli¢no, iz (11.1) slijedi

A BEFiACB, v(B)eR = v(A)cR. (11.3)

Npr. ako je f € L' (X, F, u; R) onda po Teoremu o dominiranoj konvergenciji slijedi da je

= /fdu (11.4)
A

kona¢na potpuno aditivna funkcija na (X, F). Uo¢imo da je f = f© — f~ pa dobijemo:

v (A) = / Fdy - / fdn (11.5)

—_—— ——
v1(A) va(A)

Sto pokazuje da se v moze napisati kao razlika dvije kona¢ne mjere. Uoc¢imo da ako su 14 i 14
mjere na prostoru (X, F) i barem jedna je kona¢na, tada je s

vV =1V — UV

zadana jedna potpuno aditivna funkcija. Prirodno je pitanje vrijedi li ovakva dekompozicija za
svaku potpuno aditivnu funkciju. Koristeci iste dokaze kao u sluc¢aju mjere, lako se pokaze da
za potpuno aditivnu funkciju v vrijedi:

A CACA3C... MAnizu F =v(A)= lim v(A,) (11.6)

n—-+o0o

Al DA DA D .. NAnizuFidngeN, v(4,) eR=rv(4A) = lim v(A,. (11.7)

n—-+o0o

Nadalje, sli¢no se s konacne aditivnosti prelazi na potpunu aditivnost; dokaz isti kao i u sluc¢aju
mjere.
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Lema 11.8 Neka je (X, F) izmjeriv prostor i v : F — R kona¢no aditivna funkcija za koju
vrijedi v (0) = 0. Ako v zadovoljava (11.6) tada je v potpuno aditivna funkcija. Ako v zadovo-
ljava (11.7) u slucaju A = (), tada je v potpuno aditivna funkcija.

Neka je v potpuno aditivna funkcija na izmjerivom prostoru (X, F). Reéi ¢emo da je A € F
pozitivan skup (za v) ako vrijedi:

BeF, BC A= v(B)>0. (11.9)
Sli¢no, ako za sve B € F vrijedi B C A = v (B) < 0, onda kazemo da je A negativan skup.

Lema 11.10 Neka je v potpuno aditivna funkcija na izmjerivom prostoru (X, F). Ako je
A € F takav da je —o0o < v (A) < 0, tada postoji negativan skup B (za v) takav da je ispunjeno
BC A, v(B) <v(A).

Dokaz. Neka je
0 :=sup{v(E): Ee€F, ECA}.

Familija ¢iji supremum promatramo je neprazna jer je () njen element, kako je v () =0
zaklju¢ujemo da je 6; > 0. Po definiciji supremuma postoji A; € F takav da je A1 C A i

o
v (A1) > min {51, 1}. Dalje induktivno definiramo

(5n:zsup{1/(E):E€.7:, EgA\(UAJ)}

j=1

n—1
On
iA, CA\ (U Aj), v(A,) > min{g, 1}. Naravno, u svakom koraku, za 4, vrijedi isti
j=1
razlog kao za d; zbog kojega je 9, > 0, Vn € N. Time smo dobili nizove

On)new 1 (An)pen -

Uocimo da su (A,),cy medusobno disjunktni. Definiramo skupove
+oo
Aw:=JA4, i B:=A\ A,
n=1

Vidimo da je B€ F i BC A. Pokazati ¢emo da je B trazeni skup. Kako je, za svaki
n €N, v(A,) > 0 zaklju¢ujemo da je v (As) > 0. Znamo da je v (A) = v (Ax) + v (B), kako
je v (Ax) > 0 dobivamo da je v (A) > v (B). Moramo jo$ pokazati da je B negativan skup. Po
pretpostavci imamo da je v (A) € R, a kako je A, € A dobivamo da jei v (As) € R. Potpuna

+oo +oo
aditivnost povlaci da je v (Aw) = Z v (4,). Kako je v (Ax) € R vidimo da je red Z v(4A,)
n=1 n=1

konvergentan pa je
lim v(4,) =0= lim ¢, =0.

n—-+0o0o n—-+o0o
n—1
Neka je £ € F takav daje E C B= A\ A. Slijedi da je E C A\ (U Aj>, za svaki n € N,
j=1
dakle,
v(E) <6, VneN.

Konaéno, slijedi da je v (F) < 0, odnosno, B je negativan skup. 0.C.9.
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Teorem 11.11 (Hahnova dekompozicija.)

Neka je v potpuno aditivna funkcija na izmjerivom prostoru (X, F). Tada postoje P, N € F
takvi da je PUN = X, PN N =0, P pozitivan skup (za v), N negativan skup (za v). Par
(P, N) s ovim svojstvima nazivamo Hahnova dekompozicija funkcije v.

Dokaz. Bez smanjenja opcenitosti promatramo v : F — (—o0, +0o0]. Neka je
L :=inf {v (A) : A je negativan skup za v},

0 je element familije ¢ji infimum promatramo, dakle, znamo da je L € R i da je L < 0. Stoga,

postoji niz (A, ), .y negativnih skupova za koje vrijedi L = hlll v(A,). Neka je
n—-+0o0

“+o0o +oo
N=JA. =] A4,
n=1 n=1

nge je All = Ah AIZ = AQ \ Al: Ag = Ag \ (A1 U AQ), e
Budu¢i da je podskup negativnog skupa i sam negativan, dobivamo da je N disjunktna pre-

brojiva unija negativnih skupova. Neka je E € F takav da je E C N, tada vrijedi da je
+oo

E = U (ENA)) te je to disjunktna unija. Vrijedi da je v (ENA}) <0, Vn € N. Zbog pot-
n=1
pune aditivnosti je
+oo

v(E)= ZI/(EQA’H) — v (F) <0,
n=1
dakle, N je negativan skup, zbog toga je L < v (N). Nadalje, v (N) < v (A,), ¥n € N, pustimo
li n — 400 u poslijednjoj nejednakosti, dobivamo da je v (N) < L, dakle, L = v (). Kako je
v(N)<0iv:F — (—o0, +00| dobivamo da je L € R. Neka je

P = N°.

Potrebno je pokazati da je P pozitivan skup za v. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji A € F,
ACPiv(A)<0= —oco<v(A)<0. Po Lemi 11.10 postoji negativan skup B € F takav
daje BCAiv(B)<wv(A), posebno, v(B) < 0. Promotrimo skup BU N, to je negativan
skup, zato jer je BC A== B C P, a kako je PN N =), slijedi BN N = (). Zbog definicije
broja L slijedi da je

L<v(BUN)=v(B)+v(N)=v(B)+L,

kako je L € R dobivamo da je v (B) > 0, $to je kontradikcija. N.E9.

Sto mozemo redi o jedinstvenosti? Nije jedinstvena! Evo i primjera:
Promatrajmo prostor Lebesgueove mjere ([—1, 1], B([—1, 1]), A) te definirajmo potpuno adi-
tivnu funkciju:

v (A) = /m (dz), YA € B([-1, 1]).

Imamo barem dvije Hahnove dekompozicije:

0, 1], [-1, 0) i (0, 1], [-1, 0]
— —— —— ——

P N P N

Primijetimo da se razlikuju na skupu mjere nula!
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Opéenito, ako su (Py, N7) i (P, No) Hahnove dekompozicije, onda su skupovi oblika Py N Ny,
P, N N i pozitivni i negativni, a onda im mjera mora biti nula, v (P, N Ny) = v (P, N Ny) = 0.

Neka je (P, N) Hahnova dekompozicija za potpuno aditivnu funkciju v. Definiramo
vt v F — [0, +00] pomocu

vt (A)=v(ANP),

v (A):=-v(ANN). (11.12)

Lako se vidi da su v* i v~ mjere na F i barem jedna od njih je kona¢na. Neka je A € F i

promatramo B € F, B C A, vrijedi
v(B)=v"(B)—v (B) <v'(B)<v'(4),
poslijednja nejednakost vrijedi jer je v+ mjera. Kako je vt (A) = v (AN P) dobivamo (Sli¢no

za v .):

vt (A) =sup{v(B): Be F, BC A},

v~ (A)=sup{—v(B): BeF, BC A}. (11.13)
(11.13) nam pokazuje da v i v~ ne ovise o izboru Hahnove dekompozicije, dobivamo:
v=vi-v (11.14)

+

i to je takozvana Jordanova dekompozicija za v, a v, ¥~ nazivamo pozitivni, odnosno

negativni dio od v.
OPREZ! Jordanova dekompozicija je zadana ili sa (11.12) ili sa (11.13) i jedinstvena je.

Funkciju |v| := v" + v~ nazivamo varijacija od v. Uo¢imo da je |v| mjera na (X, F) te da je
to najmanja mjera sa svojstvom:

lv(A)| < |v|(A), VAe F. (11.15)
Kada kazemo najmanja mislimo sljedeée. Neka je p mjera na (X, F) za koju vrijedi
v (A <p(A), VAe F, (%)

tada je p(A) > |v| (A), VYA € F. Pokazimo to. Neka je p mjera na (X, F) za koju vrijedi ().
Za A € F tada vrijedi da je

H(ANP) > [y (AN P)| = v* (4),

analogno dobijemo da je
W(ANN) 2 v (4),

Kako je (ANP)N(ANN)=0i(ANP)U(ANN) = A, vrijedi

H(A) = (AN P) + 1 (ANN) > v (A) + v~ (A) = v] (4).

Imamo posebnu oznaku za |v| (X) i to je ||v||. ||v|| nazivamo totalna varijacija od v. Uo¢imo
da je v konacna potpuno aditivna funkcija ako i samo ako je ||v|| < +o0.
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12 APSOLUTNA NEPREKIDNOST

Neka je f € L' (A, F, u; R) i neka je v : F — R definirana s

- A/ fd.

Znamo da je v potpuno aditivna funkcija i da je

v] (4) = / Fldn.

A
Zaklju¢ujemo da |v| (i v) zadovoljavaju:
AeF, p(A)=0=|v|(A) =0. (12.1)
Uoc¢imo da |v| (A) =0 = v (A) = 0, takoder, jasno je da obrat, opéenito, ne mora vrijediti.

Primijetimo da ukoliko je v mjera tada je |v| = v.

Definicija 12.2 Neka je (X, F) izmjeriv prostor, neka je ;1 mjera na (X, F) te neka je v
potpuno aditivna funkcija na (X, F). Reéi ¢emo da je v apsolutno neprekidna u odnosu
na 4 (Pisemo v < p) ako vrijedi (12.1).

Kada je p Lebesgueova mjera kazemo da se radi o apsolutnoj neprekidnosti, bez da navodimo
mjeru. Lako se vidi
VL pE= v T K pe= v < (12.3)

Lema 12.4 Neka je (X, F, u) prostor mjere. Ako je v kona¢na mjera na (X, F) tada vrijedi
da je v < p ako i samo ako
Ve >0, 30 >0 takavdaVAe F, p(A)<d=r(A4) <e.
Dokaz. Neka je v < u. Pretpostavimo suprotno, odnosno,
Je > 0 takav da Vo > 0, JA; € F takav da u(As) <div(As) >¢

1
Zasvaki k € N promatrajmo odgovarajuci § = o5 tada postoji Ay, € F takav daje p (Ag) <
av(Ag) > e. Neka je

?7

“+o00 400

A= JAaerF

n=1k=n
Za svaki n € N je

n

=< 1
<M<UAk>_ —:2n_1:>M(A):O-
k=

S druge strane, jer je v kona¢na (Specijalno, vrijedi nam neprekidnost odozgo.),

v(A) :ngrfool/ <U Ak> > lim v(A4,) > lim e=¢>0.
Kontradikcija s (12.1)! Obratno, neka
Ve >0, 30 >0 takavdaVAe F, p(Ad) <d=rv(A) <e.
Neka je A € F takav da je pu(A) = 0, primijetimo da je tada, za svaki § > 0, p(A) < 4. Dakle,
za svaki € > 0 je v (A) < ¢, kona¢no, v (A) = 0. ..
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Teorem 12.5 (Radon — Nikodym za mjere.)
Neka su p i v o-kona¢ne mjere na izmjerivom prostoru (X, F). Ako je v < pu, tada postoji
funkcija g : X — [0, +00) koja je (F, B (R))-izmjeriva i za svaki A € F je

v (A) = / gy,

A

Funkcija ¢g s navedenim svojstvima jedinstveno je odredena do na p-(g.s.).

Dokaz.  Pretpostavimo najprije da teorem vrijedi u slu¢aju kada su mjere p i v konacne.
Pokazati ¢emo da tada vrijedi i za o-konac¢ne mjere. Neka je (By),cy € F niz skupova p-
konac¢ne mjere ¢ija je unija X te neka je (C7),cy € F niz skupova v-konacne mjere ¢ija je unija
takoder X. Uocimo da je tada (By, N C}),, ;cy € F niz skupova ¢ija je i p i v mjera konaéna i ¢ija
je unija jednaka X. Njih je takoder prebrojivo, ozna¢imo taj niz s (Aj,),cy € F. Definiramo

A= AL, Ay = A\ AL, Ay = AL\ (A UAY), ...,

dobili smo niz (Ay),cy € F medusobno disjunktnih skupova ¢ija unija je X i ¢ija je i piv
mjera kona¢na. Za svakin € N promatrajmo izmjeriv prostor (4,, F N A,). Po pretpostavci da
teorem vrijedi za kona¢ne mjere dobivamo da za svaki n € N postoji funkcija g, : A, — [0, +00)
koja je (F N A,, B(R))-izmjeriva i za svaki A € F je

v(ANA,) = / gndp,

ANAy,

takoder, g, s navedenim svojstvima jedinstveno je odredena do na u-(g.s.) lokalno na A,. Za
svaki n € N odgovarajuc¢u funkciju g, prosirimo na cijeli X tako da je g, (z) =0, Vz € AS.
Dakle, svaka od funkcija g, je (F, B (R))-izmjeriva. Definiramo

+oo
g:::jz:gn7
n=1

funkcija g je (F, B(R))-izmjeriva jer je jednaka limesu rastuceg niza izmjerivih funkcija. Iz
definicije funkcije g direktno slijedi da je

/ gndp = / gdp, ¥Yn € N.
ANA, ANA,

Sada, za svaki A € F vrijedi

400 +00 400
V(A)zl/(U(AﬂAn)):ZV(AﬂAn):Z / gd,u:/gdu.

n=1 n=1 nzlAﬂAn A
Opravdajmo jos posljednju jednakost. Znamo da je, za svaki N € N,

N

> / gdp = / gdp.
"=lana, N
U (ANAy)
n=1
Neka je, za svaki N € N, gy := ¢ y ) odmah vidimo da je (gn)yey rastuci niz nene-
ANA,

n=1

gativnih (F, B (R))-izmjerivih funkcija koje konvergiraju u g. Prema teoremu o monotonoj
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konvergenciji sada slijedi

+o0 N
> [ o= 3 [t i [ = g foda= [ o
=104, "=lana, A A

N
U (ANAn)
n=1

Dakle, pokazali smo da je teorem dovoljno dokazati u sluc¢aju kada su p i v konacne mjere.

Definiramo -
fje (.7:, B (R)) -izmjeriva i
Ho=q X =0, +o0]: [ ran<v(A), VAe F
A

Vidimo da je f =0 € H, zbog ¢ega je H # (). Tvrdimo:
fi, heH= fiV faeH. (12.6)

Neka je
Ay={z e A: fi(x)> foa(x)},
Ay:={z e A: fi(z) < f2(2)}

Vidimo da je Ay, A € F. Vrijedi
/<f1Vf2)dM:/f1dM+/f2dM S V(A1)+V(A2) :I/(A)
A A A

Dakle, fi; V fo € H. Po definiciji supremuma postoji niz (f,,), oy € H takav da je

n—-+00

lim [ f,du = sup fdu:feH,. (12.7)
It

Neka je hy, := fi V...V fn, ¥n € N. Po (12.6) zaklju¢ujemo da je (hy),.y € H. Stoga je

/hndugsup /fdu:fE’H , Vn € N. Ocito je h, > f,, Vn € N, zato je
X

X
/ hndp > / fudp, dakle,
X X

lim /hnd,u—sup /fdu:fE”H
n—-+o0o
X

X

Ocito je hp, < hpy1, Yn € N. Neka je g:= lim h,, u smislu da je g(z)= lir+n hy, (),
n——+0o0

n—-+o0o
Vz € X. Dakle, g : X — [0, +00] i g je (F, B (R))-izmjeriva, h, /* g. Po teoremu o monotonoj
konvergenciji slijedi

n——+o0o
A

/gdu— lim /hnd,ugu(A),VAe]:
4 (12.8)
:>g€?-[i/gd,u—sup /fdu:fE’H
X

X
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Definirajmo vy (A) := v (A) — /gd,u. Vidimo da je vy nenegativna (zbog (12.8)) potpuno adi-

tivna funkcija, dakle, vq je mje?a. Tvrdimo da je vy = 0. Posto je 1y mjera dovoljno je dokazati
da je 19 (X) = 0. Pretpostavimo suprotno, tj. v (X) > 0. Zbog u(X) < 400, postoji € > 0
takav da je vy (X) > e - u(X). Promatramo vy — eu. Neka je (P, N) Hahnova dekompozicija
za Vg — ep. Posebno, za svaki A € F je vy (AN P) > ep (AN P). Zakljuéujemo da je

v(A) = /gdu—i—yo(A)Z/gdu—l-Vo(AﬂP)

gdp+ep(ANP) = /(g +exp) dp.
A

(V3
B —

Dakle, g + exp € H. Tvrdimo da je p(P) > 0. U suprotnom bi bilo i (P) =0 = v (P) = 0.
Uoc¢imo da je i

[ 9 =0 = 1 (P) =0 = 10 (X) ~ e (X) = (10— 1) (V) <0,

P

sto je kontradikcija s v (X) > ep(X). Dakle, u(P) > 0. Posto je /gdu <v(X) < 400,
X
vrijedi
/(9+6><p) dp = /gdu+€u (P) > /gdm
X X X
a to je kontradikcija s (12.8), jer je g +exp € H. Dakle, 1y =0, iz toga zaklju¢ujemo da je
v(A) = /gdu, VA € F. Uo¢imodajeg >0i /gd,u < 400 iz Cega zaklju¢ujemo da je g (g.s.)

A X
konac¢na, u odnosu na mjeru u. Dakle, g lako redefiniramo tako da g : X — [0, +00). Neka su

g i h takve da je g > 0, h > 0, obje su izmjerive i za svaki A € F vrijedi

/gd,u: v (A) :/hd,u.

B:={reX :g(x)>h(x)},

/g h) xpdp = /gdu /hdu—O
X

dakle, (¢ — h) xp = 0 p-(g.s.) = p(B) =0, analognoje u({z € X : h(x) > g (x)}) =0, dakle
h =g p(gs.). NQ.ED.

vrijedi (g — h) x5 > 0.

+

Primijenimo li upravo dokazani teorem na v i v~ dobivamo:

Korolar 12.9 (Radon — Nikodym.)
Neka je 1 o-kona¢na mjera na izmjerivom prostoru (X, F). Ako je v kona¢na potpuno aditivna
funkcija za koju vrijedi v < pu, tada postoji g € £' (X, F, p; R) takva da je

v(A) :/gdu, VA e F.
A

Ovakva funkcija g je p-(g.s.) jedinstvena.
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d
U oba slucaja (Teorem 12.5 i Korolar 12.9.) funkciju g oznac¢avamo s d—V i zovemo Radon —

1L
Nikodymova derivacija od v u odnosu na .

Definicija 12.10 Neka su p i v mjere na izmjerivom prostoru (X, F). Reéi ¢emo da su piv
(medusobno) singularne (Pisemo pulv.) ako postoji particija {F, E°} C F skupa X takva
dajepu(E)=01iv(E) =0.

Teorem 12.11 (Lebesgueova dekompozicija.)
Neka je (X, F, ) prostor mjere. Ako je v o-konafna mjera na (X, F). Tada postoje i jedins-
tvene su mjere v, i s na (X, F) takve da je

V=V + Vs, Vg <, Vslp.

v, nazivamo apsolutno neprekidni dio, a v, singularni dio mjere v, u odnosu na mjeru pu.

Dokaz. Kaoiu dokazu Radon — Nikodymovog teorema za mjere pokazujemo da je dovoljno
tvrdnju dokazati u slucaju kada je v kona¢na mjera. Definiramo

N, ={BeF:u(B)=0}.
Po definiciji supremuma postoji niz (By),cy € N, takav da je

lim v (By) =sup{r(B): BeN,}.

k——+o0

Neka je

+00 +00
Ne=|JBi=n(N) <) p(B)=0= NEN,.
k=1 k:lgﬁ_/

Definiramo v; pomocu vs (A) :=v(ANN), A€ F. Vidimo da je v, mjera i da je vsLu. Defi-
niramo v, pomocéu

vo (A):=v(ANN°), Ae F.

Vidimo da je v = v, + v,. Neka je B € F takav da je p(B) =0, neka je B’ := BN N°¢. Pret-
postavimo da je v (B') > 0 tada je

v(NUB)=v(N)4+v(B')>v(N)>v(By), Yk €N,

dakle,
NUB eN, i v(NUB') >sup{r(C):CeN,},

Sto je ocita kontradikcija. Zaklju¢ujemo da je v (B') =0, odnosno v, (B) =0, konacno,
v, < . Preostaje jos dokazati jedinstvenost. Neka je v = v, + v, = V), + V.. Zbog konacnosti
mjere dobivamo da je

Va—Vi=vs—V, i (va—v))<p, (vs—1vl) Ly,

iz Cega zakljucujemo da je v, — v, =01 v, — V. = 0. NQ.ED.
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