MATEMATICKA ANALIZA NA NATJECANJIMA

Ivan Krijan
16. 03. 2016.

Teorem (Stolz-Cesaro). Neka su (a,)nen 1 (bn)nen dva niza realnih brojeva. Pretpostavimo
da je niz (|b,|)nen strogo rastudi i neogranic¢en. Ukoliko postoji limes

. Ap4+1 — An
lim ———

n—00 bn+1 _ bn !

a
tada postoji i limes lim — i oni su jednaki.
n—00 bn

Zadaci
Za domadu zadaéu rijesite barem 5 zadataka (od onih koje nismo ve¢ rijesili).
Rok predaje je na predavanju 30.03.2016.
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2. Neka su 1 < a < f realni brojevi, dokazite da postoje prirodni brojevi m,n > 1 takvi da

je a < {/m < .

3. Niz realnih brojeva (x,)nen zadan je rekurzivno s

1. Izracunajte limes lim
n—oo

=1, Ty = arctg(z,), zaneN.

Pokazite da postoji i izracunajte li_)m na?.
n o0

W

. Ispitajte konvergenciju niza (x,)nen ako je

x1 € (0,2) i Tpi1 =1+ 4/22, — 22, zan €N,

. Ispitajte konvergenciju niza (z,)nen ako je

1 1 nt1
T, > 1 i (xn+1— >:x+ ,zan € N,
2 Tpt1 T, — 1

ot

D

. Neka je (z,)nen niz realnih brojeva takav da je nli_>n010(2xn+1 —x,) = L € R, dokazite da
je nh_{glo rn, = L.

a®—1

7. (a) Dokazite da je liH(l] = Ina, za svaki a > 0.
z—

(b) Neka sum i k prirodni brojevi te ay, ..., ax 1 by, ..., by, pozitivni realni brojevi takvi
da je
Ya, + ...+ Yap = {Z/a—l—...—k /by,

za svaki n € N. Dokazite daje k =miay---ap =0by---by,.

. Neka je a, = \/1 - \/2 + /3 + ...+ v/n, za svaki n € N. Konvergira li niz (a,)nen?

9. Neka su ag, by, ¢o realni brojevi, definiramo nizove (a,)nen, (bn)nen 1 (Cn)nen rekurzivno:

0}

Ap—1 + bn—l bn—l + Cn—1 Cn—1 + Qp—1
ap = s bn = ) Cn = )
2 2 2

za svaki n € N. Dokazite da dani nizovi konvergiraju i odredite im limese.
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a
),zanGN.
1

Neka su xg i a pozitivni realni brojevi. Definiramo x, = 3 <:17n_1 + —
T

Dokazite da je niz (x,)nen konvergentan i odredite mu limes.
Neka su 0 < a < b realni brojevi, definiramo nizove (a,)nen 1 (by)neny kao ay =a, by =0b1i

an + b,

, €N.
2 n

Ap41 = anb'm bn+1 -

Dokazite da su konvergentni i da su im limesi jednaki.

Neka je n € N, n > 1, odredite (pozitivna, realna) rjeSenja jednadzbe

\lx+2\/x+2 r+...+2\x+2V3xr =z,

gdje se korijen pojavljuje n puta.

Qn, ..
Neka je (an)nen niz pozitivnih realnih brojeva takav da je lim =l — 4 > 0. Dokazite

n—o0 an
da je im a, = a.
J n—oo n

1P+ 2P 4+ .. +nP
np+1

Neka je p # 1 realan broj. Odredite (ako postoji) lim

Neka je 0 < 29 < 11 2,11 = 2, — 22, za n > 0. Izracunajte (ako postoji) ILm nT,.
n o0

1
Neka je f : R — R neprekidna funkcija takva da postoji limes nh_g)lo / f(n+ x)dx. Postoji
0

1
li limes nh_{glo / f(nz)dz i ako da, koliko on iznosi?
0

Neka je f : [a,b] — [a,b] rastuca funkcija. Dokazite da postoji ¢ € [a,b] takav da je

fle)=c.

Neka su 9 = 21 < 9 < x3 < ... svi prirodni brojevi koji u svom decimalnom zapisu
sadrze barem jednu znamenku 9. Ispitajte konvergenciju reda

v L
n=1 Ln .
(a) Postoje li padajuéi nizovi nenegativnih realnih brojeva (a,)nen i (by)nen takvi da je

Z a, = Z b, = oo i Z min{a,, b,} < oo?
n=1

n=1 n=1
(b) Mijenja li se odgovor na pitanje iz (a) ako pretpostavimo da je b, = %, za sven € N?
. Neka jeay=1,a; =31a,41 = @, za n € N. Dokazite da je

Ly b a1
CLO+1 CL1+1 an—l—l an+1_1_

, za sve n € N.
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