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Cilj ovog izlaganja je pokazati studentima neke “trikove” koje do sada mozda nisu vidjeli, a i ako
jesu, uvijek je korisno utvrditi znanje. Koncentrirati ¢emo se na najosnovnije tvrdnje u linearnoj
algebri koje svaki natjecatelj (to¢nije, svaki student matematike) mora znati. Pretpostavlja se
poznavanje pojmova kao sto su:

e polje (npr. Q ili R) i algebarski zatvoreno polje (npr. C),

e kona¢nodimezionalni vektorski prostor, vektor, skalar, baza, linearni operator
e matrica (regularna, singularna), trag, determinanta, jezgra, slika,

e prostori GL (n, K) i SL (n, K).

Najprije ¢emo navesti najosnovnija svojstva (definicije, teoreme, leme, propozicije, ...), a

zatim ¢emo pokazati neke trikove za rjesavanje zadataka. To i je cilj ovog izlaganja, dokaze
svega ovdje navedenog ste ili ve¢ ¢uli na nekom kolegiju ili ¢ete tek cuti, tako da se time nec¢emo
ovdje zamarati.
Definicije. Neka je V' kona¢nodimenzionalni (dimenzije n) vektorski prostor nad poljem K
te neka je A € L(V), tj. A je linearni operator V' — V. Takoder, s A éemo oznacavati i matricu
danog linearnog operatora u nekoj (fiksnoj) bazi prostora V. Odabir te baze je ovdje nebitan.
Zasto?

e svojstvena vrijednost operatora A je svaki A € K takav da postoji 0 # v € V takav
da je Av = Av. Ekvivalentno to mozemo zapisati kao (A — Al )v = 0, kako je v # 0, to
znaci da je Ker (A — AI) # {0}, odnosno da operator A — AI nije regularan, konaé¢no, to
znaci da je det (A — \I) = 0.

e spektar operatora A je skup svih svojstvenih vrijednosti:
c(A)={ eK : Ker(A—=A)#{0}}={ e K : det (A — ) =0},
jasno je da je taj skup konacan, tocnije, broj njegovih elemenata je < n, zasto?

e svojstveni vektor operatora A pridruzen svojstvenoj vrijednosti A € o(A) je svaki ne—
nul vektor iz skupa

VN(A)={veV : Av =2} =Ker(4A—\)

kojeg nazivamo svojstveni potprostor operatora A pridruzen svojstvenoj vrijednosti A.
Dimenziju tog potprostora nazivamo geometrijska kratnost svojstvene vrijednosti .

e karakteristi¢ni polinom operatora A se definira kao k4(\) = det(A—A\I), to je polinom
stupnja n = dim V' s koeficijentima iz K. Skup svih njegovih nultoc¢aka (u K!) je upravo
o(A). Kratnost nultocke A € K polinoma k4 nazivamo algebarska kratnost svojstvene
vrijednosti \.

e za svaki polinom p € K[z|, p(z) = a,2" + ap_12"* + ... + a;x + ao definiran je linearni
operator p(A): V — V, p(A) = a, A" + a, 1 A" ' + ...+ a1 A+ agl. KaZemo da polinom
p ponistava operator A ako je p(A) = 0 (ovdje nam je 0 zapravo n X n nul-matrica).

e operator (matrica) A je dijagonalizabilan ako postoji regularna matrica S i dijagonalna
matrica D takva da je A = S7'DS. Ovo zapravo znadi da postoji neka baza prostora V
u kojoj je zapis linearnog operatora A dijagonalna matrica. Za svake dvije matrice A i B
za koje postoji regularna matrica S takva da je B = S~'AS kaZemo da su sli¢ne.
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Svojstva. Kao i prije, V nam je kona¢nodimenzionalni vektorski prostor (KDVP) nad poljem

K, dimenzije n. Neka su A, B € L(V)iS € GL(V).

Matrica A je ili regularna ili postoje C, D € L(V) \ {0} takvi da je AC = DA = 0.
Ako je AB=1,onda jei BA=1.

Teorem o rangu i defektu. Vrijedi: dimIm (A) 4 dim Ker (A) = n.

Trag je invarijanta sli¢nosti. Uvijek vrijedi: Tr (AB) = Tr (BA), posebno je

Tr (ST'AS) = Tr (SS7'A) = Tr (4) .

Teorem Binet-Cauchy. Vrijedi: det (AB) = det (A) det (B).

Determinanta i karakteristicni polinom su invarijante slicnosti. Ovo slijedi di-

rektno iz prethodnog teorema; det(S™'AS) = det(S™!) det(A) det(S) = det(A) te
det(STTAS — M) = det(S7TAS — AS™UIS) = det(S~H(A — A)S) = det(A — AI).

Teorem Hamilton-Cayley. Karakteristi¢ni polinom operatora A, k4, poniStava opera-
tor A, tj. ka(A) = 0. Valja napomenuti da dokaz ovog teorema nije o¢it te da sljedeée

NIJE valjan dokaz: k4(A) = det(A — AI) = det(0) = 0, zasto?
operator (matrica) A je nilpotentan ako postoji N € N takav da je AN = 0, ako takav N
postoji, onda je N < n.

Definiramo minimalni polinom operatora A, u oznaci m,4. To je normirani (vodeéi
koeficijent je 1) polinom nad K najmanjeg stupnja koji ponistava operator A. Jasno je
da za svaki operator taj polinom postoji te da je on jedinstveno odreden operatorom
(obratno ne vrijedi!).

— polinomi k4 i my imaju jednake normirane ireducibilne faktore, eventualno se po-
javljuju razli¢it broj puta, posebno vrijedi: o(A) = {A € K : ma(\) = 0},

— polinom p € K[z| ponistava operator A ako i samo ako my | p.
Za svaki A € 0(A) vrijedi da je geometrijska kratnost < algebarska kratnost.

Pretpostavimo da se sve nultocke polinoma k4 nalaze u K, sto vrijedi uvijek ako je K
algebarski zatvoreno polje. Vieteove formule (na polinom k4) nam tada daju da je

det A =[] M i Tr(A) = A
k=1 k=1
Pod istim uvjetima, sljedece je medusobno ekvivalentno:
— A je dijagonalizabilan

— za svaku svojstvenu vrijednost, A, od A vrijedi da je geometrijska kratnost = alge-
barska kratnost

— kratnost svake nultocke polinoma m 4 jednaka je 1.
Teorem o preslikavanju spektra. Neka je p € K|z], tada vrijedi da je
a(p(A)) = p(a(A)) = {p(A) : Aea(A)},
vrijedi i 0(A*) = 0(A) = {X t A€ O'(A)}, takoder, ako je A regularan, onda je o(A™1) =
{1:xea(A)}.
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Opet, ako se sve nultocke od k4 nalaze u K (Sto vrijedi automatski ako je K algebarski
zatvoreno), onda je operator A normalan, odnosno AA* = A*A, ako i samo ako postoje
svojstveni vektori od A koji ¢ine ortonormiranu bazu za V.

ako je operator A hermitski (u realnom slucaju kazemo simetrican), tj. A* = A, onda je
A normalan i sve svojstvene vrijednosti od A su realne.

ako je operator A unitaran (odnosno ortogonalan), tj. A~' = A* onda je A normalan i
sve svojstvene vrijednosti od A su modula 1.

operator A je normalan ako i samo ako je unitarno slican nekoj dijagonalnoj matrici
D, tj. ako postoji unitarna matrica U takva da je A = U*DU.

Komutativne familije. Neka je K algebarski zatvoreno polje.

— Neka je S C L(V) skup matrica koje medusobno komutiraju, tada postoji regularna
matrica S takva da je SAS™! gornje trokutasta matrica, za svaki A € S. Odnosno,
matrice iz skupa S su simultano triangularizabilne.

— Neka je S € L(V) skup dijagonalizabilnih matrica koje medusobno komutiraju,

tada postoji regularna matrica S takva da je SAS™! dijagonalna matrica, za svaki
A € S. Odnosno, matrice iz skupa S su simultano dijagonalizabilne.

. o t
adjunkta matrice, to je matrica A = ((—1)‘”1417]') , gdje je A;; (4, 7)-ta minora (alge-
barski komplement) matrice A, tj. determinanta (n—1) x (n— 1) matrice koja je dobivena
od matrice A izbacivanjem njenog i-tog retka i j-tog stupca. Vrijedi da je AA = det(A)I.

Zadaci. Od studenata se o¢ekuje da za domadéu zadacéu odaberu i rijese barem 9 zadataka
(koje nismo rijesili na predavanju). Rok za predaju zadace je na predavanju 19.03.2015.

1.

2.

(Vandermonde) Neka su z1, xg, ..., 2, € Ci A= (x{fl)lgmgn. Odredite det A.
(Cirkularna matrica) Neka su ag, a1, ..., a,—1 € Ci
ag  ay ... Gp_q
. An_1 Qg .. Qp_2 |
ai  as ... ag

n—1 /n—1 ]
dokazite da je det A = H <Z fjkak>, gdje je £ = e%, primitivni n-ti korijen iz jedinice.

=0 \k=0

(Putnam 1999., B5) Neka je n > 3 prirodan broj i A = (cos@ Odredite

det (A+1).

)19,an'

(Izborno za VJIMC 2012., 2.1) Neka su A i B realne 2015 x 2015 matrice takve da je
AB = BA i A = B215 = [ Ako je Tr (AB) = 2015, dokazite da je Tr (A) = Tr (B).

5. (IMC 2011., 1.2) Postoji li realna 3 X 3 matrica takva da je Tr (A) = 01 A% + A' = I?
6. Neka su A i B realne n x n matrice, dokazite da je det(I + AB) = det(I + BA).
7. Neka je G konacna podgrupa grupe GL (n, C). Pretpostavimo da je > Tr(A) = 0.
Dokazite da je >. A =0. Aee
Aea
8. Dokazite da je det(I + A?) > 0 za svaku realnu n x n matricu.
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9. Dokazite: det(I+AA?) > 0, za svaku realnu antisimetricnu n X n matricu A i svaki A € R.
10. Neka su A i B realne n x n matrice takve da postoje a, b € R\ {0} takvi da je aA+bB =
AB, dokazite da je AB = BA.
11. Postoje li realne n x n matrice A i B takve da je AB — BA =17
12. (Putnam 1986., B6) Neka su A, B, C'i D realne n x n matrice takve da su matrice AB’
i C D! simetricne i AD' — BC' = I, dokazite da je A'D — C'B = 1.
13. (VJIMC 2010., 2.3) Neka su A i B n x n matrice s cjelobrojnim koeficijentima takve da
su matrice
A A+ B, A+2B, ..., A+2nB
invertibilne i inverzi im imaju cjelobrojne koeficijente. Dokazite da je i A + (2n 4+ 1)B
invertibilna matrica te da joj inverz ima cjelobrojne koeficijente.
14. Neka su A i B kompleksne n x n matrice. Neka je A regularna i ABA™! = B2. Dokazite
da za svaku svojstvenu vrijednost, A, od B vrijedi A = 0 ili \* =1 za neki k € N.
15. Neka su A, B, C realne n x n matrice takve da je
ABC+AB+BC+AC+A+B+C=0.
Dokazite da matrice A i B 4+ C komutiraju ako i samo ako matrice A i BC' komutiraju.
16. Neka je A n x n matrica koja na glavnoj dijagonali ima 0, a na svim ostalim mjestima 1,
odredite svojstvene vrijednosti i pripadne svojstvene potprostore matrice A.
17. Neka je n neparan prirodan broj i neka je S realna n x n ortogonalna matrica takva da
je det S > 0. Dokazite da je 1 € o(S). Vrijedi li tvrdnja i za paran n?
18. Neka je A realna, simetri¢na, pozitivno definitna n x n matrica i neka je 0 # y € R™.
j4nv+1
Dokazite da limes lim A"y, y) postoji i da se nalazi u o(A).
m—00 <Amy7w
19. Neka su A i B realne n x n matrice takve da je matrica A + B invertibilna. Dokazite da
je A(CA+ B)"'B=B(A+ B) A
20. Neka je A matrica tipa 229 x 22015 koja na glavnoj dijagonali ima 0, a na svim ostalim
mjestima ima +1. Dokazite da je A regularna.
21. Neka su Ai B realne nxn matrice za koje je Tr (AA* + B'B) = Tr (AB" + A'B). Dokazite
da je A = B.
22. Neka su A i B realne 3x3 matrice za koje je det A = det B = det(A+B) = det(A—B) = 0.
Dokazite da je det(zA + yB) = 0 za sve realne brojeve z i y.
23. Postoji li p € R[z] parnog stupnja takav da je funkcija, f: M,(R) — M,(R), f(X) =
p(X), surjekcija?
24. (Izborno za VJIMC 2009., 1.1) Neka je n neparan prirodan broj i A realna n X n matrica
takva da je A% =0 ili A*> = 1. Dokazite da je det(A + I) > det(A — I).
25. Neka je A = (a;;)1<i j<n kompleksna matrica takva da je f: la; ;| < 1, zasvakii. Dokazite
j=1
da je matrica I — A regularna.
26. Neka je A € M,(R) takva da postoji k € N za koji je kA*! = (k + 1) A*. Dokazite da je
A — I regularna i odredite joj inverz.
27. Neka su A, B € M3(R). Dokazite da je det(AB — BA) = 5 Tr ((AB — BA)?).
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