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SAZETAK

Za elipticku krivulju E/Q i za svaki prost broj p najprije odredujemo sve mogude torzijske
grupe E(Qos p)tors, gdje je Q. , jedinstveno Z,-proirenje od Q, tj. jedinstveno Galoisovo pro-

Sirenje od Q takvo da je Gal (Qw, ,/Q) ~ Z,. Za elipticku krivulju E /Q i prost broj p vrijedi:

i AkO Je p 2 5, Onda Je E(Qoo7p)tors — E(Q)tors.

* Ako je p =3, onda je grupa E(Qc 3 )10rs izomorfna nekoj od grupa iz Mazurovog teorema

ili nekoj od grupa Z /2171 Z/277.
* Ako je p =2, onda je grupa E(Qs 2 )iors izomorfna nekoj od grupa iz Mazurovog teorema.

Treba biti oprezan, u sluCajevima p =2 i p = 3 ne vrijedi nuZno da je E(Q p)iors =
E(Q)tors- Na ovo pitanje takoder dajemo detaljan odgovor te nalazimo primjere za sve mo-
guce slucajeva rasta torzije Q — Q. ,, gdje je p € {2,3}.

Promatramo takoder i torziju nad kompozitumom svih Z,-proSirenja od Q. Neka je

%5: H @“’717 te H = H QOOJ,.

p>5 prost p prost
Dokazali smo da za elipti¢ku krivulju E /Q vrijedi da je E (#55 )tors = E (Q)ors te da je E () tors
izomorfno nekoj od grupa iz Mazurovog teorema ili nekoj od grupa Z /137, 7./217.1 7./ 27 7.

Na kraju navodimo neke rezultate o ponasanju torzije elipticke krivulje E/Q nad poljima
Q) = JQuy),  edieje p={weC: 0" =1}
k=1
Preciznije, dokazan je sljededi rezultat za eliptiCke krivulje E /Q:

E(Q(t2=))tors = E(Q(Hp4) )tors;  E(Q(13=))tors = E(Q(H33) )1ors

te E(Q(tp=))tors = E(Q(Up))tors,  za svaki prost broj p > 5.

Kljucne rijeci: elipticka krivulja, Iwasawina teorija, Z,-proSirenje, torzija, rast torzije,

ciklotomsko proSirenje
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SUMMARY

We determine, for an elliptic curve E/Q and for all prime numbers p, all the possible torsion
groups E(Qoo p )tors, Where Qw p, is the Z ,-extension of Q.

For a prime number p, denote by Qw , the unique Z,-extension of QQ and for a positive
integer n, denote by Q, , the n layer of Qw,p, i.e. the unique subfield of Qo , such that
Gal (Qup/Q) ~ Z/p"Z.

Let, as always, i, = {® € C : @" = 1} be the set of all n'" roots of unity. We also define

tp = .
keN

Note that Q(u,x) = Q(E k), where §, is n'M primitive root of unity.

Recall that the Z,-extension of Q is the unique Galois extension Q. , of Q such that

Gal(Qw,p/Q) = Zp,

where Z,, is the additive group of the p-adic integers and is constructed as follows:

Let
G = Gal (Q(1y~)/Q) = limGal (Q(pn1)/Q) = Uim(Z/p"'2)* = Z;.

Here we know that G = Ax T, where ' ~Z, and A~ 7Z/(p —1)Z for p > 3 and A ~ Z/27

(generated by complex conjugation) for p = 2, so we define

Qw,p 1= @(.up"")A-

We also see that every layer is uniquely determined by (for p > 3)

Qn,p - @(,upnﬂ) N Qw,pa

so for p > 3 it is the unique subfield of Q(/.LPHH) of degree p" over Q. More details and proofs

of these facts about Z,-extensions and Iwasawa theory can be found in [56, Chapter 13].
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Summary

Iwasawa theory for elliptic curves (see [19]) studies elliptic curves in Z,-extensions, in
particular the growth of the rank and n-Selmer groups in the layers of the Z,-extensions.

In this paper we completely solve the problem of determining how the torsion of an elliptic
curve defined over Q grows in the Z,-extensions of Q. These results, interesting in their own
right, might also find applications in other problems in Iwasawa theory for elliptic curves and in
general. For example, to show that elliptic curves over Q. , are modular for all p, Thorne [55]
needed to show that E(Qcs »)tors = E(Q)ors for two particular elliptic curves. In this work we
did that thing in general case.

Our results are the following:

Let E/Q be an elliptic curve. Let p > 5 be a prime number. Then

E(@W,p)tors = E(@)tors-

Group E(Qs 2 )tors is isomorphic to exactly one of the following groups:

Z/NZ, I1<N<10,0or N =12,

7)2Z.®7J2NZ, 1<N<A4,

and for each group G from the list above there exists an E/Q such that E(Qw 2 )tors ~ G.

Group E(Qu 3)tors is isomorphic to exactly one of the following groups:

Z/NZ, 1<N<10,orN=12,210r27,

Z)2Z&7/2NZ, 1<N<A4.

and for each group G from the list above there exists an E/Q such that E(Qw3)tors =~ G.

By Mazur’s theorem we see that

{E(Qw2)tors : E/Q elliptic curve} = {E(Q)ors : E/Q elliptic curve},
{E(Qo3)tors : E/Q elliptic curve} = {E(Q)iors : E/Q elliptic curve} U{Z/21Z,7/27Z}.

However, given a specific E/Q it is not necessarily the case that E(Qe p)tors = E(Q)ors- Indeed
there are many elliptic curves for which torsion grows from Q to Q. ,, and we investigate this
question further in Section 3.6. Specifically, for each prime p we find for which groups G there
exists infinitely many j-invariants j such that there exists an elliptic curve E/Q with j(E) = j

and such that E(Q)ors C E(Quop)tors = G.

=
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Summary

Furthermore, after we understood the behaviour of the torsion of elliptic curve E/Q over
the field Qo , we tried to find out what will happen if we look at the compositum of all of those

fields. We answered that question completely too.

Let
H>s = H Qo p
p>5 prime
and let
H = ] Qup.
p prime

We proved that for an elliptic curve E/Q it holds that

E(%S)tors = E(@)tors

and also that E (% )ors is isomorphic to one of the following groups

Z/nZ, 1<n<10orne {12,13,21,27},

Z2LBZ)2nZ, 1<n<4.

For each group G from the list above there exists an E /Q such that £ ((@mg)torS ~ Q.
At the end, in chapter 5 we state some results about the behaviour of the torsion of elliptic

curve E/Q over the fields
Q) = U Qup)-
k=1

More precisely, we prove the following result

Let E/Q be an elliptic curve, then for a prime number p > 5 it holds that

E(Q(up~))tors = E(Q(Hp) tors-

Furthermore

E(Q(U3=))tors = E(Q(U33) )tors and E(Q(M2=))tors = E(Q(Ur4) )tors-

In chapter 6 we exhibit all magma [2] codes that we used for computations.

Keywords: elliptic curve, Iwasawa theory, Z,-extension, torsion, torsion growth, cycloto-

mic extension
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UvoD

Elipticka krivulja je glavni objekt promatranja u ovom radu. Preciznije, promatrat ¢emo elip-

ticke krivulje definirane nad poljem racionalnih brojeva.

Definicija. Elipticka krivulja nad Q je glatka, projektivna krivulja genusa 1 sa specifiranom

racionalnom tockom, koju ¢emo oznaciti s 0.

Za precizno izloZenu teoriju eliptickih krivulja, svakako se treba konzultirati s [42,44,53]. U
ovom uvodu ¢emo u kratkim crtama izloZiti osnovne definicije i svojstva koja su nam od bitnog
interesa. U cijelom radu “elipti¢ka krivulja £ /Q” nam znaci da je E elipticka krivulja koja je
definirana nad Q. Kako ¢emo cijelo vrijeme biti nad poljem Q i nad njegovim proSirenjima,

E /Q uvijek mozemo zapisati u kratkoj Weierstrassovoj formi:
E :y*=x4ax+b,

gdje su ai b racionalni brojevi. Napomenimo da je ovo krivulja zapisana u afinim koordinatama.
Zapravo je rijec o krivulji

Yz=x +axz® + b7

u projektivnim koordinatama. Specificirana tocka koju smo spomenuli u definiciji i koju ozna-
¢avamo s 0 je zapravo tocka (0 : 1:0) i nju zami§ljamo kao to¢ku u beskona¢nosti.

Za polje algebarskih brojeva K, ozna¢imo s E(K) skup tocaka elipti¢ke krivulje E /Q Cije su
koordinate elementi polja K, tj. to¢ke koje su definirane nad K. Kako je E/Q elipticka krivulja,
taj skup uvijek ima barem jedan element, tocku 0. Nadalje, skup E(K) uz prirodno definirano
zbrajanje toCaka na eliptickoj krivulji ¢ini Abelovu grupu. Sama definicija zbrajanja (te vise o

tome) moZe se naci u ve¢ spomenutim izvorima [42,44, 53].

Teorem (Mordell-Weil). Neka je E elipticka krivulja nad poljem algebarskih brojeva K. Tada

je E(K) konacno generirana Abelova grupa.



Uvod

Dakle, vrijedi da je
E(K) ~ E(K)s ®Z",

gdje je r nenegativni cijeli broj koji zovemo rang elipti¢ke krivulje E /K. Grupa E(K)ys je
torzijska podgrupa elipticke krivulje E /K, preciznije, to je podgrupa elemenata kona¢nog
reda u E(K).

Upravo je torzijska podgrupa E(K)ys ono $to éemo detaljno proucavati u ovom radu, za
neka specifi¢na polja K. Napomenimo da ¢emo grupu E (K)s Cesto nazivati “torzija elipticke
krivulje E/Q nad K”. Mazur [37] je 1978. dokazao iduéi teorem koji nam opisuje sve moguce

torzije elipticke krivulje E/Q nad poljem Q.

Teorem (Mazur). Neka je E/Q elipticka krivulja. Grupa E(Q)ors je izomorfna to¢no jednoj
od sljedecih 15 grupa:

Z/nZ, 1<n<10ilin=12,

Z)223®7)2nZ, 1<n<4.

U iduéem poglavlju ¢emo definirati jedno specificno proSirenje polja Q, rije¢ je o Z,-
proSirenju od Q. Takvo proSirenje ¢emo oznaCiti s Q. ,. U ovom radu osobito zanimanje

posvecujemo sljedeCem pitanju:
Kakav je odnos grupa E(Q)ors 1 E(Qoo p )tors?

Na to pitanje dajemo potpuni odgovor, tj. tocno odredujemo sve moguce torzije nad Q.. , te
to¢no odredujemo kada je E(Q)tors = E(Qw,p )tors, @ kada ipak imamo rast torzije. “Rast torzije”
nam znaci da je
E(Q)tors & E(Qw p)tors-
Nakon $to smo rijesili taj problem, rijesit ¢emo i problem ponaSanja torzije nad poljem koje
je jednako kompozitumu svih Z,-proSirenja.

Neka su a 1 b racionalni brojevi i neka je
E : y2 =X +ax+b
elipticka krivulja. Diskriminanta elipticke krivulje E je veli¢ina

A(E) = —16(4a’ 4+ 27b%).



Uvod

Krivulja E je elipticka ako i samo ako je A(E) # 0. Nadalje, j-invarijanta elipticke krivulje E
je veli¢ina
(—4a)?

J(E)=1728- AE)

Elipti¢ke krivulje E/Q i E'/Q su izomorfne nad Q (algebarskim zatvaracem od Q) ako i samo
ako je j(E) = j(E').

Definicija. Izogenija izmedu dvije elipticke krivulje je morfizam ¢ : E — E’ koji preslikava

0cEul eE.

Primijetimo da ovdje moramo znati $to je morfizam. Racionalno preslikavanje ¢ : E — E’ je
morfizam ako je definirano na cijeloj eliptickoj krivulji E. Za viSe detalja svakako pogledati [53,
Chapter I §3, Chapter 2 §1-2]. Tu moZemo naci i $to je to¢no stupanj izogenije.

Glavni primjer izogenije je [n]: E — E,

[n\|P=nP=P+P+---+P.
~—————

n puta
Bitno je napomenuti i da je ovo primjer izogenije stupnja n. Za veéinu na$ih potreba, ovo je sve
Sto treba znati o stupnju izogenije.
Za prirodni broj n éemo s E(K)[n| oznaditi skup, tj. grupu, svih to¢aka P € E(K) takvih da
je [n]P = 0. Vrijedi da je
E(Q)[n] ~Z/nZ 7 nZ.

Naglasimo da smo u ovom uvodnom dijelu samo ukratko opisali neke od bitnijih objekata
koje u radu proucavamo. Pri tome nismo ulazili u detalje kako bismo izbjegli da uvod postane
nezgrapan i prevelik. Svi preskoceni detalji i pojasnjenja, kao Sto smo ve¢ spominjali, mogu se
potraZziti u [42,44,53].

Cesto éemo elipticku krivulju ozna¢iti pripadajuéom Cremoninom oznakom'. Na primijer,
elipticka krivulja 11a3 je krivulja

Yty=x-x,

kao Sto moZemo i vidjeti na [54].

Ipogledati https://johncremona.github.io/ecdata/ i https://www.lmfdb.org/knowledge/show/

ec.q.cremona_label
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Uvod Predgovor

PREDGOVOR

Kako bismo odgovorili na probleme koje smo si zadali potrebne su nam neke “opée poznate”
¢injenice o eliptickim krivuljama. To¢no tome sluZi poglavlje 1. Teorijska pozadina. Kratko i
jasno, bez ulaZenja u detalje izlaZemo teorijsku pozadinu svega Sto ¢e nam biti potrebno.

Poglavlje 2. Z,-proSirenje sluZi preciznom definiranju samog Z,-proSirenja. Takoder, iz-
loZen je dokaz Cinjenice da skup racionalnih brojeva ima jedinstveno Z,-proSirenje, tzv. ciklo-
tomsko Z,-proSirenje.

M. Chou, H. B. Daniels i F. Najman su skupa s [.LK. napisali ¢lanak [6] na osnovu ko-
jega je nastala vecina poglavlja 3. Torzija nad Z,-proSirenjem od Q. U tom poglavlju su
najprije izloZeni poznati rezultati na koje se oslanjamo. Prvenstveno istaknimo ¢lanak [17] (E.
Gonzélez-Jiménez i F. Najman) iz kojega su (izmedu ostalog) istaknuti teoremi 3.1.7 1 3.1.8. To
je svojevrsna motivacija na kojoj pociva gotovo sve napravljeno u ovom radu. Naime, prirodno
se nametnulo pitanje moZemo li reci neSto viSe o rastu torzije ako znamo viSe detalja 0 samom
polju algebarskih brojeva osim samo njegovog stupnja nad Q. Pokazalo se da mozemo!

Nije potrebno naglaSavati da se poglavlje 4. Torzija nad kompozitumom svih Z,-proSirenja
od Q nametnulo samo od sebe. Naime, nakon §to znamo kako se ponasa torzija nad svakim
Z,-prosirenjem, zaSto ne bismo pokusali saznati kako se ponaSa nad kompozitumom svih Z,,-
prosirenja? Upravo smo na to pitanje u ovom poglavlju i odgovorili.

Sjetimo li se konstrukcije samog Z,-proSirenja (sekcija 2.1. Sto je to Zp-prosirenje?) vi-
dimo da bitnu (zapravo glavnu) ulogu ima polje

[0

Q=) = |J Qlue) = J Q(E0),

k=1 k=1

gdje je &, primitivni n-ti korijen iz 1, p je prost broj te g, = {®w € C : ®" = 1}. Zanima nas
Sto moZemo redi o rastu torzije nad tim poljem. U poglavlju 5. Torzija nad Q(pt,~) dokazujemo
jedan vrlo koristan rezultat — sav rast torzije se dogodi ve¢ u prvim slojevima prosirenja.

Svi koriSteni magma [2] kodovi nalaze se u poglavlju 6. KoriSteni magma kodovi.

Valja napomenuti da ¢e rezultati poglavlja 4 i 5 u skorije vrijeme biti objavljeni u ¢lanku [21]
koji je u nastajanju (suradnja s T. GuZvi¢em). Takoder, postoji prirodan nastavak istraZivanja
rasta torzije koji se posebno oslanja na rezultate iz poglavlja 5. Clanak [22] ée sadrzavati upravo

te rezultate koji su u nastajanju (suradnja s T. Guzvicem i B. Vukorepom).



1. TEORIJSKA POZADINA

Cilj ovog poglavlja je prikaz osnovnih metoda i rezultata koje ¢emo u ovom radu opetovano
koristiti. Sve Sto ¢emo navesti su standardni rezultati vezani uz teoriju eliptickih krivulja i za
viSe detalja i dublju analizu dobro je pogledati [42,44,53]. Vecina napisanog u ovom poglavlju
se oslanja upravo na tu literaturu. Takoder, korisno je pogledati u biljeSke s predavanja Samira

Sikseka, [51].

1.1. GALOISOVE REPREZENTACIJE PRIDRUZENE

ELIPTICKIM KRIVULJAMA

Neka je E/Q elipticka krivulja. Zelimo $to bolje razumjeti kako Galoisova grupa Gal (@/ Q)
djeluje na grupu E|n], za prirodni broj n. Kao §to ¢emo vidjeti tokom ovog rada, analiza tog
djelovanja nam moze puno re¢i o samoj grupi E[n]. Kako bismo se mogli upustiti u tu analizu,

najprije je potrebno znati $to je to djelovanje grupe, a i neke osnovne rezultate vezane uz isto.

Definicija. Neka je G grupa i X skup. Tada je (desno) djelovanje grupe G na X funkcija

XxXG—X

(g,x) —x8

takva da vrijedi

* (asocijativnost) x$" = (x2)"

,zasvexe X isveghegG,
* x¢ =x, za svaki x € X, gdje je e jedinica u G.

Npr. trivijalni primjer djelovanja grupe je taj da grupa G djeluje na samu sebe mnoZenjem.

Grupa svih permutacija skupa {1,2,...,n}, koju oznatavamo sa S,, kanonski djeluje na skup



Teorijska pozadina Galoisove reprezentacije pridruZene eliptickim krivuljama

{1,2,...,n}. Ako je K/F Galoisovo proSirenje polja algebarskih brojeva, onda Galoisova grupa
Gal (K/IF) djeluje na K.

Mi Zelimo razumjeti djelovanje grupe Gal (Q/Q) na E[n]. Primijetimo da su koordinate
svih to¢aka u E[n| elementi nekih polja algebarskih brojeva. Najmanje polje nad kojim su defi-
nirane sve tocke iz E[n] (tj. najmanje polje koje sadrzi koordinate svih tih to¢aka) ozna¢avamo

s Q(E[n]) i nazivamo n-to djelidbeno polje od E. Promotrimo kanonski homomorfizam

Gal (Q/Q) — Gal(Q(E([1])/Q).

Jezgra tog homomorfizma je Gal (Q/Q(E(n])). Primijetimo da svaki 6 € Gal (Q/Q(E[n]))
fiksira polje Q(E([n]), a to znadi i da fiksira sve tocke u E[n]. Dakle, vidimo da je za svaki
6 € Gal (Q/Q) dovoljno znati kako on djeluje na Q(E[n]).

Potpuno ista razmatranja vrijede ukoliko umjesto baznog poja Q promatramo bilo koje polje
algebarskih brojeva kao bazno. Preciznije, neka je K polje algebarskih brojeva i E /K elipticka
krivulja. Zelimo razumijeti kako Gal (K/K) djeluje na E[n], a za to je nuZzno i dovoljno razumjeti
kako Gal (K(E[n])/K) djeluje na E|n].

Sada navodimo osnovne definicije i Cinjenice vezane uz djelovanje grupa.

Definicija. Neka grupa G djeluje na skup X i neka je x € X. Orbita elementa x je skup svih
elemenata iz X u koje se x moZe preslikati djelovanjem elemenata g € G. Orbitu elementa x
oznacavamo s Gx, dakle

Gx={x% : g€ G}.

Definicija. Neka grupa G djeluje na skup X i neka su g € G te x € X takvi da je x8 =x. U
tom slucaju kaZemo da je x fiksna tocka od g, odnosno da g fiksira x. Za svaki x € X defini-
ramo stabilizatorsku podgrupu od x (ili izotropsku grupu, ili samo stabilizator) kao skup svih

elemenata grupe G koji fiksiraju x,
Gr={g€G : x*=x}.

Lako se pokaze da je Gy uistinu podgrupa od G. Koriste¢i Lagrangeov teorem lako se

dokazuje

Teorem (o orbiti i stabilizatoru). Neka je G konacna grupa te X konacan i neprazan skup. Tada

je

Gx| =|1G:Gy| = .
| | [ x] |Gx‘
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Primijetimo da je “biti u istoj orbiti” relacija ekvivalencija, dakle, na ovaj nacin dobivamo

particiju skupa X.

Definicija. Neka je G grupa i X skup. Ako djelovanje grupe G na X ima samo jednu orbitu,

tj. ako je Gx = X, za svaki x € X, onda kaZemo da grupa G djeluje tranzitivno na skup X .
KaZemo da grupa G djeluje vjerno na skup X ako za svaki g € G razlicit od e (jedinica u G)

postoji x € X takav da je x8 # x. Ekvivalentno, ako je g € G takav da je x$ = x, za svaki x € X,

onda je g = e (jedinica u G).

Nas ¢e zanimati ¢injenice o E[n], npr. koja su minimalna polja definicije elemenata iz E|n].

Za to nam je potreban pojam reprezentacije grupa.

Definicija. Reprezentacija grupe G na vektorskom prostoru V je preslikavanje grupa

p: G—GL(V), takvodaje p(gig2)=p(81)P(82),
za sve 81,82 € G. Drugim rijeCima, to je homomorfizam grupa.

Neka je E /Q elipticka krivulja. Znamo da je E[n] ~ Z/nZ & Z/nZ te da Gal (Q/Q) djeluje

na E|n], tj. automorfizam je od E[n]. Dakle, dobivamo preslikavanje
Gal (©/Q) — Aut(E[n]) ~ GLa(Z/nZ).

Na ovaj nacin smo dobili homomorfizam grupa Gal (Q/Q) i GL,(Z/nZ). Sjetimo se da umjesto
grupe Gal (Q/Q) moZemo promatrati grupu Gal (Q(E[n])/Q) i nista se nece promijeniti, to

¢emo Cesto preSutno i koristiti.

Definicija. Upravo opisani homorfizam grupe Gal (Q/Q) (tj. grupe Gal (Q(E|[n])/Q)) i grupe
GL,(Z/nZ) nazivamo mod n Galoisova reprezentacija elipticke krivulje E, inducirana s E [n],
za prirodni broj n. Tu reprezentaciju oznacavamo s p,,, ukoliko nije skroz jasno o kojoj eliptickoj

krivulji E je rijec (a uglavnom hoce biti), onda je uobicajena oznaka p,, .
Neka je E/Q elipticka krivulja i neka je n prirodni broj. Neka je o € Gal (Q(E[n])/Q).
Neka tocke P; i P, Cine bazu za E[n]. Tada postoje o, ,7,6 € Z/nZ takvi da je

Pf’:ocP1+BP2 1 PZGZ}/Pl—f—(SPz,

pri Cemu je

_ a vy
p.(0)= 5 € GLy(Z/nZ).
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Cinjenica da je p,(0) invertibilna matrica slijedi iz ¢injenice da je ¢ automorfizam, tj. ima
inverz.

Sliku Galoisove mod n reprezentacije u GL,(Z/nZ) (nakon odabira neke fiksne baze za
E[n]) oznacavamo s Gk (n) (ili Gk g(n) ukoliko je potrebno istaknuti o kojoj eliptickoj krivulji
E/Q je rije). Sjetimo se da kao bazno polje mozemo promatrati bilo koje polje algebarskih
brojeva K. To ¢emo Cesto i Ciniti kako bismo dosli do korisnih informacija o strukturi grupe

Gk (n), upravo radi toga u indeksu navodimo o kojem je baznom polju rije¢. Preciznije,
Gi(n) = {p,(0) : o € Gal(K(E[n])/K)}.

Lema 1.1.1. Neka je E/Q elipticka krivulja. Neka je n prirodan broj i neka je { bilo koji n-ti
korijen iz jedinice. Tada za svaki o € Gal (Q(E[n])/Q) vrijedi

G({) = §oPle)

Prije samog dokaza ove leme, navedimo osnovno o Weilovom sparivanju, koje nam je po-
trebno za dokaz. U [53, Chapter III, §8] mogu se naci detalji oko same konstrukcije Weilovog
sparivanja kao i dokazi svih potrebnih Cinjenica. Ovdje ¢emo navesti o cemu je toc¢no rijec i
koja to¢no svojstva ima to sparivanje. Dakle, bitno nam je da postoji i da ima svojstva koja ima.

Neka je u, skup svih n-tih korijena iz jedinice, tj.
U, ={weC: o" =1}

Neka je K polje algebarskih brojeva i neka je E /K elipticka krivulja te neka je n prirodni broj.

Tada postoji Weilovo sparivanje
en: E[n| X E[n] — u,
koje zadovoljava sljedeca svojstva.

* Bilinearno je. Za sve S,81,8:,T,T1,T» € E[n] je
en(S1+82,T) =en(S1,T)en(S2,T),
en(S,T1 +T2) = e,(S,T1)en(S,T).

o Alternirajuce je. Za svaki T € E[n] je

en(T,T)=1.

Ekvivalentno, za sve S,T € E[n] je e,(S,T) ™! = e,(T,S).
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* Nedegenerirano je. Ako je T € E|n| takav da je
e (S, T)=1, zasveS € E[n],
ondaje T =0.
* Galois invarijantno je. Za sve S,T € E[n] i za sve o € Gal (K(E[n])/K) vrijedi

(€n(S,T))° = e,(S°,TF).

» Kompatibilno je. Za svaki prirodni broj m i za sve S € E[nm] te T € E|[n] vrijedi

enm(S,T) = e,(mS,T).

Sada smo spremni za dokaz leme 1.1.1.

Dokaz leme 1.1.1. Neka je {P,Q} baza za E[n] i neka je e, (P, Q) = ,, gdje je {, n-ti primitivni
korijen iz jedinice, a e, upravo spomenuto Weilovo sparivanje.

Kako je {, primitivni n-ti korijen iz jedinice, znamo da postoji prirodan broj m takav da
je { = {)'. Nadalje, det: GLy(Z/nZ) — (Z/nZ)* je homomorfizam grupa, stoga je dovoljno

pokazati da je 6(§,) = ,?etﬁ"(c).

Neka su a,b,c,d € (Z/nZ)* takvi da je
P° =aP+bQ i Q° =cP+dQ.
Koristeci svojstva Weilovog sparivanja raCunamo:

0(Cn) = o(en(P,Q)) = en(P°,0°) = en(aP+bQ,cP+dQ)
— en(P,P)aCen(P, Q)“den(Q,P)bCen(Q, Q)bd

_ qac, Crclzd . Cn—bc‘ 1bd — C,;ietﬁ"<6). m

Propozicija 1.1.2. Neka je E /K elipticka krivulja, gdje je K polje algebarskih brojeva. Neka

je n prirodan broj i neka je , n-ti primitivni korijen iz jedinice. Tada je
detGg(n) ~ Gal (Q(&,)/KNQ(&,)).

Napomena. detGg(n) = {detp,(c): o € Gal (K/K)}.
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Dokaz. Svaki o € Gal (Q(¢,)/Q) jedinstveno je odreden svojim djelovanjem na {,. Preciznije,
za svaki a € (Z/nZ)* postoji o, € Gal (Q(&,)/Q) takav da je 6,(&,) = £ i obratno, za svaki
o € Gal (Q(&,)/Q) postoji a € (Z/nZ)* takav da je 6 = o,. Neka je g kanonski izomorfizam

g: (Z/nZ)* — Gal(Q(£,)/Q),
g(a) = 0q.

Neka je sada f: Gal (K/K) — Gal (Q(,)/Q) definirana s

f =godetop,.

Znamo da je detGk (n) < (Z/nZ)*, zato je f (Gal (K/K)) < Gal(Q({,)/Q), a to po Galoiso-
voj teoriji, znati da je f (Gal (K/K)) = Gal (Q(&,)/K'), za neko potpolje K' C Q(&,).
Iz prethodne leme 1.1.1 slijedi da je preslikavanje f zapravo restrikcija koja ¢ € Gal (K/ K)

Salje u O-‘Q(Cn) = Gdetﬁ”(a)-
Konatno, slijedi da se f (Gal (K/K)) sastoji od to¢no onih o, koji fiksiraju K NQ(&,),
¢ime je dokazano da je K' = KNQ(&,). |

Takoder, bit ¢e nam potrebno poznavanje Tateovog modula, za detalje je najbolje pogledati

[53, Chapter 111, §7].

Definicija. Neka je E/K elipticka krivulja i neka je ¢ prost broj. Tateov modul ({-adski)
pridruZen eliptickoj krivulji E je grupa

T,(E) = limE[("],
o
gdje inverzni limes promatramo kroz prirodna preslikavanja
L
el 9 g,

Definicija. Neka je E /K elipticka krivulja i neka je ¢ prost broj. Elipti¢koj krivulji E pridru-

Zujemo {-adsku Galoisovu reprezentaciju
p: Gal (K/K) — Aut(Ty(E))
induciranu djelovanjem grupe Gal (K/K) na Tateov modul T;(E).

U viSe navrata ¢e nam se pokazati korisnim rezultat [20, Theorem 2], stoga ga radi potpu-

nosti 1 navodimo.

Teorem 1.1.3. Broj [Autz (T5(E)) : Img(ps)] nije djeljiv s 25.
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1.2. DJELIDBENI POLINOMI

Djelidbeni polinomi nam pruzaju eksplicitni nain baratanja s torzijskim toCkama elipti¢ke kri-
vulje. Iako daju manje informacija od Galoisovih reprezentacija, Cesto ¢e nam biti korisni.

Neka je E /Q elipti¢ka krivulja zadana jednadZbom
y2+a1xy+a3y:x3+a2x2+a4x—|—a6 (1.1)
1 neka je
by, = a% +4ay, by=2a4+ajaz, bg= ag +4ag, bg= a%a6 +4arag — ajazay +a2a% —ai.

Gledamo dugu Weierstrassovu formu radi pune op¢enitosti, iako bismo nad poljem Q (zapravo
nad bilo kojim poljem karakteristike razli¢ite od 2 i 3) sve mogli izloZiti koristeci kratku Weier-
strassovu formu.

Za svaki prirodni broj m definiramo djelidbeni polinom v, € Q[x, y|:
Vo =0,
Y = 17
Y =2y+aix+as,
Y3 = 3xt + b2x3 + 3b4x2 + 3bex + bg,

Vi = - (208 4 box® + 5bax* + 10b6x> + 10bgx* + (bybg — bybg)x + (babg — bZ)),
te dalje rekurzivno

3 3
WVom+1 = Ym+2Vi — Ym—1 V41, zam> 2,

Vo = (¥2) " (WA Wi Win2 — Y2 W W1, zam> 3.

Lako se vidi da je 5, uistinu polinom za prirodni broj m. Naime, dovoljno je primijetiti da
je polinom vy, djeljiv polinomom Y, za svaki prirodni broj m (indukcija).

Nadalje, za prirodni broj m > 2, definiramo polinome

Om = Xllf,i — VYm+1¥Ym—1,

O = (49) " (Vo1 Vs = V2 Wii1)-
Lako se pokaze sljedece:

11
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* Ako je m > 3 neparan prirodni broj, onda su polinomi y,,, ¢, i y~ ' @,, zapravo polinomi

u varijablama x i (2y +ayx +as)>.

+ Sli¢no, ako je m paran prirodni broj, vrijedi da su polinomi (2y 4 ajx+a3) ™ W, O i @y

takoder polinomi u varijablama x i (2y +ajx +a3)?.

Dakle, zamijenimo li (2y 4 ajx+a3)? s 4x> + box? + 2b*x + bg, vidimo da je svaki od tih
polinoma zapravo polinom u varijabli x. Tako ¢emo ih i promatrati.
Sljedecu ¢injenicu navodimo bez dokaza. Dokaz je potpuno tehnicki i za detalje je zgodno

pogledati u [42,44,53].

Propozicija. Neka je P = (x,y) tocka na eliptickoj krivulji E s jednadzbom (1.1). Neka je

n > 2 prirodni broj, tada je

_ ¢n(x7y> a)n(x7y)
"= <w,%<x,y>’ w,%<x,y>) |

Nadalje, primijetimo da su nultocke djelidbenog polinoma y;, zapravo x-koordinate toCaka
iz E[n]. Stovise, sve x-koordinate to¢aka iz E[n], osim tocke 0, su nultotke polinoma .

Treba biti oprezan, ne odgovara svaka nultocka polinoma y;, x-koordinati tocke reda n, vec
x-koordinati tocke P takve da je nP = 0, to ne znaci da je P reda n. Ukoliko Zelimo, za prost
broj p, naéi x-koordinate to¢aka reda p™*! (za neki prirodni broj m), to ée biti upravo nultotke

wpm+1

polinoma .
le
Komentirajmo joS sljede¢e. Ako y;, ima nultocku nad nekim poljem algebarskih brojeva

K, to ne znaci nuzno da nad tim poljem elipti¢ka krivulja £ ima tocku P takvu da je nP = 0.
Naime, ne mora nuzno i y koordinata biti definirana nad K. No, ono §to znamo je da ¢e sigurno
biti definirana nad nekim kvadratnim proSirenjem od K.

Poznato je da se djelidbeni polinomi eliptickih krivulja s istim j-invarijantama podudaraju
do na multiplikativnu konstantu. Preciznije, neka su E /K i E’' /K elipti¢ke krivulje nad poljem
algebarskih brojeva K te neka je n prirodni broj. Neka su ¥, i v, redom n-ti djelidbeni polinomi
elipti¢kih krivulja E i E’. Tada postoji broj 0 # d € K takav da je v, = dy,.

To zapravo znali da je skup nulto¢aka polinoma y,, isti kao skup nulto¢aka polinoma .
Ovu cCinjenicu ¢emo Cesto koristiti bez da se posebno referiramo na nju. Naime, iz nekog
(uglavnom torzijskog) svojstva elipticke krivulje E /K ponekad mozemo zakljuciti koja je (jedna
ili njih kona¢no mnogo) moguénost za j(E). U tom trenutku moZemo odabrati proizvoljnu
elipti¢ku krivulju E’/K takvu da je j(E') = j(E) i na taj nacin odrediti skup nulto¢aka bilo
kojeg djelidbenog polinoma elipticke krivulje E.

12
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1.3. MODULARNE KRIVULJE

U ovoj sekeiji slijedimo [12, Chapter 1]. Navest ¢emo osnovno o modularnim krivuljama koje
¢e istovremeno biti kvocijent gornje poluravnine po nekoj matri¢noj grupi i prostor parametara
klasa izomorfizama eliptickih krivulja skupa s nekim (torzijskim) svojstvom.
Modularna grupa je grupa
SLy(Z) = . Z s a,b,c,d €7, ad —bc=1
c

Riemannova sfera je skup kompleksnih brojeva proSiren s “to¢kom u beskonacnosti”, tj.
C = CU{eo}.

Svaki element modularne grupe moZzemo promatrati kao automorfizam Riemannove sfere

na sljedeci nacin: neka je 7 € C, tada je

Komentirajmo $to se zbiva s tockom oe:

d
akojec#0,onda —— — 00— —,
c c

akojec=0,onda oo — oo

Modularna grupa je generirana matricama

11 0 -1
0 1 1 0
To znaci da se sve transformacije Riemannove sfere definirane elementima iz modularne grupe

mogu dobiti kompozicijama funkcija
1
T—7+1 1 T— -7
Gornja poluravnina je skup kompleksnih brojeva ¢iji je imaginarni dio pozitivan, tj.

H ={teC : Im(t) > 0}.

a b
Neka je y = € SLy(Z), primijetimo da je
d

tm(y(e) = P,

dakle modularna grupa Salje gornju poluravninu u gornju poluravninu.

13
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Definicija. Neka je N prirodni broj. Glavna kongruencijska podgrupa nivoa N je grupa

a b a b 1 0
['(N) = €SLy(Z) : = (mod N)
c d c d 0 1

Primijetimo da bismo glavnu kongruencijsku podgrupu mogli definirati i kao jezgru kanon-
ske “redukcije modulo n”

SLz(Z) — SLQ(Z/NZ).

Definicija. PodgrupaT od SL,(Z) je kongruencijska podgrupa ako postoji prirodni broj N
takav da je I'(N) < I'. Nivo kongruencijske podgrupe I' je najmanji prirodni broj N takav da je
I'(N) <T.

Primijetimo da je, za svaki prirodni broj N, glavna kongruencijska podgrupa I'(N) konac-
nog indeksa u grupi SL,(Z), $to znaci da je svaka kongruencijska podgrupa takoder konacnog
indeksa u SL,(Z).

Osim glavne kongruencijske podgrupe, bit ¢e nam vaZzne i sljedeCe dvije kongruencijske

podgrupe.
a b a b * %
I'h(N) = €SLy(Z) : = (mod N) »,
c d c d 0 =
a b a b 1 %
I'(N)= €SLy(Z) : = (mod N)
c d c d 01

Primijetimo da je

['(N) <T'|(N) <Ty(N) <SLy(Z).
Definicija. ReSetka A C C je diskretna podgrupa ranga 2, tj.
A=7ZA +7ZAy,
gdje su Ay i Ay kompleksni brojevi linearno nezavisni nad R.

Primijetimo da je baza {A;,A,} jedinstvena do na GL,(Z).
Napomenimo da viSe detalja o elipti¢kim krivuljama E /C moZemo naci u [53, Chapter VI].

Bez dokaza navodimo iduci teorem koji nam je bitan za daljnja razmatranja.

14
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Teorem. Neka je E/C elipticka krivulja, tada postoji reSetka A C C takva da je
E ~C/A.

Radi gornjih opservacija znamo da svakoj eliptickoj krivulji £ /C moZemo pridruZiti reSetku
A C Citotakvu da je
A=7Z+7Z,

gdje je T € . Primijetimo da za svaki y € SLy(Z) vrijedi da su A i Z + y(7)Z iste reSetke
(zapravo vrijedi i obrat). Vidimo da zapravo moZemo poistovjetiti sve elemente 7;, 7, € JZ za

koje postoji ¥y € SL,(Z) takva da je y(t;) = 1». Preciznije, promatramo kvocijent
SLy(Z)\A ={SLy(Z)t : T€H}.
Dakle, dobili smo bijekciju medu skupovima
{elipticke krivulje nad C do na izomorfizam} — SLy(Z)\ o2 .

KaZemo da je SL,(Z)\ 7 prostor parametara za elipticke krivulje. Vidjet éemo da na sli-
¢an nacin grupe I'(N), T'o(N) i I'; (N) generiraju prostor parametara elipti¢kih krivulja s nekim

(torzijskim) svojstvom.

Definicija. Za kongruencijsku podgrupu I" od SL;(Z) definiramo modularnu krivulju kao

kvocijentni prostor orbita od T, tj.
Y(I) =T\ ={I't : t€x}.

Objasnimo najprije pojmove vezane uz eliptiCke krivulje definirane nad poljem kompleks-
nih brojeva Kasnije ¢emo objasniti $to se dogada nad poljima algebarskih brojeva. Uvedimo
najprije notaciju

[E,objekt na E],
gdje je E elipticka krivulja. Tom notacijom oznacavamo klasu izomorfizma eliptickih krivulja i

pripadajucih objekata. Vrste objekata koje promatramo su sljedece.

* Podgrupa grupe tocaka na E reda N, za neki prirodni broj N, u oznaci C. Ekvivalentno,
jezgra N-izogenije. Reci ¢emo da su parovi (E,C) i (E’,C") izomorfni (oba pripadaju

klasi [E, C]) ako postoji izomorfizam eliptickih krivulja f: E — E’ takav da je f(C) =C'.
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» Totka P € E reda N, za neki prirodni broj N. Reéi ¢emo da su parovi (E,P) i (E,P’)
izomorfni (oba pripadaju klasi [E, P]) ako postoji izomorfizam elipti¢kih krivulja f: E —

E' takav da je f(P) =P’

* Uredeni par (P, Q) to¢aka na E takvih da je

2mi

(P.Q)~7Z/NZLBZ/NZ i en(P,Q)=eVN,

gdje je N prirodni broj, a ey Weilovo sparivanje (pogledati na stranicu 8). Reci ¢emo da
su parovi (E,(P,Q)) i (E',(P',Q")) izomorfni (tj. da pripadaju istoj klasi [E, (P,Q)]) ako
postoji izomorfizam elipti¢kih krivulja f: E — E’ takav daje f(P) =P'i f(Q)=Q'.

Sada definiramo sljedece skupove (E je elipticka krivulja, a N prirodni broj):

So(N) ={[E,C] : C je podgrupa grupe toaka na E reda N},
Si(N)={[E,P] : PjetoCkareda N naFE},

2mi

S(N)={[E,(P,Q)] : POQEE, (PQ)~Z/NLSL/NL, en(P.Q)=eV

Nadalje, ozna¢imo modularne krivulje za (tj. kvocijentne prostore orbita od) I'o(N), T'1(N) i
I'(N) sa
Yo(N) =To(N\A, Yi(N) =T1(N\A, Y (N)=D(N)\A.

Takoder, napomenimo da, za T € .77, sa E; oznacavamo pripadajucu klasu izomorfizama elip-
tickih krivulja C/A+, gdje je A; = Z + TZ.
Sada smo spremni iskazati vazan teorem koji nam govori §to to¢no parametrizira svaka od

spomenutih modularnih krivulja.
Teorem. Neka je N prirodni broj.

(a) Skup Yo(N) =To(N)\A je prostor parametara za

so) = {[re (L e a)] - eer)

Dvije tocke [Er,{x +Ac)] i [Ev, (% + Ay )] sujednake ako i samo ako je
F()(N)T = F()(N)’L'/.

Dakle, postoji bijekcija
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So(N) —  Yo(N),
[Ex.(x +A:)] — ToN)t.

(b) SkupY(N)=T"1(N)\F je prostor parametara za

S1(N) = {[ET,%JFAT} : 1:6%”}.

Dvije tocke [Ez, %+ A¢] i [Ev,  + Ay su jednake ako i samo ako je
[ (N)t=T1(N)7.
Dakle, postoji bijekcija
S1(N) —  1i(N),
[Er,x+A] — TN

(c) SkupY(N)=T'(N)\SZ je prostor parametara za

S(N) = HET,<%+AT,%+AT>} : re%}.

Dvije tocke [Er, (F+Ac,y+A)] i [ET/, (%—FATr,%\,—i—AT/)} su jednake ako i samo
ako je
[(N)T=T(N)7'.

Dakle, postoji bijekcija

S(N) —  Y(N),
[Ee, (5 +Ac,v+A)] — TNz
Primijetimo da ako specijaliziramo N = 1, dobivamo da je

Yo(1) =Yi(1) =Y (1) =SLo(Z)\A

te svaka od ovih modularnih krivulja u tom slucaju predstavlja naprosto skup klasa izomorfi-
zama eliptickih krivulja (nad C).

Skupovi Yy(N), Y1(N) i Y(N) nisu kompaktni. Kako bismo ih kompaktificirali najprije
definiramo

S =7 UQU {eo}.
Sada, za kongruencijsku podgrupu I" definirajmo
X(T)=T\s".
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Teorijska pozadina Modularne krivulje

Dakle, X (I") jednak je uniji skupa Y (I") i konacnog skupa klasa elemenata iz Q U {eo} koji se
zovu kaspovi.

Moze se pokazati da Xo(N), X;(N) i X(N) imaju strukturu Riemannove plohe te da su i
algebarske krivulje. 1z toga slijedi da su i Yo(N), Y;(N) te Y (N) algebarske krivulje. Stovise,
Yo(N) i Y1(N) se mogu definirati nad Q, dok se Y(N) moZe definirati nad Q(Cy), gdje je n
primitivni N-ti korijen iz 1. ViSe detalja o ovoj temi, kao i same dokaze moguce je pronaci

u [12, Chapter 2]

Napomena. Tocke uSo(N), Si(N) i S(N) odreduju krivulje skupa s nekom strukturom “do na
izomorfizam”. Ako zanemarimo na trenutak tu strukturu i promatramo samo elipticku krivu-
lju, namece se prirodno pitanje — nad kojim poljem je taj izomorfizam definiran? Odgovor je

sljedeci.
e Toc¢ka na So(N) koja je K-racionalna definira elipticku krivulju E do na K-izomorfizam.

» Tocka na S|(N), odnosno tocka na S(N) koja je K-racionalna definira elipticku krivulju

E do na K-izomorfizam.

Prostor parametara So(N) je primjer grubog prostora parametara koji razaznaje elemente
do na izomorfizam nad algebarskih zatvorenjem. Prostori parametara S;(N) (za N > 5) i S(N)
(za N > 3) su primjeri finih prostora parametara koji razaznaju elemente do na izomorfizam
definiran nad tim poljem.

Spomenimo jo$ sljedeci pojam: Jakobijan modularne (tj. bilo koje algebarske) krivulje.
Necemo ulaziti u detalje (koji se mogu naéi u npr. [51, Chapter 5]). Zapravo nam je jedino
bitno znati da za svaku modularnu (tj. za bilo koju algebarsku) krivulju X postoji Abelova
mnogostrukost Jx s nekim lijepim svojstvima.

Naime, ako je K polje algebarskih brojeva, onda je grupa K-racionalnih to¢aka na X u
funkcijskom odnosu s grupom K-racionalnih to¢aka na Jx. Dodatno, grupa Jx (K) je konaéno
generirana Abelova grupa. Na ovaj na¢in moZemo proucavajuci Jakobijan krivulje saznati neke
iznimno vrijedne informacije o samoj krivulji. Na nekoliko mjesta u ovom radu upravo to i

radimo. Pogledati npr. dokaze leme 3.4.3.
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1.4. KVADRATNI TWIST

U ovoj sekciji u jako kratkim crtama Zelimo prikazati Sto je to kvadratni twist elipticke krivu-
lje. Takoder, istaknut éemo neka svojstva koja éemo tokom rada koristiti bez da se posebno
referiramo na njih. Naime, ti rezultati se smatraju “opce poznatima”. Za detalje svakako pogle-
dati [53, Chapter X, §5].

Neka je E/Q elipticka krivulja s Weierstrassovom jednadzbom

te neka je d kvadratno slobodan cijeli broj. Kvadratni twist elipticke krivulje E za d, koji ¢emo

oznatiti s E@ je elipti¢ka krivulju s jednadZbom

Neka je E/Q elipti¢ka krivulja, neka je d kvadratno slobodan cijeli broj i neka je n neparni

prirodni broj. Nadalje, neka je K polje algebarskih brojeva koje ne sadrzi v/d, tada je
E(R(Vd))[n) ~ E(K)[n] @ E¥)(K)[n].
Nadalje, vrijedi i (pogledati npr. u [1])

tk(E(K(Vd))) = rk(E(K)) 4 tk(E D (K)).
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2. Z,-PROSIRENJE

2.1. STO JE TO Z,-PROSIRENJE?

Ono $to Ce se u ovom radu proucavati je Z,-proSirenje polja racionalnih brojeva. Tocnije,
zanima nas ponaSanje torzijske grupe nad Z,-prosirenjima od Q elipti¢kih krivulja definiranih
nad Q. No prije ikakvog govora o tome, potrebno je saznati §to je to Z,-proSirenje od QQ. Radi

potpunosti to i izlazemo u ovom poglavlju.

Definicija. Neka je F polje algebarskih brojeva i neka je p prost broj. Beskonacno Galoisovo
prosirenje Fo, /IF naziva se Z,-proSirenje ako je topoloska grupa Gal (F../F) izomorfna aditivnoj

grupi p-adskih cijelih brojeva, Z,,.

Ovdje podrazumijevamo poznavanje pojmova kao $to su polje algebarskih brojeva, besko-
nac¢no Galoisovo prosirenje, topoloska grupa, p-adski cijeli brojevi. Osnovno o svemu navede-
nom moze se naéi u [44].

Objasnimo, ukratko, o kojoj je to¢no topologiji rije¢ na grupi G = Gal (F./F). Naime, to
¢e nam biti bitno jer smo onda u stanju, koriste¢i fundamentalni teorem beskonacne Galoisove
teorije, odrediti sva medupolja proSirenja Fe, /TF.

Na grupi G promatramo prirodnu topologiju, koja se zove Krullova topologija (viSe o tome
moZe se naci u [49]), a definirana je na sljedeci nacin. Definiramo kolekciju skupova u G koji

¢ine bazu otvorenih skupova oko 1 (tj. oko trivijalnog automorfizma):

{Gal (F./K) : Kpolje takvodaje F.. DK DFi [K:F] < eo}.

Odnosno, skup U C G je u bazi otvorenih skupova oko 1 ako 1 samo ako postoji medupolje
Fo. D K 2 F takvo da je stupanj [K : IF] konaan i za sve ¢ € U vrijedi da je o[, = 1].
Ono §to nam je sada potrebno je tzv. fundamentalni teorem beskonacne Galoisove teorije,

viSe detalja o njemu moZe se naci u npr. [38].
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Postoji bijekcija (analogon one u konacnoj Galoisovoj teoriji) izmedu skupova
{zatvorene podgrupe od Gal (F./IF)} — {medupolja prosirenja Fo./F}.

Zatvorena podgrupa H odgovara medupolju kojeg fiksiraju automorfizmi sadrzani u H 1 obratno.
Kako je Gal (F../F) ~ Z, i kako su sve zatvorene podgrupe (osim trivijalne) od Z, oblika

P"Z, (za prirodan broj n), zakljucujemo da sva medupolja prosirenja F., /I formiraju toranj
F=FyCcF,CcF,CcF;C...CF..

Ovdje je, za svaki prirodni broj n, [, jedinstveno polje stupnja p” nad F, sadrzano u F... To
medupolje nazivamo n-tim slojem Z,-prosirenja Fo. /F.

Kao Sto ¢emo vidjeti u nastavku, svako polje algebarskih brojeva ima barem jedno Z,-
proSirenje, tzv. ciklotomsko Z,-proSirenje. Neka je [F polje koje je sadrzano u Q% tj. u mak-
simalnom Abelovom prosirenju od QQ, onda je poznato da je ciklotomsko proSirenje polja F
jedino Z,-prosirenje tog polja. Ako je IF totalno realno polje, koje nije nuzno sadrzano u Q»,
onda Leopoldtova slutnja [34] govori da je i u tom slucaju istina da je ciklotomsko prosirenje
polja IF jedino Z,-proSirenje tog polja, no, to je i dalje otvoren problem. Ukoliko polje I nije
totalno realno, onda je poznato da postoji beskonano mnogo razliCitih Z,-prosirenja polja .

U nastavku opisujemo konstrukciju spomenutog ciklotomskog proSirenja. Neka je, za pri-
rodni broj n:

U,={weC : 0" =1},

skup svih n-tih korijena iz jedinice. Nadalje, neka je
e = J .
neN

skup svih @ € C za koje postoji neki prirodni broj n takav da je @”" = 1. Primijetimo da je

Qup) =Q(&pr) 1 Qup~) = H Q(&pr),

neN
gdje je sa {, standardno oznaCen n-ti primitivni korijen iz 1.

Znamo da za svaki prost broj i za svaki prirodni broj n vrijedi da je
Gal (Q(up)/Q) = (Z/p"Z)" = (2] (p—1)2)& (Z/p"'Z).

Dakle, zaklju¢ujemo da je

Gal (Q(t,-)/Q) = limGal (Q(p)/Q) = lim ((Z/p"Z)" ) = A, © 2,

n
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Z,-prosirenje Sto je to Ly-prosirenje?

edje je A, C Gal (Q(iy=)/Q) i Ay = 2/ (p— 1)Z.

Sada naprosto definiramo da je

Qw = Q(.up“’)Ap-

Za opcCenito polje algebarskih brojeva F definiramo Fe, = FQ.,, vidimo da je Gal (Fo /F) ~ Z,,,
tj. ovo proSirenje uistinu jest Z,-prosirenje.
Primijetimo da smo ovime zapravo odredili i svaki sloj konstruiranog Z,-proSirenja. Naime,
vrijedi da je
Qn = Qe NQ(Kpns1).

U slucaju p = 2 je naprosto Q, = Q (cos (zn—’il)) te Qo = U Qy. Ovdje je zgodno primi-
neN

@n=@<V2+m>,

jetiti da je zapravo

gdje se v/ pojavljuje n puta.
Vise detalja o opCenitim Z,-proSirenjima i Iwasawinoj teoriji moZe se naci u [56].

Napomenimo joS da je, za p > 3,

@n = Q(I"Lp"+l )+7

$to je maksimalno realno potpolje od Q( My ). Takoder, za p = 2 vrijedi da je

Qn= @(“2"+2>+'
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Z,-prosirenje Zy-proSirenje od Q

2.2. Z,-PROSIRENJE OD QQ

Kao Sto ¢e uskoro biti pokazano (Teorem 2.2.1), spomenuto ciklotomsko Z,-proSirenje je jedino

Z,-prosirenje od Q. Uvedimo oznake:
* Q- je ciklotomsko Z,-proSirenje od Q,
* Qn,p je n-ti sloj proirenja Qw ,/Q, tj. imamo
Q=QpCQpCQ)pC- CQxp.
Prisjetimo se da je [Q, , : Q] = p" te da je

Qoo p = Q(“P‘”)AP i Qup= Q(anH) N Qe p,

za prost broj p > 31

Q2 =Q \/2+v2+---+f% te Qup=[J Q2

neN

n pojavljivanja v/

Teorem 2.2.1. Neka je p prost broj i K polje koje je Z,-proSirenje polja Q. Tada je
K = Qs p-

Dakle, ovaj teorem govori da je ciklotomsko Z,-proSirenje jedino Z,-proSirenje polja raci-

onalnih brojeva.

Dokaz. U ovom dokazu ¢emo Kkoristiti uobi¢ajene oznake, tj. sa Zj]r ¢emo oznaciti aditivhu
grupu g-adskih cijelih brojeva, dok ¢emo sa Z; oznaciti multiplikativnu grupu invertibilnih g-
adskih cijelih brojeva. Neka je .. skup svih korijena iz jedinice. Kronecker - Weberov teorem
(pogledati u [33, str. 210, Corollary 3.]) govori da se svako Abelovo proSirenje polja Q nalazi u
Q(Uw). Kako je K/Q Abelovo prosirenje, zaklju¢ujemo da je K C Q(u). Nadalje, znamo da
je (opet pogledati u [33, §10])

Gal (Q(=)/Q) ~ [] z; =12

q prost
Zakljucujemo da je Z; ~ Gal (K/Q) kvocijent od 7. Poznato je da grupa Z; nema torzije

(vidjeti u [18]) pa zakljucujemo da jezgra kanonskog homomorfizma

Gal (Q(u)/Q) — Gal (K/Q)
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sadrzi (7 )ors, §to zapravo znaéi da je Gal (K/Q) kvocijent od

A A

)2 Yors = [ Zi /(2] s = (1+4Z5) < T (1+4Z).
g prost g#2 prost

Ovdje smo koristili ¢injenicu da je
Zg~=pg1x(1+qZy), zaq#2 i  Zy ={El}x(1+4Z5),

gdje je u,—1 multiplikativna grupa (¢ — 1)-vih korijena iz jedinice u Z,. Nadalje, vrijedi da je
1+qZ) ~ Z;“, za sve proste brojeve ¢ > 3 te daje 1 +47Z; ~ Z;. U grupama Z; nema torzije,
stoga je (Z;)tors = Ug—1, za sve proste brojeve g > 3 te (Z5 )iors = {£1}.

Puno vise detalja vezanih uz teoriju g-adskih cijelih brojeva moze se naci u [18, §3].

Neka je n prirodan broj te neka je K,, jedinstveno polje stupnja p" nad Q koje je sadrZzano
u K, tj. K, je n-ti sloj prosirenja K/Q. Po definiciji Z,-prosirenja je Gal(K,/Q) ~ Z/p"Z.
Kako je Gal (K/Q) kvocijent od Z* /(2 )irs. zaklju¢ujemo da je i Gal (K, /Q) kvocijent od
2 /(Z*)iors. Pretpostavimo nadalje da je p > 2. Grupa Gal (K,/Q) je konaéna i reda je p",

stoga je polje K, fiksirano s

(2 /(2o = (1 +4Z5)" < T] (1+4q25)"

q#2 prost
=(1+p"'Z)x (1+4Z5) < [] (+4qZ)).
q#2,q prost
Zato je polje K = | K, fiksirano s
neN
@) (Z)ors)” = (1+425) % [T (1+4Z;) = Gal (Q(t) / Q)1 .
neN q#2.,p prost

Zakljucujemo da je K C Q(up=)*»! = Qu p, ali K je Z,-prosirenje od Q, stoga mora biti

K = Qw,p. Dokaz u slucaju p = 2 je analogan. [
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3. TORZIJA NAD Z,-PROSIRENJEM OD Q

Jedan od glavnih rezultata ovog rada je potpuno rjeSenje problema rasta torzije elipticke krivulje
definirane nad Q u Z,-proSirenjima od Q. M. Chou, H. B. Daniels i F. Najman su skupa s LK.

napisali ¢lanak [6] u kojem su takoder izloZeni navedeni rezultati.

3.1. POZNATI 1 POMOCNI REZULTATI

Sljedeca propozicija je direktna posljedica Weilovog sparivanja, dokaz se moZe naci u [53, Ch.

I1I, Cor. 8.1.1].

Propozicija 3.1.1. Neka je L C Q, E/L elipticka krivulja i n prirodan broj. Ako je E[n]

sadrZano u E (L), onda je n-to ciklotomsko polje Q({,) sadrZzano u LL.
Ono Sto ¢e nam biti od koristi je sljedeci direktni korolar prethodne propozicije.

Korolar 3.1.2. Neka su p i g > 2 prosti brojevi. Tada je

E(Qwp)lg] ={0} ili Z/qZ.

Napomena 3.1.3. Ovo zapravo znaci da E(q"]| € E(Qw,,), za svaki prost broj g > 2 i za svaki
prirodan broj n. Nadalje, vrijedi i da E[2""1] ¢ E(Qw ), za svaki prirodan broj n. Uz analogan
dokaz.

Dokaz. Jedini korijeni iz jedinice sadrZani u Qe , su —1 i 1, stoga se Q({,) ne nalazi u Q. p,

rezultat sada slijedi iz prethodne propozicije 3.1.1. [

Kazemo da elipticka krivulja E /Q ima racionalnu n-izogeniju ako postoji elipticka krivulja

E'/Q takva da postoji izogenija f: E — E’ stupnja n definirana takoder nad Q.

Lema 3.1.4. Neka je E/Q elipticka krivulja i neka je F Galoisovo proSirenje od Q. Neka
je p prost broj i neka je k najveci cijeli broj za koji je E[pX] C E(F). Ako E(F)ys sadrzi
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podgrupu izomorfnu sa 7./ p*Z @© 7./ p’ 7, gdje je j > k prirodan broj, onda E ima racionalnu

p/~*-izogeniju.
Dokaz. Rijec€ je o rezultatu [9, Lemma 4.6], gdje se moZe vidjeti i dokaz. [

Navedimo i jedan od klasi¢nih Mazurovih i Kenkuovih rezultata koji moZemo naéi u [27-

30,37].
Teorem 3.1.5. Neka je E/Q elipticka krivulja s racionalnom n-izogenijom, tada je
n<19 ili ne{21,25,27,37,43,67,163}.

Korolar 3.1.6. Neka je E/Q elipticka krivulja i neka je p prost broj. Ako E(Qu p)tors sadrZi

tocku reda q", za neki prost broj q i prirodan broj n, onda je
q' €{2,3,4,5,7,8,9,11,13,16,17,19,25,27,32,37,43,67,163}.

Dokaz. Neka je najprije ¢ = 2. Iz napomene 3.1.3 vidimo da E[4] ¢ E(Qw, ). Dakle, uz

oznake kao u lemi 3.1.4 zaklju¢ujemo da je k < 1, $to znaci da E ima racionalnu 2"~ '-izogeniju.

Konacno, koristeci teorem 3.1.5 vidimo da su jedine moguénosti za 2" upravo 2,4, 8,16,32.
Ako je ¢ > 3, onda po korolaru 3.1.2 znamo da E[q] € E(Qw ) pa prema lemi 3.1.4 zaklju-

c¢ujemo da E ima racionalnu ¢"-izogeniju. Rezultat sada slijedi iz teorema 3.1.5. |
Sljedeca dva bitna teorema su rezultati [17, Theorem 5.8 i Theorem 7.2].

Teorem 3.1.7. Neka je E/Q elipti¢ka krivulja i neka je p prost broj te P tocka reda p na E.
Tada

* ako je p < 13 ili p = 37, onda su jedini moguci slucajevi za [Q(P) : Q|, od kojih se svi

pojavljuju:
p [Q(P): Q)
2 1,2,3
3 1,2,3,4,6,8
5 1,2,4,5,8,10,16,20,24
7 1,2,3,6,7,9,12,14,18,21,24,36,42,48
11 5,10,20,40,55,80,100,110,120
13]3,4,6,12,24,39,48,52,72,78,96,144,156,168
37 12,36,72,444,1296,1332,1368
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* akoje p > 13 i p # 37, onda se iduci slucajevi za [Q(P) : Q| pojavljuju:

1. p>—1, za sve p,
2. 8, 16, 32, 136, 256, 272, 288, zap=17,
3. pT—l, p—1, @, p(p—1), ako je p € {19,43,67,163},
4. 2(p—1), (p—1)2, ako je p=1 (mod 3) ili (—TD) =1,

zanekiD € {1,2,7,11,19,43,67,163},

s (=12 2(p—1)°

’ 3 ’ 3 ’
pP—1 2(p*—1)
3 7 3 ’

ako je p=4,7 (mod 9),

6.

ako je p=2,5 (mod 9),

* ako p #8 (mod 9), onda su jedine mogucnosti one navedene u prve dvije tocke. Ako je
p =8 (mod 9), onda postoje jo§ samo dvije mogucnosti za [Q(P) : Q]:

pr—1 2(p*—1)
3 3

Nije poznato pojavljuju Ii se ili ne, no poznato je da nema drugih mogucnosti.

Teorem 3.1.8. Neka je p najmanji prosti djelitelj prirodnog broja d i neka je K /Q proSirenje
polja stupnja d. Tada

ako je p > 11, onda je E(K)tors = E(Q)tors,

* ako je p =1, onda je E(K)[q™] = E(Q)[q™], za sve proste brojeve g razlicite od 7,

ako je p =5, onda je E(K)[q] = E(Q)[g™], za sve proste brojeve q razli¢ite od 5,7 i 11,

ako je p =3, onda je E(K)[¢] = E(Q)[¢™], za sve proste brojeve g razli¢ite od 2, 3, 5,
7,11,13,19,43,67 1 163.

Iduca lema nam je korisna buduéi da njome efikasno eliminiramo nemali broj slucajeva.

Lema 3.1.9. Neka je E/Q elipticka krivulja i neka je p prost broj. Neka je q # 2 prost broj
takav da p { g — 1. Nadalje, neka je K/Q cikli¢ko proSirenje polja stupnja p i neka je P € E
tocka reda q. Ako je P € E(K), onda je P € E(Q).

Dokaz. Pretpostavimo li da je Q({,) CK, onda g—1=[Q({,) : Q] | [K: Q] = p, a kako je
q # 2 to znadi da je ¢ — 1 = p. Medutim, to je kontradikcija buduéi da p{ g — 1. Stoga, po
korolaru 3.1.2 slijedi da je E(K)[q] ~ Z/4Z.
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Pretpostavimo da P ¢ E(Q), to znaci da postoji o € Gal (K/Q) takav da P® # P, odnosno
da postoji a € {2,3,...,q— 1}, takav da je P° = aP. Kako je [K: Q] = p, znamo da je 6’ =1,
stoga je

P=rpP° =a’P,
Sto znaCidaje a’? =1 (mod g). No, takav a € {2,3,...,¢— 1} postoji ako i samo ako p | g — 1,

Sto je kontradikcija. [

Iduca lema i njen korolar nam brzo i efikasno odgovaraju na pitanje u kojem sloju Z,-

proSirenja se tocka reda n nalazi, ako uopée postoji.

Lema 3.1.10. Neka je E/Q elipticka krivulja i P € E toc¢ka reda n takva da je Q(P)/Q Galo-
isovo progirenje. Ako je E(Q(P))([n] ~Z/nZ, onda je Gal (Q(P)/Q) izomorfno nekoj podgrupi
od (Z/nZ)*.

Dokaz. Prosirenje Q(P)/P je Galoisovo §to znaci da za svaki 6 € Gal (Q(P)/Q) vrijedi da je
red tocke P° takoder jednak n. To znali da za svaki o € Gal (Q(P)/Q) postoji a € (Z/nZ)*
takav da je P° = aP. Konacno, kako je djelovanje grupe Gal (Q(P)/Q) na (P) vjerno, zaklju-
¢ujemo da je Gal (Q(P)/Q) izomorfno nekoj podgrupi od (Z/nZ)*. [

Napomena 3.1.11. Za prirodni broj n, ¢(n) je broj prirodnih brojeva manjih od n i relativno
prostih s n (tj. broj elemenata grupe (7Z/nZ)* ). Nadalje, za prost broj p i prirodni broj k, v, (k)

je najveca potencija broja p koja dijeli broj k.

Korolar 3.1.12. Neka je n > 1 neparan prirodni broj. Neka je E/Q elipticka krivuljai P € E
tocka reda n takva da je Q(P) C Qw p. Tada je Q(P) C Qp,p, gdje jem =v,(¢(n)).

Dokaz. 1z propozicije 3.1.1 zakljuujemo da E[n| € E(Qw ), stoga je E(Q(P))[n] ~ Z/nZ,
primjenom leme 3.1.10 zaklju¢ujemo da je Gal (Q(P)/Q) izomorfno nekoj podgrupi grupe
(Z/nZ)* kojaima ¢ (n) elemenata. Kako znamo da je Q(P) C Qw p, zakljuCujemo da je stupan;
prosirenja Q(P)/Q oblika p* te za taj prirodni broj & vrijedi k < v,(¢(n)). Konacno, preostaje

se sjetiti ¢injenice da je stupanj proSirenja Q,, ,/Q jednak p™. [ |

Iduéi korisni alat je [17, Proposition 4.6], ali s malo jacim pretpostavkama koje su dostatne

za naSe potrebe.

Propozicija 3.1.13. Neka je E /F elipticka krivulja, gdje je F polje algebarskih brojeva. Na-
dalje, neka je p prost broj, n prirodan broj i P € E toc¢ka reda p"*! takva da E(F(pP)) ne sadrZi
tocke reda p"*!. Ako je prosirenje F(P)/F(pP) Galoisovo, onda je [F(P) : F(pP)] € {p, p*}.
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Dokaz. Neka je Q = pP, promotrimo jednadZbu

pX = Q. 3.1)

Ono §to nas zanima su moguénosti za [F(P) : F(Q)], gdje je P rjeSenje od (3.1). Taj stupanj
je jednak duljini orbite od tocke P pri djelovanju grupe G = Gal (F(P)/F(pP)) na rjeSenja
jednadzbe (3.1).

Ocito je da su sva rjeSenja jednadzbe (3.1) u bijekciji s E(IF(P))[p]. Sva rjeSenja, dakle njih
p? se pri djelovanju grupe G raspadaju na orbite uz uvjet da ako je tocka P definirana nad nekim
poljem, da su onda 1 svi viSekratnici od P takoder definirani nad tim istim poljem. To znaci da
se sva rjeSenja jednadZbe (3.1) nalaze u orbitama jednakih duljina. Pretpostavimo da imamo m

orbita i da su sve duljine d. Tada znamo da je

d-x€{p,p*}.

Konacno, to znai da je d € {p, p>}, &ime smo gotovi. [ |
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3.2. REZULTATI

Sada ¢emo navesti rezultate iz kojih saznajemo sve moguée torzije elipti¢kih krivulja E /Q nad
poljima Q.. ,. Preciznije, vidjet ¢emo da za proste brojeve p > 5 nad poljima Q. , torzija uopce
ne raste. Nad poljima Q.3 i Qo torzija moZe rasti, ali to¢no otkrivamo sve moguce grupe u

koje moZe narasti.

Teorem 3.2.1. Neka je E/Q elipticka krivuljai p > 5 prost broj, tada je

E(Qeo,p) ors = E(Q)tors-
Teorem 3.2.2. Neka je E /Q elipticka krivulja, tada je E(Qc 3)tors izomorfno nekoj od iducih
grupa
Z/nZ, 1<n<10iline {12,21,27},
Z)223L)2nZ, 1<n<4. =
Za svaku grupu G s liste (c03), postoji elipticka krivulja E /Q takva da je E(Qw 3)ors > G.
Teorem 3.2.3. Neka je E /Q elipticka krivulja, tada je E(Qc 2)tors izomorfno nekoj od iducih
grupa
Z/nZ, 1<n<10ilin=12,
72L& 7/2nT, 1<n<A4. =

Za svaku grupu G s liste (c=,), postoji elipti¢ka krivulja E /Q takva da je E(Qw2)ors > G-

Poznati Mazurov teorem [37, Theorem 2] govori da je, za elipti¢ku krivulju E/Q, E(Q)ors

izomorfno jednoj od grupa

Z/nZ, 1<n<10ilin= 12,

2)22.7)2n7, 1<n<4.
Stoga vidimo da je

{E(Qw3)tors : E/Qek.} = {E(Q)iors : E/Qek.} U{Z/21Z,Z/27Z},
{E(Qow2)tors : E/Qek.} ={E(Q)ors : E/Qek.},

pri ¢emu e.k. znaci elipticka krivulja.
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Valja napomenuti da u slu¢ajevima p = 2 i p = 3 ne vrijedi da je E(Qw p)iors = E(Q)tors»
za opCenitu elipticku krivulju E/Q. To¢nije, postoje mnoge elipticke krivulje E/Q kod kojih
torzija raste s Q na Q. ,. U sekciji 3.6, za p =2 i1 p = 3, nalazimo za koje grupe G postoji
beskona¢no mnogo j-invarijanti j takvih da postoji elipticka krivulja E/Q s j-invarijantom j
takva da je

E(@)IOYS g E(Qw,p)tors ~G.
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3.3. DOKAZ TEOREMA 3.2.1

Neka je p > 11 prost broj i E/Q elipticka krivulja. Po teoremu 3.1.8 vidimo da je

E(Qn,p)tors = E(Q)tor&

za svaki prirodni broj n. Stoga je E(Qcs p)tors = E(Q)1ors, €Cime je teorem 3.2.1 dokazan za svaki

prost broj p > 11. Preostaje dokazati da je

E(Qooﬂ)tors = E(Q)tors i E(Qoo,S)tors = E(Q)tors,

Sto je 1 dokazano teoremima 3.3.1 1 3.3.2.

Teorem 3.3.1. Neka je E/Q elipticka krivulja, tada je

E(Qccﬂ)tors = E(@)tors-

Dokaz. Teorem 3.1.8 nam kaze da je

E(Qn7)lg"] = EQ)[g™],

za svaki prost broj ¢ # 7 i za svaki prirodni broj n. Stoga je E(Qw7)[¢] = E(Q)[g™], za svaki
prost broj g # 7 pa preostaje pokazati da je

E(Qw7)[77] = E(@I77].

Po korolaru 3.1.6 zakljuCujemo da nema 49-torzije u E(Q7) pa preostaje pokazati da je
E(Qw7)[7] = E(Q)[7].

Neka je P € E(Qw7) tocka reda 7. Iz teorema 3.1.7 slijedi da je tocka P definirana nad
poljem stupnja najvise 48 = 72 — 1. Stoga zaklju¢ujemo da je P € E (Q1,7). Konacno, lema

3.1.9 sada govori da je P € E(Q) te smo time gotovi. [

Teorem 3.3.2. Neka je E/Q elipticka krivulja, tada je

E(Qooj)tors - E(@)tors-

Kako bismo dokazali ovaj teorem, imajuc¢i na umu teorem 3.1.8, vidimo da je dovoljno
pokazati da je E(Qw5)[¢”] = E(Q)[g™], za ¢ = 11,7,5. Svi argumenti potrebni za to nalaze se

u sljedecih nekoliko rezultata.
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Lema 3.3.3. Neka je E/Q elipticka krivulja, tada je

E(Qus5)[117] = {0}.

Dokaz. 1z korolara 3.1.6 slijedi da nema 121-torzije u E(Q.5), stoga treba pokazati da je
E(Qu5)[11] = {0}.

Pretpostavimo da postoji tocka P € E(Q. 5) koja je reda 11. Iz teorema 3.1.7 tada slijedi da
je P € E(Q; 5). Modularna krivulja X; (11) je elipticka krivulja

y2+y:x3—x2.

Ovaj model mozemo naci u npr. [47]. Takoder, rijec je zapravo o eliptickoj krivulji 11a3 s [54].
Koriste¢i programski alat magma [2] lako ra¢unamo (kéd 1.m) da krivulja X; (11) ima rang jednak
0 i torziju jednaku Z/57Z nad Q; 5. No, X;(11) ima torziju jednaku Z/5Z i nad Q, a znamo da
nad Q ne postoji tocka reda 11. Dakle, sve torzijske tocke su kaspovi, stoga ne postoji elipticka

krivulja nad Q koja ima 11-torziju nad Q s. |

Lema 3.3.4. Neka je E/Q elipticka krivulja, tada je

E(Qu5)[77] = E(@)[77].

Dokaz. Zbog korolara 3.1.6 znamo da ne postoji 49-torzija u E(Q. 5), zato je dovoljno pokazati
da je E(Qw5)[7) = E(Q)[7]. Neka je P € E(Q.5) tocka reda 7, pretpostavimo da P ¢ E(Q).
No, iz teorema 3.1.7 slijedi da 5 1 [Q(P) : Q), §to je kontradikcija. |

Lema 3.3.5. Neka je E/Q elipticka krivulja, tada je

E(Qs5)[5"] = E(Q)[57].

Dokaz. U E(Qw5) nema 125-torzije po korolaru 3.1.6. Nadalje, pretpostavimo da je P €
E(Q5) tocka reda 5. Po teoremu 3.1.7 znamo da je tada P € E(Q; 5), a sada nam lema
3.1.9 govori da je P € E(Q). Stoga, preostaje dokazati da je E(Qw5)[25] = E(Q)[25].

Ako pretpostavimo da postoji tocka P € E reda 25 takva da je P € E(Qw5), znamo da
P ¢ E(Q). Tocka 5P je tada tocka reda 5 pa analogno prethodnom zakljuéujemo da je 5P €
E(Q). Nadalje, iz korolara 3.1.12 slijedi da je P € E(Q;5). Lema 3.1.4 nam govori da E
ima racionalnu 25-izogeniju, to znaci da grupa Gal (@/ Q) djeluje na (P), odnosno da za svaki
o € Gal (Q/Q) postoji a € (Z/25Z)* takav da je P° = aP. Neka je 0 € Gal (Q/Q), kako je
5P € E(Q), vrijedi

5P = (5P)° = 5P° = 5aP,
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odnosno 5(a — 1)P = 0. Tocka P je reda 25, stoga je nuznoa = 1 (mod 5). Zakljuujemo da je
Gg(25) oblika

ra € 1+57/257
0 =x

Nadalje, znamo da je [Q({as) : Q) 5] =4, Sto znaci da je ‘Gal (Q(C25)/Q175) { = 4. Sada iz pro-
pozicije 1.1.2 zakljucujemo da je det G@LS(ZS) izomorfno jedinstvenoj podgrupi reda 4 grupe
(Z/25Z)*, koja je jednaka (7) = {7,—1,—7,1}. Sjetimo se jos da Gal (Q/Q 5) fiksira tocku

P, stoga je

1 %
GQ15<25>§ :b€{77_17_771}
’ 0 b

Vrijedi da je [Gg(25) : Gg,5(25)] =S5, a znamo i da P ¢ E(Q), iz svega toga zaklju¢ujemo da
je
a x
Gg(25) < ca€14+52/252, be {7,~1,-7,1}
0 b

Konacno, raCunamo
251600 | [GL2(Z/25Z) : Gg(25)] | [Autzs(T5(E)) : Img(ps £)],

Sto je kontradikcija s teoremom 1.1.3. |

Dokaz teorema 3.3.2. Teorem 3.1.8 nam kaZe da je

E(Qu5)lg"] =EQ)[g™],

za svaki prost broj g # 5,7, 11 i za svaki prirodni broj n. Stoga je E(Qw5)[¢”] = E(Q)[¢”], za
svaki prost broj g # 5,7, 11 pa preostaje pokazati da je

E(Qw5)[q"] = E(Q)[q7],

zaq=>5,7,11,atoslijedi iz lema 3.3.5, 3.3.4 1 3.3.3. [
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3.4. DOKAZ TEOREMA 3.2.2

Klju¢ni sastojci dokaza su sljedeci tehnicki rezultati.

Lema 3.4.1. Neka je E/Q elipti¢ka krivulja, tada je

E(Qx3)[g”] ={0} = E(Q)[¢”],
za sve proste brojeve q razli¢ite od 2, 3, 5,7, 131 19.

Dokaz. Slijedi direktno iz teorema 3.1.7 i iz jednostavne ¢injenice da brojevi p — 11 p> — 1 nisu

potencije broja 3 niti za koji neparni prost broj p. Naime, brojevi p — 1 i p> — 1 su parni. |
Lema 3.4.2. Neka je E/Q elipticka krivulja. Tada E(Qw3) ne sadrzZi tocku reda 19.

Dokaz. Pretpostavimo da je P € E(Qw3) tocka reda 19. Po korolaru 3.1.12 zaklju¢ujemo da
je tocka P definirana nad Q3. Elipticka krivulja £ mora imati racionalnu 19-izogeniju (Ilema

3.1.4). To znaci (pogledati u [36, str. 301, Table 4] ili u [52, Appendix A, §3]) da je
J(E)=—213.33,

Koriste¢i programski alat magma [2] provjerimo (kdd 2.m) da 19. djelidbeni polinom eliptickih
krivulja s tom j-invarijantom nema nulto¢aka nad poljem Q) 3, stoga je nemoguce da E(Qs 3)

sadrzi tocku reda 19. |
Lema 3.4.3. Neka je E/Q elipticka krivulja. Tada E(Qw3) ne sadrZi tocku reda 13.

Dokaz. Pretpostavimo da je P € E(Qw 3) tocka reda 13. Po korolaru 3.1.12 zakljuCujemo da je
to¢ka P definirana nad Q; 3 = Q({o)™, tj. nad maksimalnim realnim potpoljem od Q(&y). Kao
$§to mozemo vidjeti u [25, str. 3], modularna krivulja X;(13) je krivulja genusa 2 sa sljede¢om

formulom (na [54] moZemo na¢i joS jedan model te krivulje: 169.a.169.1):
=20 =2 4 xt =2 6x® —dx+ 1.

Koriste¢i programski alat magma [2] ra¢unamo (kdd 3.m) da je rang Jakobijana J;(13) ove kri-
vulje nad poljem Q({o)™ jednak 0. Nadalje, gledajuci redukciju modulo 11 i 19 zaklju¢ujemo
da je

J1(13)(Q8)  rors ~ /19,
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takoder racunamo i da je J; (13)(Q)ors >~ Z/19Z. Nakon toga lako ra¢unamo da je X; (13)(Q) =
X1(13)(Q(&) ™). Naime, nademo neke tocke na X;(13)(Q(&) ™), pomocu njih moZemo gene-
rirati svih 19 to¢aka iz J; (13)(Q(&y) T )tors te na kraju provjerimo da svih tih 19 to¢aka odgovara
upravo nadenim totkama na X;(13)(Q(&y)™). Time smo nasli sve tocke na X;(13)(Q(&)™).
Istim postupkom nademo i sve tocke na X;(13)(Q). Znamo da E/Q nema tocaka reda 13 nad
Q, stoga su sve tocke na X1 (13)(Q) = X;(13)(Q(&y)™) kaspovi pa zakljucujemo da E /Q nema
toCaka reda 13 niti nad Q(&o)™. ]

Lema 3.4.4. Neka je E/Q elipti¢ka krivulja. Tada je
E(Q-3)[57] = E(Q)[57]-

Dokaz. 1z teorema 3.1.7 vidimo da ako je E(Q)[5] = {0}, daje ondai E(Q 3)[5] = {0}, naime,
tocka reda 5 ne moZe biti definirana nad proSirenjem stupnja 3". Ako je pak E(Q)[5] # {0},
onda iz propozicije 3.1.13 slijedi da je E(Qw3)[5°] = E(Q)[5*]. Napomenimo jo§ da znamo
da puna 5-torzija nije sadrzana u E(Q. 3), budu¢i da Q. 3 ne sadrzi s, peti primitivni korijen
iz jedinice. u
Lema 3.4.5. Neka je E/Q elipticka krivulja. Ako E(Qw3) sadrZi tocku reda 7, onda je

E(Qw3)tors~G, gdieje Ge{Z/TZ, Z/21Z}.

Dokaz. Neka je P € E(Qw3) tocka reda 7. Po korolaru 3.1.12 znamo da je tocka P definirana
nad Q; 3. Po korolaru 3.1.6 znamo da je tada E(Qw3)[7*] >~ Z/77Z, buduéi da E ne moZe imati
49-torziju.

Pretpostavimo da E(Q. 3) sadrZi i tocku reda 5. Tada E(Q.3) sadrZi tocku reda 35, a to
onda znaci da E ima racionalnu 35-izogeniju, $to je kontradikcija s teoremom 3.1.5.

Nadalje, pretpostavimo da E(Q. 3) sadrzi tocku reda 2. Ona je tada definirana nad Q 3
(teorem 3.1.7). Zakljucujemo da E(Q 3) sadrzi tocku reda 14. Modularna krivulja X;(14) je

elipticka krivulja (na [54] je nalazimo: 14.a5):
y2+xy+y =x>—x
Sada lako ra¢unamo (magma [2] kod 4.m) da je X;(14)(Q; 3) = X1 (14)(Q). [ |
Lema 3.4.6. Neka je E/Q elipticka krivulja. Ako je E(Q)[2*] € E(Q3)[27], onda je
E(Qw3)[2°| ~Z/2Z8Z)2Z.
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Dokaz. Po rezultatu [41, Lemma 1] vidimo da ako je E(Q)[2] # {0}, da je onda E(Q)[2%] =
E(Q3)[27], stoga imamo da je E(Q)[2] = {0}. Nadalje, iz istog rezultata slijedi da je tada
cijela 2-torzija E Qs 3)[2%] definirana nad poljem koje sadrZi tocku reda 2, tj. nad Q; 3. Dakle,
treba pokazati da ako je {0} = E(Q)[2] € E(Qw3)[2], daje onda E(Q;3)[2| ~ Z/2Z S Z /2.

Medutim, ta Cinjenica slijedi direktno iz rezultata [45, Proposition 9], stoga je uistinu
E(Qw3)2°| ~Z/2ZSZ)2L. [ |
Lema 3.4.7. Neka je E/Q elipticka krivulja. Tada E(Qw3) ne sadrZi tocku reda 18.

Dokaz. Pretpostavimo li da E(Q. 3) sadrZi tocku P reda 18, po korolaru 3.1.12 znamo da je
to¢ka 2P definirana nad Q; 3 = Q({y)™, tj. nad maksimalnim realnim potpoljem polja Q(y).
Znamo da je i to¢ka 9P (koja je reda 2) nuzno definirana takoder nad tim poljem. Dakle, tocka
P =9P—4-(2P) mora biti definirana nad Q; 3 = Q({y)". Ono §to ¢emo sada napraviti je,
koristeci programski alat magma [2], dokazati da se X;(18)(Q({o)™) sastoji samo od kaspova.
Za to koristimo kdd 5.m.

U [46, str. 20] nalazimo model (na [54] nalazimo joS jedan model ove krivulje: 324.a2.648.1)

za modularnu krivulju X (18), to je krivulja genusa 2:
¥2 =x0 42 +5x* 1003 +10x% +4x + 1.

Najprije ra¢unamo da je rang Jakobijana J;(18)(Q(&o)™") jednak 0. Nadalje, koristeéi te-
orem [51, Theorem 37] (preciznije, pogledati [26, Appendix]) zaklju¢ujemo da je torzija kri-
vulje J1(18)(Q(&) ™) podgrupa grupe Z /217 & 7./217.. Naime, promotrimo redukciju modulo
17 na konacno polje [F17 (17 je najmanji prost broj koji se potpuno cijepa u prstenu cijelih po-
lja Q({o)™, tj. takav da mu je stupanj inercije jednak 3), a tamo lako ratunamo gornju ogradu
torzijske grupe, koja je upravo Z/21Z & Z/217.

U X;(18)(Q(&y)™) nalazimo 12 tocaka te vidimo da te tocke generiraju barem 147 =721
tocaka na J; (18)(Q(&) ™). Dakle, zakljuCujemo da je

Z/TZO L7 < J1(18)(Q(§9)+)tors <Z/2Q1ZDZ)217Z.
Rac¢unamo

Jl(lg)(@)tors = Z/ZlZ,
Ji(18)(Q(&3))ors = Z /32 Z/21Z,
Ji (18)(@(C9))tors < Z/ZlZ@Z/ZlZ
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Znamo da je
Q%) =Q(H)Q&G)" i Q&G)INQA&L)" =Q.

Dakle, svi ne-racionalni elementi od J; (18)(Q(y))[3] su definirani nad Q({3). Stoga je
J(18)(Q(&) ) ~ 2726 7/217.

Dakle, znamo sve tocke na J; (18)(Q(&y) ™), pogledamo li tocke na X; (18)(Q(&) ™) koje njima
odgovaraju vidimo da je to onih istih 12 tocaka koje smo nasli. Preostaje vidjeti da su one kas-

povi. U [46, str. 20] moZemo naci rezultat koji govori da su x koordinate kaspova na X; (18)(Q)

(s modelom koji koristimo) nulto¢ke polinoma
x(x+ 1) +x+1D(x° =3x—1).

Lako vidimo da su x-koordinate svih to¢aka na X;(18)(Q(&y)™) nultocke toga polinoma ¢ime

smo gotovi. |

Dokaz teorema 3.2.2. Imajuéi na umu sve prethodne rezultate, tj. leme 3.4.1,3.4.2,3.4.3,3.4 .4,
3.4.5,3.4.613.4.7, zakljuCujemo da jedino jo§ moramo prouciti eventualni rast 3-torzije 1 utvr-
diti kada se isti moze dogoditi.
Lema 3.1.9 nam odmah govori da ako je E(Qw3) # {0}, da je ondai E(Q)[3] # {0}.
Pretpostavimo najprije da E(Q. 3) sadrZi tocku P reda 27. 1z korolara 3.1.12 slijedi da je
tocka P definirana nad poljem Q, 3. Nadalje, elipticka krivulja £ u ovom slucaju mora imati

racionalnu 27-izogeniju, stoga je (pogledati u [36, str. 301, Table 4] ili u [52, Appendix A, §3])
j(E)=—215.3.53.

Sada ¢emo koristiti ¢injenicu da elipticke krivulje s istom j-invarijantom imaju iste (do na
multiplikativnu konstantu) djelidbene polinome. Neka je E’ neka elipti¢ka krivulja s tom j-
invarijantom, npr. 27a2:

y2 4y =x>—270x — 1708,

Koristeci programski alat magma [2] i to kod 6.m, faktoriziramo polinom ¥ (ovdje je y, n-ti
djelidbeni polinom od E’) i uo¢imo da taj polinom ima nultocke nad poljelrl;9 Q2,3. To znaci da
postoji kvadratni twist (nad Q3 3) E'® odE', zaneki § € @373/((@33)2 takav da E'0 (Q2,3) sadrzi
tocku reda 27. Preostaje provjeriti moZemo li naéi 6 takav da je krivulja E’ % definirana nad Q.
To je ekvivalentno tome da postoje a € Q3 ;i d € Q*/ (Q*)? takvi da je § - a®> = d. Odnosno da

je kvadratni twist za § izomorfan kvadratnom twistu za d. Neka je a neka nultocka polinoma
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Yo7

—— nad poljem Q3. Racunamo i nalazimo da je norma diskriminante kvadratne jednadzbe
yglg-l- y = a® — 2700 — 1708 jednaka 3*°. Stoga su jedini kvadratni twistovi koje ima smisla
promatrati za d = 3 i d = —3. Nalazimo da elipti¢ka krivulja E 3, §to je zapravo 27a4, uistinu
ima toCku reda 27 nad Q3. Primijetimo da iz ove diskusije zapravo slijedi da je to jedina
elipticka krivulja definirana nad Q s tockom reda 27 nad poljem Q.. 3. Konacno, za tu krivulju
imamo da je njena torzija nad Q. 3 izomorfna grupi Z/277Z, bududi da bi bilo koja veca torzija
bila u kontradikciji s teoremom 3.1.5.

Ako je E /Q elipticka krivulja takva da je E(Qw 3)[3%] ~ Z /97, onda je nemoguce da postoji
tocka reda g za bilo koji prost broj g > 3, jer bi to znacilo da E ima racionalnu 9¢-izogeniju,
Sto je nemoguce po teoremu 3.1.5. Takoder, nemoguce je da E(Qs 3) ima 2-torziju, buduéi da
bi to znacilo da nad E(Q 3) ima Z /27 & Z/18Z torziju to je u kontradikciji s rezultatom [45,
Theorem 1]. Dakle, nuzno je E(Qe 3 )tors =~ Z/97Z.

Konacno, iz svega do sada dokazanog zakljucujemo da ako je E(Q3)[3%] ~ Z/37Z, da je

onda E(Quw 3)tors izomorfno nekoj od grupa
7/37, 7/6Z, 7J12Z, Z/21Z, 7Z/2Z&7Z/6Z,

¢ime je dokaz priveden kraju. [ |
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3.5. DOKAZ TEOREMA 3.2.3

Svi sastojci dokaza, kao 1 za prethodni rezultat, nalaze se u sljedecih nekoliko tehnickih rezul-

tata.

Lema 3.5.1. Neka je E/Q elipticka krivulja, tada je

E(Q=2)l¢"] = {0} = E(Q)[¢7];

za sve proste brojeve q razli¢ite od 2, 3,5, 7, 13 i 17.

Dokaz. Slijedi direktno iz teorema 3.1.7 1 sljedecih jednostavnih ¢injenica.

Primjetimo da je ged(p—1,p+1)=2tedaje p+ 1> p—1 > 4, za svaki prost broj
p > 3. Stoga p> — 1 = (p—1)(p+ 1) nije potencija broja 2, ni za koji prost broj p > 3.

Za proste brojeve p € {19,43,67,163} vidimo da p — 1 nije potencija broja 2.

Ako je p prost broj 1 p — 1 potencija broja 2, onda je p oblika 22 4 1, tj. p je Fermatov
prost broj. Ako je p > 17, onda je p jednak barem 257 (3, 5, 17 1 257 su prva Cetiri
Fermatova prosta broja). No, iz korolara 3.1.6 tada slijedi da E(Q.2) nema tocku reda

p>17.

—1)2
Primijetimo da je broj % djeljiv s 3 za svaki prost broj p = 4,7 (mod 9), stoga ne

moZe biti potencija broja 2.

Neka je p =2,5 (mod 9) prost broj koji je veci od 13, to znaci da je p = 3k — 1, za neki

PP -

prirodan broj k > 8. No, tada je = (3k—2) - k, $to ne moZe biti potencija broja 2,

bududi da je ged(3k —2,k) < 2.

p*—1

Ako je p=8 (mod 9) prost broj, onda je broj djeljiv s 3 pa ne moZe biti potencija

broja 2. [ |

Lema 3.5.2. Neka je E/Q elipticka krivulja. Tada E(Qw») ne sadrZi tocku reda 17.

Dokaz. Pretpostavimo da je P € E(Qu ) totka reda 17. Po korolaru 3.1.12 i teoremu 3.1.7
slijedi da je Q(P) = Q3 ili Q(P) = Q4. Nadalje, iz leme 3.1.4 zakljucujemo da tada E ima
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racionalnu 17-izogeniju. To znali (pogledati u [36, str. 301, Table 4] ili u [52, Appendix A,
§3] daje

, —172-101° R
J(E)= — Sto je istina za elipticku krivulju 14450p1
ili
—17-3733
J(E)= —m Sto je istina za elipticku krivulju 14450p2.

Sada, za obje uocCene j-invarijante, koriste¢i programski alat magma [2] faktoriziramo (kod
7.m) 17. djelidbeni polinom. Preciznije, traZimo mu faktore stupnja < 16. Za obje navedene
Jj-invarijante dobijemo da pripadajuci polinomi nemaju nultocaka nad poljem Q4,. Dakle,

E(Qc ) uistinu ne sadrZi tocku reda 17. [
Lema 3.5.3. Neka je E/Q elipticka krivulja. Tada E(Qw ) ne sadrZi tocku reda 13.

Dokaz. Pretpostavimo da je P € E(Qw ) tocka reda 13. Po teoremu 3.1.7 slijedi da je

QP =2 =0(V2+v2).

No, to onda znaci da E ili kvadratni twist od E ima 13-torziju nad Q(\/E), Sto je kontradikcija
s rezultatom [25, Theorem 3]. Naime, taj rezultat nam govori (izmedu ostalog) sljedee. Ako
je E/Q elipticka krivulja i d prirodni broj takav da E(Q(v/d)) sadrZi to¢ku reda 13, onda je
d>1. |

Lema 3.5.4. Neka je E/Q elipticka krivulja. Ako E(Qw ) sadrZi tocku reda 7, onda je

E(Qw72)t0rs ~ Z/7Z

Dokaz. 1z korolara 3.1.2 znamo da je E(Qs2)[7] ili trivijalna grupa ili izomorfna grupi Z/7Z.
Stoga (imajuci na umu prethodne rezultate) preostaje dokazati da E(Qw ) ne sadrzi tocku reda
49, 2, 3 1li 5, ukoliko sadrzi tocku reda 7. Korolar 3.1.6 odmah eliminira tocke reda 49.

Pretpostavimo da je P € E(Q.2) tocka reda 7, iz korolara 3.1.12 znamo da je tada Q(P) C
Q12 = Q(v2). No, to onda znadi da E(Q) ili kvadratni twist E2(Q) sadrZi to¢ku reda 7.
Ukoliko E(Qw) sadrzi to¢ku reda 2, onda to¢ku reda 2 sadrzi i E(Q) i E?(Q). Sto znati
da neka od E(Q) i E?)(Q) sadrzi tocku 14, §to je kontradikcija s Mazurovim teoremom, [37,
Theorem 2].

Pretpostavimo da E(Qw2) sadrZi tocku reda 3. Po korolaru 3.1.12 ta je tocka definirana nad
Q1 2, Sto onda znaci da E(Q; 2) sadrzi tocku reda 21, $to je kontradikcija s rezultatima iz [24]

1[31, str. 126].
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Konacno, pretpostavimo da E(Q.2) sadrZi tocku reda 5, to onda znaci da E/Q ima raci-

onalnu 35-izogeniju, $to je kontradikcija s teoremom 3.1.5. [
Lema 3.5.5. Neka je E/Q elipti¢ka krivulja. Ako E(Qw ) sadrzZi tocku reda 5, onda je
E(Qw2)tors~G, gdjeje Ge{Z/5Z, 7Z/10Z}.

Dokaz. 1z korolara 3.1.2 znamo da je E(Qs2)[5] ili trivijalna grupa ili izomorfna grupi Z/5Z.
Stoga (imajuéi na umu prethodne rezultate) moramo dokazati da E(Q. ) ne sadrzi tocku reda
25 ili 3, ukoliko sadrzi toc¢ku reda 5. Ukoliko £ ((@mg) sadrzi toCku reda 25, prema korolaru
3.1.12 ta je tocka definirana nad Q2 = Q ( 2+ \/5) No, to onda znaci da E ili kvadratni
twist od E ima 25-torziju nad Q(\/i), Sto je kontradikcija s rezultatima iz [24] i [31, str. 126].
Takoder, mozemo pogledati i [25, Theorem 1].

Ukoliko E(Q.2) sadrzi tocku reda 15, onda su i tocka reda 5 i tocka reda 3 po korolaru
3.1.12 sadrzane u E(Q, ), $to znaci da je i ta tocka reda 15 sadrzana u E(Q5 7). U [25, str. 3]

nalazimo da je X;(15) elipticka krivulja
Y+ x+Dy=x>+x%

odnosno elipti¢ka krivulja 15a8 na [54]. Vidimo da je X;(15)(Q) ranga 0 i da je X;(15)(Q) ~
Z./47.. Koristeéi programski alat magma [2] sada lako racunamo (kod 8.m) da je X;(15)(Q) =
X1(15)(Q22), stoga ne postoji tocka reda 15 u E(Qs2).

Preostaje dokazati da ako E(Q.2) sadrZzi tocku reda 5 i to¢ku reda 2, da je onda

E(@OOQ)tors >~ Z/IOZ.

Odmah vidimo da E(Q..») ne sadrZi tocku reda 4 posto tada elipticka krivulja E ima racionalnu
20-izogeniju, Sto je u kontradikciji s teoremom 3.1.5. Dakle, preostaje joS jedino iskljuditi
opciju E(Qo2)tors 2 Z/2Z & Z/10Z.

Pretpostavimo da je E(Qw2)tors 2 Z/27Z @ 7Z/10Z. Po teoremu 3.1.7 znamo da je E[2]

definirano nad Q1 ». Primijetimo da je

E(Q)[5|~Z/5Z i E(Qa2)[5] ~E(Qi2)[5]®E®(Qi2)[5],

za neki kvadratni twist (nad Q1) E % od E. Kako kvadratni twist ne mijenja 2-torziju, zaklju-
¢ujemo daje E(Qq2) 2 Z/2Z & Z/10Z ili E‘S(Qu) DZ/2Z.®7Z/10Z. U [25, str. 4] nalazimo
da je X;(2,10) elipticka krivulja

-
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odnosno 20a2 na [54], gdje vidimo da je X; (2, 10)(Q) ranga 0ida je X;(2,10)(Q) ~ Z/6Z. Ko-
riste¢i programski alat magma [2] raéunamo (kd 9.m) da je X;(2,10)(Q(v/2)) = X1(2,10)(Q)
te zakljuéujemo da ne postoji elipticka krivulja nad Q5 = Q(v/2) sa Z/2Z & Z/10Z torzi-
jom. |

Lema 3.5.6. Neka je E/Q elipticka krivulja. Ako E(Qw ) sadrZi tocku reda 9, onda je

E(Q%,Z)tors ~ Z/9Z.

Dokaz. 1z korolara 3.1.2 znamo da je E(Qw2)[9] ili trivijalna grupa ili izomorfna grupi Z/9Z.
Stoga (imajuci na umu prethodne rezultate) moramo dokazati da E(Qw2) ne sadrzi tocku reda
27, ni tocku reda 2, ukoliko sadrZi toCku reda 9.

Pretpostavimo da E(Qw2) sadrZzi tocku P reda 27. Tocka 3P je tada tocka reda 9 i ona je, po
korolaru 3.1.12, sadrzana u E(Q 2). Po rezultatima iz [24] i [31, str. 126] znamo da E(Q »)
ne sadrzi to¢ku reda 27. No, iz propozicije 3.1.13 vidimo da je tada [Q(P) : Q2] € {3,9}, §to
je nemoguce.

Pretpostavimo da E(Q.2) sadrZi tocku reda 2. Po teoremu 3.1.7 i po korolaru 3.1.12 i tocka
reda 2 i tocka reda 9 su definirane nad poljem Q1 ». Ovo pak znaci da E (Qljz) sadrzi toCku reda
18. No, to je kontradikcija s rezultatom [45, Theorem 2] koji (izmedu ostalog) govori da ne

postoji elipticka krivulja definirana nad Q s tockom reda 18 nad kvadratnim proSirenjem od

Q. ]

Lema 3.5.7. Neka je E/Q elipti¢ka krivulja. Ako E(Qw ) sadrZi tocku reda 12, onda je

E(Qw,Z)tors = Z/12Z.

Dokaz. Buduéi da znamo sve prethodne rezultate, dovoljno je pokazati da E(Qu ) ne sadrzi
punu 2-torziju i da ne sadrZi tocku reda 24. Rezultat [5, Theorem 1.2] nam govori da elipticka
krivulja E /Q ne sadrZi to¢ku reda 24 nad maksimalnim Abelovim proSirenjem Q% od Q. Kako
je Qw2 C Q®, zakljuéujemo da E(Q. ) uistinu ne sadrZi tocku reda 24.

Jedina preostala mogucnost je da je E( Qo 2)tors = Z /27 @ 7/ 127 pa pretpostavimo da je to
slucaj. Neka je E(Qs2)iors = (Q, P), gdje je P tockareda 12, a Q tocka reda 2. Koriste¢i teorem
3.1.7 zakljuCujemo da je tocka Q (reda 2) definirana nad poljem Q) », a koriste¢i korolar 3.1.12
zakljucujemo da je toCka 4P (reda 3) takoder definirana nad poljem Q; ».

Primijetimo da je 2E(Qw 2 )tors = (2P) ~ Z/6Z, $to znali da je (2P)° = 2aP, za neki a €
{1,3,5}, za svaki o € Gal (Q/Q). To nadalje znaci da je (6P)° = 6P, tj. tocka 6P je definirana
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nad Q. Sada iz [17, Proposition 4.8] zaklju¢ujemo da je tocka 3P definirana nad poljem kojemu
je Galoisova grupa izomorfna Z/27Z, tj. nad poljem Q; ».

To sve skupa znaci da je zapravo E(Qj 2)ors =~ Z /27 ® 7 /127, §to je kontradikcija s rezul-
tatom [25, Theorem 10]. |

Teorem 3.5.8. Neka je E/Q elipticka krivulja, tada je
E(Qu2)2”] <Z/2Z&7/8L.
Dokaz. Rije€ je o rezultatu [14, Theorem 1]. |

Dokaz teorema 3.2.3. 1z lema 3.5.1, 3.5.2 1 3.5.3 odmah zaklju¢ujemo da je

E(Q=2)[¢g"] = {0} = E(Q)[¢7];

za sve proste brojeve g razliCite od 2, 3, 51 7. Konacno, leme 3.5.4, 3.5.5, 3.5.6, 3.5.7 te teorem

3.5.8 nam pokazuju da su jedine moguce torzije upravo one iz Mazurovog teorema, [37]. W
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3.6. RAST TORZIJE

Imajuéi na umu teorem 3.2.1 vidimo da je torzija svake eliptiCke krivulje E/Q jednaka nad
poljem Q i nad poljem Q. ,, za svaki prost broj p > 3. Kao $to smo ve¢ napomenuli, u slu-
¢ajevima p = 2 i p = 3 postoje elipticke krivulje E/Q takve da je E(Q)iors € E(Qwop)iors- U
nastavku ove sekcije dajemo primjere takvih elipti¢kih krivulja te odredujemo u kojim slucaje-
vima postoji beskona¢no mnogo razli¢itih j-invarijanti takvih da postoji elipticka krivulja E/Q
s tom j-invarijantom takva da je E(Q)iors € E(Qe p)tors = G, gdje je G neka od grupa koja se

moze pojaviti kao E(Qes,p)ors-
Teorem 3.6.1. Neka je G neka od grupa

Z/nZ, 3<n<10ilin=12,

Z)2LB7)2nZ, 1<n<4.

Tada postoji beskonacno mnogo elipti¢kih krivulja E /Q s razli¢itim j-invarijantama takvih da
je

E(Q)tors - E(Qoog)tors ~G.
Napomena 3.6.2. Primijetimo da se ovdje nalaze sve grupe iz teorema 3.2.3, tj. iz Mazurovog
teorema [37, Theorem 1], osim trivijalne i grupe 7Z/27. Naime, ako je E(Qw2)ors trivijalna,

Jjasno je da je i E(Q)ors trivijalna grupa. Nadalje, ako E(Q. ) ima tocku reda 2, onda ju ima i
E(Q) (npr. 3.1.12), stoga je i sluCaj E(Q)ors € E(Qeo2)tors = Z /27 nemogu.

=

Dokaz. Pretpostavimo najprije da je n =2k+ 1, zaneki k € {1,2,3,4}, tj. n je neparan prirodan
broj izmedu 3 i 10. Neka je G = Z/nZ. Tada postoji beskonacno mnogo elipti¢kih krivulja E/Q
s razli¢itim j-invarijantama takvih da je £(Q)ors = G. Pogledati prvu stranicu (tablicu na njoj)
u [37]. Nadalje, elipticke krivulje E /Q takve da je E(Q)ors =~ G pojavljuju se u 1-parametarskoj
familiji (pogledati npr. u [32,35,46]) te genericki nemaju dodatnih izogenija. Stoga po Hilber-
tovom teoremu o ireducibilnosti, izvan “tankog” skupa svaka krivulja u familiji nema dodatnih
racionalnih izogenija. Za viSe detalja o tankim skupovima i Hilbertovom teoremu o ireducibil-
nosti pogledati [50, §9]. Dakle, za svaku takvu elipti¢ku krivulju E/Q, njen ¢e kvadratni twist

E? imati trivijalnu torziju nad Q, zato §to za neparni n vrijedi
E(Q(V2))ln] = E(Q)[n] & E*(Q)[n].
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Nadalje, polje Q(+/2) ne zadrZi niti jedan ,,, za m > 2, a to skupa s &injenicom da je n neparan
i uz svojstva Weilovog sparivanja rezultira time da je E>(Q)[n] ~ {0}. Nadalje, krivulje E i E?
su izomorfne nad Q(v/2) C Q.. pa slijedi da je E?(Qw2)[n] ~ G. Primijetimo jo¥ da torzija
ne moZe rasti dodatno zato $to E pa time ni £ nema dodatnih racionalnih izogenija, stoga je
uistinu E2 (Qoo2)tors ~ G.

Neka je sada n = 2k, gdje je k € {2,3,4,5,6}, tj. n je paran prirodan broj izmedu 3 i 12. Kao
i prije, znamo da postoji beskonacno mnogo elipti¢kih krivulja £ /Q s razli¢itim j-invarijantama
takvih da je E(Q)iors ™~ Z/nZ i koje nemaju dodatnih racionalnih izogenija. Sada je, analogno

kao 1 prije
Ez(@)tors = Z/ZZ,
E*(Qup)tors = Z/nZ ili Z)27. S 7/ nL..

Zan=10in= 12 jedina je mogucnost da je E(Quw 2)tors ~ Z/nZ (teorem 3.2.3) pa smo u tim
sluc¢ajevima gotovi. Ukoliko je n € {4,6,8} onda su obje navedene moguénosti za E 2((@0072)”5
uistinu mogucée, ovisno o tome kako izgleda diskriminanta elipticke krivulje E.

U [32,35,46] mozemo naci parametrizaciju 1-parametarske familije eliptickih krivulja ¢ija
je torzija nad Q izomorfna grupi Z/nZ za n € {4,6,8}. Koristimo programski alat magma [2]
(kod 10.m), opiSimo $to i kako u slucaju n = 4. Isto radimo i za n = 6 te n = 8. Neki model

eliptickih krivulja E; takvih da je E;(Q)ors ~ Z /47 dan je formulom
E; y2 +xy—ty= X —txz,

gdje je t proizvoljan racionalan broj razlicit od 0 i I_6 Diskriminanta ove krivulje je oblika
A, = (16¢ + 1)0O. Krivulja
C: 16t+1=2s

1
je krivulja genusa 0 koja ima barem jednu racionalnu tocku, npr. (f,s) = ( > To znaci

—, 1
da ih ima beskona¢no. Odnosno, postoji beskona¢no mnogo racionalnih brojfl:\6/a t takvih da je
A; = 200 i vidimo da je u tom slucaju Ez((@oog)tors ~7/27.®7/nZ.

Analogno, promatrajuéi krivulju 167 + 1 = —s? zaklju¢imo da postoji beskonaéno mnogo
racionalnih brojeva ¢ takvih da je A, = —[J te u tom slucaju vrijedi E 2((@%72){0rS ~ 7./nZ.

Preostaje vidjeti §to se dogada u sluCaju G = Z/2Z ® Z./2 .

Definiramo familiju elipti¢kih krivulja, zar € Q\ {0}:

4 4
2_ 3 2
w1 w2 1"

46



Torzija nad Z,-proSirenjem od Q Rast torzije

Za tu familiju vrijedi da je E;(Q)wrs ~ Z/27 i Q(E;[2]) = Q(v/2), §to je provjereno koristeci
programski alat magma [2], kdd 11.m. Te krivulje generic¢ki nemaju dodatnih racionalnih izoge-

nija, stoga je za beskonac¢no mnogo njih
Et(@wQ)tors ~7/27.&7)27. ]

U tablici 3.1 (ispod) navodimo primjere eliptickih krivulja E/Q za sve moguce slucajeve

rasta iz prethodnog teorema 3.6.1.

Cremonina oznaka E(Q)ors E(Qo2)rto0rs
704d1 {0} 7./3Z
2426 7./27 7./47
704al {0} 7.)5Z
320cl 7.)27 7./6Z
832f {0} 7)7Z
2423 7./4Z 7./8Z
1728i3 {0} 7./9Z
768b1 7.)2Z 7,/10Z
30a5 7/67 Z7/127
1425 7)2Z 7228727
2422 Z)20®7)27 | )22 L/4T.
1422 7./6 7278 7/67.
32a4 7/AZ 7278787

Tablica 3.1: Elipti¢ke krivulje s rastom torzije Q — Qo 2, [54]

U nastavku proucavamo rast torzije elipticke krivulje £/Q nad poljem Q3. Imajuci na

umu teorem 3.2.2 i njegov dokaz, tj. sekciju 3.4, zakljuCujemo Cinjenice iz sljedece napomene.

Napomena 3.6.3. Neka je E /Q elipticka krivulja, ako je E (Qes 3) tors izomorfna nekoj od grupa
{0}, Z/27Z, Z/3Z, 7/AZ, 7/5Z, Z/6Z, 7/8Z, Z/10Z, Z/12Z,

7)27.®7/A7, 7.)27.®7/87Z,

onda je E(Q)ors = E(Qw 3) tors- Dakle, u tim sluCajevima nema rasta torzije nad poljem Q. 3.
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U tablici (3.2) navodimo primjere eliptickih krivulja E /Q za sve moguce sluCajeve rasta nad
poljem Q. 3.

Lako se vidi da krivulje Xo(21) i Xp(27) imaju kona¢no mnogo racionalnih tocaka, stoga
postoji samo kona¢no mnogo razli€itih j-invarijanti takvih da postoji elipticka krivulja E/Q s

danom j-invarijantom i rastom torzije Q — Qs 3 (slucaj I u tablici 3.2):
7/37 — 7)217, odnosno 7/37 — 7.)277.

Za preostala 2 slucaja rasta torzije nad poljem Q.3 (tj. za slucajeve II i III iz tablice 3.2)
u nastavku dokazujemo da postoji beskona¢no mnogo elipti¢kih krivulja E/Q s medusobno

razli¢itim j-invarijantama za koje se taj rast dogada.

slu¢aj | Cremonina oznaka | E(Q)iors | E(Qoo3)t0rs
162b1 Z/3Z 7217
: 27a4 737 7277
32422 0y |z)2282/22
! 324al Z)3% | Z)2L57/6Z
162b2 {0} 777
- 27a3 737 Z/9Z

Tablica 3.2: Elipticke krivulje s rastom torzije Q — Qo 3, [54]

Navodimo najprije jedan tehnicki rezultat koji nam je potreban, a pomocu kojeg racunamo
konduktor kubi¢nog polja u terminima njegovog definirajueg polinoma.

U idu¢em tehnickom teoremu potrebno je znati Sto je to konduktor polja algebarskh bro-
jeva. Za opCenitu definiciju i za detalje o konduktorima pogledati u [33, Chapter X]. Preciznije,
ono §to je nama potrebno je sljedece:

Neka je K kona¢no Abelovo prosirenje od Q. Prema Kronecker - Weberovom teoremu
znamo da postoji prirodni broj n takav da je K C Q(¢,), gdje je §, primitivni n-ti korijen iz

jedinice. Najmanji takav prirodni broj n naziva se konduktor polja K.

Teorem 3.6.4. Neka je K polje takvo da je [K: Q] =3 i Gal(K/Q) ~ Z/37Z. Tada vrijedi

sljedece
* K=Q(a), pri ¢emu je ¢ nultocka polinoma
X +Ax+B ,
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Torzija nad Z,-proSirenjem od Q Rast torzije

gdje su A i B cijeli brojevi takvi da, ako za cijeli broj R vrijedi

R*|A i R|B, ondaje |R|=1.

* Konduktor f(K) polja K dan je formulom

K =3 ] »

prost broj p
p=1 (mod 3)
plAip|B

gdje je
0, ako 3tA ili 3| Ai3{Bte3’|C,

) —

2, ako 3%||Ai3%||B ili 3||Ai3t{Bte3?|C,

pri ¢emu je C drugi korijen diskriminante polja K.

Dokaz. Rije€ je centralnom rezultatu iz ¢lanka [23]. Napomenimo samo da su dva navedena

slucaja za broj ¢ uistinu jedina dva (tj. Cetiri) slucaja koja se mogu dogoditi. |

Iduca lema nam je kljuéni sastojak konstrukcije beskona¢no mnogo eliptic¢kih krivulja E /Q
s medusobno razli¢itim j-invarijantama za koje imamo rast torzije u slucaju II u tablici 3.2, tj.

rast Q — Qe 3:
{0} = Z/22®7Z/27Z, odnosno Z/37 — 7./27.&7 /6.

Lema 3.6.5. Neka je p prost broj takav da je p=1 (mod 3) te neka je k € {2,3}. Tada postoje

relativno prosti cijeli brojevi u i v takvi da je
W +277 =435 p3.

Dokaz. Fiksirajmo prost broj p takav daje p=1 (mod 3) i broj k € {2,3}.
Neka je K = Q(1/—3), tada je

ur +27? = N /g(u+3vv=3).

Dakle, zapravo Zelimo pokazati da se u K nalazi element oblika u# 4 3vy/—3 norme 4 - 3k. p3,
gdje su u 1 v relativno prosti cijeli brojevi.

Primijetimo da je (za k € {2,3})
438 =Ny 03" 1 +3v=3).
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Dakle, imajuéi na umu da je norma multiplikativna, preostaje pokazati da se u K nalazi element
oblika u+ 3vv/—3 norme p>, gdje su u i v relativno prosti cijeli brojevi.

Prsten cijelih brojeva u Q(1/—3) su zapravo Eisensteinovi cijeli brojevi, tj. jednak je Z[{3).
Kako je p=1 (mod 3), znamo da se prost broj p cijepa u polju K, tj.

p=pb = (a+b)(a+b3),

za neke cijele brojeve a i b. Imamo da je N /Q(p) = p, stoga tvrdimo da je p> traZeni element.
Preostaje vidjeti da postoje relativno prosti cijeli brojevi u i v takvi da je p* = (u+3vv/=3).
Vrijedi da je

p} = (a+b8)* = (& +b° —3ab* + 3ab(a—b) ().
Kako je p prost, zaklju¢ujemo da su a i b relativno prosti. To znadi i da su a® + b> — 3ab? i
3ab(a — b) relativno prosti. Kona¢no, preostaje primijetiti da je broj ab(a — b) paran, ¢ime je

dokaz priveden kraju. [

Teorem 3.6.6. Postoji beskonacno mnogo racionalnih brojeva j takvih da postoji elipticka

krivulja E/Q s j-invarijantom j takva da je
E(Q)ors ~ {0} i E(Qw3)tors 2 Z/2Z S L) 2.

Takoder, postoji beskona¢no mnogo j € Q takvih da postoji elipticka krivulja E /Q takva da je
JE)=jte
E(Q)tors =7Z/3Z i E(Qw3)tors 2 Z/2LBL]6Z.

Prije samog dokaza samo napomenimo da ovaj teorem zapravo tvrdi da u slucaju II iz
tablice 3.2 uistinu postoji beskona¢no mnogo eliptickih krivulja s medusobno razli¢itim j-

invarijantama za koje se taj rast dogada.

Dokaz. Zelimo pokazati da postoji beskona¢no mnogo eliptickih krivulja E’/Q (s medusobno

razli¢itim j-invarijantama) takvih da je
E/(Q)tors ~ Z/3Z i E/(Qoo73)tors ~ Z/ZZ@Z/6Z.

To zapravo znaci da E’ ima racionalnu 3-izogeniju i diskriminantu koja je jednaka kvadratu

nekog racionalnog broja. Dakle, E’ odgovara nekoj racionalnoj tocki na Xy(3) pa je zato

r r 3
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za neki racionalni broj r € Q\ {0} = Q*. Model neke elipti¢ke krivulje s tom j-invarijantom je

dan s

gdje je
—27(r+3)%(r+27)  54(r+3)*(r+27)
X .
(r2+18r—27)2 (r2+18r—27)2

fr(x) =2+
Izrac¢unamo li diskriminantu ovog modela za elipticku krivulju E, vidimo da je ona kvadrat

racionalnog broja ako i samo ako je r kvadrat racionalnog broja. Dakle, za r € (Q*)? je

Gal (Q(E/[2)/Q) ~Z/3Z i Q(E[2]) =Q(fr)-

Ono $to nas zanima je kada je Q(f,) = Q3. No, to e vrijediti onda i samo onda kada je
konduktor polja Q(f) potencija broja 3.

Zamjenom varijabli
24+ 18r—27
x - —_—
r+3

vidimo da je Q(f;) = Q(x* +A,x+ B,), gdje je

— X

Ay =-27(r43)(r427) i  B,=54(r+27)(r* +18r—27).

2

Znamo da je r € (Q*)? pa postoje relativno prosti cijeli brojevi u i v takvi da je r = sada

vidimo da je Q(f,) = Q(x* +A,,x+ B,.,), gdje je

ﬁ9

Ay = =27 +3*) (2 +27*) i By, = 54(u* + 18> —27v*) (u? +2707).

Iz teorema 3.6.4 sada znamo da ¢e konduktor polja Q( f,) biti potencija broja 3 ako i samo ako
je ged(A, ,,By.,y) djeljiv samo brojem 3, prostim brojevima p takvima da je p =2 (mod 3) te
kubovima prirodnih brojeva, budu¢i da kubove moZemo zanemariti jednostavnom zamjenom

varijabli. Primijetimo da je
ut + 18u*v? — 27v* = (u® — 9v?) (u? + 3v?) + 24u>V?,

pretpostavimo da prost broj p # 2,3 dijeli brojeve u* +3v? i u* + 18u>v? — 27v*, to zna&i da p
dijeli u? + 3v? i 24u?v?. Kako je p # 2,3 zakljuéujemo da p | u?v?, akako p | u? +3v?ip #3
zakljuCujemo da p | u i p | v, §to je kontradikcija bududi da su u i v relativno prosti cijeli brojevi.
Dakle, vrijedi da je

ged(Ay .y, Buy) =230 (u? +272),
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Torzija nad Z,-proSirenjem od Q Rast torzije

za neke nenegativne cijele brojeve a i b.
Koriste¢i lemu 3.6.5 vidimo da za proizvoljan prost broj p =1 (mod 3) moZemo odabrati

cijele brojeve u 1 v takve da je
ng(Au,vaBu,v) = 2a+2 . 3b+k 'P3,

gdje su a i b nenegativni cijeli brojeviik € {2,3}. U tom sluéaju je, po teoremu 3.6.4, konduktor
polja Q(E,[2]) potencija broja 3 te je stoga Q(E,[2]) = Qy 3.

Kona¢no, kako je p =1 (mod 3) proizvoljan vidimo da za svaki takav p dobijemo druk¢iji
r= % Odnosno, osigurali smo beskonacno mnogo razlicitih j-invarijanti. Nadalje, po kons-
trukciji, krivulja E, je definirana nad (Q i ima racionalnu 3-izogeniju. Stoga postoji kvadratni

twist od E, koji ima tocku reda 3 nad Q. Preostaje primijetiti da kvadratni twist ne mijenja polje

definicije toCaka reda 2, stoga ovaj twist ima upravo rast koji Zelimo. [

Za kraj ove sekcije dokazujemo jo§ postojanje beskona¢no mnogo eliptickih krivulja E/Q s
medusobno razli¢itim j-invarijantama za koje imamo rast torzije u slucaju III iz tablice 3.2, tj.
rast Q — Qe 3:

{0}y = Z/)7Z i Z7)37 — 7.]9Z.
Kao i za slu¢aj II, najprije navodimo sljedecu tehnicku lemu. Ideja je generalno ista kao i za

slucaj II, no sami detalji su ipak nesto drugaciji.

Lema 3.6.7. Neka je f(x,y) binarna kvadratna forma s diskriminantnom —27. Tada za svaki

prost broj p =1 (mod 3) postoje relativno prosti cijeli brojevi x iy takvi da je

flxy)=3"-p’.
Dokaz. Binarna kvadratna forma f(x,y) ima diskriminantu —27, stoga postoji zamjena varijabli
matricom iz SL,(Z) tako da je

flx,y) ~ u? 4 uv+ 72
Preciznije, forme f(x,y) i u? 4+ uv -+7v* su ekvivalentne, §to znaci da postoji M € SL,(Z) takva

u x 5 5
=M = f(x,y) =u"+uv+7v".

4 y
Takoder, vrijedi da zamjena varijabli matricom iz SL,(7Z) ¢uva najvecu zajedni¢ku mjeru, tj. za
M e SLz(Z) je

X
=M = gcd(x,y) = ged(u,v).
v y
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Stoga je dovoljno pokazati da za svaki prost broj p =1 (mod 3) postoje relativno prosti brojevi
uivtakvidaje

w4+ uv+71? =33 -p3.
Fiksirajmo nadalje neki prost broj p =1 (mod 3). Kao i u dokazu leme 3.6.5, promatrajmo

polje K = Q(+/—3). Prsten cijelih u tom polju su Eisensteinovi cijeli brojevi Z[{3]. Ovdje
—14++v-3

podrazumijevamo da je {3 = 5

. Primijetimo da je
W +uv+7v? = NK/Q(M+3VC3),

stoga moramo pokazati da u K postoji element oblika u + 3v{3 norme 3% p3, gdje su u i v
relativno prosti cijeli brojevi.
Prost broj p se cijepa u polju K, Sto znaci da postoje cijeli brojevi x i y takvi da je
p=pp=(x+y5)(x+yE3).
Vrijedi da je N /g (p) = p, stoga tvrdimo da je p? traZeni element. Preostaje vidjeti da postoje
relativno prosti cijeli brojevi a i b takvi da je p? = (a +3by/—3). Radunamo

PP =ry5) = (0 4y =307 +3x(x— ) 6).

Kako je p prost, zakljuéujemo da su x i y relativno prosti. To znaci i da su x> +y> — 3xy? te
3xy(x —y) relativno prosti. Preostaje primijetiti da je broj xy(x —y) paran.

Nadalje, primijetimo da je N p(v/ —3) = 3, stoga je Nk g(3v—3) = 33, Lako se vidi da
je (3v—=3)=(3+3-2-&3) paje

p>(3v/=3) = (3(a—6b) +3-(2a—3b)-{3).

Preostaje vidjeti da su brojevi 3(a — 6b) i 2a — 3b relativno prosti. Pretpostavimo najprije da je
q # 3 prost broj takav da ¢ | 3(a —6b) i g | 2a — 3b. To znali da q | a — 6b, tj.

q| (2a—3b) —2(a—6b) = 9b,

odnosno ¢ | b, a to onda znaci da g | (a — 6b) + 6b = a, $to je kontradikcija jer su a i b relativno
prosti. Primijetimo da 3 | 3(a — 6b) i 3 | 2a — 3b ako i samo ako 3 | a. Dakle, preostaje vidjeti
da 3 1 a. Sjetimo se da je

a:x3+y3—3xy2,
gdje su x iy relativno prosti cijeli brojevi takvi da je x> —xy+y?> = p=1 (mod 3). Sada je
— 3.3 2 2y —
a=x"+y = (x+y)(x"—xy+y°)=x+y (mod 3).
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No, x+y=0 (mod 3) znaci da je y= —x (mod 3), tj. x> —xy+y* =3x> =0 (mod 3), 3to je
kontradikcija. u

Iduca dva teorema napokon dovrSavaju i slucaj III iz tablice 3.2.

Teorem 3.6.8. Postoji beskonacno mnogo racionalnih brojeva j takvih da postoji elipticka

krivulja E/Q s j-invarijantom j takva da je

E(Q)tors =~ {O} i E(Qoo,3)tors =~ Z/7Z

Dokaz. Zelimo pokazati da postoji beskonaéno mnogo eliptickih krivulja E’ /Q (s medusobno
razli¢itim j-invarijantama) takvih da je E’ (Qoo3)tors == Z /7Z. To znadi da E’ ima racionalnu
7-izogeniju, $to znaci da E” odgovara nekoj racionalnoj tocki na Xo(7) pa je

(r*+13r+49)(r* +5r+1)°

J(E") = ’ :

za neki racionalni broj r # 0. Model za neku elipticku krivulju s tom j-invarijantom je dan s

E, ... y2 = fr(x),

—27(r? +5r+1)3(r? +13r+49)  54(r2 +5r+1)3(r? +13r +49)
X .
(r*+14r3 +63r2 +70r — 7)? (r*+14r3 +63r2 +17r —7)?

Racunamo 7. djelidbeni polinom elipticke krivulje E, i uo¢imo da je on jednak umnoSku dva
ireducibilna polinoma, jednog stupnja 3 i drugog stupnja 21. Ireducibilni polinom stupnja 3
oznacimo s f.3. Zelimo odrediti racionalne brojeve r za koje je Q(f,.3) = Q3. Zamjenom

varijabli postizemo da je Q(f3) = Q(x* +A,x + B,), gdje je
Ar=-3(P+13r+49) i  By=—(2r+13)(r +13r+49).

Kako je r # 0 racionalan broj, postoje relativno prosti cijeli brojevi u i v takvi da je r = ! Sada
Vv

vidimo da je Q(f;3) = Q(x* +Auyx+Bu,y), gdje je
Ay = =3+ 13uv+49%) i By, = —(2u+13v)(1? + 13uv 4 49?).

Kao i u dokazu teorema 3.6.6, vrijedit ¢e da je Q(f.3) = Q; 3 ako i samo ako je konduktor polja
Q(f3) jednak potenciji broja 3. To ¢e, po teoremu 3.6.4, vrijediti onda kada je gcd(A, v, By,y)
djeljiv samo brojem 3, prostim brojevima p takvima da je p =2 (mod 3) te kubovima prirodnih

brojeva, buduéi da, zamjenom varijabli, kubove moZemo zanemariti.
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Primijetimo da je
ged (A, Buy) = 3% (u* 4 13uv +49?),
za neki a € {0,1}. Vidimo da je diskriminanta binarne kvadratne forme u? + 13uv +49v? jed-

naka —27. To znaci da po lemi 3.6.7, za svaki prost broj p =1 (mod 3), mozemo naci relativno

proste cijele brojeve u 1 v takve da je
ged(Ayy, Buy) =37 p.

U tom slucaju je, po teoremu 3.6.4, konduktor polja Q(f,;3) potencija broja 3 te je stoga
Q(fr3) = Qu 3.

Kona¢no, proizvoljnost prostog broja p = 1 (mod 3) nam osigurava beskona¢no mnogo
razli¢itih j-invarijanti. Nadalje, po konstrukciji, krivulja E, je definirana nad QQ i ima racionalnu
7-izogeniju. Stoga postoji kvadratni twist od E, koji nema tocku reda 7 nad Q, a ima nad Q.. 3.

Ovime smo gotovi. |

Teorem 3.6.9. Postoji beskona¢no mnogo j € Q takvih da postoji elipti¢ka krivulja E /QQ takva
daje j(E)=jte
E(Q)tors = Z/3Z i E(Qoo,3)tors = Z/9Z.

Dokaz. Zelimo pokazati da postoji beskona¢no mnogo elipti¢kih krivulja E/Q (s medusobno

razliitim j-invarijantama) takvih da je
E'(Q)iors ~ Z/3Z i E'(Qw3)tors ~ Z/ L.

To znadi da E’ ima to¢ku reda 3 definiranu nad Q te da ima racionalnu 9-izogeniju ¢ija jezgra
sadrzi tu toCku reda 3. U [8, Table 6] nalazimo genericki model za elipticku krivulju s tim

svojstvom:

gdje je
fr(x) =23 =27° (P —24)°x 4 54r°(r* — 24)%(+° — 36/ 4-216),
za neki r € Q. Racunamo 9. djelidbeni polinom elipticke krivulje E, i uo¢imo da on ima jedan
ireducibilni faktor stupnja 3. OznaCimo taj polinom s f3. Zelimo odrediti racionalne brojeve
r za koje je Q(f,.3) = Q1 3. Zamjenom varijabli postizemo da je Q(f,;3) = Q(x*+A,x+B,),
gdje je
A, =—432(P+3r4+9) i B,=—1728(2r+3)(r +3r+9).
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Kako je r # 0 racionalan broj, postoje relativno prosti cijeli brojevi u i v takvi da je r = ! Sada
%

vidimo da je Q(fr,3) - Q(X3 +Au,vx+Bu,v)a gdje je
Ay = —432(u* 4 3uv + 9?) i By = —1728(2u+ 3v) (u® + 3uv + 9?).

Kao i u dokazu teorema 3.6.6, vrijedit ¢e da je Q(f,.3) = Q; 3 ako i samo ako je konduktor polja
Q(f3) jednak potenciji broja 3. To ¢e, po teoremu 3.6.4, vrijediti onda kada je gcd(A, v, By,y)
djeljiv samo brojem 3, prostim brojevima p takvima daje p =2 (mod 3) te kubovima prirodnih
brojeva, buduci da, zamjenom varijabli, kubove moZemo zanemariti.
Primijetimo da je

ged(Ayy, Buy) =243 (0 4+ 3uv +9v?).
Vidimo da je diskriminanta binarne kvadratne forme u” 4 3uv +9v? jednaka —27. To znaéi da
po lemi 3.6.7, za svaki prost broj p =1 (mod 3), moZemo naci relativno proste cijele brojeve

uiv takve da je

ged(A,y, Byy) =24-3% pP.

U tom slucaju je, po teoremu 3.6.4, konduktor polja Q(f,.3) potencija broja 3 te je stoga
Q(fr3) =Qu3.

Konac¢no, kako je p=1 (mod 3) proizvolljan vidimo da za svaki takav p dobijemo drukdéiji
r= % Odnosno, osigurali smo beskonacno mnogo razliCitih j-invarijanti. Nadalje, po kons-

trukciji, krivulja E, je definirana nad QQ, ima toCku reda 3 definiranu nad Q i ima racionalnu

9-izogeniju. Pokazali smo da je tocka reda 9 definirana nad Q; 3 te smo time gotovi. |
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4. TORZIJA NAD KOMPOZITUMOM SVIH

Z,-PROSIRENJA OD Q

U ovom poglavlju Zelimo vidjeti kako se ponasa torzija elipticke krivulje E/Q nad kompozitu-
mom svih Z,-proSirenja od Q.
Neka je #~5 kompozitum svih Z ,-proSirenja od Q, za p > 5, tj.
Hos= [ Qwp
p>5 prost
te neka je %~ kompozitum svih Z,-proSirenja od Q, tj.

H = T] Qup-

p prost

Za proste brojeve p # g vrijedi da je Qw, ), N Qw4 = Q te nam standardni rezultat (besko-
nacne) Galoisove teorije nam govori da je stoga Gal (Qe pQe 4/Q) ~ Z), x Z,. Dakle, vrijedi
da je

Gal(#os/Q) =~ [] Z»

p>5 prost

Gal(£/Q) ~ [] Zp.

p prost

Ova opservacija nam je korisna zato $to svako medupolje Q C [F C .#" moZemo tocno odrediti
ukoliko znamo koliko je [F : Q).
Time ¢emo se i sluZiti bez posebnog isticanja. Na primjer, ako je [F polje sadrzano u ¢ za

kojeg znamo da je [F : Q] = 60 = 2%-3-5, onda znamo da je

F=0Q22Q13Q15.
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4.1. REZULTATI

Sljedeca dva teorema nam govore da se torzija elipticke krivulje E/Q nikako ne mijenja kada
ju promatramo nad poljem %<5, no ukoliko istu promotrimo nad poljem %" onda se zbivaju

iste stvari kao nad Z3 i Z; proSirenjima od QQ.

Teorem 4.1.1. Neka je E /Q elipticka krivulja, tada je

E(’%/ZS)tors - E(Q)tors-

Teorem 4.1.2. Neka je E/Q elipticka krivulja, tada je E( )ors izomorfno nekoj od iduéih
grupa
Z/nZ, 1<n<10iline {12,13,21,27},
2)22.87/2n7, 1<n<4.
Za svaku grupu G s gornje liste, postoji elipti¢ka krivulja E /Q takva da je E( ) ors ~ G.
Primijetimo da je

pri ¢emu e.k. znaci elipticka krivulja. Nadalje, postoje mnoge elipticke krivulje E /Q kod kojih
torzijaraste s Q na #". U prethodnoj sekciji 3.6, za p =2 i p = 3, nalazimo za koje grupe G pos-
toji beskonacno mnogo j-invarijanti j takvih da postoji elipti¢ka krivulja E/Q s j-invarijantom

Jj takva da je
E(Q)tors - E(@W,p)tors ~G.

Isti primjeri vrijede i za rast Q — J#". Na kraju dokaza teorema 4.1.2, to¢nije u lemi 4.3.10

pokazujemo da postoje elipticke krivulje E /Q takve da je E (% )iors >~ Z/13Z.
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4.2. DOKAZ TEOREMA 4.1.1

Kao $to smo ve¢ konstatirali, znamo da je Gal (#>5/Q)~ [] Z,. Stoga vidimo da vrijedi
sljedece: P

Neka je IF bilo koje konacno prosirenje polja Q sadrzano u %55 i neka je [F : Q] = d. Ako
je p najmanji prosti djeljitelj broja d, onda je p > 5. Bilo koja tocka iz E(#55)ors definirana
je nad nekim konacnim proSirenjem od Q, tj. mora biti definirana nad nekim od spomenutih
medupolja Q C F C J#5 5 koja su kona¢nog reda nad Q. Iskoristimo li teorem 3.1.8 vidimo da
je

E(55)q™] = E(Q)[g™],

za sve proste brojeve ¢ razli¢ite od 5, 71 11. Stoga preostaje dokazati da je
E(A=5)571=E(Q)57],  E(s)[TT]I=EQ)77] 1 E(Xs)[117]=E@Q)[117],

Sto 1 dokazujemo u iduce tri leme.

Prije samog iskaza i dokaza tih lema, napomenimo da korolar 3.1.6 vrijedi za polje 755
potpuno analogno kao i za sva polja Q. ,. Naime, dovoljno je primijetiti da je #55 ciklicko
prosirenje od (Q, a time i sva medupolja (konac¢nog stupnja nad QQ) tog prosirenja. Nadalje, jedini
korijeni iz 1 sadrzani u %55 su £1, stoga imamo sve argumente potrebne da bismo potpuno

analogno dokazali korolar 3.1.6 u slu¢aju polja .#5s. Preciznije, vrijedi sljedece

Korolar 4.2.1. Neka je E/Q elipticka krivulja i neka je p prost broj. Ako E(#55)ors sadrZi

tocku reda q", za neki prost broj q i prirodan broj n, onda je
q" €{2,3,4,5,7,8,9,11,13,16,17,19,25,27,32,37,43,67,163}.
Lema 4.2.2. Neka je E/Q elipticka krivulja, tada je
E(H#25)[57] = E(Q)[57).
Dokaz. Uz 4.2.1, vidimo da dokaz ide potpuno analogno kao dokaz leme 3.3.5. [
Lema 4.2.3. Neka je E/Q elipticka krivulja, tada je

E(A55)[77] = E(Q)77].
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Dokaz. Najprije, koristeci korolar 4.2.1 zaklju¢ujemo da nema tocaka reda 49 u E(.#55), stoga
preostaje pokazati da je E(.#55)[7] = E(Q)[7]. Pogledamo li teorem 3.1.7 vidimo da je jedina
mogucnost da je P € E(Q;7), gdje je P € E(#55) tocka reda 7. No, sada potpuno analogno

kao u teoremu 3.3.1 zaklju¢imo da je P € E(Q) i gotovi smo. |

Prije samog dokaza ¢injenice da je E(.#55)[11°] = E(Q)[11%] iskaZimo i dokaZimo jedan

tehnicki korolar leme 3.1.10 koji ¢e nam biti koristan i u dokazu teorema 4.1.2.

Korolar 4.2.4. Neka je E/Q elipticka krivulja te neka je P € E toc¢ka reda n. Ako E ima

racionalnu n-izogeniju Ciju jezgru generira tocka P, onda [Q(P) : Q] | ¢ (n).

Napomena. Ovaj korolar ¢emo opetovano koristiti skupa s lemom 3.1.4. Preciznije, pogle-
damo li dokaz te leme, tj. dokaz [9, Lemma 4.6] vidimo da ¢e u nasoj situaciji uvijek vrijediti
sljedece. Ako je P € E(K) tocka reda n, onda je grupa (P) invarijantna pod djelovanjem opce

Galoisove grupe Gal (@ / @), tj. tocka P generira jezgru racionalne n-izogenije.

Dokaz. Slijedi direktno iz spomenute leme 3.1.10. Naime, grupa (Z/nZ)* ima upravo ¢(n)

elemenata. [ |

Lema 4.2.5. Neka je E/Q elipti¢ka krivulja, tada je
E(J>5)[117] = {0}.

Dokaz. Najprije, koristeci korolar 3.1.6, zaklju¢ujemo da E(.#5s) ne sadrZi tocku reda 121,
stoga preostaje dokazati da je E(.#55)[11] = {0}. Pretpostavimo da je P € E(.#55) tocka reda
11. Iskoristimo li teorem 3.1.7 skupa s ¢injenicom da je Q C Q(P) C .#5s, zakljuCujemo da je
[Q(P) : Q] € {5,55}. Koristeéi korolar 4.2.4 zakljuCujemo da je [Q(P) : Q] = 5. No, to znaci

da je Q(P) = Q; 5 te dokaz dovrSavamo analogno dokazu leme 3.3.3. [ |
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4.3. DOKAZ TEOREMA 4.1.2

Ovdje ¢emo imati neSto viSe posla. Naime, “igra” sa stupnjevima proSirenja kao u dokazu
prethodnog teorema 4.1.1 nam ovdje ne pomaze posto medupolja Q C F C ¢ koja su kona¢nog

stupnja nad Q, mogu biti proizvoljnog stupnja.

Najprije ¢emo, radi potpunosti, navesti glavni rezultat iz ¢lanka [5, Theorem 1.2.] Ciji je

autor Michael Chou:

Teorem 4.3.1. Neka je E /Q elipticka krivulja te neka je Q* maksimalno Abelovo prosirenje

od Q. Grupa E(Q?®) s je izomorfna nekoj od iduéih grupa

Z/N\Z, Ny =1,3,5,7,9,11,13,15,17,19,21,25,27,37,43,67,163,
7]27.&7)2N,>Z, N>, =1,2,3,4,5,6,7,8,9,
7/37&7Z/3N3Z, Ny =1,3,
Z]A7. &7 /ANLZ, Ny=1,2,3,4,
VARYASYARYA
Z]6ZS7Z/6Z,
AR YAY NI
Za svaku grupu G s gornje liste, postoji elipticka krivulja E /Q takva da je E(Q?®) s ~ G.
Primijetimo da za polje %" vrijedi analogon korolara 3.1.2, tj. znamo da E(.#") ne sadrzi
punu Z/nZ & Z./nZ torziju, ni za koji prirodni broj n > 2. Koristeci tu ¢injenicu skupa s ¢i-
njenicom da je # C Q i gornji teorem 4.3.1, zaklju¢ujemo da je grupa E (% )ors izomorfna
nekoj od iduéih grupa
Z/nZ, 1<n<19iline{21,25,27,37,43,67,163},
2)22.7)2n7, 1<n<9.
Sada vidimo da, kako bismo dokazali teorem 4.1.2, moramo pokazati da E (% )ors ne sadrZzi

tocke reda

11, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 25, 37, 43, 67, 163

te da ako E (4 )iors sadrzi tocku reda 10, odnosno tocku reda 12, da je E(% )iors ~ Z/10Z,
odnosno E(# )iors ~ Z/127. To i dokazujemo sljedeéim lemama. Na kraju, u lemi 4.3.10

pokazujemo da postoje E/Q koje sadrZe to¢ku reda 13 definiranu nad poljem .Z".
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Lema 4.3.2. Neka je E/Q elipticka krivulja i neka je p € {11,19,37,43,67,163}, tada je
E(X)[p] = {0}

Dokaz. Pretpostavimo da je P € E(%) tocka reda p. Koristeci lemu 3.1.4 tada znamo da E

ima racionalnu p-izogeniju s jezgrom (P). Korolar 4.2.4 nam tada govori da

[Q(P):Ql|¢(p)=p—1.

Radi rezultata iz Clanka [36, str 301. Table 4] znamo da ako E ima racionalnu p-izogeniju onda

ima samo nekoliko mogucénosti za j-invarijantu od E. Sve te mogucnosti su navedene u iducoj

tablici.
% J-invarijanta Cremonina oznaka
11 —11-1313 121al
—215 121b1
—11? 121cl
19 —215.33 361al
37 —7-113 1225h1
—7-137%.20833 1225h2
43 —218.33.53 1849al
67 —215.33.53.113 4489al
163 | —218.33.53.233.293 26569al

Tablica 4.1: Primjer elipti¢kih krivulja sa zadanom j-invarijantom, [54]

Koristeci programski alat magma [2] lako ra¢unamo (kdd 12.m) p-ti djelidbeni polinom kri-
vulja iz tablice 4.1. Kako je [Q(P) : Q] < p — 1, trazimo ireducibilne faktore tih polinoma koji
su stupnja < p — 1 te lako vidimo da oni nemaju nulto¢aka nad .#". Naime, ireducibilni (nad Q)
polinom stupnja d sve nulto¢ke ima nad poljem algebarskih brojeva stupnja takoder d. Medu-
tim, polje stupnja d nad Q sadrZano u %" je jedinstveno i koriste¢i programski alat magma [2] ga
jednostavno nalazimo. Preostaje provjeriti da uoceni polinom nema nultocaka nad tim poljem.
Time dolazimo do kontradikcije s pretpostavkom da E (%) sadrzi tocku reda p i dovrS§avamo
dokaz u svim sluc¢ajevima osim u slucaju p = 163. Naime, u sluc¢ajevima p < 163 spomenuti
algoritam se na racunalu izvr$i skoro pa trenuta¢no. U slucaju p = 163 moramo biti malo oprez-

niji. Kao Sto vidimo u tablici 4.2, jedini ireducibilni faktor 163. djelidbenog polinoma ¢iji je

62


http://www.lmfdb.org/EllipticCurve/Q/121a1
http://www.lmfdb.org/EllipticCurve/Q/121b1
http://www.lmfdb.org/EllipticCurve/Q/121c1
http://www.lmfdb.org/EllipticCurve/Q/361a1
http://www.lmfdb.org/EllipticCurve/Q/1225h1
http://www.lmfdb.org/EllipticCurve/Q/1225h2
http://www.lmfdb.org/EllipticCurve/Q/1849a1
http://www.lmfdb.org/EllipticCurve/Q/4489a1
http://www.lmfdb.org/EllipticCurve/Q/26569a1

Torzija nad kompozitumom svih Z ,-prosirenja od Q Dokaz teorema 4.1.2

stupanj < 162 ima stupanj 81, nazovimo taj polinom ¢. Ukoliko pretpostavimo da E (%) sadrzi
tocku reda 163, onda znamo da njena x koordinata mora biti definirana nad poljem stupnja 81, tj.
nad Q4 3. No, Q4 3/Q je Galoisovo proirenje pa znamo da se ¢ razlaze na ireducibilne faktore
(njih tri stupnja 27) nad poljem Q; 3 = Q({y) ™. Medutim, koriste¢i programski alat magma [2]

(kdd 13.m) vidimo da to nije istina, tj. polinom ¢ je ireducibilan i nad poljem Q(&y)™, $to je

kontradikcija. |
p | Elipticka krivulja | degy, | ireducibilni faktori stupnja < p —1
11 121al 60 jedan stupnja 5
121bl 60 jedan stupnja 5
121cl 60 jedan stupnja 5
19 361al 180 jedan stupnja 9
37 1225h1 684 tri stupnja 6
1225h2 684 jedan stupnja 18
43 1849al 924 jedan stupnja 21
67 4489al 2244 jedan stupnja 33
163 26569al 13284 jedan stupnja 81

Tablica 4.2: Stupnjevi ireducibilnih faktora stupnja < p — 1

Prije dokaza iduce leme, navedimo jedan tehnicki rezultat [17, Proposition 4.6].
Propozicija 4.3.3. Neka je E elipticka krivulja nad poljem algebarskih brojeva F. Neka je p
prost broj ten € NiP € E(F) tocka reda p**!. Tada [F(P) : F(pP)| dijeli p? ili (p — 1)p.
Lema 4.3.4. Neka je E/Q elipticka krivulja, tada E(.#") ne sadrZi tocku reda 16.

Dokaz. Pretpostavimo da je P € E(%") tocka reda 16. 1z leme 3.1.4 zakljuCujemo da E ima
racionalnu 2-izogeniju. Naime, iz svega $to nam je do sada poznato znamo da je E (% )ors

izomorfna podgrupi od Z /27 & 7,/ 16Z. Dakle, E uistinu ima racionalnu 2-izogeniju. Koriste¢i

[51, Theorem 4] zaklju¢ujemo da je
[Q(E2]) : Q] = |GE0(2)] < [B(2)] =2.
Tocka 8P je tocka reda 2 pa je radi upravo pokazanog [Q(8P) : Q] € {1,2}. Sada koristimo

propoziciju 4.3.3 i dobivamo

[Q(P): Q] = [Q(P) : Q(2P)] [Q(2P) : Q(4P)] [Q(4P) : Q(8P)] [Q(8P) : QJ,

7 \\

€{1,2,4} e{1,2,4} €{1,2,4} e{1,2}
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tj. (Q(P) : Q] je potencija broja 2, Sto znaci da je tocka P definirana nad Q.. 7, a to je kontradik-

cija s teoremom 3.2.3. [
Lema 4.3.5. Neka je E/Q elipticka krivulja, tada E(#") ne sadrzZi tocku redan € {15,17}.

Dokaz. Pretpostavimo da je P € E(#") tocka reda n. Znamo da tada E ima racionalnu n-

izogeniju (lema 3.1.4). Koristeci korolar 4.2.4 zaklju¢ujemo da

[Q(P): Q]| ¢(n).

Medutim, znamo da je ¢(15) =81 ¢(17) = 16, §to znaci da je tocka P definirana nad Q. 2, §to

je kontradikcija s teoremom 3.2.3. [
Lema 4.3.6. Neka je E/Q elipticka krivulja, tada E(#") ne sadrZi tocku redan € {14,18}.

Dokaz. Primijetimo da je n = 2k, gdje je k € {7,9}. Pretpostavimo li da E(¢") sadrzi tocku
reda n, zakljuCujemo da E(.#) sadrZi tocku reda k, ozna¢imo tu tocku s P;. Koristeéi lemu

3.1.4, a zatim i korolar 4.2.4 zakljuCujemo da

[Q(F) - Q] | ¢(k) = 6.

To znaci da je P, definirana nad proSirenjem stupnja najvise 6, tj. ta to¢ka je definirana nad

poljem Q1 >Q; 3. Koristeci npr. [43, Corollary 4.] znamo da je

E(Q12Q13) [k ~ E(Q13)[k] ® E*(Q13)[k],

gdje je E? kvadratni twist elipti¢ke krivulje E za 2. Znamo da je E? elipticka krivulja definirana
takoder nad Q. Nadalje, znamo da kvadratni twist ne utjee na 2-torziju, a kako je kP tocka reda
2, znamo da E i E? imaju barem jednu to¢ku reda 2 definiranu nad Q1,3. To znaci da postoji
elipti¢ka krivulja definirana nad Q (dakle, E ili E?) koja nad Q1,3 ima toc¢ku reda k i tocku reda

2, tj. tocku reda 2k, a to je kontradikcija s teoremom 3.2.2. |
Lema 4.3.7. Neka je E/Q elipticka krivulja, tada E(¢") ne sadrZi tocku reda 25.

Dokaz. Pretpostavimo da je P € E(£") tocka reda 25. Koriste¢i lemu 3.1.4 zakljucujemo da
E ima racionalnu 25-izogeniju, §to znaci da Gal (Q(E[25])/Q) djeluje na (P), odnosno da za
svaki o € Gal (Q(E[25])/Q) postoji a € (Z/257)* takav da je P° = aP. Koriste¢i korolar 4.2.4
zakljucujemo da [Q(P) : Q] | ¢(25) = 20. Nadalje, tocka 5P je tocka reda 5 i za nju na isti nacin
zakljucujemo da [Q(5P) : Q] | ¢(5) = 4. Dakle, imamo da je

Q(P) CQ22Q 5 i Q(5P)C Q.
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Svaki o € Gal (Q(E[25])/Q22) fiksira totku 5P, stoga zaklju¢ujemo da je G, ,(25) oblika

ca € 1+52/257

*

Nadalje, znamo da je [Q({2s) : Qi 5] = 4, $to znati da je |Gal (Q({y5)/Qi5)| = 4. Sada iz
propozicije 1.1.2 zakljuCujemo da je detGo, @, (25) izomorfno jedinstvenoj podgrupi reda 4
grupe (Z/25Z)*, koja je jednaka (7) = {7,—1,—7,1}. Sjetimo se jo§ da Gal (Q/Q2,Q 5)

fiksira tocku P, stoga je

1 x
(;(@22(@15(25)S :b€{7a_17_771}
o 0 b

Uoc¢imo da Gal (Q(E[25])/Q2.2) ne fiksira tocku P (teorem 3.2.3) i da je

(G,,(25) : G,,0,5(25)] = [Q22Q15: Q2] =5,

zato je

Go,25) < | ) iac1452/252, be {7,-1,-7.1}
' 0 b
Vrijedi [G(25) : Gq,,(25)] = [Q22: Q] =4 te
(Z/25Z)° : 14+5Z/25Z) =4 i  [(Z/25Z)%:(7)] =5.

Iz svega toga zakljucujemo da je

a x
Go(25) < ca e (Z)252)%, be{1,—-1,-7,1}
0 b

Konacno, raCunamo
25| 150 | [GLa(Z/25Z) : Go(25)] | [Autz, (T5(E)) : Img(ps £).
Sto je kontradikcija s teoremom 1.1.3. |
Lema 4.3.8. Neka je E/Q elipticka krivulja takva da E(.%") sadrZi tocku reda 10, onda je
E( )tors ~ L/ 10Z.

Dokaz. Jedina druga mogucnost za E (% )ors je 7/27 @ 7Z./10Z pa nju moramo eliminirati.
Pretpostavimo stoga da je E () ors ~ Z/27 ® 7/ 10Z.
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Cijela 2-torzija od E je definirana nad %, $to je Galoisovo prosirenje od Q, stoga zakljucu-

jemo da je Gg(2) unutar GL,(F,) konjugirano nekoj od grupa

1 0 1 0 11 1 0 11 01
Gl = 5 GZ = 5 ) G3 = ’ ’

01 0 1 0 1 01 1 0 11
U slucaju kada je Gg(2) ~ G ili Gg(2) ~ G2, odmah zakljuCujemo da je cijela 2-torzija od
E definirana nad kvadratnim proSirenjem, tj. nad Q; >. Nadalje, koriste¢i lemu 3.1.4 i korolar
4.2.4 zakljuCujemo da su tocke reda 5 na E definirane nad Q, Q1 > ili nad Q, . Dakle, dolazimo
do toga da E(Qu 2 )tors sadrzi Z /27 & 7 /10Z, $to je kontradikcija s teoremom 3.2.3.

Preostaje promotriti slucaj kada je Gg(2) ~ G3. Koristeéi [17, Theorem 3.6.] zakljucu-

jemo da E nema kompleksno mnoZenje. Nadalje, koriste¢i [57, Theorem 1.1.] zaklju¢ujemo da

postoji racionalan broj u takav da je
J(E) = u* +1728.

Lema 3.1.4 nam govori da E ima racionalnu 5-izogeniju, §to znaci da je Gg(5) unutar GL,(Fs)
konjugirano nekoj podgrupi grupe
a b
ra,c€FS b eTs
0 ¢

Koriste¢i [57, Theorem 1.4.] zaklju¢ujemo da postoji racionalan broj v # 0 takav da je

_ 52(»¥+10v+5)°

j(E) ~

Dakle, dobivamo jednadzbu krivulje
C : 250> +10v+5)* —u?° — 17280 = 0.

Koriste¢i programski alat magma [2] (kod 14.m) i kddove koje su Enrique Gonzédlez-Jiménez i
Filip Najman koristili u [17] (pogotovo u dokazu Leme 8.15.) vidimo da je ta krivulja biraci-
onalno ekvivalentna eliptickoj krivulji s Cremoninom oznakom 20a3. Kao §to moZemo vidjeti
na [54], ta krivulja ima samo dvije racionalne tocke. Dakle, C ima najviSe dvije racionalne

tocke. Projektivno zatvorenje krivulje C je krivulja
X2y —25y92+978y°22 — 7875y* 2> — 32500y°2* — 39375y°2° — 18750yz° — 31257 = 0.

To je elipti¢ka krivulja koja nad Q ima rang jednak O i torziju izomorfnu grupi Z/27Z. Jedine
dvije racionalne tocke na toj krivulji su (0:1:0) 1 (1:0:0). Medutim, te tocke ne odgovaraju
racionalnim to¢kama na krivulji C (zato $to su to tocke “u beskonacnosti”), $to je kontradikcija.
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Torzija nad kompozitumom svih Z ,-prosirenja od Q Dokaz teorema 4.1.2

Napomenimo da ¢injenica da ne postoji elipticka krivulja E /Q takva da je Gg(2) ~ Gz ida
je Go(5) unutar GL,(Fs) konjugirano nekoj podgrupi grupe
a b

ca,c €FZ,beFs
0 ¢

slijedi i iz rezultata [39, Theorem C - (1)]. Medutim, onda bismo se jo§ posebno morali poza-

baviti eliptickim krivuljama E /Q koje imaju kompleksno mnoZenje.
Lema 4.3.9. Neka je E /Q elipticka krivulja takva da E(.%") sadrZi tocku reda 12, onda je
E( ) tors = Z/127.

Dokaz. Jedina druga mogucnost za E (% )iors je Z/27 & 7./127 pa nju moramo eliminirati.
Pretpostavimo stoga da je E (. )iors >~ Z/27. & 7/ 127.

Iz leme 3.1.4 znamo da E ima racionalnu 2-izogeniju, a to znaci da je Gg(2) ~ G ili je
Go(2) ~ G, unutar GL,(IF2) (ovdje su Gy i G, kao u dokazu prethodne leme 4.3.8). Zakljucu-
jemo stoga da je cijela 2-torzija definirana nad Q. >.

Opet, radi leme 3.1.4 znamo da E ima racionalnu 3-izogeniju, Sto znaci da je tocka reda
3 definirana nad proSirenjem stupnja najviSe 2, tj. definirana je nad poljem Q.. Koristeci
propoziciju 4.3.3 zakljuCujemo i da je toCka reda 4 definirana nad Q...

Dakle, dolazimo do toga da je E(Qe2)tors >~ Z/27 @ 7./ 127, $to je kontradikcija s teore-
mom 3.2.3. [

Lema 4.3.10. Postoje elipticke krivulje E /Q takve da je
E(Q)tors - {0} i E(e%/)tors ~ Z/13Z.

Dokaz. Pretpostavimo da je P € E(.%) tocka reda 13. Znamo da P ¢ E(Q), takoder znamo da
je tada E( % )iors =~ Z/13Z, §to vidimo iz [5, Theorem 1.2.]. Dakle, ukoliko nademo E /Q koja
ima tocku reda 13 nad poljem .#" — gotovi smo. To upravo i ¢inimo koriste¢i programski alat
magma [2] (kod 15.m). Nalazimo da u bazi [54] postoje dvije elipticke krivulje definirane nad Q

s ovim svojstvom, to su:

20736¢cl @y =x>46x+8,

20736d1 :  y? =x>424x+64. [
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Torzija nad kompozitumom svih Z ,-prosirenja od Q Dokaz teorema 4.1.2

Napomena. Modularna krivulja X,(13) je hiperelipticka krivulja genusa 2 (pogledati npr.
169.2.169.1). Nadalje, ako neka elipticka krivulja E/Q ima tocku P reda 13 definiranu nad
poljem %, onda znamo da ta elipticka krivulja ima racionalnu 13-izogeniju Ciju jezgru gene-
rira tocka P. No, koriste¢i korolar 4.2.4 to znaci da je [Q(P) : Q] | ¢(13) = 12. Dakle, tocka
P je sigurno definirana nad poljem Q,>Q 3. Koristeci Faltingsov teorem (pogledati [13]) za-
kljuc¢ujemo da X;(13)(Q22Q 3) sadrZi kona¢no mnogo tocaka. Drugim rije¢ima, postoji samo

kona¢no mnogo eliptickih krivulja E /Q koje sadrZe tocku reda 13 nad poljem % .
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5. TORZIJA NAD Q(u,~)

U ovom poglavlju prou¢avamo kako se ponasa torzija elipti¢kih krivulja E /Q nad poljem

o)

Q) = U Q) = U Q(Z0).

k=1 k=1

gdje je §, primitivni n-ti korijen iz 1, p je prost broj te
U, ={weC : o"=1}.
Sva ova polja su sadrZana u maksimalnom Abelovom prosirenju od Q:

Qab: H Q(up)-

p prost

Koristeci ve¢ navedeni teorem [5, Theorem 1.2.] znamo da za elipti¢ku krivulju E /Q vrijedi da

je, za svaki prost broj p, E(Q(tp=))tors izomorfno nekoj podgrupi neke od iducih grupa

Z/N\Z,  N;=1,3,57,9,11,13,15,17,19,21,25,27,37,43,67,163,
Z]2Z®Z[2NZ,  N»=1,2,3,4,5,6,7,8,9,
Z/3Z®7Z/3NsZ,  N3;=1,3,
ZJ/AZ®TLJANSZ,  Ny=1,2,3.4,
YARYASYARYA
Z|6L&L/6L,
VAR YAV AR YA

Ono $to je cilj napraviti je odrediti koje su tocno grupe uopée moguce za koji prost broj p. Time
se 1 bavimo u narednoj sekciji.

Kako éemo se Cesto pozivati na ovu listu grupa, oznacimo s T skup svih podgrupa grupa s
gornje liste. Cesto ¢éemo reéi da znamo da se E (Q(1p=))tors nalazi u T, pri tome mislimo da je

E(Q(up=))tors izomorfno nekoj od grupa iz skupa T.
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Torzija nad Q(u,~) Rezultati

5.1. REZULTATI

Kako bismo proucili torziju elipticke krivulje £/Q nad poljem Q(u,~), zapravo ne moramo

“i¢i daleko”, sljedeci teorem nam upravo to i govori.

Teorem 5.1.1. Neka je E/Q elipticka krivulja, tada za prost broj p > 5 vrijedi

E(Q(up=))tors = E(Q(Up) ) ors-
Nadalje je
E(Q(u3=))tors = E(Q(133) ) tors i E(Q(u2=))tors = E(Q(ta4) ) tors-

Napomena. Gornja situacija je “najbolja moguca”. Naime, ako je E = 27a4 (Cremonina

oznaka s [54]), onda je

E(Q(u32))tors = Z/9Z S 7277 = E(Q(133)) ors-

Nadalje, ako je E = 32a4 (Cremonina oznaka s [54]), onda je

E(Q(H23))ors = Z/2L S L[AL S L/27. & 1./ 8Z = E(Q(U24)) ors-
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Torzija nad Q(u,~) Dokaz teorema 5.1.1

5.2. DOKAZ TEOREMA 5.1.1

Kako bismo dokazali ovaj teorem, trebat ¢e nam nekoliko poznatih rezultata i nekoliko tehnic¢kih
¢injenica te stoga najprije to i navodimo. Sam dokaz ovog teorema je sadrZan u nizu lema koje
slijede.

Najprije, sjetimo se klasicnog Mazurovog (i Kenkuovog) teorema o izogenijama (Teorem
3.1.5, mozemo ga naéi u [27-30,37]). Ako elipti¢ka krivulja E /Q ima racionalnu n-izogeniju,

onda n mora biti neki od brojeva iz tablice. Trebat ¢e nam ¢(n) od tih brojeva pa ih stoga i

navodimo.
no||2(314]5]6| 7 |8 9 [10/[11]]12] 13 | 14 |15]16
d(n) | 1]2]2/22]2]2-3/22|2-3|2%2|2.5|2%2|22.3|2:3[23|2]
n 18 | 19 | 21 27 | 37 | [43] | [67] ||163]
o(n) | 2* |2-3|2:32|22.3|22.5(2.3%2|22.32/2.3.7|2-3-11 | 2-3*

Tablica 5.1: Moguce racionalne n-izogenije s vrijednostima ¢ (n)

Brojevi n koji se nalaze u D su istaknuti poSto ¢emo se sa svakim od njih morati posebno
pozabavit. Uskoro ¢e biti jasno zasto.

Promotrimo sada rezultat [15, Theorem 1.1]:
Teorem 5.2.1. Neka je E/Q elipticka krivulja i neka je n > 2 prirodan broj.

Ako je Q(E[n]) = Q(uy), onda je n € {2,3,4,5}. Nadalje, ako je prosirenje Q(E[n])/Q
Abelovo, onda je n € {2,3,4,5,6,8} te vrijedi da je grupa G = Gal (Q(E[n])/Q) izomorfna

nekoj od iducih grupa:
n 2 3 4 5 6 8
7/27
{0} Z/AZ (z)27)*
7./27. (7./27)? (Z./27)?
G| z)2z 7./27 % 7./ AT (Z.)27)>
(z/2z)* | (z/2Z) (z/22)’
7./37. (Z./4A7)? (Z./27.)°
(z/22)"
Sjetimo se da za prost broj p > 3 1 prirodni broj k vrijedi da je
Gal (Q(u,)/Q) ~Z/(p—1)p*'2Z. (gal)

Koristeci tu ¢injenicu direktno dobivamo sljedeci korolar.
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Torzija nad Q(u,~) Dokaz teorema 5.1.1

Korolar 5.2.2. Neka je E/Q elipticka krivulja. Neka je p > 3 prost broj i neka je n > 2
prirodni broj. Ako je Q(E[n]) C Q(u,~), onda je n € {2,3,4,5} te vrijedi da je grupa G =
Gal (Q(E[n])/Q) izomorfna nekoj od iduéih grupa:

n 2 3 4 5
{0}

G| z)pz |Z/2Z|7/)2Z | /AT
7./37

Dokaz. Kako je Q(E[n]) € Q(u,y~) zaklju¢ujemo da je prosirenje Q(E[n])/Q Abelovo. Koris-
teci prethodni teorem 5.2.1 skupa s opservacijom za Gal (Q( ,upk) / Q), (gal) dokaz je gotov. W

Sada direktno slijedi 1 sljedeci korolar.

Korolar 5.2.3. Neka je E /Q elipticka krivulja, neka je p > 3 prost broj i neka je n > 2 prirodan
broj. Ako je Q(E[n]) C Q(u,~), onda jen € {2,3,4,5} te vrijedi

Q(E[M) € Qup), zap=3 i QEln]) € Q(uy), zap >>5.
Nadalje, sjetimo se takoder da vrijedi sljedece:

Gal(Q(%)/Q) ~ {0}, Gal(Q(44)/Q) ~Z/2Z te Gal(Q(6y)/Q) ~Z/2Z0Z/2 2,

za svaki prirodni broj k > 2. Koristeci teorem 5.2.1 odmah dobivamo korolar:

Korolar 5.2.4. Neka je E/Q elipticka krivulja i neka je n > 2 prirodni broj. Ako je Q(E[n]) C
Q(up=), onda je n € {2,3,4,5,6} te vrijedi da je grupa G = Gal (Q(E[n])/Q) izomorfna nekoj

od iducih grupa:
n 2 3 4 5 6
0 7.)27. 7.)27. 7./47,
ol 10 / / / 222y
)27 | (Z)2Z)* | (Z)27)* | Z/27Zx7/AZ

Iduca propozicija je rezultat iz [17, Proposition 4.8], tu propoziciju koristimo kako bismo

se preciznije pozabavili s 2-torzijom.
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Torzija nad Q(u,~) Dokaz teorema 5.1.1

Propozicija 5.2.5. Neka je E/Q elipticka krivulja i neka je P € E(Q) toc¢ka reda 2"*!, za neki

prirodan broj n. Tada
[Q(P): Q(2P)] | 4.

Nadalje, vrijedi da je Gal (Q(P)/Q(2P)) izomorfno nekoj od iduce 3 grupe:
{0}, Z/2Z, Z/2ZxZJ2Z, D,
gdje je Dy diedralna grupa reda 8.

Korolar 5.2.6. Neka je E/Q elipticka krivulja i neka je P € E(Q(u,~)) tocka reda 2", za neki

prirodan broj n i prost broj p > 3. Tada je

Q(P) S Qluy), zap=3 i QP)CQuy), zap >S5,

Dokaz. Tocka 2" 'P je tocka reda 2 pa znamo da je [Q(2" 'P): Q] € {1,2,3}. Iterativ-
nom primjenom propozicije 5.2.5 zaklju¢ujemo da je [Q(P) : Q(2""'P)] = 2¢, za neki a €
{0,1,2,...,2n — 2}, iz Cega slijedi da je [Q(P) : Q] = 23%, za neke a € {0,1,2,...,2n— 1},

b € {0,1}, ¢ime je tvrdnja pokazana. |

Lema 5.2.7. Neka je E /Q elipti¢ka krivulja i neka je p > 13 prost broj, tada je

E(@(“p""))tors — E(Q(Np))tors~

Dokaz. Neka je najprije ¢ prost broj razli¢it od 2 i od p. Znamo da Q(u,~) ne sadrzi {, pa iz
propozicije 3.1.1 zaklju¢ujemo da E(Q(u,~)) ne sadrzi E[g]. Pretpostavimo da je n prirodan
broj takav da E(Q(u,~)) sadrZi tocku P koja je reda ¢”, lema 3.1.4 nam tada govori da E ima
racionalnu ¢"-izogeniju. Iz korolara 4.2.4 zaklju¢ujemo da [Q(P) : Q] | ¢(¢"). Pogledamo li u
tablicu 5.1 vidimo da mora biti Q(P) C Q(up).

Ukoliko je g = 2, iz korolara 5.2.6 zakljuCujemo da su tocke reda 2" iz E(Q(Up~) )tors defi-
nirane nad Q(u,). Na kraju, iz korolara 5.2.3 zakljucujemo da E(Q(u,~)) ne sadrzi E[p]| pa za

tocku P € E(Q(u,~)) reda p" vrijede isti argumenti kao za tocku reda ¢". [

Napomena. U sljede¢im lemama koje Ce rjeSavati slucajeve p =11, p=T7, p=5ip =73
¢emo provoditi sustinski isti postupak kao za p = 13. Dodatne “probleme” Ce stvarati istaknuti

brojevi iz tablice 5.1. Njima ¢emo se posebno pozabaviti.

Lema 5.2.8. Neka je E/Q elipticka krivulja, tada je

E(@(.ull""))tors = E(Q(.ull))tors-
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Dokaz. Primijetimo da ovdje vrijede potpuno analogni argumenti kao u dokazu prethodne leme
5.2.7, uz iznimku potencijalne tocke P € E(Q(u;1~)) koja je reda 67 (pogledati tablicu 5.1).
U tom slucaju E ima racionalnu 67-izogeniju (pogledati skup T sa stranice 69), Sto znaci da je
(rezultati iz lanka [36, str. 301, Table 4.]) j(E) = —2!%-33.53.113. Iz dokaza leme 4.3.2 znamo
da 67. djelidbeni polinom eliptickih krivulja E /Q s ovom j-invarijantom ima jedan ireducibilni
faktor stupnja < 66 i taj faktor je stupnja 33, nazovimo ga ¢. Medutim, polje Q(u11=) ne sadrzi

potpolje stupnja 33 pa ¢ sigurno nema nultocaka nad tim poljem, ¢ime smo gotovi. |

Lema 5.2.9. Neka je E/Q elipti¢ka krivulja, tada je

E(@(l«h""))tors = E(Q(I»h))tors-

Dokaz. Jedini potencijalni problem (svi ostali argumenti opet idu analogno) je postojanje tocke
P € E(Q(u7~)) koja je reda 43 (pogledati tablicu 5.1). U tom slu¢aju E ima racionalnu 43-
izogeniju (pogledati skup T sa stranice 69), Sto znaci da je (rezultati iz ¢lanka [36, str. 301,
Table 4.]) j(E) = —2'%.3%.53. 1z dokaza leme 4.3.2 znamo da 43. djelidbeni polinom eliptickih
krivulja E/Q s ovom j-invarijantom ima jedan ireducibilni faktor stupnja < 42 i taj faktor je
stupnja 21, nazovimo ga ¢. Medutim, polje Q(u7~) ne sadrZi potpolje stupnja 21 pa ¢ sigurno

nema nulto¢aka nad tim poljem, ¢ime smo gotovi. [

Lema 5.2.10. Neka je E/Q elipticka krivulja, tada je

E(@(“S‘”))tors = E(Q(.US))tors-

Dokaz. Ovdje se potencijalno pojavljuje nekoliko problema. Prvi je mogucnost pojavljivanja
7./57 &7 /57 torzije. No, to je rijeSeno korolarom 5.2.3. Promotrimo skup T sa stranice 69
i vidimo da ako E(Q(us=))tors =2 Z/5Z & Z/5Z, da je onda E(Q(Us=))ors ~ Z/57 & Z]5Z.
Nadalje, kao Sto vidimo u tablici 5.1 postoje jo§ dva potencijalna problema, to su tocke reda
11125, Ako E(Q(us~)) sadrZi tocku reda 11, onda je cijela torzija E(Q(Us=))wors jednaka
upravo Z/117Z (pogledati skup T sa stranice 69) pa E ima racionalnu 11-izogeniju. Pogledamo
li tablicu 4.2 vidimo da 11. djelidbeni polinom elipti¢kih krivulja E/Q koje imaju racionalnu
11-izogeniju uvijek ima samo jedan ireducibilni faktor stupnja < 10 i taj faktor je stupnja 5. Me-
dutim, u dokazu leme 4.3.2 smo pokazali da niti jedan od tih faktora stupnja 5 nema nultocaka
nad jedinstvenim potpoljem polja Q(us=) stupnja 5 nad Q, tj. nad poljem Q; 5. Preostaje nam
rijesiti to¢ku reda 25. Pretpostavimo da je P € E(Q(us~)) tocka reda 25, vidimo da je u tom slu-

¢aju jedina moguénost da je E(Q(Us=))ors = Z /257 (skup T sa stranice 69) pa znamo da E ima
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racionalnu 25-izogeniju. To pak znaci da je Q(P) C Q(uys). Pretpostavimo da Q(P) € Q(us),
u suprotnom smo gotovi. Analognim razmisljanjem zakljucujemo da je Q(5P) C Q(us) (ima-
juéi na umu da je E(Q(Us=))wors >~ Z/257Z). Svaki o € Gal (Q(E[25])/Q(us)) fiksira tocku 5P,
stoga zakljuCujemo da je Ggy,,)(25) oblika

ca€1+452/25Z

*

Koristeci propoziciju 1.1.2 zakljuujemo da je det Ggyy,5)(25) ~ {1}. Sjetimo se jo$ da grupa
Gal (Q/Q(u2s)) fiksira tocku P, stoga je

*

GQ(Mzs) (25) < 0 1

Uocimo da Gal (Q(E[25])/Q(us)) ne fiksira tocku P (pretpostavka) i da je

[Gous) (25) : Gouys) (25)] = [Q(12s) : Q(us)] =5,

zato je

a x
GQ(HS)(25) < rae 1+5Z/25Z
01

Vrijedi [Go(25) : Gous)(25)] = [Qus) : Q] = 4 te
(Z/25Z)° :1+52)25Z) =4 i [(7):{1}] =4

Iz svega toga zaklju¢ujemo da je

a *
Gg(25) < ca€(2)252)°, be{1,—1,-7,1}
0 b

Konacno, ratunamo
25| 150 [ [GLa(Z/25Z) : G(25)] | [Autzs(T5(E)) - Img(ps k)],
Sto je kontradikcija s teoremom 1.1.3. |

Lema 5.2.11. Neka je E /Q elipti¢ka krivulja, tada je

E(Q(N3°°))tors = E(@(“33))tors~
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Dokaz. Ako je g # 3 prost broj i n prirodan broj takvi da E(Q(u3~)) sadrzi tocku P reda ¢",
onda potpuno analogno kao i u dokazima prethodnih lema znamo da je Q(P) C Q(33), osim
eventualno u sluaju ¢ = 163 1 n = 1 (pogledati tablicu 5.1). Pretpostavimo stoga da je P €
E(Q(u3~)) tockareda 163. Znamo da je tada jedina moguénost da je E(Q(s=))tors = Z/163Z,
ato zna¢i da E ima racionalnu 163-izogeniju. Sto nadalje znaci da je nuzno Q(P) C Q(uss) jer
iz korolara 4.2.4 slijedi da [Q(P) : Q] | 162. Pogledamo li dokaz leme 4.3.2, tj. tablicu 4.2 vidimo
da 163. djelidbeni polinom od E ima samo jedan faktor stupnja < 162 i taj faktor ima stupanj
81, nazovimo ga ¢. To znaci da polinom ¢ ima nultocke u polju Q(t35). Preciznije, mora imati
nultocke u polju stupnja 81 nad Q koje je sadrzano u Q(13s), takvo polje je jedinstveno i to je
upravo Q4 3. No, upravo u dokazu leme 4.3.2 smo pokazali da to nije istina ¢cime dolazimo do
kontradikcije i zakljucka da E(Q(u3~)) ne moze sadrzavati tocku reda 163.

Preostaje vidjeti $to je s tockama reda 3". Proucimo li skup T sa stranice 69 vidimo da je

E(Q(u3~))[3%] izomorfno to¢no jednoj od sljedecih grupa:
Z/3Z, 7)9Z, 7)27Z, Z/3L&Z)3Z, Z)3Z&Z/9Z.

Ukoliko je E(Q(u3~))[3*] ~ Z/3"Z, za neki n € {1,2,3}, onda znamo da E ima racionalnu
3"-izogeniju pa tvrdnja odmah slijedi pogledamo li tablicu 5.1.

Slucaj kada je E(Q(us~))[3%] =~ Z/37Z & Z/3Z je rijeSen korolarom 5.2.3.

Preostaje nam promotriti situaciju kada je E(Q(u3~))[3*] ~Z/37Z ®Z/9Z. Neka je P toka
reda 3 i neka je Q tocka reda 9 te neka je { P,Q} baza za E(Q(u3~))[3*]. Iz teorema 5.2.1 znamo
daje Q(P) = Q(3Q) = Q(u3). Koristeéi propoziciju 3.1.13 zakljuéujemo da je

[Q(0):QBQ)] €{1,2,3,6,9},
¢ime smo pokazali da je nuzno Q(P, Q) C Q(us3). |

Prije samog dokaza Cinjenice da je E(Q(t2=))iors = E(Q(Hy4) )tors» navodimo dva tehnicka

rezultata koja su nam potrebna.

Lema 5.2.12. Neka je E /Q elipti¢ka krivulja takva da E(Q(up~))[2%] ~ Z /47 & Z/8Z, tada
E(Q(up))27|~=7Z/A7 0 Z/8Z.

Dokaz. Neka su P i Q tocke na E(Q(up~)) koje Cine bazu za E(Q(p~))[2%]| ~ Z/4Z® 7 /8Z
te neka je P tocka reda 4 i O toCka reda 8. Trebamo pokazati da je Q(P,Q) C Q(&). 1z

korolara 5.2.4 zaklju¢ujemo da je Q(P,2Q) C Q({,3), a zatim primjenom propozicije 5.2.5
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vidimo da je Q(P,Q) C Q({,s). M. Derickx i A. V. Sutherland su u [11] izlozili metodu za
pronalazak modela za neke modularne krivulje X (m,mn). Kompletna lista nalazi se na http:
//math.mit.edu/"drew/X1imn.html. Nalazimo da je X;(4,8) zapravo elipticka krivulja 32a2
(podaci s [54]):

E y2 =x —x
Pokazimo da je rk(E"(Q(Hys))) = rk(E'(Q(pp))) = 0 i da je E'(Q(Hs) )iors = E'(Q(Hp4) )tors.-
To i radimo koristeéi programski alat magma [2] (kdd 16.m). Iskoristimo li ¢injenicu da je (po-

gledati stranicu 19)

tk(E'(Q(tys))) = 1k(E'(Qa2)) +k(E"V(Q3.2))
lako ra¢unamo da je rang od E’ nad Q(i,s) uistinu jednak 0. [

Vedina eliptickih krivulja E (€ak i nad poljem C) zadovoljava da je End(E) ~ Z. To znaci da
su svi endomorfizmi od E jedino mnoZenja s m, gdje je m cijeli broj. Za elipticku krivulju koja
ima endomorfizam koji nije mnozZenje s m za neki cijeli broj m kazemo da ima kompleksno

mnoZenje. Za detalje svakako pogledati [52, Chapter II].

Lema 5.2.13. Neka je E/Q elipticka krivulja koja ima kompleksno mnoZenje. Tada E ne
sadrZi tocku reda 16 definiranu nad (Q(uy~)).

Dokaz. Pretpostavimo da E(Q(p-)) sadrzi tocku P reda 16, pogledamo li skup T sa stranice

69 vidimo da je tada E(Q( =) )tors izomorfno nekoj od grupa
ZJ16Z, 7)2Z&7/16Z, TJAZ&Z/16L.

U slucaju grupe Z/16Z, pogledamo li tablicu 5.1 vidimo da je Q(P) C Q(t,4). U slucaju grupe
7./27. @ Z/16Z, znamo da je toCka 2P generator jezgre racionalne 8-izogenije pa je Q(2P) C
Q(u,3). Koristeci propoziciju 5.2.5 zakljucujemo da je tada Q(P) C Q(u,s). Konacno, ako je
u pitanju grupa Z/4Z @ 7,/ 16Z, onda je 4P generator jezgre 4-izogenije pa je Q(4P) C Q(u,2)
i onda posljedi¢no Q(P) C Q(H,s). Odnosno, u svakom slucaju je tocka reda 16 definirana nad
poljem Q(y0).

E ima kompleksno mnoZenje pa je j-invarijanta od E jednaka jednom od iducih 13 brojeva

(tu &injenicu moZemo naéi u [52, Appendix A §3]1):

—262537412640768000, —147197952000, —884736000, —12288000, —884736,

ImoZe se pogledati i na https://wstein.org/, tj. u tablicu https://wstein.org/Tables/cmj.html
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—32768, —3375, 0, 1728, 8000, 54000, 287496, 16581375.

Sada koriste¢i programski alat magma [2] (kdd 17.m) nalazimo da za elipticke krivulje s tim j-
invarijantama, polinom % (ovdje je, kao 1 uvijek, n-ti djelidbeni polinom od E oznacen s y;,)
8

nema nultocaka nad poljem Q(1iys), ¢ime dokaz privodimo kraju. |

Lema 5.2.14. Neka je E/Q elipticka krivulja takva da je E(Q(uy~))[2°] ~ Z/27Z & Z/16Z.
Tada je
E(Q(uy))2”| ~7Z/2Z. 7/ 16Z.

Dokaz. Neka su P i Q tocke na E(Q(uy~)) koje Cine bazu za Z /27 @ 7./ 16Z torziju i neka je
P tocka reda 2 te Q tocka reda 16. Trebamo pokazati da je Q(P,Q) C Q(&,4). Pogledamo li
dokaz leme 3.1.4 (tocnije, dokaz od [9, Lemma 4.6]) vidimo da je tocka 2Q generator jezgre
racionalne 8-izogenije, $to znaci da je tocka 2Q definirana nad poljem stupnja najviSe 4 nad
Q. Sada koristeéi propoziciju 5.2.5 vidimo da je tocka Q definirana nad proSirenjem stupnja
najvise 16 nad Q. Dakle, vidimo da je nuzno Q(P, Q) C Q(&,s). Ono $to éemo sada pokazati je

sljedeca tvrdnja:

Ako je [Q(P,Q) : Q] > 16, onda Q(P, Q) nije sadrzano u Q(up~).

Naime, to onda znaci da ako je Q(P, Q) C Q(up~), onda je nuzno Q(P, Q) C Q(u,4), Sto i Zelimo
pokazati.

Iz prethodne leme 5.2.13 slijedi da elipticka krivulja £ nema kompleksno mnoZenje. E.
Gonzélez-Jiménez i F. Najman su u dokazu [17, Lemma 8.15.] koristili magma [2] kod? koji
¢e 1 nama ovdje biti od koristi. Naime, za sve moguce 2-adske Galoisove reprezentacije elip-
ticke krivulje E nalazimo koje su sve moguc¢nosti za Gal (Q(P,Q)/Q), uz uvjet da je [Q(P, Q) :
Q] > 16. Napomenimo da nam je klju¢na baza podataka 2primary_Ss.txt koju su E. Gonzdlez-
Jiménez i A. Lozano-Robledo generirali u [16] za potrebe dokaza Corollary 3.3. i Corollary 3.4.
Svi popratni magma [2] kddovi dostupni su online®. Ta baza je nastala na osnovu baze koju su J.
Rouse 1 D. Zureick-Brown generirali za potrebe Clanka [48], takoder se svi popratni magma [2]

kodovi mogu naéi online®.

http://verso.mat.uam.es/~enrique.gonzalez. jimenez/research/tables/growth/lem8_16a.

txt

Shttp://verso.mat.uam.es/~enrique.gonzalez. jimenez/research/tables/pprimary/

pprimary.html
“http://users.wfu.edu/rouseja/2adic/
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Konacno, koriste¢i programski alat magma [2] (k6d 18.m) nalazimo da za polje K takvo
daje Q(P,Q) =K i [K: Q] > 16 vrijedi da je Gal(K/Q) ~ (Z/2Z)> ® Z/4Z. Sjetimo se

opet ¢injenice da vrijedi: Gal (Q(&,)/Q) ~ {0}, Gal (Q(&4)/Q) ~ Z/27Z te Gal (Q({x)/Q) ~
7./27.& 7./2K27, za svaki prirodni broj k > 2. To zna¢i da polje K nije sadrzano u Q( i~

)>
¢ime smo dokaz priveli kraju. |

Lema 5.2.15. Neka je E/Q elipticka krivulja takva da je E(Q(up=))[2] ~ Z/4Z & 7 /16Z.
Tada je
E(Q(uy))[27] ~ Z/AZ & 7,/ 16Z.

Dokaz. Provodimo ga analogno kao dokaz prethodne leme 5.2.14, uz minimalne modifikacije.

Ako su P reda 4 i Q reda 16 tocke u E(Q(up~)) koje Cine bazu za Z /47 & 7./ 16Z torziju,
onda je 4Q generator jezgre 4-izogenije pa je Q(4Q) stupnja najviSe 2 nad Q. Iz toga onda
zakljuujemo da je Q(P, Q) stupnja najvise 32 nad Q, tj. nuzno je Q(P,Q) C Q(u,s). Sada opet

pokazujemo analognu tvrdnju kao u dokazu leme 5.2.14:

Ako je [Q(P,Q) : Q] > 16, onda Q(P, Q) nije sadrZzano u Q(uy=).

Koristeci analogni magma [2] kod 18.m (jedina bitna razlika je sama torzijska grupa), raCunamo

daakoje K=Q(P,Q)i[K:Q] > 16, onda je Gal (K/Q) izomorfno jednoj od grupa
(2)22)*, (Z)22)*®Z/AZ, (Z)2Z)°, (Z)2Z)°®Z/AL.
ZakljuCujemo da polje K nije sadrzano u Q(uy~) ¢ime smo gotovi. [

Konacno, sljedeca lema dovrSava dokaz teorema 5.1.1.

Lema 5.2.16. Neka je E/Q elipticka krivulja, tada je

E(Q(2~))tors = E(Q(Hp4)) tors-

Dokaz. Ako je g > 2 prost broj i n prirodan broj takvi da E(Q(up~)) sadrzi tocku P reda ¢",
onda potpuno analogno kao i u dokazima prethodnih lema znamo da je Q(P) C Q(y4), osim
eventualno u slu¢aju g = 17 i n = 1 (pogledati tablicu 5.1). Neka je P € E(Q(up~)) tocka reda
17. Znamo da je tada jedina mogucnost da je E(Q(uz=))wors =~ Z/17Z, a to znaci da E ima

racionalnu 17-izogeniju. Sto nadalje zna&i da je nuzno Q(P) C Q(uys). Pogledamo li u [36, str.
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301, Table 4] ili u [52, Appendix A, §3], vidimo da je

_ —-172-101° O
J(E)= — Sto je istina za elipti¢ku krivulju 14450p1
ili
, —-17-373% R
J(E)= —m Sto je istina za elipticku krivulju 14450p2.

Sada, za obje uocCene j-invarijante, koriste¢i programski alat magma [2] faktoriziramo 17. dje-
lidbeni polinom (kod 19.m). Preciznije, traZimo mu faktore stupnja < 16. Za obje navedene
Jj-invarijante dobijemo da pripadajuci polinomi nemaju nulto¢aka nad poljem Q(u,s). Dakle,
E(Q(up~)) ne moze sadrzavati tocku reda 17.

Preostaje vidjeti $to je s tockama reda 2". Proucimo li skup T sa stranice 69 vidimo da je

E(Q(u2=))[2%] izomorfno to¢no jednoj od sljedeéih grupa:

7)27, 7.)AZ, 7./8Z, 7./16Z,

727 ®7)27, T)27&T)A%, 7)27.&7/8Z, 7.)27.&7/16Z,
LIAL S L)AL, TJALSTL)8Z, T1J4LST)16Z,

Z/8Z® /8.

Ukoliko je E(Q(up~))[2*] ~ Z/2"Z, zaneki n € {1,2,3,4}, onda znamo da E ima racionalnu
2"-izogeniju pa tvrdnja odmah slijedi pogledamo li tablicu 5.1.

Znamo da je Gal (Q(&,)/Q) ~ {0}, Gal (Q(&4)/Q) ~Z /27 te
Gal (Q(4)/Q) ~ Z/2Z0 Z/2 2,

za svaki prirodni broj k > 2. Koriste¢i korolar 5.2.4 sada zakljuCujemo da je torzija Z /87 &
Z/87 nemoguca. Nadalje, iz istog korolara zaklju¢ujemo da tvrdnja leme vrijedi u slucaju
torzije Z /27 & 7 /27, odnosno torzije Z/4Z & 7./ 4 L.

U lemi 5.2.12 je pokazano da ako je E(Q(uy~))[2%] ~ Z /47 @& 7Z/8Z, onda je ta torzija
definirana nad poljem Q(u,4). Takoder, ista stvar je pokazana i za torzije Z/27Z & Z/16Z i
ZJAZ®7/16Z ulemama 5.2.14 1 5.2.15.

Preostaje joS pitanje torzija Z /27 & 7./4Z i 7./27 & 7/ 8Z. Pretpostavimo da tocke P i Q
Cine bazu te torzije, tj. P je reda 2, a Q je reda 2k, za k € {2,4}. Tocka 2Q je tada generator
jezgre k-izogenije i znamo da je ona definirana nad poljem stupnja najvise 2 nad Q. To znaci da
je tocka Q definirana nad poljem stupnja najvise 2 -4 = 8 nad Q, tj. nad poljem Q(,4). Ovime

je dokaz leme, ali i teorema 5.1.1 priveden kraju. [
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5.3. NEKE POSLJEDICE

Neka je E/Q elipticka krivulja. Poznate su sve moguénosti za torziju od E nad poljima Q(u,),
zan€ {2,3,4,7,8,11}. Sve ih navodimo navodimo u tablici 5.2, bez dokaza. Nadalje, za torziju
nad Q(us) znamo da imamo samo 3 moguénosti, ali za 2 jo§ nismo sigurni postizu li se.

Sada vidimo da je direktna posljedica teorema 5.1.1 ta da zapravo znamo torziju nad Q(7-)
1Q(p1~).

Idudi korak je pokusati odrediti sve moguce torzije eliptickih krivulja E/Q nad poljima
Q(u16) te Q(uo9), a zatim i nad Q(up7) te éemo time znati torzije nad Q(up~) i nad Q(us=).
Takoder, potrebno je naci primjer ili iskljuciti preostale dvije torzije u slucaju polja Q(us).

LK. ¢e u suradnji s T. Guzvi¢em i B. Vukorepom to i pokusSati napraviti u skorije vrijeme te
rezultate objaviti u [22].

Navedimo sada te ve¢ poznate rezultate. Kako je pp = {£1} znamo da E(Q(l))ors moZe

biti samo neka od grupa iz Mazurovog teorema [37, Theorem 2]:

Z/nZ, 1<n<10ilin=12,

7)27.®7)2n7, 1<n<4.

Naravno, svaka od tih grupa se postiZze. U nastavku neCemo spominjati ove grupe iz Mazurovog
teorema ve¢ samo one dodatne koje se pojavljuju. Za svaku ¢emo navesti i primjer elipticke

krivulje E /Q za koju se postiZe.

* Zan € {3,4} rezultate nalazimo u [40, Theorem 1]. Dovoljno je primijetiti da je Q(u3) =

Q(v-3) te Q(us) = Q).

* Rezultat za n = 5 nalazimo u [3, Theorem 5]. Napominjemo, za grupe Z /157 i Z./16Z
znamo da se pojavljuju kod eliptic¢kih krivulja E /Q(us). Preostaje vidjeti postoji li elip-

ticka krivulja E /Q za koju se pojavljuju te grupe.
* Rezultate zan € {7,8,11} je dokazao Borna Vukorepa i oni ¢e biti objavljeni u [22].

U idudoj tablici 5.2 navodimo sve moguce torzijske grupe nad spomenutim poljima. Na-
ravno, kao Sto smo napomenuli, ispuStamo grupe iz Mazurovog teorema. Prvi stupac tablice
je polje nad kojim promatramo torziju. U drugom stupcu su navedene sve grupe (osim onih iz

Mazurovog teorema) koje se mogu pojaviti kao torzija elipti¢ke krivulje E/Q nad tim poljem.
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Neke posljedice

U zadnjem (treéem) stupcu dajemo primjer elipti¢ke krivulje E/Q koja ima odgovarajuéu tor-

ziju nad promatranim poljem. Primjere krivulja navodimo s njihovim Cremoninim oznakama

s [54]. Simbol ? oznacava da jo$ ne znamo postoji li £/Q s tom torzijom nad promatranim

poljem.
polje | torzijska grupa | primjer E/Q
VAKYAYARY/ 27a3
Q(u3)
VARYASYALYA 14a2
Q(uwa) | Z/AZBZ)4Z 15al
VARYASYARYS 550k2
Q(us) Z/15Z ?
7.]16Z ?
Z/13Z 147¢cl
7./147 49a4
Q(u7) Z7/18Z 14a6
L]27.® L) 147 49al
L]2Z.67/18Z 14a4
L]ALSL|AL 15al
Q(us)
Z)2Z S Z/10Z 2112bd2
Z/11Z 121b1
Q(p1) 7/257 11a3
Z/27Z.®7Z/10Z | 10230bg2

Tablica 5.2: Sve mogucde torzije (bez onih iz Mazurovog teorema) od E /Q nad Q(u,).
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6. KORISTENI MAGMA KODOVI

U ovom poglavlju navodimo sve magma [2] kodove koje smo koristili u ovom radu. Koristili smo
verziju V2.24-7. Radna stanica je Fujitsu Celsius M770' s procesorom Intel® Xeon®
W-2133 @ 3.60 GHz’isa64 GB RAM-a.

lm ~»3.33

Oprez! Naredbi u retku 5 treba neko vrijeme da se izvrsi.

1 |E := EllipticCurve([0, -1, 1, 0, 01);
2 |DescentInformation(E);
3 |K := Subfields(CyclotomicField(25),5) [1]1[1];
4 |El := BaseChange(E,K);
5 |DescentInformation(E1l);
2m ~~» 342
1 |E := EllipticCurve("361al");
2 |P := DivisionPolynomial(E,19);
3 |K := Subfields(CyclotomicField(27),9) [1][1];
4 |HasRoot(P,K);
3m ~~» 343
Ovdje ¢emo takoder koristiti pomoénu funkciju Check iz 5.m.
1 |Q<x> := PolynomialRing(Rationals());
2 |C := HyperellipticCurve(x~6 - 2*x~5 + x~4 - 2*x"3 + 6%xx"2 - 4*x + 1);
3 |K := Subfields(CyclotomicField(9),3)[1][1];
4 |Cl1 := ChangeRing(C, X);

"https://www.fujitsu.com/fts/products/computing/pc/workstations/celsius-m770/
https://ark.intel.com/content/www/us/en/ark/products/125040/

intel-xeon-w-2133-processor-8-25m-cache-3-60-ghz.html
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KoriSteni magma kodovi

© 00 ~N o O

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

0 N O G b~ W NN o=

RankBound (Jacobian(C1)) ;
Discriminant (C1);
Factorization(177209344);
0 := RingOfIntegers(K);

Factorization(11*0);

AbelianGroup(Jacobian(ChangeRing(C1,GF(11°3))));

Factorization(19%0);

AbelianGroup(Jacobian(ChangeRing(C1,GF(19))));
AbelianGroup(Jacobian(ChangeRing(C,GF(3))));

pts := Points(Cl : Bound := 10);
P1 :

pts[1] - ptsl[4];
P2 :

pts[2] - pts[5];
Check(C1, pts, P1, P2);

pts := Points(C : Bound := 10);

P1 := pts[1] - pts[4];
P2 := pts[2] - pts[5];

Check(C, pts, P1, P2);

~3.4.5

Q<x> := PolynomialRing(Rationals());

E := EllipticCurve(x~3 - x, x + 1);
K := Subfields(CyclotomicField(9),3) [1][1];
E := ChangeRing(E, K);

DescentInformation(E) ;

~ 3477

Najprije navodimo pomo¢nu funkciju Check koju koristimo. Ona za danu hiperelipticku

krivulju ¢ 1 skup toCaka na njoj pts provjerava jesu li to sve tocke na ¢ (pod uvjetom da

znamo da su pts sve toCke na Jakobijanu od C).

Check := function(C, pts, P1, P2)
print #pts;
S :={};
for i := 1 to 50 do
for j := 1 to 50 do
S := 8 join {i*P1 + j*P2};
end for;

end for;
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9 ptsl := PointsAtInfinity(C);

10 for P in S do

11 p := Roots(P[1]);

12 for i := 1 to #p do

13 ptsl := ptsl join Points(C, p[i]l[1]);
14 end for;

15 end for;

16 return #S, (pts eq ptsl);

17 end function;

Iduca je pomoc¢na funkcija Find koja nam nalazi gornju i donju ogradu na torziju Jako-
bijana krivulje ¢ nad poljem K. Napomenimo da retci 13 i 14 ovise o samoj krivulji c. Tj.
moraju se “pogoditi” vrijednosti koje ¢e uspjeti pogoditi sve tocke na Jakobijanu. Tako-
der, ovu funkciju koristimo samo i iskljucivo radi manjeg obujma samog koda pa nas ne

smeta ovo “gubljenje opcenitosti”.

1 Find := function(C, K)

2 o := RingOfIntegers(X);

3 q := Degree(K);

4 for p := 5 to 100 do

5 if IsPrime(p) then

6 if #Factorization(p*o) eq q then

7 print AbelianGroup(Jacobian(ChangeRing(C,GF(p))));
8 break;

9 end if;
10 end if;
11 end for;
12 pts := Points(C : Bound := 10);
13 P1 := pts[3] - pts[7];
14 P2 := pts[5] - pts[10];
15 return Check(C, pts, P1, P2);
16 end function;

1 |Q<x> := PolynomialRing(Rationals());

2 C := HyperellipticCurve(x~6 + 2*x~5 + 5xx~4 + 10%x~3 + 10*x~2 + 4*x + 1);
3 |K := Subfields(CyclotomicField(9),3)[1]1[1];
4 |Cl := ChangeRing(C, K);

5 |RankBound(Jacobian(C1));

6 Find(C1, K);
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10
11
12
13
14
15
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8.m

pts := PointsAtInfinity(C1);

for p in Roots(x*(x + 1)*(x"2 + x + 1)*(x~3 - 3*x - 1), K) do
pts := pts join Points(C1,p[1]);
end for;

#pts;

K := CyclotomicField(3);

Find(ChangeRing(C, K), K);

K := CyclotomicField(9);

Find(ChangeRing(C, K), K);

~ Dokaz teorema 3.2.2

:= EllipticCurve("27a2");
:= Subfields(CyclotomicField(27),9) [1][1];
DivisionPolynomial(E, 27) div DivisionPolynomial(E, 9);

:= Factorization(f : DegreelLimit := 9);

i

r := Roots(f[1][1], K);
a := r[1]1[1];

_<y> := PolynomialRing(K);

Norm(Discriminant(y~2 + y - (a~3 - 270%a - 1708)));
Factorization(239299329230617529590083) ;

El := QuadraticTwist(E,3);

TorsionSubgroup (ChangeRing (E1,K));

El1 := QuadraticTwist(E,-3);

TorsionSubgroup (ChangeRing (E1,K)) ;

~ 352

Q<x> := PolynomialRing(Rationals());

K:=NumberField (x~16-16*x~14+104*x~12-352*x~10+660*x"8-672*x~6+336*x~4-64*x"2+2) ;

f := function(E, K)
r := Factorization(DivisionPolynomial(E,17) : DegreeLimit := 16);
for p in r do if HasRoot(p[1], K) then return true; end if; end for;
return false;

end function;

f(EllipticCurve("14450p1"), K);

f(EllipticCurve("14450p2"), K);

~3.5.5
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Q<x> := PolynomialRing(Rationals());

E := EllipticCurve(x~3 + x72, x + 1);
K := NumberField(x~4 - 4*x~2 + 2);
E := ChangeRing(E, K);

DescentInformation(E) ;

~3.5.5

Q<x> := PolynomialRing(Rationals());

E := EllipticCurve(x~3 + x"2 - x);

K := NumberField(x"2 - 2);
E := ChangeRing(E, K);

DescentInformation(E);

~ 3.6.1

F<t> := FunctionField(Rationals());

a =<0, t, (2*t-1)*(t-1)/t>;

b :=<t, t72 + t, (2%xt-1)x(t-1)>;
for i := 1 to 3 do
E := EllipticCurve([1-alil,-b[i],-b[i],0,01);
g, m := TorsionSubgroup(E);
g;
Discriminant (E) ;
end for;
A<t,s> := AffineSpace(Rationals(),2);
a := <16%t + 1, (9*t+1)*(t+1), 2%(t"2 - t + 1/8)>;
for i := 1 to 3 do
C := ProjectiveClosure(Curve(A,al[i] - 2xs°2));
Genus (C) ;
#Points(C : Bound := 100);
C := ProjectiveClosure(Curve(4,ali] + s72));
Genus(C) ;
#Points(C : Bound := 100);

end for;

~~ 3.6.1

F<t> := FunctionField(Rationals());

E := EllipticCurve([0,4/(1-2%t~2),0,4/(1-2%t~2),0]);
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TorsionSubgroup(E) ;

Discriminant (E) ;

~4.3.2

Q<x> := PolynomialRing(Rationals());

label := <"121a1", "121b1", "121c1", "361al",
"1225h1", "1225h2", "1849al", "4489al">;

prime := <11, 11, 11, 19, 37, 37, 43, 67>;

S := [1;

for i := 1 to 8 do

E := EllipticCurve(label[i]);

= prime[i];

= Factorization(DivisionPolynomial (E,p)
S := Append(S, T);

printf "Case E = jo:\n", labell[i];
for p in S[i] do
Degree(p[1]);
end for;
end for;
function £(K, S, label, 1, r)
for i := 1 to r do
printf "Case E = %o:\n", labellil;
for p in S[i] do
HasRoot (p[1], K);
end for;
end for;
return "done!";
end function;
//11
K := Subfields(CyclotomicField(25),5) [1][1];
f(K, S, label, 1, 3);
//19
K := Subfields(CyclotomicField(81),9) [1][1];
f(K, S, label, 4,4);
//37, deg = 6
F := Subfields(CyclotomicField(9),3)[1][1];
K := Compositum(F, NumberField(x~2 - 2));
f(K, S, label, 5, 5);

: DegreelLimit

1= p-1);
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//37, deg = 18

F := Subfields(CyclotomicField(81),9) [1][1];
K := Compositum(F, NumberField(x~2 - 2));
f(K, S, label, 6, 6);

F := Subfields(CyclotomicField(49),7) [1][1];
K := Subfields(CyclotomicField(9),3) [1][1];
K := Compositum(K, F);
f(X, S, label, 7, 7);

F := Subfields(CyclotomicField(121),11)[1][1];
K := Subfields(CyclotomicField(9),3)[1]1[1];

K := Compositum(K, F);

f(K, S, label, 8, 8);

~4.3.2

Napomenimo da naredbi u retku 2 treba nesSto viSe od sat vremena kako bi se izvrsila.

E :

EllipticCurve("26569al");
S :

Factorization(DivisionPolynomial(E,163) : DegreeLimit := 162);
for p in S do
Degree(p[1]);
end for;
K := Subfields(CyclotomicField(9),3)[1][1];
p := ChangeRing(S[1][1],K);

IsIrreducible(p);

~ 438

A<u, v> := AffineSpace(Rationals(),2);

C := ProjectiveClosure(Curve(A,25%(v"2+10%v+5) ~3-u~2*v~5-1728%v"5)) ;
IsSingular(C);
DescentInformation(EllipticCurve(C,SingularPoints(C) [1]));

Points(C : Bound := 10);

~+4.3.10

Ovdje je skup data iz retka 19 skup svih elipti¢kih krivulja definiranih nad Q s [54] koje

dopustaju 13-izogeniju nad Q.
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1 |Q<x> := PolynomialRing(Rationals());
2 |K := Subfields(CyclotomicField(9),3)[1][1];
3 |K := Compositum(K, NumberField(x~4 - 4*x~2 + 2));
4 |f := function(X, E)
5 p := DivisionPolynomial(E, 13);
6 fact := Factorization(p : Degreelimit := 12);
7 E := ChangeRing(E, K);
8 for p in fact do
9 r := Roots(p[1l], K);
10 for i in r do
11 if #Points(E, i[1]) gt O then
12 return true;
13 end if;
14 end for;
15 end for;
16 return false;
17 end function;
18 |S := {};
19 |for d in data do
20 if £(K, EllipticCurve(d)) then
21 S := S join {CremonaReference(EllipticCurve(d))};
22 end if;
23 end for;
24 |s;
16m ~~ 5.2.12
1 |Q<x> := PolynomialRing(Rationals());
2 |K := NumberField(x~8 - 8*x~6 + 20*x~4 - 16*x~2 + 2);
3 |F := CyclotomicField(16);
4 |L := CyclotomicField(32);
5 |E := EllipticCurve("32a2");
6 |TorsionSubgroup(ChangeRing(E,F));
7 | TorsionSubgroup(ChangeRing(E,L));
8 |RankBound(ChangeRing(E,K));
9 RankBound (ChangeRing(QuadraticTwist (E,-1) ,K));
17m ~»5.2.13
1 |Q<x> := PolynomialRing(Rationals());
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2 J := [0, 54000, -12288000, 1728, 287496, -3375, 16581375, 8000, -32768,
3 -884736, -884736000, -147197952000, -262537412640768000] ;
4 |K := CyclotomicField(64);
5 J|for j in J do
6 E := EllipticCurveWithjInvariant(j);
7 p := DivisionPolynomial(E, 16) div DivisionPolynomial(E, 8);
8 fact := Factorization(p : DegreelLimit := 32);
9 printf "j = %o, #fact = %o\n", j, #fact;
10 for i := 1 to #fact do
11 printf "%o : %o\n", i, HasRoot(fact[i][1], K);
12 end for;
13 end for;
18m ~»5.2.14
Kao §to smo napomenuli u samom dokazu leme 5.2.14, ovdje koristimo funkciju koju
su napisali E. Gonzdlez-Jiménez i F. Najman za potrebe dokaza [17, Lemma 8.15.]. Nji-
hov kdd moZe se na¢inahttp://verso.mat.uam.es/ enrique.gonzalez. jimenez/
research/tables/growth/growth.html, rije¢ je o funkciji Cuenta u lem8_16a.txt.
Funkcija Cuenta za danu grupu G (koja je moguca 2-adska slika elipticke krivulje E/Q)
i prirodne brojeve N, s i d vraa sve mogucée Galoisove grupe koje odgovaraju poljima
K takvima da je E(K)[2*] ~ Z/2°Z® 7Z/2VZ i da [K : Q)] dijeli d. Kako bismo prosli
po svim moguéim grupama G koristimo bazu RzB koja se moZe naci u datoteci 2pri-
mary_Ss.txt na stranici http://verso.mat.uam.es/ enrique.gonzalez. jimenez/
research/tables/pprimary/pprimary.html. Tu datoteku su generirali E. Gonzdlez-
Jiménez i A. Lozano-Robledo za &lanak [16]. Oni su pak koristili [48] i njihove (J. Rouse
i D. Zureick-Brown) baze koje se mogu naci na http://users.wfu.edu/rouseja/
2adic/.
1 |function aux_Id(m,s)
2 if [Integers(2~s)!t : t in Eltseq(m)] eq [1,0,0,1]
3 then return true;
4 else return false;
5 end if;
6 end function;
7 |load "2primary_Ss.txt";
8 function Cuenta(G,N,s,d)
9 M := Characteristic(BaseRing(G));
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10 GG := sub<GL(2,Integers(2°N)) | Generators(G),
11 (f(1,M,0,11,[1,0,M,1],[1+M,0,0,1],[1,0,0,1+M]]>;
12 0dds := [[i,j] : i in [0..2°N-1], j in [0..2°N-1] | Is0dd(i) or Is0dd(j)];
13 L :={};
14 V := RSpace(GG);
15 S :=[1;
16 for v in Odds do
17 Hv := Stabiliser (GG, V!'v);
18 Hvmod2s := [m : m in Hv | aux_Id(m,s)];
19 HHv := sub<GL(2,Integers(2°N)) | Hvmod2s>;
20 ord_s := #Hvmod2s;
21 hv := Integers()!(Order(GG)/ord_s);
22 if IsDivisibleBy(d,hv) then
23 Kv := quo<GG | Core(GG,HHv)>;
24 Gal := GroupName (Kv) ;
25 if IsAbelian(Kv) eq true and Order(Kv) ge 16 then
26 L := L join {Gal};
27 end if;
28 end if;
29 end for;
30 return L;
31 end function;
32 |S := {};
33 |for rzb in RZB do
34 if rzb[3][2][4] le 16 then
35 G := sub<GL(2,Integers(rzb[2])) | {m : m in rzb[4]1}>;
36 S := S join Cuenta(G,4,1,16);
37 end if;
38 end for;
39 S;

19m ~~» 5.2.16

1 |Q<x> := PolynomialRing(Rationals());

2 |K := CyclotomicField(32);

3 f := function(E, K)

4 r := Factorization(DivisionPolynomial(E,17) : DegreelLimit := 16);
5 for p in r do if HasRoot(p[1], K) then return true; end if; end for;
6 return false;
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7 end function;
8 f(EllipticCurve("14450p1"), K);
9 |f(EllipticCurve("14450p2"), K);
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ZAKLJUCAK

U radu je potpuno rijeseno pitanje rasta torzije eliptickih krivulja £ /Q nad poljima Q. ,, kao i

nad kompozitumu svih tih polja. Preciznije, ako je E/Q elipti¢ka krivulja, onda znamo da je

E(%S)tors == E(Q)tor57
gdje je
%/25 = H @oo,p-

p>5 prost

Za X = H Qs smo pokazali da je E (% )iors izomorfno nekoj od iduéih grupa
p prost

Z/nZ, 1<n<10iline€ {12,13,21,27},

Z)2Z®L)2nZ, 1<n<4.

Pri ¢emu znamo da za svaku grupu G s gornje liste, postoji elipticka krivulja E/Q takva da je
E(%)tors ~ G.
Zgodno je primijetiti da se sav “rast torzije” dogada upravo na kompozitumu polja Q> i

Qo 3. Stovise, sve se dogada “najdalje” nad poljem

Q22Q23.

Osim rasta koji smo imali za Q — Qw2 1 Q — Qw 3, ovdje se pojavio joS jedan izniman

slucaj rasta Q — @2 2Q1 3, gdje imamo rast torzije
{0} = Z/13Z.

Radi potpunosti i preglednosti, u sljedecoj tablici 6.1 navodimo primjere eliptickih krivulja
E /Q za svaki mogudi rast torzije Q — 7.

Prvi stupac je Cremonina oznaka elipti¢ke krivulje, drugi stupac je njena torzija nad Q, treci
stupac je njena torzija nad %, a Cetvrti stupac je polje najmanjeg stupnja nad QQ sadrzano u 7,

oznacimo ga s [F, nad kojim je ta torzija definirana.
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Zakljucak

Cremonina oznaka E(Q)tors E( )tors F
704d1 {0} Z]3Z Qi
24a6 7.)27. 7./4Z Q1.
704al {0} YARY/ Q12
320cl 7./27. 7./6Z Q1.
832f {0} 777 Q12
24a3 7./47. 7./8Z Q1.
17283 {0} Z/9Z Q12
768b1 7./27. 7,/107Z Q2.
30a5 7./6Z 7/127 Q12
14a5 Z)27 Z2L®LJ2Z | Qi
24a2 ZNRLOL2L | Z2LSL/AL | Qa2
14a2 7./67, Z22.87/6Z | Qa2
32a4 7./AZ, ZRLST/AZ | Qpa
32a4 7./47, ZNRTLOZ/8Z | Qan
162b1 7./37 7.)217 Q13
27a4 7./3Z 7.)277 Qa3
324a2 {0} ZNRLOL/2Z | Qi3
324al 7./3Z ZNRLOLI6Z | Qi3
162b2 {0} 717 Q13
27a3 7./3Z 797 Qi3

20736¢1 {0} Z/13Z Q22Q13

Tablica 6.1: Skupna tablica rasta torzije

Na kraju smo pokazali da je za torziju nad Q(u,~) dovoljno znati torziju nad Q(u,), za

svaki prost broj p > 5. Nadalje, vrijedi i da je

E(Q(u3=))tors = E(Q(133) tors te E(Q(t2=))tors = E(Q(Ls) tors-

Rezultati iz poglavlja 4 i 5 ¢e u skorije vrijeme biti objavljeni u ¢lanku [21] koji je u nastaja-
nju, u suradnji s Tomislavom Guzviéem. Nakon ovog rada pokusati ¢emo reci nesto o torziji nad
Q(up), za neke konkretne vrijednosti broja p. To ¢e biti napravljeno u suradnji s Tomislavom

Guzvi¢em i Bornom Vukorepom te u nekom trenutku objavljeno u ¢lanku [22].
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